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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre o conjunto dos niimeros complexos, o
conjunto dos polinomios, o conjunto das matrizes e anéis que fundamentam o tema deste
trabalho, as diferentes faces dos ntimeros complexos. Mostraremos que o anel dos po-
linomios com coeficientes reais quocientado pelo ideal (z? + 1) e um anel das matrizes de
entradas reais de ordem dois se comportam algebricamente como o conjunto dos niimeros
complexos. Por fim mostraremos que é possivel definir angulo entre matrizes que estao

no subconjunto de matrizes citado anteriormente.

Palavras chaves: Complexos, Polinomios, Matrizes, Anéis, Angulos Entre Matrizes.



Abstract

In this work we present a study on the set of complex numbers, the set of polynomials,
the set of matrices and rings that base the theme of this work, the different faces of
the complex numbers. We will show that the ring of polynomials with real coefficients
quotient by the ideal (z?+ 1) and a ring of the order two matrices with real entries
behave algebraically as the set of complex numbers. Finally we show that it is possible

to define angle between matrices that are in the subset of matrices quoted above.

Key Words: Complex, Polynomials, Matrices, Rings, Angle Between Matrices.
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Introducao

O primeiro momento em que se percebeu que o conjunto dos niimeros reais nao eram
mais suficientes e que comecgou a surgir ideias sobre o conjunto dos ntimeros complexos
foi na Italia, no século XV'I, por meio de uma disputa entre Cardano e Tartaglia pela
resolucao da equacao do 3° grau.

No século XVII, René Descartes, com o dominio da geometria analitica estudou
as equagoes algébricas e em uma passagem do Discurso do Método, Descartes escreveu:
“Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagao sao
reais. As vezes elas sao imagindrias” . Devido a isto, até hoje o niimero v/—1 é chamado de
nimero imagindrio e este se consagrou juntamente com a expressao ‘numero complexo”.
J& no século XV III, Leonhard Euler contribui significativamente com o estudo dos
niimeros complexos. Ele propos a notaciao de v/—1 por i [5].

A historia por tras dos conceitos matematicos amplia a percepcao de como a ma-
tematica estd interligada. Tal percepcao é de grande importancia para alcancar o sucesso
de ensino aprendizagem. Devido a isso nosso objetivo é apresentar como os elementos do
conjunto dos nimeros complexos podem ser estudado além da forma de par ordenado,
forma algébrica ou forma polar. Lembramos que estas sao as trés formas apresentadas
em livros do ensino médio. Nés mostraremos que o conjunto dos nimeros complexos
pode ser associado ao conjunto de polinomios e ao conjunto de matrizes. Para isto nosso
trabalho sera dividido em tres capitulos.

O primeiro capitulo é dedicado em apresentar o conjunto dos nimeros complexos,
forma algébrica, forma polar e “forma geométrica” de um nimero complexo. Também

definimos angulo entre nimeros complexos. Em seguida estudamos os polindmios com



coeficientes reais e o conjunto das matrizes. Apresentamos as principais operagoes e
propriedades destes.

Ja no segundo capitulo nosso objetivo é fazer um estudo sobre anéis, operacoes e
isomorfismo de anéis com o intuito de provar que o anel dos polindmios com coeficiente
reais quocientado por um ideal e um subanel de matrizes 2 x 2 com entradas reais, se
comportam algebricamente como o conjunto dos niimeros complexos.

Por fim, no terceiro capitulo iremos fazer um estudo sobre espagos vetoriais e produto
interno de espacos vetoriais para mostrar que € possivel definir angulo entre duas matrizes.
Mostramos também que o isomorfismo entre o corpo dos complexos e um subanel das

matrizes 2 X 2 com entradas reais preserva angulo.



Capitulo 1

Numeros Complexos, Polinomios e

Matrizes

Ao falarmos da relacao que existe entre o conjunto dos nimeros complexos com 0s
conjuntos dos polinémios e das matrizes, € importante apresentarmos cada um com uma
visao algébrica. Por isso, neste capitulo apresentaremos as principais definigoes, propri-
edades e teoremas necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Maiores detalhes

sobre estes assuntos podem ser encontrados em [2], [3] e [5].

1.1 O Conjunto Dos Niumeros Complexos

Nesta secao abordaremos o conjunto dos nimeros complexos. Inicialmente apresen-
tamos um numero complexo como um par ordenado do conjunto R x R. Em seguida
daremos ao conjunto R x R uma estrutura algébrica de adicao, multiplicacao e produto

por escalar.
Definigao 1.1. Considere o conjunto C =R x R, ou seja,
C={(z,y); r€eR ey e R}.
Sejam (a,b) e (c,d) dois elemento de C e \ uma constante real. Definimos:
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1 - Igualdade.

Diremos que (a,b) € igual a (c,d) se, e somente se, a = c e b = d. Ou simbolica-
mente,

(a,b) =(c,d) <= a=ceb=d.

2 - Adicao.

A adi¢do € uma operacao 4+ : Cx C — C que associa a cada ((a,b), (¢,d)) € CxC
o elemento

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

chamado soma de (a,b) e (c,d). Assim a soma de dois pares ordenados de C resulta
em um par ordenado, cuja a primeira e a sequnda posicao Sao, respectivamente, a

soma das primeiras e das sequndas posi¢oes dos pares iniciais.

3 - Multiplicacgao.
A multiplicacao em C é uma operacao - : C x C — C que associa a cada par

(a,b), (c,d) € C um inico elemento
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)

chamado produto. Assim o resultado da multiplicacdo de dois pares ordenados de
C serd o par ordenado cuja primeira posicao serd a diferenca entre o produto das
primeiras posigoes com as sequndas posi¢oes € a sequnda posi¢ao serd a soma dos
produtos da primeira posicoes de cada elemento dado com a sequnda posi¢ao dos

mesmos. Na maioria das vezes (a,b) - (¢,d) € escrito por (a,b)(c,d).

4 - Multiplicacao por uma escalar.

O produto de um par ordenado (a,b) € C por uma constante X\ € R é dado por
A (a,b) = (Aa, Ab),
ou seja, cada posi¢ao é multiplicada pela constante \.

O conjunto C com as operagoes anteriores é chamado de conjunto dos niimeros com-

plexos.



Para facilitar a escrita, representaremos, respectivamente, o nimero (0, 0) e o nimero

(1,0) por 0 e 1. Ainda, para cada nimero z = (a,b) € C, definimos

a —b
S = (a2+62’a2+b2)7 se z # 0.

Também, para cada z = (a,b) € C definimos

—z = (—a,—b).

Mostremos que as operacoes de adicao e multiplicacao definidas satisfazem vérias

propriedades que serao importantes no capitulo seguinte.
Proposicao 1.2. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z, w, t € C':
l-z4+(w+t)=(z4+w)+t.

2-04+z=2z+0=1=2.

4-z4+w=w-+z.
5 - z(wt) = (zw)t.

6 - i) z(w+t)=zw+ zt.

i) (z +w)t = 2t + wt.
7-1lz=2z.
8 - 2w =wz.
9-2w=0=2=0o0uw=0.
10 - 22/ =1, se 2z #0.

Demonstracao: Consideremos z,w,t € C, em que z = (a,b), w = (¢,d) e t = (e, f),

entao:



z+ (w+t) =

(a,b) +
(
(
(

a,b) + ((¢,d) + (e, ) =

(cted+f) = (a+(c+e)b+(d+f) =

(

(a

at+ct+eb+d+f) = ((a+c)+e,(b+d)+f) =
a+cb+d) (e, f) = (

z+w) +

(@,0) + (c,d)) + (e, f) =

0+2=(0,0)+(a,b) = (0+a,0+0b) = 2.

Analogamente, z + 0 = z.

24 (—2) =

(a,b) + (—a,—b) = (a + (—a),b+ (=b)) = (0,0) = 0.

Analogamente, (—z) + z = 0.

zZ+w

z(wt) =

z(w+t) =

= (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) = (c+a,d+D)
= (¢,d)+ (a,b) = w+ 2.

(a,0) - ((¢,d) - (¢, f)) = (a,b) - (ce — df , cf + de)
(a-(ce—df)—0b-(cf+de),a-(cf+de)+b-(ce—df))
(ace — adf — bef — bde,acf + ade + bce — bdf)

((ac —bd) - e — (ad + be) - f,(ad + be) - e + (ac — bd) - f)
((ac — bd) — (ad + bc), (ad + be) + (ac — bd)) - (e, f)
((a,0) - (¢;d)) - (e, f) = (zw)t.

(a,0) - ((¢;d) + (e, f)) = (a,0) - (c+ e, d + f)
(a-(c+e)=b-(d+ f),a-(d+ f)+blc+e))
(ac+ ae —bd — bf,ad + af + bc + be)
((ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be))
(ac — bd, ad + bc) + (ae — bf,af + be)
(a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f) = zw + zt.
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i)
(z+w)t =

(a,0) + (¢, d)) - (e, f) = (a + ;b + d) - (e, f)
( +(

at+c)-e—(b+d)-f,(a+c)- f+(b+d)-e)
ae+ce —bf —df,af + cf + be + de)
(ae = bf) + (ce — df), (af + be) + (cf + de))
ae —bf,af + be) + (ce — df,cf + de)

(
(
(
(
(
(a,0) - (e, ) + (¢,d) - (e, f)

1z =(1,0) - (a,b) = (1la — 0b,1b + 0a) = (a,b) = =

zw = (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db,cb + da) = (¢,d) - (a,b) = wz

zw=0=—=2z=0ouw=0

i) Se z =0 ou w = 0, nada temos a provar.

i1) Suponhamos entao, sem perda de generalidade, que z # 0. No caso em que

b # 0 temos:
2w = 0= (a,b)(c,d) = (0,0) = (ac — bd,ad + bc) = (0,0) =
ac—bd = 0 ac = bd (A)
—
ad+bc = 0 ad = —bc (B)
Multiplicando a equagao (B) por ¢ resulta:
ac = bd (E)
(ac)d = —bc? (F)
Substituindo a equagao (E) na equacao (F') temos:

bd® = —bc?

Do fato de b # 0, segue que,

&> = —¢,



e como ¢, d € R, concluimos que ¢ = d = 0, como queriamos demonstrar. No

caso em que a # 0, o resultado segue analogamente.

10 - Seja z # 0. Entao, a® + b* # 0 e temos

a —b
= (a’b>‘<a2+b2’a2—|—b2>

P e S S S
N a? + b2 a2 + b2 a2+ 12 a? + b2

2 2
a+b7 ab + ab (1.0 =1.
a2 +b2" a2+ bh?

Como zz’ resulta em 1, chamamos 2z’ de inverso multiplicativo de z. Devido a

iSSO, €SCcrevernos

1
ou também — ou 1/z.
2

Com as operagoes de adicao e multiplicacao em C, definimos as operacoes de subtracao

e divisao. Dados z, w € C definimos
z—w=z+(—w)

e
? -1

— = zw™ !, sempre que w # 0.
w

A potenciacao também é definida em C. Dado z € C e n € Z,n > 0, definimos:

Agora que definimos as operagoes em C, podemos identificar qualquer niimero real x

com o numero complexo (z,0)

Note que vendo z, y € R, como elemento de C, temos:
r+y= (2,04 (y,0) =(x+y,0+0)=(r+y,0) =z +y e



Analisemos agora o que ocorre com a poténcia (0,1)?. Temos que:
(0,1)>=(0,1)- (0,1) =(0-0—1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = —1,

ou seja, hd um nimero complexo que elevado ao quadrado resulta em —1. O ntimero com-
plexo (0, 1) é denotado por i e é chamado de algarismo imaginario. Logo, concluimos
que

i? = —1. (1.1)
Portanto, para qualquer nimero complexo z = (a,b) € C temos que
z=(a,b) = (a,0) 4+ (0,b) =a-(1,0) +b-(0,1) =a+bi

A expressao anterior de z é chamada forma algébrica de z, no qual definimos que:

a ¢ a parte real de z e denotamos por a = Re(z).

b é a parte imagindria de z e denotamos por b = I'm(z).

Todo z = (a,b) € C = R x R, pode ser representado geometricamente no plano
cartesiano, o qual chamamos, simplesmente, de plano complexo. Este plano possui
dois eixos orientados e ortogonais, em que o eixo horizontal recebe o nome de eixo real e
o eixo vertical recebe o nome de eixo imaginario. Chamamos de origem, e denotamos
por O, o ponto de intersecao destes eixos.

A representagao do nimero complexo a + bi é dado por uma flecha de origem em O

e ponto final no ponto A de coordenadas (a, b).

Exemplo 1.3. Para o numero complexro z =5 — 7i, temos:
Re(z) =5 e Im(z)=-T7

e sua representacao geométrica é:



Re(z)

1 2 3 a4 5 & 7

Figura 1.1: Exemplo .

Note que as operacoes de adigao e multiplicagdo dos ntimeros complexos na forma

algébrica sao dadas por

z4+w =(a+bi)+(c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i
e

zw = (a+bi)(c+ di) = (ac+ adi + bei + bdi*) = (ac — bd) + (ad + cb)i.

1.1.1 Conjugado

Considerando um ntmero complexo z = a + bi, definimos como conjugado de z, e
indicamos como Z, o numero complexo que se obtém conservando a parte real e trocando-

se o sinal da parte imaginaria de z, ou seja, Z = a — bi.

Exemplo 1.4. Vamos obter os conjugados de alguns nimeros complexos e suas repre-

sentagoes geométricas.

a) 2=8—2i—Z =8+ 2i.

3

4

Figura 1.2: Exemplo [1.4]a).
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b) 2= —3+4i =7 =—3— 4i.

Im(z)

Figura 1.3: Exemplo |1.4]b).

c) z=D5i = Z= —bi.

LA

i
Figura 1.4: Exemplo c).

Considerando z como uma flecha no plano complexo, Z é obtido através da reflexao

de z em relacao ao eixo real.

11



Re(z)

Figura 1.5: Representacao de z e Z.

Proposicao 1.5. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z, w € C
(a) Z=z;

(b) zfw=zZ+w;

(c) W =Z - w;

(d) z/w =Z/W, se w #0;

(¢) 2+Z=2-Re(z) e 2 —% =2 Im(2);

(f) z € R se e somente se zZ = z;

(9) z € imagindrio puro se e somente se Z = —z.

Demonstragao: Sejam z = a + bi, w =c+ di € C.

Z=a+bi=a—-bi=a+bi=z

(b) ztw=z+w.

Temos que:

12



z+w =

(a4 bi) + (c+ di)
(a+c)+ (b+d)i
(a+c)— (b+d)i
a—bi+c—di

Z 4 w.

(a+bi) — (c+ di)
(@a—c)+ (b—d)i

a—c)—(b—d)i
a—bi — (c+ di)

(a4 bi) - (c+ di)

ac — bd + (ad + bc)i
ac — bd — (ad + be)i
ac + bdi? — adi — bei
ac + bidi — adi — bci
a-(c—di)—bi-(c—di)

(a —bi) - (¢ — di)

Z-W.

(d) z/w =%/, se w # 0.

Seja w # 0, entao:

z/w

. ? 2
= (atb)- (c2+d2 N 02—|—d22>

c? d? d?
= (@'m—b'm—ﬂ@Q)*(—“‘m—dz”

13
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() z+zZ=2-Re(z) e z—Z = 2i - Im(z).
2+Z = a+bita—b
= (a+a)+ (b—-10)i
= 2a

= 2- Re(z2).

2—%Z = a+bi— (a—bi)
= a+bi—a+b
= (a—a)+ (b+0b)i
= 0+ 2
= 2i-Im(2).

(f) z € R se e somente se Z = z.

=) Se z € R temos que z = a + 07, com a € R. Assim:

z=a+0i=a—01=7%.

<) Como Z = z, temos:

a-+bi=a— bi.

14



Pela Defini¢ao [I.1] temos:

a = a

Y

b = —b

e da segunda equacao concluimos que b = 0. Logo z € R.
(g) z é imaginério puro se e somente se zZ = —z.

=) Se z é imaginario puro, temos que z é da forma 0 + bi para algum b € R.

Assim:

z2=0-bi=—-0—-bi=—z.

<) Como Z = —z, temos:

a—bi=—a— bi.
Pela Defini¢ao [I.1} segue que:
a = —a 20 = 0= a=0
g
b= b b= b

Logo, temos que z ¢ um numero imaginario puro.
Definigao 1.6. O mddulo de um nimero complero z = a + bi é definido por
|z| = Va2 + b2

Graficamente, o nimero real |z| nos fornece a distancia do ponto de coordenadas (a, b)
no plano complexo até a origem. E ainda, |z —w| é a distancia entre os pontos do plano

que representam z e w.

15



f Im(z)

7
// Re(z)

Figura 1.6: Representacao grafica do médulo de z.

Proposicao 1.7. As sequintes propriedades se verificam para quaisquer z, w € C:
(a) Re(z) < |Re(z)] < |z] e Im(z) < [Im(2)] < |2[;
(b) |2 = 22, 7] = |2] e |aw]| = |2||w];
(c) |z/w| = |z|/|w], sew #0;
(d) |z +w| < |z| + |w| (Desigualdade Triangular);
(e) |2+ w| = ||z = [w]].
Demonstracao: Sejam z =a+ bi, w=c+di € C
(a) Re(z) < |Re(2)| < |z| e Im(z) < |Im(z)] < |z|. Dai

Re(z) = a < |a| = |Re(2)| = Re(z) < |Re(z)|

|Re(2))? = |a]* = a* < a® +b* = |2
Disso, temos que |Re(z)| < |z|.

Portanto

Re(z) < |Re(z)| < |z|.
Analogamente, Im(z) < [Im(z)| < |z|.
(b) [2]* = 22, [2] = |z] e |2w| = |2]|w].

Observe que

16



(1) 2z=(a+bi)- (a—bi) =a®+b*+ abi — abi = a® + b* = |z]*.

2) 2] = |a — bi| = /a2 + (=b)2 = Va2 + B2 = |].

(3)

|2/w]

e

= |(a+bi)- (c+ di)|
= |(ac —bd) + (ad + be)i|
= \/(ac — bd)? + (ad + bc)?

= Va2c® + b2d? + a?d? + b2c?
= a (2 + d?) + (2 + d?)
= (a2 +b2)- (2 +d?)

= Va2 + b0V + &P

= |2l

(¢) |z/w| = [2|/|w] se w # 0.

|zw™

(

'l

. ¢ —d*
(a-+50)- (c2+d2 B c2+d2l>‘

c? d? —d? c?
b b
acz+d2+ 02+d2>+<ac2+d2+ c? + d?

)

V/(ac)? — 2abed + (bd)? + (ad)? + 2abed + (be)?

/

c? d? 2 —d? c?
b b
(ac2—|rd2+ 02—|—d2) +<a02+d2+ c? + d?

/

(ac® + bd*)? + (a(—d?) + bc?)?
(2 + d?)?

/

a’c* 4 2abd? + b2d* + a?d* — 2abd? + b2t

(@ + )
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a’c* + b2d* + a?d* + b*c
(2 + d?)?

= @+ &)

(@ + d2)2

_ \/(a2+b2) (et dh)

(02)2 + (d2)2
(@ + a2

I
=)
no
q
<
Do
VR
o
V)
no
QL
(%)
~_
[\
VR
(o)
Sl
4&
& no
(%)
~~_
[\

= |z|/[wl,
(d) [z +w| < |z[ + [w].

Inicialmente vamos verificar a validade da igualdade

|z + w|? = |2]> + 2Re(20) + |w]|? (1.2)

De fato, pelo item (b) desta proposicao e a Proposicao , temos que:

[zt = (ztw)-(z+w)
= (z4w) - (Z+w)
= ZZ+ zw+ wzZ + ww
= 2Z+ 20+ 20 + wo
= [z|* + 2Re(zw) + |wl|?.

Pelos itens (a) e (b), temos

2|* + 2Re(2w0) + |w]* < |z]* + 2|2w0] + |w]?
= |22 + 2|2||w| + |w|? (1.3)
= (|| + |w])*.
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Por ([1.2)) e (1.3]), obtemos:
|2+ w]* < (J2] + [w])?,

ou ainda,

|2 4+ w| < [2] + [w.

() [z + w2 [z] = |wl]

Utilizando o item (d), temos que:

Izl =z +w—w| <|z4+w|+]|—w|=|z+w|+ |w]|

Logo
|z +w| > 2| — [w].
Analogamente,
lw|=|w+z—z| <|z4w|+ |-z =|z+w|+ |z].
Portanto
|z +w| > |w| — |z].
Pelo fato de que ||z — ] = |21~ o] se |2] > Ju] e [[2] = [wl] = [w]~|z| se || > |21,

podemos concluir que

12+ w| = |[z] = |wl].

Pela Proposicao (1.7) (b) podemos verificar que se z # 0, entao

9 1_ z 1 Z
2" =22 <= - = — <=2 = —.
z |z |22

1.1.2 A forma polar

Seja z = a+bi € C, z # 0. Definimos o argumento de z, e denotamos por arg(z),
o angulo # formado pelo eixo real positivo com a flecha correspondente a z no sentido

anti-horario.
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4 Inz)

| [

Figura 1.7: Representacao do angulo de z.

Se z = a+ bi, entdo a = |z|cosf e b = |z|senf e dai temos que

z = |z|(cos @ + isend), com 0 € R. (1.4)

A Equagao (1.4) é denominada uma representacao polar de z. Como as fungoes
cos 6 e senf sao de periodo igual a 2k, para k € Z, temos que a Equacao continua
sendo valida para 6 + 2knw, k € Z. Com isso, podemos afirmar que existem infinitos
argumentos de z que satisfazem tal equacao. Porém, no intervalo real I = [0, 6 + 27),
existe um 1nico argumento em I que satisfaz . Por conveniéncia, consideraremos
arg(z) no intervalo [0, 27).

Logo,

z = |z|(cosarg(z) + isenarg(z)) (1.5)

¢é chamada a forma polar de z.
Para a demonstracao da préxima proposicao é importante relembrar que

sen(—a) = —sen« e cos (—a) = cos, Vo € R.

Proposicao 1.8. Se z € C, z # 0, tem representa¢ao polar dado por z = |z|(cosf +
isenf), entao

2t = |z| " [cos(—0) + isen(—0)]

Demonstragao:
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1 1
z  |z|(cos@ + isend)

1 cos f — i send

|2[(cos 6 + isenfl) cosf — isend

1 cosf —isend
|z| cos?6+ sen?d

cos 8 — isend

_ -1,
2 :

= |2|7Ycos O — isend]

= |z]7[cos (—0) + i sen(—0)].
Proposicao 1.9. Sejam os niumeros compleros z # 0 e w # 0, com suas respectivas

representagoes polares:
z =|z|(cos@ +isend) e w = |w|(cosw + isenw).

O produto de zw € dado por:

2w = |z||wl|[cos(0 + w) + isen(d + w)].
Demonstracao: De fato,
2w = |z|(cos@ +isenf) - |w|(cosw + isenw)
= |z|Jw]|(cos B 4 i send)(cos w + i senw)
= |z|Jw]|[(cosf cosw — senf senw) + i(cos O senw + senf cos w)]
= |z||w|[cos(0 + w) + isen(f + w)].

Corolario 1.10. Se os numeros compleros z # 0 e w # 0, tem suas respectivas repre-

sentacoes polares:

z = |z|(cosf +isend) e w = |w|(cosw + isenw),

21



entao

z _ [

[cos(f — w) + isen(d — w)]

w o fwl

Demonstracao: De fato,

z _ |z2[(cosf+isend)  |z| (cos® + isend)

w lw|(cosw +isenw)  |w| (cosw + isenw)

|z|  (cos@ +isenf) (cosw — isenw)

lw|  (cosw + isenw)  (cosw — i senw)

|z| [(cosfcosw + senf senw) + i( senf cosw — cos f senw)
|w] cos?w + sen?w
2|

[cos(6 — w) +isen(d —w)].

1.2 Angulo Entre Nidmeros Complexos

Considere z; = a + bi, zo = ¢+ di dois nimeros complexos e sejam A; de coordenadas
(a,b) e Ay de coordenadas (c,d).

Seja 0 o angulo entre A;O A, cuja medida pertence a [0, 180°] ou [0, 7]. O angulo 6 é

definido como sendo o angulo entre z; e z;.

4 Tm(z) b miz)

argzy
¢ argz Re(z)

Pl N

Re(z)

29
(a) 0 = argze — argz (b) 6 =27 — argzs + argz

Figura 1.8: Possiveis angulos entre nimeros complexos.
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1.3 Polindmios em uma Indeterminada

Esta secao tem como objetivo definir polinomios com coeficientes reais e suas operagoes
de adi¢ao e multiplicagao para a posterior demonstracao de resultados importantes refe-

rentes a este trabalho.

Definicao 1.11. Sejam R o conjunto dos niumeros reais. Cada soma formal finita do

"ocomay,...,a, € R, é chamado um polinomio na

tipo p(x) = ag+ a1+ asx®+- - -+ apx
indeterminada x com coeficientes reais. Cada a; € chamado coeficiente de p(x). Se n € o
maior natural tal que a, # 0, n é chamado grau de p(x), representado por gr(p(x)) = n.
O coeficiente a,, € chamado coeficiente lider de p(x). Quando o coeficiente lider € 1, o
polinomio € dito monico.

O conjunto de todos os polinomios do tipo ag + - -+ + a,z", com a; € R, é denotado
por R[z].
Definigao 1.12. Sejam p(z) = ag + a1 + agx® + - + a,2™ € Rlz] e q(x) = by + bz +

box? + -+ + bz € R[z|, com ay,, b, # 0. Dizemos que p(z) € igual a q(x) se, e somente
Se, a[):bOa ai :bla R an:bn-

Vamos definir uma operagao de adigao + e uma operagao de multiplicagao - no con-
junto R|x].

Definigao 1.13. Sejam p(z) = ag + a1 + asx® + - - - + a,a™ € Rlz] e q(z) = by + bz +
bow? + -+« + ba™ € R[z], com ay, by, # 0. Suponhamos n > m.

Definimos a adi¢ao de p(z) com q(x) por
p(x) + q(x) = (ag + bo) + (a1 + b1)x + (ag + bo)x* + -+ + (an + by) 2" € Rlx].
Definimos a multiplica¢ao de p(x) com q(x) por

p(x)-q(x) =co+crz+cr?+--- € Rlz], em que

Cp = Z a;b; = apby + arbp_1 + - +apby, k=0,...,n+m.
k=i+j

Proposigao 1.14. Sejam p(r) = ag + a1 + asx® + - - - + a, 2", q(x) = by + by + b +
<o+ bpa™ € Rz tais que a, # 0 € by, # 0, isto €, gr(p(x)) =n e gr(q(x)) = m. Entao:

23



(1) gr(p(z) + q(x)) < max{n,m}, sempre que gr(p(z) + q(x)) # 0.

(i) gr(p(z)q(z)) =m+n = gr(p(r))+ gr(q(x))

Demonstracao:

(1) Sem perda de generalidade, assuma que n > m. Assim,

0 # p(z)+qlz)
= (ao+bo) + (a1 +b1)x+ (ag + ba)x? + - + (am + byp)z™ + - - + (ay, + by)2",
onde acrescentamos coeficientes b; = 0 para j > m, se for necessario. Se a,+b, # 0,

entao gr(p(x) + ¢(z)) = n, sendo gr(p(z) + ¢(x)) < n. Portanto, gr(p(z) + ¢(x)) <

n = max{n,m}
i1) Como sabemos, p(x)q(z) = co + c1@ + cox? + - - + Cpama™™™, onde
( ) , D q + )

p
co = apby
cl1 = a0b1 + Cllbo

4 Cy = a0b2 + a1b1 + a2b0

L Cn+m = aObn—i—m + albn—i—m—l +- 1+ anbm + an+1bm—1 + 4t an—i—m—lbl + an+mb0

Note que ¢pim = apby € anby, # 0. Logo, gr(p(z)q(z)) = m +n = gr(p(x)) +
gr(q(z))

A seguir apresentamos duas definicbes e uma proposicao que serdao uteis em nosso

trabalho.

Definigao 1.15. Seja p(z) = ag + a1z + agz® + -+ - + a,a" € R[z]. Dizemos que um
polinomios p(x) € nulo quando todos os seus coeficientes sao iguais a zero, ou seja,

apg=a;=---=a, =0.

Definigao 1.16. Seja p(x) = ag+ a1z + asx® + - - - +a,2™ € R[z]. Chamamos de oposto

aditivo de p(x) o polinémio —p(z), em que —p(x) = —ag — a1@ — asx® — -+ — a, ™.
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Proposicao 1.17. Para quaisquer p(z),q(z) er(x) € R[z|, temos que
i) p(x) + (q(z) +r(x)) = (p(x) + ¢(x)) +r(2);
i) p(x) +q(z) = q(z) + p(z);

i11) Existe 0 € Rx] tal que, p(x) + 0 =0+ p(z) = p(x);

=
a¥
+
=
=
—
Na¥
|
=
aX
=
\aX
+
=
aX
=
—
&

viii) (kDp(z) = k(lp(z)), para todos k,l € R;
ix) 1-p(z) = p(e);
x) k(p(x)+q(z)) = kp(z) + kq(z), para todo k € R;

zi) (k+)p(x) = kp(x)+Ip(x), para todos k,l € R.

1.4 Matrizes

O objetivo desta secao é definirmos o conjunto das matrizes e suas operagoes para a
posterior demonstracao de resultados importantes referentes a este trabalho.
Iniciaremos falando de matrizes como um organizacao de informacoes, pois além de

ordenar e simplificar problemas cotidianos também fornece novos métodos de resolucao.

Definicao 1.18. Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e

colunas.

25



Por exemplo, ao anotarmos as médias bimestrais de um aluno na disciplinas de Ma-

tematica, Portugués e Ciéncias, podemos dispor em uma tabela.

1° Bimestre

2° Bimestre

3° Bimestre

4° Bimestre

Matematica 5,0 4,5 6,2 5,9
Portugueés 8,4 6,5 7,1 6,6
Ciéncia 9,0 7,8 6,8 8,6

Ao retirar os significados das linhas e colunas, temos o que se chama de matriz:

5,0 4,5 6,2 5,9
8,4 6,5 7,1 6,6
9,0 7,8 6,8 8,6
Para problemas com um nimero de variaveis e de observacoes muito grande, essa
disposicao ordenada dos dados em forma de matriz se torna indispensavel.

Representamos uma matriz de m linhas e n colunas por

a1 a2 Q1n

Q21 A22 Q2n, . .
Apisn = , em que cada a;; ER, com1 <1 <mel<j<n.

Am1  Am2 Amn

O conjunto de todas as matrizes de m linhas e n colunas com entradas em valores
reais é denotado por M,y (R).

Utilizaremos letras maitisculas para denotar matrizes, e quando quisermos especificar
o numero de linhas e colunas de uma matriz A escreveremos A,,yx, em que m denota o
nimero de linhas e n o nimero de colunas. Podemos utilizar parénteses para representar

uma matriz. Por exemplo:

apx a2 A1n

a1 A22 (57
Am Xn —

Am1  Am2 Amn

Também usamos a notagdo A = [a;;]mx, para indicar uma matriz de M, (R).

A préxima definicao nos diz quando duas matrizes sao iguais.
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Definigao 1.19. Duas matrizes Ayxn = [@ijlmxn € Brxs = [bijlrxs sao iguais, A = B, se
elas tém o mesmo nimero de linhas (m =r) e colunas (n = s), e todos os seus elementos

correspondentes sao iguais (a;; = b;;).

1.4.1 Alguns tipos especiais de matrizes

Entres as infinidades de matrizes que podemos escrever, existem as ditas especiais
devido a sua frequente usabilidade. Aproveitamos esta secao para definir aquelas que
serao utilizadas em nosso texto.

Consideremos a matriz A,,x, com entradas de numeros reais. Chamamos de:

Matriz quadrada aquela cujo nimero de linhas é igual ao nimero de colunas
(m = n).

Exemplo 1.20.
1 2 3
Azxz= 12 3 4
2 35

No caso de matrizes quadradas A,,x,,, costumamos dizer que A é uma matriz de
ordem m.

Matriz nula aquela em que a;; = 0, para todo i e j.

Exemplo 1.21.

00000
0 0 0 00 0O
A2><2 = ; B4><5 =
0 0 0 00 0O
0 00O00©O0

Matriz identidade uma matriz quadrada em que a; =1 e a;; = 0, para @ # j.

Exemplo 1.22.

1 00
10
.[3: 010 712:
0 1
0 01
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1.4.2 Operagoes com matrizes

Quando trabalhamos com matrizes, pode ser necesséario definirmos operacoes. Nesta
secao definiremos algumas operagoes e propriedades que serao utilizadas em capitulos

posteriores.

Definigao 1.23. A adig¢ao de duas matrizes de mesma ordem, A,,xn = [aij] € Byxn =
bi;], € wma matriz m X n, que denotaremos A + B, cujos elementos sio somas dos

elementos correspondentes de A e B, isto €,
A + B = [Clij + b”]
Exemplo 1.24.

1 3 5 2 46 3 7 11
+ =
-1 -3 5 0 4 8 -1 1 13

Proposicao 1.25. Dadas as matrizes A, B e C' de mesma ordem m X n, temos:
i) A+ B= B+ A.

ii) A+ (B+C)=(A+B)+C.

iii) A+0=A, em que 0 denota a matriz nula m x n.

Definicao 1.26. Seja A = [Gijlmxn € Myxn(R) e k um nimero real. Definimos a

multiplicacao de A por k como a matriz denotada por k- A e dada por
k- A= [ka]mxn-
Exemplo 1.27.
—3. —
Definicao 1.28. Dada uma matriz A = [a;j]mxn, podemos obter uma outra matriz At =

[bijlnxm, cujas linhas sdo as colunas de A, isto €, bj; = aj;. At € denominada transposta

de A.
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2 3 =5
Exemplo 1.29. Se A= | 3 1 |, entio A'=
01 -7
-5 =7
Defini¢ao 1.30. Sejam A = [aijlmxn € B = [bys|nxp. Definimos a multiplicagdo da
matriz A pela matriz B como AB = [cyy|mxp onde

n
Cuv = § aukbkv - aulblv +-+ aunbnv‘
k=1

A matriz AB € chamada matriz produto de A por B.
Observagoes:

i) Sé podemos efetuar o produto de duas matrizes A, xn € Bjx, se 0 nimero de colunas
da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda, isto é, n = [. Além disso, a

matriz resultado C' = AB serd de ordem m X p.

ii) O elemento ¢;; (i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz-produto) é obtido, multi-
plicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos elementos corres-

pondentes da j-ésima coluna da segunda matriz, e somando estes produtos.

Exemplo 1.31.

-1 2 —
123 1-(=1)+2-0+3-(=3) 1-2+2-1+3-1
101 -
45 6 4-(=1)+5-04+6-(—=3) 4-245-14+6-1
2x3 _3 1 L 2x2
3Ix2 _
—10 7
—22 19

L 2%x2

Definigao 1.32. Seja uma matriz quadrada A = [a;j], € M,,,(R). Definimos o trago

da matriz A, denotando por tr(A), como a soma dos elementos da diagonal principal,

ou ainda,
tr(A) =an + -+ Gmm.
1 3
Exemplo 1.33. Para A = , 0 traco € dado por
5 13

tr(A) =1+ 13 = 14,
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Proposicao 1.34. Considere as matrizes quadradas A = [a;;]m € B = [bij|m, € a matriz

identidade I, temos que:
i) tr(A) = tr(A").
ii) tr(I,) = n.
iii) tr(kA) = k - tr(A).
i) tr(AB) = tr(BA).

Demonstragao: Omitiremos as demonstracoes por nao serem dificeis.
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Capitulo 2

Anéis

Neste capitulo faremos uma fundamentacao tedrica para mostrar que um “subcon-
junto” dos polinomios de coeficientes reais e que um subconjunto das matrizes de entradas
reais de ordem dois por dois se comportam algebricamente como o conjunto dos niimeros
complexos.

Para facilitar o entendimento deste capitulo é importante que o leitor tenha conheci-
mento sobre nogoes de conjuntos, tais como: subconjuntos, complementar, interseccao,
uniao, etc.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [I] e [6].

Consideremos os conjunto A = {1,2,3,5} e B = {2,3,5}. O produto cartesiano A

com B é o conjunto
Ax B=1{(1,2),(1,3),(1,5),(2,2),(2,3),(2,5), (3,2)(3,3),(3,5),(5,2),(5,3),(5,5) }.

Seja R o subconjunto de A x B formado pelos pares ordenados de niimeros primos,
isto é,
R=1{(2,2),(2,3),(2,5),(3,2),(3,3),(3,5),(5,2),(5,3),(5,5) }.
Podemos ver que para um par ordenado de A x B estar em R é necessario e suficiente

que ele satisfaca a condicao de que o primeiro e o segundo elementos do par ordenado

sejam primos. Porém ao invés de dizer que um par ordenado (a,b) pertence a R, vamos
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dizer que a e b estao relacionados e vamos escrever aRb para indicar este fato (a estd
relacionado com b se, e somente se, a e b sdo primos).

Motivados por isto vamos formalizar a definicao de relagao.

Definigao 2.1. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Todo subconjunto R C Ax B é
chamado uma relagao de A em B. Para um elemento qualquer (a,b) € R, dizemos que

a esta relactonado com b e usamos a notacao aRb.

No caso em que A = B dizemos que R C A x A é uma relagao em A.

2.1 Conjunto Quociente

Nesta secao definiremos relagoes de equivaléncia, classe de equivaléncia e conjunto
quociente. Este serd de grande importancia mais adiante.
Na definicao a seguir, veremos quando uma relagao é considerada relacao de equi-

valéncia.

Definicao 2.2. Seja A um conjunto e R uma relagio em A. Dizemos que R é uma

relacdo de equivaléncia quando, para quaisquer a, b, ¢ € A, verifica-se:
i) aRa (reflexiva).
ii) aRb = bRa (simétrica).
iii) aRb, bRc = aRc (transitiva).
Quando a relagao R ¢ de equivaléncia, utilizamos o simbolo ~.
Exemplo 2.3. A relagao ~ em Z (conjunto dos nimeros inteiros) definida por
T~y 2t +1l=9y"+1

¢ uma relacao de equivaléncia em 7.

Com efeito, quaisquer x, y, z € Z, temos:
i) x~ux, pois ¥ +1=a>+1.
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i) r~y=2+1=y>’+1l= ¢y’ +1=22+1=y~u.
i) x~yey~z=1’+1=y’+ley’+1=224+1=2’+1=22+1=ax~7y.
Portanto a relacao ~ em 7. € uma relacao de equivaléncia em 7.
Definicao 2.4. Dados um conjunto A e uma relacdao de equivaléncia ~ em A, o conjunto
z:={a€ Aja~x}
¢ denominado classe de equivaléncia do elemento x, Vx € A.
Proposicao 2.5. Seja ~ uma relagao de equivaléncia num conjunto nao vazio A.

i) Toda classe de equivaléncia é nao vazia.
i1) Duas classes de equivaléncias distintas sao disjuntas.

iii) A unido de todas as classes de equivaléncia é o proprio conjunto A.
A demonstracdo encontra-se no livro [6], pdgina 09.

Definicao 2.6. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A. Chamamos
de conjunto quociente de A pela relagao de equivaléncia ~, e denotamos por —, ao

conjunto de todas as classes de equivaléncia relativamente a relacdo ~. Assim
% ={z;xz € A}.
Exemplo 2.7. Seja o conjunto A ={0,1,2,3} e consideremos a relagdo
~={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(0,2),(2,0),(1,3), (3, 1)}.

E facil ver que ~ é uma relacdo de equivaléncia. As classes de equivaléncia sdo:

0 = {zeAz~0 = {0,2}.
1 = {zeAz~1} = {1,3}
2 = {zeAzr~2 = {2,0}

3 = {reAx~3} = {3,1}.

Note que a classe 0 possui 0s mesmos elementos que a classe 2. O mesmo ocorre com as
classes 1 e 3.

Logo,

N

= = (0.1} = {{0.2}. {1.3}}.
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Exemplo 2.8. Considere A =7 e a relacao de equivaléncia ~ dada por:
Vr,y€EZ, v ~y<y—x=4n, para algum n € 7,

ou seja,

x~y<sy=4n+ x para algum n € 7.

Disso, temos que
6 = {yEZ,ONy} = {yeZ’y:4n+0,n€Z}

— [nneZ} = {0,+4 48 +12,.. ).
1 = {yeZl~y}t = {yeZy=4n+1neZ}

— {n+lLneZy = {..,—11,-7,-3,1,5,9,...}.
2 = {yeZ2~y} = {yeZyy=4n+2neZ}

— {n+2neZ) = {..,—10,—-6,-2,2,6,10,...}.
3 = {yeZ3~yt = {yeZy=4n+3,ne’Z}

— n+3neZy = {..,—9,-5-1,37,11,...}.
4 = {yeZid~y}t = {yeZyy=4n+4,n €’}

= {4(n+1);neZ}
= {0,+4,48,+12,...}

= 0.
Observe que para qualquer y € Z, temos quey = 4n, y = 4dn+ 1, y = 4n + 2 ou

y = 4n + 3. Logo, as distintas classes de equivaléncia podem ser representadas por 0, 1,

2ou3, e - = (3,123},
2.2 Anel

Nesta secao mostraremos as propriedades necessarias que um conjunto deve cumprir

para ser chamado de anel. Definiremos também subanéis e ideais.

Definicao 2.9. Seja A um conjunto ndao vazio onde estao definidas duas operacoes, as
quais chamaremos de adi¢ao e multiplicacio em A e as denotaremos, respectivamente,

por + e -.
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+:AxA—- A Tt AX A=A
(a,b) —a+b (a,b) —a-b

Dizemos que (A,+,-) é um anel se as sequintes 6 propriedades sao verificadas

1 - Associatividade da adicdo:

VabceA (a+b)+c=a+(b+c).

2 - FExisténcia de elemento neutro para a adi¢ao:

30€A tal quevVacA a+0=0+a=na.

3 - FExisténcia de oposto aditivo:

Ya € A, existe um unico y € A, denotado por y = —a, tal que

aty=y+a=0.

4 - Comutatividade da adi¢ao:

Vabe A a+b=b+a.

5 - Associatividade da multiplicacao:

VabceA, (a-b)-c=a-(b-c).

6 - Distributividade a esquerda e a direita:
Ya,b,ce A,
a-(b+c)=a-b+a-c.

(a+b)-c=a-c+b-ec
A seguir apresentamos uma propriedade que decorre da definicao de anel.
Proposicao 2.10. Seja (A, +,-) um anel e a,b € A. Entao, sio satisfeitas:
1-a0=0a=0.
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Exemplo 2.11. Os conjuntos Z, Q e R com as operagoes usuais sao anéis.

Exemplo 2.12. Como verificado na Proposicao(l.2], o conjunto C dos nimeros complexos

é um anel.

Exemplo 2.13. Como wisto no capitulo 1 o conjunto dos polinomios com coeficientes

reais sao exemplos de anéis.

Exemplo 2.14. FE possivel verificar, por meio de cdlculos exaustivos, que o conjunto
M, (R) das matrizes de ordem n, com entradas reais e as operagoes definidas no capitulo

anterior, € um anel.

Exemplo 2.15. Considere o conjunto F(R) de todas as fungoes f : R — R, a adi¢do de
fungoes definida por
(f +9)(x) = f(z) + g(x),V z €R,

e a multiplicacao dada por

(g- f)(x) = g(f(x)),VzeR

Entdo (F(R),+,-) nao € um anel.

Vamos mostrar que a propriedade 6, da distributividade, nao € vdlida.

De fato, seja f, g, h € F(R), definidas por f(x) = a-x+0b, com a, b € R — {0},
g(x)=a-2* e h(x) =b-x. Entio,Vr € R
flg +h)(x) = flg(x) + h(x)) = a-(9(z) + h(z)) +b = a-(9(2)) + a- (h(z)) +b =
@3 +abe £ a- (9(x) + b+ a- (h(x)) +b= F(g() + F(h() = (fo)(&) + (Fh)(x).

Exemplo 2.16. Consideremos o conjunto 27 = {p =2k;k € Z} ={...,—4,-2,0,2,4,...}
dos niimero inteiros pares, com adi¢cdo e multiplica¢ao usuais. Vamos verificar se (27,4, -)
é um anel.

De fato, para todo a = 2k, b = 2k', ¢ = 2k" € 27, com k, k', k" € Z temos:
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Associativa da adicdo:

(a+b)+c = (2k+2K)+2K" = 2(k+K)+ 2"
= 2((k+K)+ k") = 20k+K+EK"
= 2k+ (K +K")) = 2k+2(K+k")
= 2k+ (2K +2K") = a4+ (b+c).

Ezisténcia de elemento neutro para a adi¢ao:
0=2-0¢€ 2Z, logo
a+0=2k4+0=0+2k =2k =a.

Ezisténcia do oposto aditivo:

Para todo a € 27 temos:
a+r=02k+2=02=-2ks2=2(-k).

Como —k € Z concluimos que 2(—k) € 27Z, e ainda, 2(—k) = —2k = —(2k) = —a.

Mostrando que existe um tunico elemento —a € 27 tal que
a+ (—a)=0.
Comutatividade da adicao:

a+b=2k+2kK =2k+k)=2(K+k)=2K+2k=0b+a.

Associatividade da multiplicacao:

(a-b)-c= (22K 2k" =2k - 2 - 2k" = 2k - (2K’ - 2K") = a - (b - c).

Distributividade a esquerda e a direita:

a-(b+c) = 2k- (2K +2k") = 2%k-(2- (K + k")
= 2.9k (K + k") = 2-2(kK + kk")
— 2.2kK' +2-2kK" = 2k 2K + 2k - 2K"

= a-b+ta-c
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(a+b)-c = (2k+2kK)-2K" = 2(k+K)-2k"
= 2-2-(k+K)-K") = 2-2-(kk"+Kk")
= 2-2kk"+2-2E'K" = 2k 2K+ 2K -2k
= a-c+b-c

Assim, concluimos que (2Z,+,-) é um anel.

Exemplo 2.17. O conjunto I = {...,—5,—-3,—1,1,3,5,...} dos nimeros inteiros impares,
com adi¢ao e multiplicacao usuais nao € um anel, pois ndao satisfaz o item 2 da De-

fini¢ao de anel, ou seja, 0 ¢ 1.

Exemplo 2.18. O conjunto IU{0} = {2k+1;k € Z}U{0} ={--- ,—5,-3,-1,0,1,3,5,--- }
com adicao e multiplicacao usuais € um anel ?
Considere a = 2k+1,b=2K'+1, c = 2k"+1 € TU{0}, com k, k', k" € Z. Verificaremos

se as propriedades da Definicao 2.9 estao satisfeitas.

1 - Associativa da adicao:

(a+b)+c = 2k+14+2+1)+2"+1 = 2k+1+2F +1+2k"+1
= 2k+1+ Q2K +1+42"+1) = a+ (b+0).

2 - Fxisténcia de elemento neutro para a adi¢ao:

3 0e 1U{0} tal que:

a+0=2k+14+0=0+2k+1=2k+1=a.

3 - Existéncia de inverso aditivo:

para todo a € I U {0} temos:
a+rx=0<2k+1+0=082=—-2k+1) s z=2(—k) — 1.

Como —k € Z concluimos que 2(—k)—1 € IU{0}, e ainda, 2(—k)—1=—2k—1=

—(2k + 1) = —a. Ou seja, existe um unico elemento —a € I U {0} tal que

a+ (—a) =0.
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4 - Comutatividade da adicao:

a+b=2k+1+2+1=2+1+2k+1=0b+a.

5 - Associatividade da multiplicacao:

(@b)-c = (2k+1)- 2K +1))- 2K +1) = (2k+1)- (2K +1)- (2K" +1)
= 2k4+1)-(2K+1)-(2K"+1)) = a-(b-c).
6 - Distributividade a esquerda e a direita:
a-(b+c) = 2k+1)- (2K +1)+ (2" + 1))
= 2k+1)-2K+1)+(2k+1) - (2K"+1))
= a-b+ta-c
(a+b)-c = (2k+1)+ 2K +1))- (2" +1)
= 2k+1)-2K'+1)+ 2K +1)- 2"+ 1)
= a-c+b-c
Embora (I U{0},+,-) cumpra as propriedades de anel, temos que (I U {0}, +,-) ndo é
fechado para a adigdo, pois para todo k, k" € Z com k # —(K' + 1),
a+b=02k+1)+ 2K +1)=2k+2k +2=2(k+k +1) ¢ IU{0}.
Portanto, concluimos que (I U{0},+,-) ndo € anel.

Algo importante de se notar no Exemplo [2.16|é que nele nao ha o elemento neutro da
multiplicacao (neste caso o elemento 1). Notamos assim que (A, +,-) pode ser um anel

sem a obrigatoriedade de ter o elemento neutro da multiplicacao.

Definigao 2.19. O anel (A,+,-) € dito anel com unidade se:
Jue Au#0, tal que v -u=wu-x =x,Vr € A.

Notagao: A unidade de um anel, quando existir, denotamos por 14 ou apenas 1
quando nao houver possibilidade de confusao. Vale ressaltar que no vasto campo da
matematica nem sempre o elemento neutro da multiplicagdo é o niimero (inteiro, racional
ou real) 1.

Vejamos alguns exemplos de anel com unidade:
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Exemplo 2.20. O conjunto Mayo(R) das matrizes de ordem dois, com as operagoes

definidas no capitulo 1, com entradas reais, € um anel com unidade, em que sua unidade

0
01

€ a matriz identidade I =

Exemplo 2.21. Considere R[x] o anel dos polinémios com coeficientes em R. Note que

o numero real 1 pode ser escrito como
1=140x+- -4 02" = p(x).
Isto nos mostra que 1 = p(z) € R[x]. E portanto o anel R[z] é um anel com unidade.

Exemplo 2.22. Seja (A, +,-) um anel com unidade 1.

Vamos definir duas novas operacoes no conjunto A, usando as operagoes + e - de A.

adb=a+b+1, VabeA,
a®b=a-b+a+b, Vabe A.
Entao, (A, ®,®) € um anel.
Vamos verificar se (A, @, ®) satisfaz as seis propriedades da Defini¢ao .
Sejam x, y, z € A.

1 - Associatividade da adicdo.

(x®y)®z = (r4+y+1)Dz = (z+y+1)+z+1l=ao4+y+1+z+1 =x+y+2z+1+1 =
r+y+z+)+l=z+Wyd2)+1=0d® (yP2).

2 - FExisténcia do elemento neutro.
Queremos determinar w € A tal que x & w = x, ou seja,

r+w+1=ux.

Para que a igualdade anterior seja vdlida, devemos ter w = —1. Pelo fato de

(A, +,) ser um anel com unidade, existe —1 € A. Note que
r®(-)=z+(-1)+1==x.
(-)er=(-1)+z+1==x.

Portanto, —1 € o elemento neutro da adicao.
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3 -

Existéncia de oposto aditivo.

Queremos determinart € A tal que x @ t resulte no elemento neutro da soma, ou

seja, v &t = —1. Assim, queremos

r+t+1=-1
Para a igualdade anterior ser vdlida, devemos tert = —(x +2), em que 2 =1+ 1.
Como

r®(—(r+2)=a+(—(z+2)+l=—2-2+1)=—1;
(—(z+2)@r=(—(z+2)+r+1l=—2-2+2+1=-1

concluimos que o inverso aditivo de x é —(x + 2).
Comutatividade da adi¢ao.

rhy=c+y+l=y+ar+1l=ydux.

Associatividade da multiplicacao.
rOy=zr-yt+trt+y=y-rt+yt+tr=youx.

Distributividade a esquerda e a direita.

Vamos verificar, primeiramente, a distributividade a esquerda.

rOy@z) =z (Yy®z)+r+ydz) =z(y+z+)+a+(y+2+1) =2-y+z-2+2-
l+z+y+z+l=x-y+z-z+ax+zx+y+z+1=(z-y+ax+y)+(z-2+ax+2)+1=
rQY+r0z+1=(0y) & (r0O 2).

Agora vamos verificar a distributividade a direita.

(z@y)0z = (2®Y) 2+ (x®y)+2z = (r+y+1) z+r+y+l+z=x-2+y-2+1-2+
rty+l4+z=x-z+z+z4y-z2+y+z+1=(202)+(yo02)+1=(202)B(yO2).

Como as seis propriedades sao vdlidas, (A, ®,®) € um anel.

Vale notar que (A, ®,®) possui unidade. Pela Proposi¢ao temos

t®0 =2-04+404+zxz=2x
e

00zrx =0-24+042=u=x.
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Portanto sua unidade € 0.
Definigao 2.23. Um anel (A, +,-) € dito anel comutativo se:
Ve,ye Ax-y=y-x.

Exemplo 2.24. O Anel do FExemplo ¢ comutativo, pois, para quaisquer a = 2k,b =
2k" € 27, com k., k' € Z, temos:

a-b = 2k-2k = 2-2-k-F
= 22K -k = 2K -2k
= b-a.

Exemplo 2.25. O anel dos polinomios, como visto na Proposi¢ao|1.17| € um anel comu-

tativo.

O anel do Exemplo nao ¢ um anel comutativo, pois para as matrizes

1 2 0
A= e B= temos:
10 3 5
1 2 0 3 6 13
A-B= =
10 3 5 0 3
e
0 3 1 2 3 0
B'A: =
3 5 10 8 6

Assim A- B # B - A.

A seguir, definimos o que é um divisor de zero num anel comutativo.

Definicao 2.26. Seja A um anel comutativo. Um elemento a € A, a # 0 € dito um

divisor de zero, se existe b€ A, b# 0, que satisfaz, a-b=0.

Da definicao acima dizemos que um anel comutativo nao possui divisores de zero
quando o produto de dois elementos de A é nulo, entdao um desses dois elementos serd
nulo. Ou seja,

a,beAea-b=0=a=0o0ub=0.
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A préxima definicdo sao para os anéis comutativo com unidade e nao possui um

divisor de zero.

Definicao 2.27. Se A ¢ um anel comutativo, com unidade e sem divisores de

zero, dizemos que A € um dominio de integridade.

Exemplo 2.28. Os numeros inteiros 7. com as operacoes de adi¢ao e multiplicacao usuais
¢ um exemplo de dominio de integridade, pois é comutativo, possui a unidade 1 e para

todos a,b € 7 temos que se a-b=0, entio a =0 ou b= 0.

Além do conjunto dos ntmeros inteiros, temos que os conjuntos dos nimeros ra-
cionais Q e dos nimeros reais R também sao dominios de integridade, com as

operacoes usuais de adicao e multiplicacao.

Definigcao 2.29. Seja A um dominio de Integridade. Se para todo a € A, a # 0 existe

um b € A tal que ab =1, dizemos que A é corpo.
Exemplo 2.30. O conjunto dos numeros racionais Q € um corpo, pois para todo a € Q,
o1
a # 0 temos que existe — € Q tal que:
a

1
= 1.

a - —
a

Além do conjunto dos miumeros racionais Q, temos que o conjunto dos niumero reais

R também € um corpo.

Exemplo 2.31. Como visto no capitulo 1, o conjunto dos nimeros complexos C é um

corpo.

2.2.1 Subanéis

Definicao 2.32. Seja (A, +,:) um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Se B €
um anel com as operacoes de A, dizemos que B ¢ um subanel de A, e denotamos por

B <A

Exemplo 2.33. O conjunto Z dos nimeros inteiros e o conjunto 27 dos inteiros pares
sao anéis com as mesmas operacoes de adicao e multiplicacao de numeros inteiros, e

ainda, 27, ¢ um subconjunto de Z. Portanto 27, é um subanel de 7Z.
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Como consequéncia da Definicao [2.32], apresentamos uma proposicao que facilita ve-

rificar se um subconjunto de um anel é um subanel.

Proposicao 2.34. Seja (A,+,:) um anel e seja B um subconjunto nao vazio de A.

Entao, B € um subanel de A se, e somente se, as sequintes condigoes sao verificadas:

(i) B € fechado para a diferenca.

r,yeEB=x—-yeB

(ii) B € fechado para a multiplicagao.

v, yeE B=x-ye B

Demonstragao: (=) Se B é um subanel entdo por defini¢io temos a validade das
condigoes (1) e (ii).

(<) Por hipdtese temos que B € ndo vazio. Suponhamos que as propriedades (i) e
(ii) sdo satisfeitas.

Dado y € B, da validade de (i), temos 0 = y —y € B, o que implica que
—y =0—y € B. Agora, dado z,y € B, temos que v +y = © — (—y) € B, isto ¢,
B € fechado para a adicao.

De (ii) temos que B ¢é fechado para a multiplicacdo.

Como B € um subconjunto nao vazio de A, possui o elemento neutro para a adi¢ao
e € fechado para a multiplicacdo, temos que quaisquer elementos de B satisfazem as
propriedade da Defini¢ao [2.9]

Logo, pela Defini¢io[2.32, B é um subanel de A.

Exemplo 2.35. No conjunto dos niumeros inteiros Z, para qualquer m € 7 temos que
mZ = {mk;k € Z} é um subanel de 7, pois dados a = mp, b = mq € mZ com p,
q € Z, pela Proposi¢ao temos:

(i) 0 € mZ, pois 0 = m - 0. Isto mostra que mZ # &
(i) a —b=mp—mq=m(p—q) € mZ, pois (p — q) € Z.
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(11i) a-b=mp-mq=m(mpq) € mZ, pois (mpq) € Z.
Seja A um anel e S < A. Definimos:
Ve,yec A, x~y<sy—xebd.

E facil a verificacao de que ~ é uma relacao de equivaléncia em S.

Para todo = € A, a classe de z é dada por

T = {yedy—zeS}
= {ye€e Ay—x=s, paraalgum s € S}
= {y € A;y=x+s, para algum s € S}
= {z+s;5€8S}
= x4+ 5.

Seja o conjunto é ={z+ S;x € A}, e sejam z,y € A. Definimos:
o (z+S)+y+9)=(x+y)+5.
o (z+9)-(y+595)=(xy)+S.

Nossa questao é: serd que estas operacoes estao bem definidas a ponto de tornar -
um anel ?
Sejam x, z’, y e y elementos de A, tal que x + S =2'+Sey+ S =y + 5. Entao
zr—2'eSey—y 8. B facil ver que (x+y)+ S = (&' +y)+ 5.
Mas serd que (x+S5)-(y+5) = (' +5) - (¥ +5)7 Ou seja, serd que xy+ S = 'y’ + 57
Note que
xy+S=2y +S<axy—2y €8S

Mas, 2y — 2y =zy+ay —zy + 2’y =x(y— )+ (x — 2') .
S 5
(S S

Embora  — 2/, y — ¢/ € S, nado ha garantias de que
x(y—y)eSe(x—2)y €8 (2.1)
Logo, nao temos garantia de que
xy — 'y €S,
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por isso, nao hé garantias de que
xy+ S =2y +8S.
Inspirados nisso, vamos definir uma nova classe de subanéis.
Definicao 2.36. Seja A um anel e seja I um subanel de A.

(a) Dizemos que I é um ideal a esquerda de A, se

a-xe€l, Yae A Vrel.

(b) Dizemos que I é um ideal & direita de A, se

x-a€l, Yae A Ve el

(¢) Dizemos que I é um ideal de A se I é um ideal simultaneamente a direita e a

esquerda de A.
Notacao: Se I € um ideal de A, escrevemos I < A.

Apés a Definicao 2.36, percebemos que se S é um ideal de A teremos a validade de
(2.1]), e como consequéncia a validade da igualdade:

xy+S=ay +8.

A
Concluimos que as operacgoes estao bem definidas em — quando S é um ideal. Denotamos
A A
— por —.

~ S
Como resultado do que vimos acima, temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.37. Sejam A um anel, S um ideal de A.

_ — A
Sex=x"ey=1y em 3 entao:
(o) T+y=aty=a"+y =a'+y

VT G=T =1 9y =a- 1.
( Y Y Yy

Teorema 2.38. Seja A um anel e J um ideal de A. SeT =x+J e A/J ={T;z € A},

entao:
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(a) +: AT x AT — A/J e AT X AT = AlJ
(T.y) —rf+y=T+7 (T.y) —Ty=T-7
definem duas operagoes, denominadas adi¢ao e multiplicagdo, em A/ J.
(b) (A/J,+,-) € um anel, chamado anel quociente de A por J.
(c) Se 1 é a unidade de A entio 1 é a unidade de A/J.
(d) Se A é comutativo entio AJ/J é comutativo.

Demonstragao:

(a) Segue da Proposigao [2.37]
(b) Para demonstrar que (A/J,+,-) é um anel, vamos verificar as 6 propriedades da
Definicao [2.9]

Considere, entao, T, 7y, Z € A/ J.

1- Associatividade da adicao.

@+p)t+z=@E Ty +z=(@+y +z=aFyTz=T+{FT2) =T+(F+2).
2- Existencia de elemento neutro para a adicao.

Como 0 € A/J temos que

0+7Z =740 =7 e portanto 0 ¢ o elemento neutro para a adicao.
3- Existéncia de inverso aditivo.

Do item anterior temos que

O=@—=—2)=a+4+(-2)=7+ (—z) = (—2) +T.

4- Comutatividade da adicao.

TH+Y=r+yY=yYy+r=yYy—+7.

5- Associatividade da multiplicagao.

@y)z=@ 7y z=@y) 2=y z=x-(y-2)=7-(y-2)=7-(y-2)
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6- Distributividade a esquerda e a direita.

+ .

S|
|

) Z-(y+2) =7 (y+2)=z-(y+2)=x-y+2-2=T-y+x -2 =T

<

T-Z+Y-Z.

<
]

i) (Z4+y)z=(r+y)z=(r+y) - z=2-2+y-2=T -2+y- 2
(c) Se 1€ A, entdo temos que 1-x =z -1 =z para todo z em A, entao,

1. 2=1-2=

8|

T-l=x-1=1.
(d) Se A é comutativo, temos que x -y =y -z,V x,y € A, entao, teremos
T-y=7y-T, VEje A/l

Exemplo 2.39. Para todo anel A temos que {0} e A sdo ideais de A. Estes ideais sdo

chamado tdeais triviais de A. Ja os ideais nao triviais de A sao ditos ideats proprios

de A.

Exemplo 2.40. No anel Myy»(R), das matrizes de ordem 2 com entradas reais, considere

o subanel

a b
I = ra,b e R
0 0

Verifiguemos que I é um ideal a direita. De fato, se

aq b1 a b
€ [, (& € MQXQ(R)
0 O c d
temos
ay bl a b aai + Cbl Cllb + bld
0 0 c d 0 0
Logo I € um ideal a direita de My o(R).
Note que I nao é um ideal a esquerda, pois
a b a; b aa; + b0 abib+ b0 aa; aby ¢
c d 0 O ca; +d0  ¢by + dO ca; c¢by 7

sempre que ca; # 0 ou cby # 0.
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Exemplo 2.41. No anel Z, o anel dos inteiros, considere o subanel
27 = {2k; k € Z}.
Verifiguemos que 27, ¢ um ideal de de Z. De fato, temos

(i) 27 € um ideal a direita de Z, pois para todo x € 7 temos que

(2k)(x) = 2kx = 2(kx) € 2Z.

(i1) 27, € um ideal a esquerda de 7, pois para todo x € Z temos que

(x)(2k) = 22k = 2(kx) € 2Z.

Como queriamos verificar.

Sobre o exemplo anterior, é facil ver que, para qualquer a € Z temos que o subanel

aZ = {ak;k € z} é um ideal de Z.

Exemplo 2.42. Sejam (A,+,-) um anel e a € A o conjunto
(a)y = {ras; + - -+ rpasy;ri, s, € A}

¢ um ideal de A chamado um ideal principal gerado por a

Proposicao 2.43. Sejam I, J ideais de um anel A. Entdo os sequintes conjuntos sao
1deais

INJ={xeAxel exe ]}

I+ J={x+y;xecleyec},

IJ=A{xyy1 + - +xyn;x; €1 ey; € J}, comi € N.

2.2.2 Ideais maximais

A
Conforme vimos, se I < A, entao (7, +,- | ¢ anel. Nesta secao veremos condigoes

A
sobre [ para que (—

7 +, > seja corpo.
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Definicao 2.44. Dizemos que I € um ideal maximal em A, e denotamos I <. A, se:
(i) I+ A, istoél C A;

(ii) Para todo ideal J de A, se I estd contido em J, entdo I = J ou J = A, ou

simbolicamente,

J=1 ou
VJ<A ICJ=

J=A.
No préximo teorema, veremos quais as condicoes para um anel ser um corpo. O
segundo teorema nos dird que um anel quocientado pelo seu ideal sera corpo se, e somente

se, este ideal é maximal.

Teorema 2.45. Seja (K, +, ) um anel comutativo com unidade 1 € K. Sdo equivalentes.

(a) K é um corpo.
(b) {0} € um ideal mazximal em K.

(c) os tnicos ideais de K sdo os triviais.

Demonstracao: (a) = (b) Sejam K um corpo e J um ideal de K, de tal forma que
{0} € J C K. Se {0} = J, ndo ha o que provar. Suponha entdao que {0} # J. Entéo
existe a € J, com a # 0. Como K é um corpo, existe b € K tal que b-a = 1. Logo
1€ J, (pois J éumideal e 1l =b-a € J, Va#0 € Jedb e K). Assim, para todo
k € K, temos que k-1 € J. Logo, para todo k£ € K, temos que k£ € J e portanto J = K.
Concluimos que {0} é um ideal maximal em K.

(b) = (c) Se {0} é um ideal maximal em K, temos que para todo J ideal em K,
{0} C J, e assim J é o préprio conjunto {0} ou J é o préprio K que séo os ideais triviais.
Logo, os unicos ideais de K sao os triviais.

(¢) = (a) Seja 0 # a € K. Por hipdtese, (a) = K. Logo, 3 b € K tal que 1 = ab = ba.

Portanto K é corpo.

Teorema 2.46. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e seja J um ideal de A.

Entao, J € um ideal maximal se, e somente se, A/J € corpo.
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Demonstracgao

=)

Para A/J ser um corpo, devemos mostrar que em A/J satisfaz a seguinte proprie-
dade:
VO#ac A/J, Ibce A/Jtalquea-b="b-a=1.

Suponhamos que J é um ideal maximal de A e seja @ € A/J, @ # 0. Neste
caso, a ¢ J. Seja L = A - a um ideal principal de A gerado por a. Temos que
J+L={z+y; x € Jey € L} éum ideal contendo J. Comoa=1-a€ L C J+L
temos que J + L é um ideal contendo J e ainda J + L # J.

Pela maximalidade de J segue que A = J + L, e dai temos, 1 € J + L, ou seja,

existem u € J, v € L tais que 1 = u + v.

Comov € L =A-a, entdo v = b-a para algum b € A e como por hipdtese 1 ¢ J,

temos que 1 € A/J. Pela Proposicao [2.37, segue que
T=u+b-a=u+b-a=0+b-ac A/J.
Logo, b-@=1a-b =1, como querfamos demonstrar.

Suponha que A = A/.J é um corpo. Entdo,
TeA=J#A
Se M # J éum ideal de Ae J C M C A, entao teremos que existe a € M, tal que

a¢J, ouseja, a#0,ac A Como Aécorpo, b€ Atal quea-b=1; ou ainda

dJueJtalquea-b—1=u.

Como a € M e M é um ideal, entao a-b € M e como u € J C M temos que

u € M. Logo, concluimos que 1 =a-b—u € M, isto é M = A.

Portanto J é um ideal maximal.
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2.3 Homomorfismo De Anéis

Nesta secao, A e A’ denotarao anéis, a menos que mencionemos o contrario. Denotaremos,
respectivamente por 0 e 0’ os elementos neutros aditivos de A e A’, bem como 1 e 1’ as
unidades de A e A’, quando existirem. Adotaremos as operacoes + e - para ambos 0s

anéis.

Definicao 2.47. Uma fungdio f : A — A’ é um homomorfismo de A em A’ se, para

todo x, y em A, as sequintes condigoes estiverem satisfeitas:
(i) flz+y)=f2)+ fy)
(i) fx-y) = f(z)- fy).

Definicao 2.48. Se f : A — A’ € um homomorfismo bijetivo dizemos que f € um

isomorfismo de A sobre A'.

Os homomorfismos f : A — A sao chamados de endomorfismos de A, e os isomor-
fismos de A sobre si mesmo sao chamados de automorfismos de A.

Observagao: Se f : A — A’ é um homomorfismo, entdo f(0) = 0 e Va € A,
f(=a) = —f(a).
De fato, pela hipétese temos, f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0). Entao f(0)— f(0) = £(0).
Logo,
F(0) =0,

E ainda,

Segue que,

Teorema 2.49. Sejam A e A’ anéis e f: A — A" um homomorfismo. Entdo:
(1) Im(f) ={f(a);a € A} € um subanel de A’.
(2) N(f)={a€ A; f(a) =0} € um ideal de A, e f € injetiva < N(f) = {0}.
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(3) Os anéis A/N(f) e Im(f) sao isomorfos.
Demonstragao:

(1) Para Im(f) ser um subanel de A, Im(f) deve satisfazer as condigoes da
Proposigao [2.34]

De fato, como f é um homomorfismo, temos que

(i) 0" = f(0) € Im(f). Assim, Im(f) # @.

(ii) f(a), f(b) € Im(f) = f(a) — f(b) = f(a—b) € Im(f).
(i) f(a), f(b) € Im(f) = f(a)- f(b) = f(a-b) € Im(f).
Portanto, Im(f) < A’.

(2) Primeiramente vamos mostrar que N(f) é um ideal de A. De fato,

(i) Como f é um homomorfismo, temos que f(0) = 0. Logo, 0 € N(f).

(ii) Para quaisquer a, b € N(f) temos que
0=0-0=f(a)— f(b) = f(a—D), assim a — b € N(f).
(iii) Para todo z € A e para todo a € N(f) temos

fla-o) = fa)- () =0 f(2) =0

flw-a) = f(x)- fla) = f(z)- 0" =0"
Assim a-x € N(f) e x-a € N(f). Portanto N(f) é um ideal de A.

Mostraremos agora que f é injetora < N(f) = {0}

=) Como f é um homomorfismo, temos que f(0) = 0" e do fato de f ser injetiva

temos que se a € N(f), entdo
fla)=0"= f(0)=a=0.
Portanto N(f) = {0}.
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<) Sejam x, y € A tais que f(z) = f(y). Entao,

0= f(z) = fly) = flx—y).
Logo, v —y € N(f) = {0} e temos que z = y.

Portanto f é injetora.

(3) Queremos mostrar que existe um isomorfismo entre os anéis A/N(f) e Im(f).
Para isto seja uma funcao F : A/N(f) — Im(f) definida por F(Z) = f(x),
VZTeA/N(f).

Primeiramente, vamos mostrar que I’ estd bem definida e é bijetora.

(a) F estd bem definida e é injetora.

De fato, para todos T, 7y € A/N(f) temos:

F)=Fy) < flx)=f(y)
& fl@)=fly) =0
& fle—y)=0
& r—yeN(f)
& T=7
(b) F é sobrejetora.
De fato, dado y = f(x) € Im(f), F(T) = f(z) =y

(¢) F é homomorfismo.
Queremos mostrar que para todos Z, 7 € A/N(f), valem que
(i) F(z+y) = F(@)+ F()
(i) F(z-y) = F() F(y).
De Fato,
() F@+y) = flz+y) = f2)+ fly) = F@) + F@)
(i) F(z-7)=flz-y) = flx)- fly) = F(@)- F{@)

Portanto F' é um homomorfismo.

Logo, pelos itens (a), (b) e (c) temos que F' é um isomorfismo.
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2.4 A Primeira Face Do Nimero Complexo

Nesta se¢do mostraremos que o anel R[z] dos polindmios quocientado pelo ideal
(2 4+ 1) se comporta, algebricamente, como o conjunto C dos nimeros complexos. Para

isto, seja a funcao

¢:Rlz] - C | (2.2)
p(x) = p(i)

ou seja, dado p(x) = apz™ + ap_12" 1+ - + a1z + ag € Rz,
o(p(2)) = api™ + an_13" "+ + ari + ap.

Vamos verificar se a fungado ¢ é um homomorfismo. Para isto, sejam p(z) = a,z™ +
<o 4+ a1z + ag, com a, # 0, e qg(x) = bpx™ + -+ + bix + by, com b, # 0, polinémios
quaisquer.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que n > m.

i) Queremos mostrar que ¢(p(r) + ¢(x)) = $(p()) + d(a(x)).

De fato,

o(p(z) +q(z)) = o((anz™+ - +apz™+ -+ a1z + ag)
+(bpx™ + - - + bz + by))
= ¢(apa™ + -+ (am +bp)x™ + - + (a1 + by)z + (ag + b))
= "+ A+ (am b))t 4+ -+ (a1 + b1)i + (ao + bo)
= "+ -+ api™ + b+ Fari + bt +ag + by
= (api"+ -+ apt™+ -+ ari+ ag)
(b @™ + - - + byt + bo)
= o((anx" + -+ apa™ + - + a1z + ap))
+O(bpx™ 4 -+ + b1z + bo)
= o(p(x)) + ¢(p(x))-

i) Queremos mostrar que ¢(p(z) - ¢(z)) = ¢(p(x)) - ¢(p(x))-
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Inicialmente vamos calcular p(x) - ¢(x).

p(x)-q(r) = (2" + -+ apa™ + -+ a7 + ag)-
(bypx™ + -+ - + biz + by)
= @y " (bpa™ + -+ biT + bo)+
U1 " (b @™ + by 2™ 4 - by + bg)+

+ama™ - (bpa™ + -+ - 4 b1z + bo)+
+a12 - (bpe™ + -+ - 4 b1x + bo) +
ao(bm$m++b1$+b0)

= a,b, - z"T"+
(anbm—l + an—lbm) . anrmfl_'_

(anbm72 + anflbm—l + an,Qbm) . xn+m—2+

+(anb0 + an—lbl + an—2b2 + -+ an—mbm) : :L.n_|_

+(ambo + Am_1b1 4 @pm_2bs + -+ + aghy,) - "+

(2.3)
+(ai1by + aghy) - x+
(aobo).
n+m
Ou seja, p(z)g(x) = Z (Z (aibj)xk>. Substituindo em ¢(p(x) - q(x)),
k=0 \i+j=Fk

temos

o(p(x) - q(x)) = G(anbm - &™) + G((anbm-1 + @n-1by) - 2" 1)+

+d((anby + an_1b1 + an_2bs + -+ - + ay_mbm) - ")+
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+((Ambo + Apm—1b1 + ap—2bs + - - - + agby,) - ™)+

¢((arbo + agby) - =) + ¢((aobo))

= —i—anbm . Z'n—i—m + (anbm_l + an_lbm) . Z'n+m—1+

+(anbo + an_1b1 + @n_2bs + - -+ + ap_pmby,) - i"+

+(ambo + am—1b1 + @m—2bs + - -+ + aoby,) - 1™+

+(CL1b0 + aobl) -1+ (aob())
= ™ (bpt™ 4 by 1™ 4 -+ byi + bo)+
A 18" (D™ + b1 8™ o byi + D)+

™ + (D™ + by 18™ 4 - 4 byi 4 by)+

tayi - (byi™ + by i™ 7 4+ + by + bo)+
g+ (byi™ 4 by 1i™ L 4 - 4 byi + by)
= (api™ 4 ap_ 18"+ A i™ A+ Ay ™+ agi + ag)-
+(byd™ + by 8™ - 4 Dyt + bg)
= p(i) - q(2)
= ¢(p(x)) - o(q(x)).
Mostramos, pelos itens (i) e (ii), que a fungao ¢ é um homomorfismo de anéis.
Verificaremos que ¢ é sobrejetora, ou seja, dado (a + bi) € C, existe p(x) € R[z] tal
que ¢(p(z)) = a + bi.

De fato considerando p(z) = a + bz, temos que

o(p(z)) = ¢(a + bx) = ¢(a) + ¢(bx) = a + bi.

Vamos analisar o nicleo de ¢, ou seja, quem sao os elementos p(z) € R[z] tal que

¢(p(z)) = 0.
Considere p(z) = ag + a1z + azx?® + - - - a,z™ € N(¢). Entao:
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é(ag + arx + agx® + - - a,z") =0
ag + ayi + agi? + - a,i" =0

ap+ar-itay- (1) +asz-(—i)+as-14+as-i+---=0

rvree

(ao—a2+a4—a6—i—a8—a10+---)+

(al—a3+a5—a7+a9—a11+---)-i:0+0-i.

Pela igualdade de niimeros complexos, segue que

ap—az+as—ag+ag—apg+--- =0

ay —az+as—ar+ag—apn+--- =0
ou ainda,

ag =az—ay+as—ag+ap+--- (A

ay =az—as+ar—ag+ay+--- (B)

Substituindo (A) e (B) em p(x), temos

p(x) = (ag—as+as—ag+a+---)+ (a3 —as +ayr —ag+ap +---)r+
a2x2+a3x3+a4x4—l—a5x5—I—anG+a7x7+a8x8+a9x9+a10x10
+aprtt + -+ aua”

= ay-(*+ D) +azz- (2 +1)+as- (2* = 1) +azz- (z* = 1)+
ag- (2% +1) +arx- (25 +1) +ag- (2® = 1) + agz - (2® — 1)+
ap - (#%+1) +apz- (0 4+1)+---.

Note que os fatores que aparecem sao
(24 1), (2* = 1), (2°+ 1), (@® = 1), (" + 1), ...,

que podem ser escritos como (z**%+ 1), p € Z; ou (z* — 1), q € Z%.
Demonstraremos que (%72 +1) e (2% — 1), com p € Z, e q € Z?,, sdo miltiplos de
(2% +1).
1) (z%*2 +1) é multiplo de (22 + 1) para todo p € Z,.
De fato, por indugao finita sobre p € Z., temos:
i) Para p =0, resulta que (z*%"? 4+ 1) = (22 +1) =1- (2 4+ 1).
Assim, para p = 0, temos que (%72 + 1) é maltiplo de (2% + 1)
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ii) Suponha que para p = k tenhamos (z**2 + 1) multiplo de (2% + 1), ou seja,
("2 4+ 1) = (2? + 1) - h(x),

para algum h(z) € R[z].
iii) Vamos mostrar que para p = (k + 1), (z**+D+2 1 1) ¢ muiltiplo de (z? + 1).

De fato,

(x4(k+1)+2+1) — (:C4k+4+2+1)
— ph.optkt2

Somando e subtraindo z*, temos
) )

($4(k+1)+2 +1) = 2t o2 oA g

= z* (@24 1) — (2% - 1).
Pelo item ii), segue que,

(D2 1 1) = 2 (2 +1) - h(z) — (22 + 1) - (2 — 1)
= (@*+1) (2" h(z) — (2" - 1)),

com (z* - h(z) — (2? — 1)) € R[z].

Concluimos, pelos itens i), ii) e iii), que (z%#72 + 1) é multiplo de (22 + 1), para

todo p € Z,..

2) (2" —1) é muiltiplo (2% + 1), para todo ¢ € Z7.

Por inducao finita com g € Z7, temos:

i) Para ¢ =1, resultaque 21 —1 =2 - 1= (22 +1) - (2® — 1).
Portanto, para ¢ = 1, temos que (2% — 1) é miltiplo (2 + 1).

ii) Suponha que para ¢ = k, tenhamos (z* — 1) multiplo de (2% + 1), ou seja,

para algum g(x) € R[z]
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iii) Vamos mostrar que para q = (k + 1), (z***+) — 1) é miltiplo de (22 + 1).

De fato,

(a:4(k+1) _ 1) — (I4k+4 _ 1)

Somando e subtraindo z*, temos,
(D) — 1) = gt gt gt gt 1
= 2t (2% - 1) + (2 = 1).
Pelo item ii), segue que,
(A —1) = ot (22 +1) - g(a) + (@2 4+ 1) - (2 — 1)
= (@*+1)- (2" g(x) + (2* = 1)),

com (z*- g(x) + (22 — 1)) € R[x].

Pelos itens i), ii) e iii), concluimos que z% — 1 é multiplo de (2% + 1), para todo
qeZ.
Assim, podemos afirmar que
p(r) = ay- (22 +1)+azz- (2> +1)+ay- (z* — 1) +asz- (z* — 1)+
ag- (2% + 1) +arz- (24 1) +as- (2% = 1)+ agzr - (2® — 1)+
ao- (@0 + 1) +apnz- (@0 +1)+--- .
pode ser escrito como p(x) = (2? + 1) - f(x) para algum f(z) € Rlx].
Portanto o nicleo da funcao ¢ ¢ formado por todos os polindmios multiplos de 22 +1,
isto é,
N(¢) ={(z* + 1) - h(z); h(z) € Rlz]},
ou simplesmente, N(¢) = (z? + 1).

Como a funcao ¢ é um homomorfismo, pelo Teorema item (3), concluimos que
Rlz]

e Im(¢) = C sao isomorfos, ou seja,

N(¢)
R
Rl o
(22 +1)
. R[] . .
Mostrando que o conjunto m se comporta, algebricamente, como o conjunto C
x

dos nimeros complexos.
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2.5 A Segunda Face Do Numero Complexo

Nesta secao mostraremos uma outra face do conjunto dos niimeros complexos. Prova-
remos que existe um subanel no anel My, »(R) das matrizes de ordem 2 que se comporta

algebricamente como o conjunto dos nimeros complexos.

a b
Exemplo 2.50. Considere o anel S = ;a,b € R 3 e a funcdo
—b a
v S —C
a . (2.4)
— a4+ b
—b a
a b c
Sejam as matrizes A = ,C = € S. Verificaremos se ¥ € um
—b a —d c
homomorfismo.

i) Mostraremos que V(A + C) = W(A) + ¥ (C)

De fato,
a b c d
VA+C) = ¥ +
-b a —d c
a+c b+d
= U
-b—d a+c

= (a+c¢)+ (b+d)i
= a+c+bi+di
= a+bi+c+di
= (a+bi)+d+bi

a b c d
= U + U

-b a —d c
= Y(A)+Y(C)
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ii) Mostraremos que V(A -C) = V(A) - ¥(C).

De fato,

a b c d

VA-C) = U
-b a —d c

. ac + b(—d) ad + bc
(=b)c+a(—d) (=b)d+ ac

ac—bd ad+ be

= U
—bc —ad —bd+ ac
ac — bd ad + be

= U

—(ad +be) ac—bd
(ac — bd) + (ad + be)i
ac — bd + adi + bci

ac + bdi? + adi + bei
ac + bidi + adi + cbt
a(c+ di) + bi(c + di)

= (a+bi)(c+di)

a b c d
= Vv

—b a —d c
= V(A)-¥(C)

Por i) e ii), concluimos que a fungdo ¥ € um homomorfismo.

A sequir, mostraremos que a fun¢ao ¥ € bijetiva.

Injetividade: Para mostrar que ¥ € injetiva, utilizaremos o Teorema[2.49] item (2).

Primeiramente, verificaremos que N (V)
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A= € N(V¥). Entao,

a b
V(A) =0T =0&
-b a

a+bi=0&a+bi =040

pela igualdade de nimero complexos, temos que

Concluimos que qualquer matriz do nicleo de W € nula. Garantindo, pelo Teorema
que ¥ € injetiva.
Sobrejetividade: Queremos mostrar que para qualquer a + bi € C existe A =
x oy .
€S com z,y € R, tal que V(A) = a + bi.
De fato, temos que

U(A) = a+b

Ty
= ¥ = a+b
— x4yl = a+ b,

pela igualdade de nimeros complexos, obtemos,

r=a
, r,y,a,b € R
y=>=
' , . a b
Logo, para qualquer a + bi € C, existe uma matriz A = € S tal que
—b a
V(A) = a+ bi.

Como a fungdo W é um homomorfismo bijetivo, pela Defini¢ao concluimos que a

funcao W é um isomorfismo.
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Como acabamos de ver, no Exemplo temos que a funcao ¥ é um isomorfismo, e

devido a isto podemos entao afirmar que existe a funcao inversa
vt:. C =8

a+bi —

ou seja, dado a + bi € C, temos que

a b
-b a

U a+ bi) =

(2.5)

Motivados pelo isomorfismo da funcao ¥ e pelo fato de podermos definir &ngulo entre

numeros complexo, vamos verificar que é possivel formar angulos com duas matrizes A e

B do conjunto S.
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Capitulo 3

Angulos Entre Matrizes

Neste capitulo mostraremos que é possivel encontrar angulo entre duas matrizes que

a
estao no conjunto S = ;a,b € R} definido no capitulo anterior. Como

—b a
base, iniciaremos definindo espaco vetorial e produto interno num espaco vetorial.

Maiores detalhes podem ser encontrado em [3], [4] e [§].

Definicao 3.1. Um conjunto ndao vazio V é um espago vetorial sobre um corpo
K (ou um K—espago vetorial) se em seus elementos, denominados vetores, estiverem

definidas duas operacoes:
e A cada par u, v de vetores de V' corresponde um vetor u 4+ v € V, chamado de
adicao de u e v, de modo que:
l-u+v=v+4+u, VuveV.
2- (u+v)+w=u+ (v+w).
3 - existe em V um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que

O+v=0v,VvevV.

4 - a cada vetor v € V exista um vetor em V', denotado por —v tal que v+ (—v) =

0.

e A cada par o € K e v € V, corresponde um vetor a-v € V denominado produto

por escalar de o por v de modo que:
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5- (af)-v=af

v),Va,feKeVveV.

6-1-v=v,VveV (ondel é o elemento identidade de K).

Além disso, vamos impor que as operacoes dadas se distribuam, isto €, que

valham as sequintes propriedades

7-a - (utv)=a-ut+a-v,VaeKeVuveV.

8-(a+pf) - v=a-v+p-v,VafeK

eVveV.

Exemplo 3.2. Para quaisquer (a1, ..., a,),(b1,...,b,) € R" e « € R, definimos
Adigcao : (a1, ...,a,) 4+ (b1,...,by) = (a1 + by, ..., a4, + by);
Produto por escalar : o (ay,...,a,) = (@ aq,...,q-ay).
O conjunto R™ € espaco vetorial sobre o corpo R. Vejamos.
1 - Dadosu,v € R", comu = (ay,...,a,), a1,...,a, € Rev=(by,...,b,), b1,...,b, €
R, temos
utv = (a1, ..., an)+(b1,...,by) = (a1+b1, ..., a,+b,) = (bi+ay, ..., by+a,) = v+u.
2 - u,v,w €R™ comu=(ay,...,a,), a1,...,a, € R, v="(by,...,b,), b1,...,b, ER
ew=(c1,...,Cn), C1,...,Cn € R, temos
(utv)+w = ((a1,...,an) + (br,..., b)) + (c1,...,¢n)
= (a1 +by,...,a,+by)+ (c1,...,¢)
= ((ar+b1)+cry..o,(an+by) + )
= (a1 +b+cp,...,a,+by+cy)
= (a1 + (b +1),. + (b, +¢n))
== (alv an)+<<b1+cl)a'~-7(bn+cn))
= (a1,...,a,) + ((b1,...,0n) + (c1,...,¢n))
= v+ (u+w).
3 - Existe em R™ o vetor 0 = (0,...,0), tal que
0+u=(0,...,0)+ (a1,...,a,) = (04 as,...,0+a,) = (a1,...,a,) =,
Vu=(a,...,a,) € R™
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4 - A cada vetor u = (ay,...,a,) € R existe um vetor —u = (—ay,...,—a,) € R", tal

que

u+t(—u) = (a,...,a,) + (=(a1,...,a,)) = (a1,...,a,) + (—ay,...,—ay)
= (a1 —a,...,a, —ay) = (0,...,0)
= 0.

5 - Sejam o, €R eu = (ay,...,a,) € R". Entdo

(af) -u = (af)-(ar,...,a,) = ((aB)ay,...,(af)ay)
= (afay,...,afa,) = o(fay,...,pPay,)
= a(f(ar,...,an)) = a(f-u)

6 - Para qualquer u = (ay,...,a,) € R" e 1 € R, temos

l-u=1-(ay,...,a,) =(1-ay,...,1-a,) = (a1,...,a,) =v

7 - Para todo a € R e quaisquer u = (ay,...,a,),v = (by,...,b,) € R, temos

a-(u+v) = a (a1 +0b,...,a0+by) = (a1 + b1),...,a(a, + b))
= (aay + aby,...,aa, +ab,) = (aaq, ..., aa,) + (aby, ..., ab,)

= «a-(a,...,a,)+a-(by,...,bp) =a-u+a-v.
8 - Para todos o, B € R e para todo u = (ay,...,a,) € R", obtemos

(a+8)-u = (a+pB)-(a,...,a,) = ((a+ Bay,...,(a+ B)a,)
= (aay + Bay,...,aa, + pa,) = (aay, ..., «aa,) + (Ba, ..., Bay,)
= a-(ay,...,a,) + B (a1,...;a,) =a-u+pf-u.

Exemplo 3.3. O conjunto M(R),,x,, das matrizes n x n com coeficientes em R € um R-
espago vetorial com as operagdes de adi¢do de matrizes (Defini¢ao e multiplicacdo
por escalares (Defini¢ao m

Exemplo 3.4. O conjunto de polinomios
P(R) :{p(Q?) :an$n+~'-+a1x+ag;ai R enEN}

¢ um R-espaco vetorial com as operacoes usuais de adi¢cao de polinomios e multiplicacao

por escalar definidas na Proposi¢ao [1.17]
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Exemplo 3.5. O conjunto C dos numeros complexos ¢ um R—espaco vetorial com as

operagoes de adi¢ao e multiplicagdo por escalar definidas na Proposi¢ao [I.2]

3.1 Produto Interno De Espacgos Vetoriais

Nesta secao apresentamos o produto interno de espacos vetoriais para a posterior

definicao de angulos entre vetores.

Definicao 3.6. Seja V um espacgo vetorial sobre R. Um produto interno sobre V. é uma
fun¢io que a cada par de vetores, vy e vy, associa um numero real, denotado (vi,vs),

satisfazendo as propriedades:
i) (v,v) >0 para todo vetor v e (v,v) =0 se, e somente se v =10
i) (awq,v9) = a(vy,v9) para todo o € R e todos vy, v € V.
iii) (v1 + vg,v3) = (v1,v3) + (v9,v3), para quaisquer vy, vy € V.
iv) (v1,v9) = (vg,v1) para quaisquer vy,vy € V.

Exemplo 3.7. O produto interno usual de vetores do espa¢o R™, para v = (ay,...,a,) e

w = (by,...,b,) € dado por
(v,w) = a1y + -+ + ayby.

Exemplo 3.8. O produto interno usual de vetores do espaco C =R xR, para z = a+bi,
w=c+di € C € dado por
(z,w) = ac + bd.

Definigao 3.9. Seja V' um espaco vetorial com produto interno ( , ). Definimos a
norma (ou comprimento) de um vetor v em relagao a este produto interno por ||v|| =
V{v,v). Se ||v|| =1, isto é, (v,v) =1, v € chamado vetor unitdrio. Dizemos também,

neste caso, que v esti normalizado.
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Proposicao 3.10. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Para quaisquer v,

wemV eaeR.

i) ||v]] >0 e||v]] =0 se, e somente se v = 0.
i) |law]| = laf o]l
iii) | (v,w) | <||v|| [|lwl]|. (Desigualdade de Schwarz)

i) |lv+wl|| < |||+ ||w]||. (Desigualdade triangular)
Demonstragao: Consideremos V' um espaco vetorial com produto interno ( , ).

i) Seja v € V. Pela Definigao E temos que para qualquer v € V. ||v]| = /(v,v).
Pela Definicao i), temos,

(v,v) > 0 & /(v,0) > V0 & ||| > 0.
Ainda,
lJv]| =0 < v/ (v,v) =0 < (v,v) =0« v=0.
i1) Sejam a € R e v € V. Entao, pelas Definigoes e ,

lowl] = av,av) = /a{v,av)
= Va(av,) = aa(vv)
= /a2 {w,0)  =Va?/{v,v)

= lal [Jvll.
i1i) Sejam v, w € V.
Se v =0 ou w = 0, vale a igualdade | (v,w) | = ||v]| ||w|| = 0.
Suponhamos, entao, v # 0 e w # 0. Para qualquer o € R, temos que
(v 4+ w, av +w) > 0.

Pelas propriedades da Definicao e pelos itens i) e 1) desta Proposigao, temos
que:
(v, v +w) + (w,av + w) = (v + w,av) + (av + w, w)
= (av,av) + (v, aw) + (av, w) + (w, w)

= o (v,v) + 2a {(v,w) + (w,w) > 0.
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Temos entao um trindmio do segundo grau que deve ser positivo para qualquer
valor de a. Como o coeficiente (v,v) de a? é sempre positivo, o discriminante A

deve ser negativo. Assim
A = 4(v,w)* — 4 (v,0) (w,w) < 0.
Isto é 4(v, w)* — 4|[v||? ||w||? < 0, 0 que implica que
(v, 0)* < [of* [Jwll?,

ou ainda,

[{v, W) < (o]} [|w]]

iv) Sejam v,w € V. Pelas Defini¢oes , e por esta Proposicao iii), temos que

v +w||* = (\/<v~|—w,v—|—w)>2
= (v+w,v+w)
= [l +2 (v, w) + [Jw]]?
< I + 2] (v, w) | + [Jw]
< Pl + 2/l [[wl] + [Jwl]]?

(ol + [lwl])?*.

Extraindo as raizes quadradas de ambos os lados da desigualdade, temos

v+ wl[| <ol + [Jw]].

3.2 Angulo Entre Dois Vetores

Nesta secao definiremos angulos entre dois vetores para, na proxima se¢ao, mostrar
que ¢ existe angulo entre matrizes.
Consideremos dois vetores v e v nao nulos de um espaco vetorial V' com produto

interno (, ). Calculando a Desigualdade de Schwarz nos dos vetores u e v temos que

|, v) [ < lul] [[o]]
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| (v, w) |

Dividindo ambos os lados por ||u|| ||v|| obtemos ol ol <1, ou seja,
|| |Jw
<U7w> S 17
[[ol] [fl]

isto nos diz que

< Wy
= o]l fJwl|] =

Como a funcgao cos : [0, 7] — [—1, 1] é bijetora, existe um tnico 0 € [0, 7] tal que

cosf = —<v,w> )
[[v]| [|wl]

Este angulo 6 ¢ dito o angulo entre os vetores u e v.

Exemplo 3.11. Considere o produto interno usual no R?. O dngulo entre os vetores
u=(—2,—-2) ev=(0,2) € dado por

(v, w) _ (=2-0+(=2)-(=2)
[[ol] [[wl] V(2T (-2)2 - /07 1 (-2)2

cosf =

044 4
Vi+4-V4 V8.2
4

222 4.

>

1 V2
V2 2
Entao,

[

T
6 = arccos —.
4

3.3 Angulo Entre Duas Matrizes

Como visto no Exemplo , o conjunto M, (R) das matrizes n x n é um espaco
vetorial. Assim temos que o conjunto My,o(R) das matrizes quadradas de ordem 2

também é um espacgo vetorial.
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Pela secao anterior, apresentamos que é possivel definir angulo entre dois vetores

nao nulos em um espacgo vetorial munido de um produto interno. Motivados por isso

a
e pelo isomorfismo algébrico entre C e S = ;a,b € R 3 queremos definir

-b a

um produto interno entre duas matrizes quadradas nao nulas de ordem 2. Em seguida

queremos verificar se o isomorfismo ¥ definido no Exemplo preserva angulos.

Definicao 3.12. Sejam A, B € Myya(R), com A # 0 e B # 0. Definimos o produto
interno de A por B,
(A,B) =tr(A"- B).

Assim, se A = e B= entao

a c e f
=tr

b d g h

ae+cg af+ch

be +dg bf + dh
=ae+cg+bf + dh.

Em particular, (A, A) = a® + ¢® + b + d>.

Vamos verificar se (A, B) = tr(A*- B) é um produto interno. Para isto vamos mostrar
que (A, B) = tr(A" - B) satisfaz a Defini¢ao

De fato,

a b
i) Seja A= € Mayo(R) temos que:
c d

(A, A) = a* + 0> + 2 + d°

Como a?,b?, %, d?* sao nao negativos, segue que (A, A) > 0. E (4,A) = 0 se, e

somante se, a =0, b=0, c=0ed=0
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g h

a b e
i1) Sejam A = ), B = ( / ) € Myyo(R). Para mostrarmos a validade
c d
da Definigao [3.6] 74) utilizaremos a Proposicao iit). Assim,

a b e f x
i7i) Sejam A = , B = e C =
c d g h z
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; ar +exr+cz+ gz ay+ey+ cw+ gw
=1r

br + fxr+dz+ hz by+ fy+ dw+ hw
= (ax +ex +cz+gz)+ (by + fy + dw + hw)

= (ax + cz) + (ex + gz) + (by + dw) + (fy + hw).

Por outro lado temos que,

(V) AC )
c d zZ w g h zZ w

) )G ()
b d zZ w f h zZ w

tr((ax—l—cz ay+cw>)+tr<(ex+gy ez—l—gw))
br + dz by + dw fr4+hz fz+ hw

= (ax +cz) + (ex + gz) + (by + dw) + (fy + hw).
Como (A + B,C) = (ax+cz)+ (ex+gz) + (by+dw)+ (fy+hw) = (A, C)+ (B, C),
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concluimos que (A + B,C) = (A,C) + (

iv) SejamA(a b) (e f)Gszz
c d g h
{4,
f
h
ae+cqg af +ch
be +dg bf +dh

= (ae+cg) + (bf + dh).

Agora, calculando (B, A), temos

(B,A) =tr(B'- A)

e g a b
= tr .
ea + gc eb—+ gd
=tr
((fa+hc fb+hd))

= (ea + gc) + (fb+ hd)

= (ae+cg) + (bf + dh).

Resultando que (A, B) = (ae + cg) + (bf + dh) = (B, A).

Mostrando que (A, B) = tr(A" - B) estd bem definida. Dai, temos a norma de
A € Myy»(R) dada por

||A|| = Vtr(At- A) = \/(A, A).

a b
Considerando o conjunto S = { (

—b a
a b
A= € S, temos
b a

(A, A) = (a® + V%) + (a® + %) =2 (a® +b?).

) ra,b € R} C Myy«o(R), e para todo
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Assim

1Al = Vi (AT ) = /2 (@ + ) = V2 [[R(4)]]
Portando,
1Al = V2 [[w(A)]]

o a b c d
Além disso, para qualquer A = , B = € S, temos

-b a —d c

(A, B) = ac+ (=b)(—d) + bd + ac = 2(ac + bd) = 2Re(¥(A - B)).

O angulo 04 p entre as matrizes A e B é definida como sendo

. aB
cosbas = A8

2(ac+ bd)
V2 Va2 + 122/ + P

ac + bd
Va2 + 2/ +d?

Por outro lado , se 2y = V(A) = a + bi e 2o = ¥(B) = ¢+ di, sabemos que

(z1,22) = ac+ bd

e o angulo 0,, ., entre z; e 2z, é tal que

(21, 22) ac + bd
cost,, ., = = =cosl4p.

lall -zl Va2 +82 -V + &
Logo, o angulo entre A, B € Myyo(R) e U(A), ¥(B) € C coincidem. Mostrando que

¥ é mais que um isomorfismo algébrico, ¥ é também um isomorfismo geométrico.
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