UFMT

Universidade Federal de Mato Grosso A
A A
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Ab AL
PROFMAT

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Geometria esférica:

uma proposta pedagodgica

José Ramos Machado Neto

Mestrado Profissional em Matemética: PROFMAT/SBM

Orientador: Prof. Dr. Marcio Lemes de Souza

Barra do Gargas - MT

julho de 2018



(Geometria esférica:

uma proposta pedagogica

Este exemplar corresponde & redagao final da dis-
sertacao, devidamente corrigida e defendida por
José Ramos Machado Neto e aprovada pela co-
missao julgadora.

Barra do Gargas, 19 de julho de 2013.

FProf. Dr. Marcio Lemes de Souza
Orientador

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Marcio Lemes de Souza (Presidente da Banca/ Orientador)
Prof. Dr. Adilson Anténio Berlatto (Examinador Interno)
Prof. Dr. Reinier Diaz Millan (Examinador Externo)

Dissertacac apresentada ao curso de Mestrado
Profissional em Matematica — PROFMAT, da Uni-
versidade Federal de Mato Grosso, como requisito
parcial para obtencio do titulo de Mestre em
Matemstica.



Dados Internacionais de Catalogagao na Fonte.

M149g Machado Neto, José Ramos.
Geometria esférica: - uma proposta pedagogica / José Ramos
Machado Neto. -- 2018
Xi, 51 f. . il. color. ; 30 cm.

Orientador: Marcio Lemes de Souza.

Dissertagdo (mestrado profissional) - Universidade Federal de
Mato Grosso, Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra, Programa de
Pos-Graduacgdo em Matematica, Cuiaba, 2018.

Inclui bibliografia.

1. Ensino da matematica. 2. 5° postulado. 3. novas geometrias.
I. Titulo.

Ficha catalografica elaborada automaticamente de acordo com os dados fornecidos pelo(a)
autor(a).

Permitida a reprodugao parcial ou total, desde que citada a fonte.

i1



7 MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO
PRO-REITORIA DE ENSINO DE POS-GRADUACAQO

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT
Av. Fernando Corréa da Costa, 2367 - Boa Esperanga — 78.060-900 - Cuiabd/MT
Tel: (65) 3615-8576 — E-mail: profmat@ufmt br

FOLHA DE APROVAGAO

Titulo: "Geometria esférica: uma proposia pedagogica"

Autor: José Ramos Machado neto

defendida e aprovada em 19/07/2018.

Composigdo da Banca Examinadora:

(
Presidente Banca/Orientador Doutor Marcio Lemes de Sousa
Instituicio:  Universidade Federal de Mato Grosso

n

|

Examinador Interno Doutor dilson Anfdnio B
Instituicio:  Universidade Federal de Mato Grosso

Examinador Externo Doutor Remier
Instituigio:  Instituto Federal de Educagdio, Ciéncia e Tecnologia de Goids

Cuiab4, 19/07/2018.

il



Agradecimentos

Agradeco a todos que de alguma forma participaram desta etapa da minha vida
como estudante, e em especial aos colegas de infindaveis horas de estudo e aos sempre
dedicados professores. Sem a cobranga destes, dificilmente alcangariamos nossos objetivos!
A minha compreensiva e muito amada esposa, que nos preparou muitas e necessarias
garrafas de café, e ao nosso Todo Poderoso e Misericordioso Deus, que nos momentos de
dificuldade me presenteou com a presenca de Seu Divino Espirito Santo.

Muitissimo obrigado a todos.

v



“Nao ha na natureza nada suficiente-
mente pequeno ou insignificante que
nao mereca ser visto pelo olho da ge-
ometria: ha sim, uma agradavel geo-
metria das criagoes da natureza. Di-
ficilmente encontraremos algo que nao
possa se relacionar com a geometria”

Leonardo Da Vinci.



Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta pedagdgica para a implementagao do contetido de
geometria esférica nos ultimos anos do ensino bésico e/ou nos anos iniciais dos cursos
de graduagao. Com o objetivo de fornecer ao professor subsidios para a apresentagao
em sala deste conteudo, apresenta de forma sucinta o desenvolvimento do conhecimento
geométrico até Euclides e a compilacao do seu trabalho “Os Elementos” , a tentativa de
demonstracao do 5° postulado e consequentemente o surgimento de novas geometrias, em
especial, a geometria esférica, escolhida para ser o foco deste trabalho por ser altamente
associativa com outras disciplinas, em especial, Histéria, Geografia, Fisica e a Astronomia,

além de ter um cardter de forte contextualizagao.

Palavras chave: ensino de Matemética, 5° postulado, novas geometrias.
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Abstract

This work presents a pedagogical proposal for the implementation of the content of Sphe-
rical Geometry in the last years of elementary education and / or in the initial years of
undergraduate courses. In order to provide the teacher with subsidies for the presenta-
tion in the classroom of this content, he briefly presents the development of geometric
knowledge up to Euclid and the compilation of his work “ The Elements 7, the attempt
to demonstrate the 5th postulate and consequently the the emergence of new geometries,
especially Spherical Geometry, chosen to be the focus of this work because it is highly
associated with other disciplines, especially History, Geography and Astronomy, and has

a strong contextual character.

Keywords: teaching of Mathematics, 5th postulate, new geometries.
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Introducao

“Uma geometria nao pode ser mais verdadeira do que ou-
tra. Podera ser apenas mais comoda. ”
Henri Poincaré

Os maiores incentivadores desse trabalho sao os objetivos do PROFMAT. Se-

gundo SBM (2017, p. 6):

“O principal objetivo do Profmat é oferecer formagao profissional sélida em
Matematica, que contemple as necessidades do trabalho cotidiano dos profes-
sores no espago da escola, assim como suas necessidades de desenvolvimento
e de valorizacao profissional. Visa, ainda, o desenvolvimento de uma postura
critica acerca do trabalho nas aulas de Matematica, na Educagao Basica.

Sao diretrizes do PROFMAT: ...estimular e promover a independéncia
do professor, fornecendo-lhe instrumentos para busca por conhecimento e de-
senvolvimento profissional, de forma autonoma e permanente; incentivar a pes-
quisa e a producao de materiais e praticas pedagdgicas inovadoras para o en-
riquecimento do processo de ensino e aprendizagem de Matemética na escola
(textos, atividades, softwares, simulagoes, praticas pedagégicas inovadoras e

diferenciadas em ambientes de aprendizagem etc.)”.

De acordo com as Orientagoes Curriculares da Area de Ciéncias da Natureza e

Matematica do Estado do Mato Grosso, SEDUC-MT (2010),

“Devem ser levados em conta ainda esses pressupostos ja indicados: Essa ar-
ticulagao interdisciplinar, promovida por um aprendizado em contexto, nao
deve ser vista como um produto suplementar a ser oferecido eventualmente se
der tempo.” (PCN+, p.31), ou “Aprender qualquer conhecimento de forma
contextualizada, integrada e relacionada a outros conhecimentos traz em si o
desenvolvimento de competéncias e capacidades que sao essencialmente forma-
doras...” (PCN+, p.111).

E ainda em SEDUC-MT (2010, P. 133), o aluno

“...precisa ainda refletir sobre o significado e importancia das capacidades que
possam ser desenvolvidas para decidir quais delas fomentar e desenvolver, da

mesma forma como e em que disciplinas devem ser exploradas.”



Segundo Cyrino et al. (2006, p. 83), para que os futuros professores consigam sua
emancipacao profissional, sao necessarios momentos de reflexdao sobre o conhecimento ma-
tematico considerando-se as dimensoes epistemoldgicas, filoséficas, histéricas, psicologicas,
metodoldgicas e culturais. Para essa autora,

“...pensar numa formacgao que busque a emancipagao do professor como profis-

sional pressup6e conhecer o que ele entende por Matemaética e como a relaciona

com outras areas.”

A geometria nao-euclidiana nao sé promove a interdisciplinaridade e a transver-
sabilidade como também é essencial na compreensao de fenomenos que fogem do escopo
da geometria plana, a geometria de Euclides. Com a utilizagao da geometria esférica
no ensino da disciplina, principalmente pela histéria de seu desenvolvimento, espera-se
reconhecer a Matematica como ciéncia viva, humana, produtora de conhecimentos e com
0s aspectos sociais, culturais, politicos e economicos gerenciando sua linha de desenvol-
vimento. Entao, neste ponto surge outro foco desta pesquisa: oferecer uma proposta
pedagdgica aos individuos envolvidos em educacao que forneca uma visao epistemoldgica’
da geometria esférica enquanto conteido necessario ao curriculo matematico. Neste sen-
tido, temos a pretensao de apresentar um trabalho que atenda, despertando a curiosidade
que entendemos como uma das maneiras de fomentagao da busca pelo conhecimento,
desde os anos finais do ensino basico até os iniciais da formagao académica, este tltimo
com um grau menor de aprofundamento quanto a &dlgebra envolvida, considerando ob-
viamente o conhecimento basico do piblico alvo, que pode ser apresentado na forma de
seminarios ou mini-cursos.

Ao proporcionar a possibilidade de se interagir com outras areas do conhecimento
humano, este contetido revela toda a sua vocacao de ser interdisciplinarizada. Como exem-
plo, podemos relacionar o desenvolvimento da geometria (de uma maneira geral, como um
todo) com a Histéria, em relagdo a retomada dos estudos mateméticos pés-renascimento.
Na Fisica, explica-se o desenvolvimento de novas tecnologias, como a Navisfera de Wil-
son e até a famosa Teoria da Relatividade Geral, publicada no ano de 1905 por Albert
Einstein. Também encontramos referéncias fortes da geometria esférica no campo da as-

tronomia. Mas é na area da Geografia que temos uma afinidade maior, pois alguns dos

'Epistemologia é o estudo cientifico que trata dos problemas relacionados com a crenca e o conheci-
mento, sua natureza e limitagoes. A epistemologia estuda a origem, a estrutura, os métodos e a validade
do conhecimento, e também é conhecida como teoria do conhecimento e relaciona-se com a metafisica, a
légica e a filosofia da ciéncia. (Extraido do site https://www.significados.com.br)



elementos notaveis da geometria esférica sao os mesmos dos estudados em Geografia, a
métrica utilizada em navegacoes e calculos de distancias sé sao mais precisas por conta
do desenvolvimento desta geometria, e apesar do formato da crosta terrestre nao ser uma
esfera perfeita — e aqui cabe uma relagao entre Fisica e Geografia: enquanto o formato
esférico deve-se a gravidade, o leve achatamento dos polos se deve, na maior parte, a
forca centrifuga® provocada pela rotacdo terrestre, que é maxima no equador e diminui
na direcao dos polos, onde é nula — temos uma aproximacao com erros que podem ser
desprezados.

Por termos ciéncia das dificuldades de se construir os saberes, os “porqués” disso
ou daquilo, podemos oferecer a disciplina num carater mais humanizado, pois com a ideia
de que o conhecimento matematico é algo “inventado”, faz-se necessaria a divulgacao
da evolucao do conhecimento. Vale ressaltar que até pouco tempo acreditava-se que a
geometria euclidiana era absoluta, e é admiravel ver que um triangulo em outras superficies
que nao planas podem ter como resultado da soma de seus angulos internos ser maior que
180°, se for contido numa superficie esférica, ou menor que 180°, se estiver contido numa
superficie hiperbdlica. Assim, por acreditar que a utilizacao da geometria esférica nas
aulas pode oferecer outro significado, despertar interesses e dar nova visao ao contexto do
contetdo, todo material onde se apresentam motivacoes ao conhecimento é bem-vindo.

No tocante ao corpo deste trabalho, o primeiro capitulo contamos a histéria
de todo desenvolvimento do conhecimento geométrico euclidiano, que culmina com o
surgimento das ditas geometrias nao euclidianas e da geometria neutra. No capitulo dois
sao mostrados alguns elementos notaveis, propriedades mais relevantes, definicoes e os
teoremas que julgamos mais pertinentes a nossa proposta. Finalmente, no capitulo trés
apresentamos uma proposta pedagogica com sugestoes para que sejam ministradas aulas
deste contetiddo, bem como sugestoes de atividades e seus objetivos.

As ilustracoes apresentadas neste trabalho, com excecao das referenciadas, foram

produzidas pelo autor utilizando o editor Word® desenvolvido pela Microsoft®.

2Também conhecida como for¢a ficticia, a forca centrifuga na verdade ndo possui um agente fisico que
a cause — daf este outro nome — sendo um efeito da inércia. (N. do A.)



Capitulo 1

Dos primeiros registros geomeétricos

até as geometrias modernas

Neste capitulo relatamos a Histéria do desenvolvimento do conhecimento geométrico
euclidiano até o surgimento das geometrias nao euclidianas, bem como os principais per-

sonagens envolvidos no processo.

1.1 O desenvolvimento da geometria euclidiana

Esta segao é baseada nas obras de (Greenberg, 1993) e (Andrade, 2013).

Apesar de os agrimensores gregos, conforme anotacoes de Herédoto, serem os
primeiros a citarem a geometria (do grego geo que significa terra e métron que é medida), é
razoavel acreditar que a geometria surgiu de acordo com necessidade das civilizagoes. Para
filésofos como o préprio Herddoto e Aristételes, a geometria nasceu no antigo Egito. Para
o primeiro, pela necessidade de se medir terras. Segundo os historiadores, o rei egipcio
Sesoéstri 111, por volta de 1900 a.C, dividiu igualmente as terras do Egito entre seus suditos
com intenc¢ao de cobrar-lhes impostos. Entretanto, com o regime de cheias do Nilo, varias
propriedades tinham sua area produtiva modificada, o que causava descontentamento no
pagamento destes impostos. Assim, o rei determinou que pessoas especializadas refizessem
os calculos das dreas, e consequentemente o novo valor a ser pago. Ja para o segundo, era
apenas um lazer nas classes sacerdotais do Egito Antigo.

Algumas civilizagoes antigas, como os chineses, hindus e babilonicos ja apresenta-



vam certo progresso em geometria, embora esse conhecimento fosse empirico'. Exemplifi-
cando, os babilonios adotavam o valor da circunferéncia com 3 vezes o valor do diametro
em torno de 1600 a 2000 a.C.. Os egipcios, em torno de 1800 a.C. chegaram a uma
melhor aproximacdo, como pode ser visto no papiro de Rhind? e conseguiam calcular
corretamente algumas formulas, como o tronco de uma piramide quadrangular regular,
mas erraram ao considerar a area de um retangulo valida para todo quadrilatero. Os ba-
bilonios, mais evoluidos, ja usavam a relagao entre as medidas dos lados de um triangulo
retangulo, onde a soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa, o
famoso Teorema de Pitdagoras, que ja era utilizado antes mesmo do nascimento do préprio
Pitagoras!

Os gregos impuseram o raciocinio 16gico dedutivo a geometria. Thales de Mileto
(figura 1.1 a esquerda)®, em torno de 585 a.C., a levou do Egito e Babilonia para a Grécia.
Seguidamente Pitdgoras (figura 1.1 a direita)*, um de seus discipulos, apds contato com
a cultura jonica® de onde adquiriu muitas ideias religiosas. E em vérias outras viagens
— assim como seu mestre — pelo Egito e Babilonia e ainda provavelmente até a fndia,
apropriou-se de conhecimentos matematicos e astronémicos. De volta a Grécia, fundou a
Escola Pitagérica, dedicada a estudos religiosos, cientificos e filoséficos. Essa irmandade
acreditava que o estudo da musica e da Matematica lhes proporcionaria uma uniao com

Deus.

Figura 1.1: Thales de Mileto e Pitagoras

!Conhecimento empirico é o conhecimento adquirido através da observacdo, sem comprovacio ci-
entifica, na maioria das vezes por tentativa e erro. (N. do A.)

20 papiro de Rhind ou papiro de Ahmes, é um documento egipcio de cerca de 1650 a.C. onde o escriba
Ahmes copia a solugao de 85 problemas em diversas areas da Matemadtica. Dividido em trés livros, no

256
segundo encontra-se um valor aproximado de 7 dado pela fragao T 3,1605.
3Disponivel em: https://bit.ly/2gu2kRd. Acessado em: 11 de maio de 2018.
“Disponivel em: https://bit.ly/2v5aP9J. Acessado em: 11 de maio de 2018.
Qs Jénios, habitantes da Asia Menor, foram uma das quatro etnias a formar o povo grego. Buscavam

saber de que as coisas eram formadas e por influéncia deste pensamento Tales passou a acreditar que as
coisas tinham alma.



Platdo (figura 1.2 a esquerda)®, discipulo de Sécrates, apés varias viagens em seu
exilio, funda em torno de 387 a.C. sua Academia de Ciéncia e Filosofia — tomou o nome
de Academia pela razao de se reunirem mestres e discipulos nos jardins de um rico cidadao
chamado Acaddemo — onde difundia o conhecimento como algo mutavel, e que o universo
das ideias era mais importante que o material, onde as percepcoes sensoriais eram falhas
e deveriam ser corrigidas pelo pensamento, que por sua vez, pode ser estimulado através
do estudo da Matematica. Adotou em suas demonstragoes o método da prova indireta,

onde uma afirmagao falsa conduz a contradigao.

Figura 1.2: Platao e Euclides

Provavelmente Euclides de Alexandria (figura 1.2 a direita)’, cuja trajetéria é
repleta de lacunas, foi discipulo na Academia de Platdao. Assumiu um posto na Biblioteca
de Alexandria a convite de Ptolomeu Séter e ali reuniu em seu tratado “Os Elementos”
os cinco postulados geométricos que sao a base dos ensinamentos escolares até hoje.

O professor de Matematica Irineu Bicudo, Doutor em Matematica pela Pontificia
Universidade Catélica (PUC-SP) e professor da Universidade de Sao Paulo (USP), em
entrevista cedida em 10/12/2011 & revista Globo Ciéncia, da Editora Globo®, explica

como a geometria evoluiu, destacando seus principais fundamentos:

“Tanto no Egito quanto na Babilonia quem dominava o conhecimento era a
classe sacerdotal, que se colocava como intermédio entre os Deuses e o povo.
Sendo assim, eles “interpretavam” a vontade do Deus. Ou seja, se algo era do
jeito que era, isso se devia a vontade dos deuses e os sacerdotes nao tinham
que explicar nada. Quando o conhecimento chega a Grécia, ndao havia a classe

sacerdotal e o conhecimento tinha que ser explicado pela razdo. A geometria

®Disponivel em: https://bit.ly/2LnYMPy. Acessado em: 19 de fevereiro de 2018.
"Disponivel em: https://bit.ly/2JMReAt. Acessado em: 19 de fevereiro de 2018.
¥Disponivel em: https://glo.bo/218¢0c9. Acessado em: 03 de dezembro de 2017.



nao fugiu a isso e era preciso explicar os resultados geométricos. Sendo assim,
estipulou-se uma base para ela, com definigoes para os objetos geométricos,
estipulando algumas de suas propriedades. Os postulados sao as primeiras
nocoes geométricas que sao aceitas sem contestagoes. A partir desses postula-
dos, sao apresentados outras regras. Sendo assim, a geometria se transformou
em uma ciéncia dedutiva, baseada em principios. Nesse contexto, Euclides fez
o primeiro grande resumo de tudo que se conhecia antes dele em Matematica.
Ele foi um chefe de escola em Alexandria, 300 anos antes de Cristo, e a sua
obra “Os Elementos de Euclides” resume muito bem tudo que se conhecia em
Matematica elementar”.

Além de nogoes comuns, a base tedrica da geometria euclidiana esta nos 5 axio-

mas’, 5 postulados'® e 23 definicoes, que serdo apresentadas nas subsecoes a seguir.

1.1.1 Definicoes da geometria euclidiana

Nesta subsecao, apresentaremos as 23 definigoes traduzidas de (Heath, 1956,

p. 153-155) pelo autor.

Definicao 1.1. Ponto é aquilo de que nada é parte.
Definicao 1.2. Linha é comprimento sem largura.
Definicao 1.3. As extremidades de uma linha sao pontos.

Definicao 1.4. Linha reta ¢é a linha tracada com os pontos distribuidos uniformemente

sobre si.
Definicao 1.5. Superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.
Definicao 1.6. As extremidades de uma superficie sao retas.

Definicao 1.7. Superficie plana é a superficie tracada com retas distribuidas uniforme-

mente sobre si.

Definicao 1.8. Angulo plano é a inclinagao entre duas linhas no plano que se cruzam e

nao estao postas sobre uma reta.

9Um axioma é a premissa considerada necessariamente evidente e verdadeira, que fundamenta uma
demonstragao, porém ela mesma nao é demonstrada. Os axiomas nao sao aceitos por serem uma verdade
absoluta, mas porque fazem parte de um principio 16gico, que faz parte de uma sequencia logica perfeita.

0Um postulado é uma sentenca que nao é provada nem demonstrada, mas se torna ébvia ou se torna
um consenso inicial para a aceitacdo de uma determinada teoria. A diferenga entre axioma e postulado
é que um axioma contém a evidéncia em si préprio e por isso nao precisa ser demonstrado.

Vale observar que alguns autores consideram um axioma equivalente a um postulado.
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Definicao 1.9. Quando as linhas que contém o angulo sao retas, o angulo é chamado de

retilineo.

Definicao 1.10. Quando uma reta colocada sobre outra fizer os angulos adjacentes iguais,
cada um dos angulos ¢ reto, e a reta sobreposta é chamada uma perpendicular em relacao

primeira.

Definicao 1.11. Um angulo obtuso é o maior do que um reto.

Definicao 1.12. Um angulo agudo é menor que um reto.

Definicao 1.13. Fronteira é a extremidade de alguma coisa.

Definicao 1.14. Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

Defini¢ao 1.15. Circulo'! é uma figura plana contida por uma linha tal que todas as
retas que estejam sobre ela e passem por um ponto no interior da figura, sao iguais entre

sl.
Definicao 1.16. E o ponto é chamado de centro do circulo.

Definicao 1.17. Um diametro do circulo é alguma reta tracada através do centro e

terminando em ambas dire¢oes na circunferéncia do circulo e divide o circulo em dois.

Definicao 1.18. E semicirculo é a figura contida tanto pelo diametro quanto pela cir-

cunferéncia cortada por ele. E centro do semicirculo é o mesmo do circulo.

Definicao 1.19. Figuras retilineas sao as contidas por retas, trilaterais sao contidas por
trés, quadrilaterais as contidas por quatro, e multilaterais as contidas por mais do que

quatro retas.

Definicao 1.20. Sobre as figuras trilaterais, triangulo equilatero é o que tem os trés lados
iguais, triangulo isdsceles o que tem dois lados iguais, e um triangulo escaleno o que tem

trés lados diferentes.

Definicao 1.21. Ainda sobre as figuras trilaterais, um triangulo retangulo é o que tem
um angulo reto, um triangulo obtuso o que tem um angulo obtuso, enquanto um triangulo

acutangulo é o que tem trés angulos agudos.

" Consideraremos circulo ou circunferéncia apenas a “linha” que delimita a figura plana que conside-
raremos disco. Euclides, diferencia circulo (disco) de circunferéncia (linha)



Definicao 1.22. Das figuras quadrilateras, um quadrado é aquele que tem ambos lados

. . ~ 12 . A ~ i4

iguais e angulos retos, um oblongo™ possui angulos retos mas lados nao equilateros,
13 4 4 ~ oA .1 14

enquanto rombo™” é equildtero mas nao possui angulos retos, e romboide™”, a que tem

tantos os lados opostos quantos os angulos opostos iguais entre si, a qual nao é equilatera

nem possui angulos retos; e as quadrilateras além dessas sao chamadas trapézios.

Definicao 1.23. Paralelas sao retas que estao no mesmo plano, e sendo prolongadas

ilimitadamente em ambas direcoes, nao se encontram em nenhuma.

1.1.2 Axiomas de Euclides

Estes sao os axiomas extraidos do trabalho de Euclides, traduzidos de (Heath,

1956, p. 153-155) pelo autor.

Axioma 1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais entre si.
Axioma 2. Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao iguais.
Axioma 3. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.
Axioma 4. Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais.

Axioma 5. O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

1.1.3 Postulados de Euclides

Aqui apresentamos os postulados de Euclides, traduzidos de (Heath, 1956, p. 153-

155) pelo autor. Na préxima subsegao, seus equivalentes atuais.
Postulado 1. Pode-se desenhar uma linha reta de um ponto a outro.

Postulado 2. Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir

uma reta.

Postulado 3. Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer, pode-se construir

uma circunferéncia de centro naquele ponto e com raio igual a distancia dada.

12Retangulo.
13T 0sango
HMPparalelogramo



Postulado 4. Todos os angulos retos sao iguais entre si.

Postulado 5. Que, se uma linha reta caindo sobre outras duas fizer angulos internos de
mesmo lado menores que dois angulos retos, se prolongadas infinitamente, se encontrarao

no lado onde os angulos sao menores que dois angulos retos.

Figura 1.3: Representacao do 5° postulado

O 5° postulado nao tem uma grafia que favoreca a intuicao, porém um leitor
com conhecimento prévio do teorema das retas paralelas — que nada mais é que um

equivalente “moderno” do 5° postulado — nao terd grandes dificuldades em interpreta-lo.

1.1.4 Enunciados atuais dos postulados

Se os postulados de Euclides forem analisados com atencao pode-se perceber que

sao insuficientes para a constru¢ao de “Os Elementos”, segundo Feitosa e Locci (2001)

“Muitas dessas demonstracoes de Euclides apelam fortemente a intuicao e,

desta maneira, escondem alguns postulados admitidos intrinsecamente.”

Os autores Feitosa e Locci (2001) nos contam que Hilbert (1862-1943) reformulou

a geometria euclidiana, evitando ambiguidades e preenchendo as lacunas daquele trabalho.

“Hilbert considerou, para a geometria plana, duas nogoes primitivas: ponto e
reta (e também plano, no caso da geometria espacial). Mais ainda, supds que
entre estas nogoes primitivas existiam trés relagoes primitivas:

e um ponto estd numa reta.
e um ponto estd entre dois pontos.
e relacao de congruéncia (entre segmentos, angulos e tridngulos).

Hilbert considerou que estas nogoes e relagoes primitivas deveriam satisfazer
um sistema de postulados ou axiomas divididos em cinco grupos:
(1) Axiomas de incidéncia (nogéo de estar em).
(2) Axiomas de ordem (nogao de ocorrer primeiro).
(3) Axiomas de congruéncia (nogao de congruéncia).
(4) Axioma de continuidade.
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(5) Axioma das paralelas.”

Assim, temos os equivalentes atuais dos 5 postulados.

Ao se excluir o axioma das paralelas de Hilbert e utilizar somente os quatro
primeiros axiomas, obtemos um corpo de resultados que é conhecido como geometria
neutra, assim conhecida por, ao assumir o 5° postulado de Euclides define a geometria
euclidiana e ao negé-lo, determina as bases das geometrias nao euclidianas. Para maiores
esclarecimentos no assunto, sugerimos (Andrade, 2013, ver). Na segao (1.3) trataremos

um pouco mais destas geometrias, salientando suas diferencas.

1.2 Do 5% postulado as geometrias nao euclidianas

Esta secao, a exemplo da primeira, tem sua parte historica baseada nos trabalhos
de (Greenberg, 1993), (Andrade, 2013) e (Feitosa e Locci, 2001). Agora vamos mostrar
que durante séculos, varios mateméticos tentaram provar que o 5° postulado era um

teorema. E o tema gerou tanto fascinio que, segundo Andrade (2013, p. 23),

“O livro “Saggio di una bibliografia Fuclidea”, parte IV, Bolonha 1890, relaci-
ona em 24 péaginas, titulos de monografias relativas ao 5° postulado publicadas
entre os anos de 1607 e 1887! O fascinio exercido pela questao vinha desde
os tempos de Euclides, mas somente com o advento da imprensa foi possivel

conservar intimeras e intteis tentativas de prova.”

As consequéncias destas tentativas de prova geraram novas ideias para novas
geometrias, conhecidas como geometrias nao euclidianas. Dentre essas geometrias, as
mais estudadas e aperfeicoadas sao: a topoldgica, a projetiva, a fractal, a hiperbdlica e a
geometria esférica (ou eliptica).

Viarios substitutos para o 5 postulado surgiram, como o mais famoso deles o
postulado de Playfair, figura 1.4 a esquerda'®, que afirma que dada uma reta por um
ponto fora dela incide uma, e apenas uma, reta paralela a reta dada, como na figura 1.4

a direita.

*Disponivel em: https://bit.ly/2LOnmWec. Acessado em: 19 de fevereiro de 2018
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Figura 1.4: Playfair e seu substituto ao 5° postulado

O padre jesuita Giovanni Girolamo Saccheri (1667 - 1733) valendo-se da técnica
amplamente utilizada por Aristételes, a reducdo por absurdo'®, admitiu a negacdo do
quinto postulado e provavelmente tenha sido o primeiro a ensaiar uma abordagem intei-
ramente nova, no seu ultimo livro “FEuclides ab omni naevo vindicatus”. Sem saber, e
talvez até sem querer, Saccheri tinha descoberto a geometria nao-euclidiana! Seus estu-
dos ficaram ignorados durante um século e meio. Outros grandes matematicos negaram
o quinto postulado, mas nunca chegaram a uma contradi¢ao. Existem indicios que Gauss
(figura 1.5 a esquerda)'” comegou a desenvolver a geometria nao-euclidiana desde 1792,
ou seja aos 15 anos de idade! Gauss nao publicou seus estudos, pois achava que estavam
inacabados e aproveitando estes, Bernhard Riemann (figura 1.5 a direita)'®, em 1854,
desenvolveu a ideia de uma superficie geométrica abstrata, que nao precisa ser nivelada

no espago euclidiano tridimensional, onde as retas (ainda a menor distancia entre dois

pontos) s@o as geodésicas .

Figura 1.5: Carl Friederich Gauss e Bernhard Riemann

16 A reducio ao absurdo é um argumento légico onde se assume uma ou mais hipéteses (premissas) e &
partir dessas se chega a uma conclusao absurda. Para concluir este argumento, utilizam-se do principio
da ndo contradi¢do (uma proposi¢io ndo pode ser falsa e verdadeira ao mesmo tempo), e do principio do
terceiro excluido (uma proposicdo é verdadeira ou é falsa, ndo havendo uma terceira opgao).

"Disponivel em: https://goo.gl/2gT6sz. Acessado em: 7 de fevereiro de 2018.

8 Disponivel em: https://goo.gl/LpNAJ4. Acessado em: 17 de fevereiro de 2018
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Segundo Feitosa e Locci (2001),

“Riemann percebeu entre os conceitos mais importantes em qualquer geome-
tria estda o de “métrica” que é uma funcao para determinar a distancia entre
dois pontos que podem estar infinitesimalmente préximos um do outro. Na
geometria euclidiana ordindria, por exemplo, o espago com uma métrica usual
(férmula de distancia) é chamado espago euclidiano. Um espago com uma
métrica formulada por Riemann passou a ser chamado espago riemanniano e o
espaco euclidiano é, localmente, apenas um caso especial deste.

Hoje, temos uma concep¢ao mais restrita para o termo geometria
riemanniana, a qual nao revela integralmente a mudanga fundamental nas con-
cepgoes geométricas introduzidas por Riemann. Este sugeriu uma abordagem
mais geral para os espagos métricos com curvaturas, o que mais tarde possibi-

litou a teoria geral da relatividade.”

Outros, Como o hungaro Janos Bolyai (1802 - 1860), representado na figura 1.6
direita!, admitindo a negacdo do 5° postulado nao como absurdo, mas como um novo,
em conjunto com os postulados habituais da geometria absoluta, escreveu em 1823 uma
carta a seu pai Farkas Bolyai, figura 1.6 ° a esquerda, descrevendo seus avancos. Farkas
também havia passado a vida inteira tentando provar o postulado das paralelas, e quando
soube que seu filho também estava absorvido pelo problema, pediu-lhe que abandonasse
esses estudos.

Em 1831 Farkas Bolyai enviou a Gauss os resultados obtidos por Janos sobre o
tema, e Gauss respondeu-lhe que elogiar seu filho seria equivalente a elogiar a ele mesmo,
pois o contetudo era praticamente idéntico ao que ele havia produzido nos ultimos trinta

a trinta e cinco anos. Janos, apds os comentarios de Gauss, jamais o publicou.

Figura 1.6: Farkas Bolyai e seu filho Janos

Disponivel em: https://bit.ly/20kRbiQ. Acessado em: 17 de fevereiro de 2018.
2Disponivel em: https://goo.gl/r121wZ. Acessado em: 17 de fevereiro de 2018.
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Paralelamente, trabalhando de forma independente, o russo Nicolai Lobachewski
(1792 - 1856) representado na figura (1.7)*! publicou em 1829 uma versio da geometria nao
euclidiana inicialmente chamada de “imaginaria” e depois “pangeometria”’. Atualmente,

¢é conhecida como geometria Hiperbdlica.

Figura 1.7: Lobachevski

1.2.1 A contribuicao de Poincaré

Restava agora a validacao destes novos conhecimentos. Eram consistentes, sem
contradigoes? Somente no século XIX que as ideias de Gauss, Bolyai, Lobachevski e
outros demonstraram que o 5° postulado se trata efetivamente de um axioma, necessdrio
e independente dos outros. De fato, a necessidade de se validar essas novas geometrias
conduziu a um modelo baseado na geometria euclidiana, assim qualquer incompatibilidade
de uma implicaria na negacao da outra. Dentre esses modelos, que nao s6 colocaram um
fim na discussao sobre a prova do axioma das paralelas como validaram a geometria de
Bolyai e Lobachevski, destaca-se o do francés Henri Poincaré (1854-1912) representado

na figura (1.8)*?, o modelo de Disco de Poincaré.

Figura 1.8: Poincaré

2 Disponivel em: https://bit.ly/2mNAtfm. Acessado em: 17 de fevereiro de 2018.
*2Disponivel em: https://bit.ly/2LO1Ymi. Acessado em: 17 de fevereiro de 2018.
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Neste modelo, o plano hiperbdlico é definido a partir da regiao plana limitada
por uma circunferéncia, que fica definida como disco. Os pontos que pertencem a este
disco daremos o nome de pontos do plano hiperbdlico e os que pertencem a circunferéncia
denominaremos pontos ideais. A circunferéncia é dita horizonte hiperbolico e os arcos
de circunferéncia contidos no Disco e ortogonais ao horizonte hiperbdlico sao as retas
hiperbolicas como mostra a figura(1.9(a)) em vermelho. Dados uma reta r (destacada em
vermelho na figura (1.9(b)) e um ponto P contidos no plano hiperbdlico, por P externo
a r passam infinitas retas paralela a ela. As construcoes pertinentes a métrica podem
ser encontradas em (Souza et al., 2015) e também sugerimos como leitura complementar

(Andrade, 2013).

(a) Reta hiperbdlica como arco de circunferéncia ortogonal ao (b) Infinitas retas hiperbélicas parale-
horizonte. las a r passando por P.

Figura 1.9: Reta hiperbdlica e infinitas retas paralelas a r passando por P.

Na préxima subsecao apresentaremos, de maneira sucinta e sem demonstragoes,

a formula de calculo de distancias entre dois pontos numa reta hiperbdlica.

1.2.1.1 A métrica no Modelo de Poincaré

Dados dois pontos A e B pertencentes ao plano hiperbdlico, para efetuarmos o
calculo da distancia entre estes dois pontos tragamos a reta hiperbdélica que passa por eles
e consideramos os pontos ideais C' e D que estao na circunferéncia euclidiana que define

o Disco de Poincaré, como mostra a figura (1.10).
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Figura 1.10: Razao cruzada

Observe que AC, BC',AD e BD correspondem as medidas de segmentos euclidi-
anos e a partir dai estabelece-se a seguinte relagao:
E.BD)

Note que estamos relacionando distancias hiperbélicas, no primeiro membro, com distancias
euclidianas, no segundo membro. Dessa relacao, valendo-se de uma &algebra elementar,

podemos fazer as seguintes andlises:

e Se o ponto A tender ao ponto C, a distancia euclidiana AC' tende a zero. Com isso
a razao tende a zero e a expressao tende ao infinito. Uma andlise idéntica pode ser

feita para o ponto B tendendo ao ponto D.

e Quando o ponto B tender ao ponto A (ou A tender ao ponto B), temos que BD
tenderd a AD e BC tendera a AC. Com isso a razdo tende a 1 e a expressao & zero.

Ou seja, a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende a zero.

De acordo com (Silva, 2015), uma consequéncia interessante surge da relacao
matematica entre as distancias euclidianas e hiperbdlicas, conforme a andlise de nosso
C . - . P »
primeiro item acima: pontos equidistantes no espaco hiperbdlico “parecem” ficar cada vez
mais préximos quando tendem ao horizonte hiperbédlico. Se pudéssemos caminhar sobre
uma reta no disco de Poincaré com passadas de mesmo comprimento um observador no

espaco euclidiano as veriam cada vez mais proximas e jamais alcancariamos seu horizonte.
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1.3 As geometrias nao euclidianas

Substituindo o postulado das paralelas de Euclides por outros, admitindo que uma
reta é a menor distancia entre dois pontos A e B e que sua forma depende completamente
da superficie em questao, temos duas interessantes geometrias diferentes da euclidiana,
igualmente coerentes e que nao conduzem a nenhuma contradicao: Por um ponto exterior
a uma reta, ou tragam-se infinitas retas paralelas a esta reta ou nao podemos tracar
nenhuma. Apesar de serem dificilmente concebiveis por nao serem tao intuitivas, estas
duas novas geometrias foram a pouco a pouco reconhecidas como alternativas legitimas.

A seguir apresentamos dois quadros comparativos entre as geometrias e a forma

dos espacos euclidiano, esférico (ou eliptico) e hiperbdlico®.

Espaco hiperbdlico Espaco esférico

LY i
: N rd
E=paco euclidiano i . T Eu;;j"

Comparacio entre os tres espacos uniformes

Espaco euclidiano Por um ponto fora de uma reta dada podemos tracar apenas
uma reta paralela a ela.

A soma dos dngulos internos um tridngulo & 180°.

O comprimento de uma circunferéncia é C=2nr.

Espaco hiperbolico Por um ponto fora de uma reta dada podemos tracar
infinitas retas paralelas a ela.
A soma dos dngulos internos um tridngulo € menor que
180°.
O comprimento de uma circunferéncia ¢ menor que C=2nr.

Espago esférico Por um ponto fora de uma reta dada nio podemos tragar
nenfima reta paralela a ela.

A soma dos dngulos internos um tridngulo € maior que
180°.
O comprimento de uma circunferéncia ¢ maior que C=2nr.

Figura 1.11: Quadro comparativo entre as geometrias Plana, esférica e Hiperbdlica.

Observe a diferenca entre as retas contidas nas trés superficies. Um exercicio nao

ZTlustracao disponivel em: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:PseudoSphere.jpg. Acessada
em: 23 de abril de 2018.
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muito laboroso é imaginar-se caminhando em linha reta (reta como estamos acostumados,
no espago euclidiano) nas trés superficies, gerando assim os tragos das retas desenhadas
na figura. Podemos também visualizar, sem muito esforgo, as infinitas retas paralelas ao
ponto P no espaco hiperbdlico e a auséncia delas no espacgo esférico. Na figura a seguir
destacamos as formas dos espacos e, em especial, a forma dos triangulos nos espacgos

esférico (ou eliptico) e hiperbdlico®.

COMPARACAO ENTRE AS FORMAS DOS ESPACOS

CURVATURA NULA CURVATURA POSITIVA CURVATURA NEGATIVA

ESPACO EUCLIDIANO ESRACOELIPTICO ESPACO HIPERBOLICO

Figura 1.12: Comparagao entre as formas do espago Plano, Esférico e Hiperbdlico.

Mas o que é curvatura? Para diferentes areas da geometria temos diferentes de-
fini¢oes, dependendo do contexto. Intuitivamente, curvatura é quanto um objeto geométri-
co se distancia do formato do plano (ou reta). O exemplo cldssico de curvatura (no espago
euclidiano) é a de um circulo, que em todos os lugares tem curvatura igual ao inverso do
seu raio. Circulos menores dobram-se mais acentuadamente, e, portanto, tém maior cur-
vatura.

Estas novas geometrias permitiram as ciéncias exatas do século XX uma série de
avangos, entre os quais, como citado por (Feitosa e Locci, 2001), a elaboracao da Teoria
da Relatividade de Einstein (1879 - 1955), O que permitiu provar que essas geometrias,

ao contrario do que muitos afirmavam, tinham realmente aplicagoes praticas.

2 lustracao disponivel em: https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:ParabHyper.png. Acessada em:
23 de abril de 2018.
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Capitulo 2

Elementos, definicoes, propriedades e

teoremas da geometria esférica

Apresentaremos agora alguns dos elementos notdveis de uma esfera e definicoes
da geometria esférica. Um dos motivadores deste trabalho ter como foco a geometria
esférica é que estas definicoes nao raramente sao idénticas as que sao apresentadas na
geometria euclidiana do ensino médio. A sua aplicabilidade e consequente facilidade de ser
contextualizada, além de ser multidisciplinar, pois podemos relaciona-la com a Historia,

Geografia e a Fisica, completam a motivacao.

2.1 Elementos notaveis da superficie esférica

Conforme a figura 2.1 abaixo temos:

Eixo e

Polo norte

Meridiano

Polo sul

Figura 2.1: Elementos notaveis de uma esfera.
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i. Fizo e é qualquer reta que contenha o centro O.

ii. Polos sao os pontos de intersecao do eixo e com a superficie esférica. Dessa forma

temos dois pontos, denominados Polo Norte e Polo Sul.

iii. Equador é um circulo maximo cujo plano que o contém é perpendicular ao eixo e.

Provaremos sua existéncia na proposicao 2.1.

iv. Paralelo é um circulo contido num plano que é perpendicular ao eixo e e é paralela

ao equador.

v. Meridiano é um semicirculo maximo cujo plano que o contém passa pelo eixo e e

liga os polos.

2.2 Definicoes

O entendimento das defini¢coes abaixo é imprescindivel para a compreensao dos
teoremas da proxima segdo. Para tais, usamos como referéncia Muniz Neto (2013), e

vamos nos valer dos conceitos basicos geométricos. Vamos a elas:

Definicao 2.1. Seja O um ponto no espago e r doravante um nimero real positivo. Uma
esfera é o lugar geométrico' dos pontos P do espaco cuja distancia de P a O sdo menores
ou iguais a r. Ao ponto O damos o nome de centro da esfera e a distancia r denominamos

raio da esfera. Assim, uma esfera é um sélido geométrico?.

Figura 2.2: Esfera de centro O e raio r.

Lugar geométrico é um conjunto de pontos no espaco que gozam de uma certa propriedade. Ao
conceito de lugar geométrico estao associadas equagoes que determinam a figura num sistema de eixos
coordenados. A saber, a equagdo de ema esfera de centro O = (xo, yo, 20) e raio r é dada por

(x—20)? + (y—v3) + (2 — 20)* < r?

286lidos geométricos sio objetos tridimensionais definidos no espaco. Uma de suas caracteristicas é a
capacidade volumétrica.(N. do A.)
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Nao raramente se confunde a definicao de esfera com a que descreveremos a seguir:

Definicao 2.2. O lugar geométrico dos pontos P que distam exatamente r do centro O
da esfera é uma superficie esférica ¥. Alguns autores a chamam de “casca esférica”
por considerarem que este nome é mais intuitivo.

Observem que, pela definicdo 2.1 a superficie esférica é um subconjunto * da

esfera, e esta definicao é pré-requisito para a préoxima.

Definigao 2.3. Dados dois pontos A e B pertencentes a Y, chamamos de corda esférica
o segmento de reta definido por estes dois pontos (figura (2.3) a esquerda). Caso o centro
O da esfera esteja contido neste segmento, esta corda passa a se chamar diametro da esfera
com valor 2r e neste caso, os pares de pontos A, B e P, P’ sao chamados de antipodas
(figura (2.3) a direita). Observe que dado um ponto P, seu antipoda P’ é o tinico ponto
da superficie esférica tal que a medida do segmento PP’ é um diametro desta superficie.

Na figura (2.1) o polos norte e sul sdo antipodas.

Figura 2.3: Corda e antipodas na esfera

Como consequéncia, se tivermos uma superficie esférica > de centro O e raio r
com os pontos A e B pertencentes a X e O ¢ AB e aplicando a desigualdade triangular no
triangulo AOB entdo uma corda AB é tal que AB < 2r. Vale ressaltar que AB representa

o segmento de reta enquanto AB representa a medida deste segmento.

No que se refere as intersecoes de um plano a qualquer com uma superficie esférica

> temos os seguintes resultados:

Proposigao 2.1. Sejam um plano a e uma superficie esférica 3, com centro em O e raio

r dados no espago e seja d a distancia de O a a.

3 Algebricamente, temos aqui um caso particular da esfera onde (x — 2¢)? + (y — y3) + (2 — 20)? = r*
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(a) Se d > r, entdo « ndo intersecta .
(b) Se d = r, entdao « intersecta > em um tnico ponto.

(c) Se d < r, entdo « intersecta ¥ em um circulo I, de raio® ' = v/r2 — d2 e centro O’

localizado no pé da perpendicular baixada de O a «.

Usaremos as mesmas notagoes da proposi¢ao (2.1) para discorrermos sobre a

intersecao de plano e uma superficie esférica, nas defini¢oes a seguir.

Definigao 2.4. Suponha que d = r e seja T' o ponto comum entre a e 3. Assim diremos
que « tangencia > em 7', ou seja, T' é o ponto de tangéncia de « e ¥ conforme figura

(2.4) e o é 0 plano tangente a X.

Figura 2.4: Plano tangente a esfera.

Defini¢ao 2.5. Suponhamos agora que d < r (com d # 0). De acordo com a proposigao
2.1, temos a intersecao de o com X que é um circulo I', de raio 7/, tal que I" divide ¥ em
duas partes, cada uma denominada calota esférica onde uma possui altura » —d e outra

altura r + d. A situagao esta representada na figura 2.5.

Figura 2.5: Calota esférica.

4Para tal equacéo, basta usarmos o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo definido pelos pontos
0, O’ e um ponto T que esteja na intersecdo entre retas suporte de r e 7’ tal que T' € X.
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Defini¢ao 2.6. Caso d = 0, de acordo com o item (d) da nossa proposigao (2.1) temos
um circulo T" cujos raio v’ e centro O coincidem com os da superficie esférica ¥. Entao
neste caso I' assume o maior valor possivel para 7’ e recebe o nome de circulo maximo,
ou equador (conforme figura (2.1)) de I e as extremidades do diametro de X e ortogonais
a [' s@o os polos Norte e Sul, em alguma ordem, de I' em relagao a Y. Para clarear as

ideias, sugerimos visualizar a imagem da figura 2.6

Circulo maximo

Figura 2.6: Circulo Maximo.

Proposigao 2.2. Dados dois pontos A e B pertencentes a uma esfera ¥ de centro O e
raio 7, existe um circulo maximo que passa por estes dois pontos. Caso A, B e O nao

pertencam ao diametro, tal circulo é tnico.

Demonstragao. Como A e B pertencem a ¥, pela proposigao 2.1 item [c], se d = 0,
entdo o plano a passando por A, B e O intersecta ¥ em um circulo I' de raio ' = r
e centro O = O, ou seja, mostrando a existéncia de um circulo méximo. Se A, B e O
nao pertencem a um diametro (ndo colineares), pela geometria espacial, existe um tnico

plano passando por A, B e O, portanto um tnico circulo maximo.

Definicao 2.7. O angulo formado por dois arcos de circunferéncias maximas que se
intersectam no ponto P (ou na antipoda P’) é denominado Angulo esférico. Sua medida
0 é a mesma do angulo plano formado pelas retas tangentes a > no ponto P (ou na
antipoda P’) que contém os vetores 7 e W e cujas projecoes radiais coincidem com os

circulos maximos.
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Figura 2.7: Angulos esféricos.

A nocao de reta, no espaco euclidiano, ¢é intuitiva: dados dois pontos basta uni-
los por uma ”linha”’sem ”curvas”. Sem formalidades, fora deste espaco, uma reta é o
trago da menor distancia entre dois pontos numa superficie qualquer. A seguir, daremos

a definicao de reta numa superficie esférica.

Definicao 2.8. Sejam A uma superficie qualquer no espaco e A e B dois pontos distintos
tais que A e B € A. Definiremos como Geodésica a curva 1 contida na superficie A
que minimiza a distancia entre A e B, ou seja, uma reta. Na geometria plana a menor
distancia entre dois pontos A e B é o segmento de reta formado por esses dois pontos. Na
geometria esférica, definida nossa superficie esférica ¥ e A e B € X, pode-se demonstrar
que v esta contida no circulo maximo ou seja, ¥ é o comprimento do menor arco de

circunferéncia maxima que passa por A e B.

Nao raramente ouvimos a palavra “fuso”. E bom observar que comumentemente
¢ um fuso confundido com “cunha esférica”. Comparativamente, enquanto uma cunha

equivale a um gomo de laranja, o fuso equivaleria a casca deste gomo. Vamos a definigao:

Definicao 2.9. Sejam dados no espaco uma superficie esférica ¥ de centro O e raio r.
Para um angulo « tal que 0 < a < 7 definimos um fuso esférico ¢ de abertura «
em X como sendo a intersecao de ¥ com diedro de abertura a e aresta um diametro
de X, conforme a figura (2.8). Em Geografia, os fusos sao utilizados para localizagao
além de determinarem os fusos hordrios. Considerando a terra com um formato esférico,
dividindo-se sua circunferéncia de 360° por 24, que é o numero de horas do dia, obtém-se
a = 15, ou seja, a cada 15° tem-se um meridiano que diferencia em +1 hora em relacao
a um adjacente.

Uma definicao alternativa de fuso esférico, menos formal, é a que, dados dois

pontos nao coincidentes A e B no equador de ¥ sob um angulo «, fuso esférico é a
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regiao da superficie esférica compreendida entre os circulos maximos que passam por A e

B, no hemisfério que os contém, e se intersectam nos polos.

Fuso esférico

Figura 2.8: Fuso esférico.

Na terra, o clima é determinado quase totalmente pela incidéncia de luz solar.
No equador o nivel de incidéncia é maior que nos tropicos, que por sua vez recebem mais
luz que os polos. Em Geografia, pode-se associar o conceito de zona esférica com as zonas

climaticas do nosso planeta.

Definicao 2.10. Sejam dois planos a e [ paralelos com uma distancia h entre eles,
ortogonais ao eixo e de uma superficie esférica ¥ de centro O e raio r. Se tomarmos
0 < h < 2r de forma que h se situe entre os polos do eixo, excluindo-os, entao a e 3
intersectam X e definiremos zona esférica como a parte de delimitada pelos planos « e

f com a superficie esférica (figura (2.9)).

Figura 2.9: Zona esférica de altura h.

Um triangulo esférico nao é qualquer figura de trés lados sobre a esfera; seus lados
devem ser arcos de grandes circulos, ou seja, arcos de um circulo maximo. a definicao que

s€e segue descreve uma ﬁgura COIMo essa.
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Definicao 2.11. : Seja X uma superficie esférica de centro O e raio r e sejam, conforme
figura (2.10)°, A, B e C trés pontos pertencentes a ¥ em algum dos hemisférios. Deno-
taremos como (4p 0 circulo maximo que contém os pontos A e B, (4¢ 0 que contém o0s
pontos A e C e (e 0 que contém os pontos B e C e as distancias AB = ¢, AC = b e
BC = a. Assim, definiremos um triangulo esférico ABC como a regido de ¥ delimitada
pelos circulos maximos (4, Cac € (Bc, que tem como medidas dos lados a, b e ¢ e angulos
a, [ e vy opostos aos lados a, b e ¢ respectivamente. Observe que no hemisfério oposto ao
considerado, as antipodas de A, B e C, a saber A', B’ e (', determinam um triangulo

A'B'C" congruente ao triangulo ABC.

Figura 2.10: Trangulo esférico.

2.3 Propriedades

Listaremos apenas algumas propriedades dessa geometria, as que julgamos mais
pertinentes, pois nao é nosso objetivo nos aprofundarmos no assunto. Daqui por diante,
ao citarmos reta estaremos associando-a ao sentido amplo, de menor distancia entre dois
pontos, e caso tenhamos uma superficie esférica estaremos nos referindo a uma geodésica,

conforme definigao (2.8).

Propriedade 1. Dois pontos nao determinam necessariamente uma tunica reta. Por
exemplo, o polo norte e o polo sul estao sobre uma quantidade infinita de circulos
mdzimos® conforme figura (2.11). O mesmo acontece para os pontos do final de quaisquer

diametros da esfera X. Tais pontos sdo chamados antipodas .

°Disponivel em: https://bit.ly/2mZpT4S. Acessado em: 25 de abril de 2018.
5Veja definicio 2.6.
TA descricao de antipoda encontra-se na definicdo 2.3.
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Figura 2.11: Circulos maximos em uma esfera..

Propriedade 2. Para uma esfera de raio r, a maior distancia possivel entre quaisquer
dois pontos é 7.7, e caso o valor do raio seja 1, a maior distancia é m. Consequentemente,

aqui o postulado da régua® nao é valido.

Propriedade 3. A intermediac¢do (ordem) nao funciona na forma em que estamos acos-
tumados. De fato, dados trés pontos de uma reta, nao é necessariamente verdade que um
deles esta entre os outros dois. Verifique na figura (2.11) a reta que contém os pontos A,
T, B e U; nao podemos afirmar se U pertence ao segmento AB, pois este segmento pode

passar por 71"

Propriedade 4. A perpendicular & uma reta, de um ponto externo, sempre existe, mas
nao ¢é necessariamente unica. Por exemplo, qualquer reta que une o Polo Norte a um

ponto do equador é perpendicular ao equador (veja figura (2.11)).

Propriedade 5. Alguns triangulos esféricos podem ter dois ou trés angulos retos, con-

forme a figura (2.12).

8Dada uma reta e fixando uma unidade de medida e uma origem sobre ela, a qual associaremos o
nimero 0 e a cada ponto da reta um numero real correspondente a sua distancia em relacao a origem.
Por outro lado, para cada nimero real associamos um ponto da reta cuja distancia em relagao a origem
corresponde a este numero. Assim estabelecemos uma relagcdo biunivoca entre os pontos da reta e os
numeros reais.
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Figura 2.12: Triangulo esférico com 3 angulos retos.

Implicitamente, esta propriedade nos diz que um triangulo esférico pode ter a
soma de seus angulos externos maior que 180°. Como consequéncia temos a proxima

propriedade.

Propriedade 6. O teorema do angulo externo falha. Note que, para qualquer escolha
de um dos vértices do triangulo acima, qualquer angulo externo associado a este vértice

sera também um angulo reto, e a soma dos internos nao adjacentes é 180°!

2.4 Teoremas

Os teorema apresentados nesta se¢ao tém como referéncia (Muniz Neto, 2013), e
tratam basicamente de areas numa superficie esférica e algumas superficies que nela estao
contidas bem como o volume da esfera. Nos casos onde a proporcionalidade valida os
teoremas, mesmo sem muita elegancia e formalidade, as demonstragoes valendo-se deste
artificio foram escolhidas devido a objetividade deste trabalho. Para tais demonstracoes
formais, deixamos a sugestao de leitura do livro citado acima.

Vamos nos valer de alguns conceitos e resultados simples do Célculo Diferencial

Integral para iniciarmos a se¢ao apresentando uma defini¢ao de superficie de revolucao.

Definicao 2.12. i) Sejam dados a < b ndmeros reais tais que f : (a,b) — R seja
uma func¢ao positiva e diferencidvel com sua derivada f’ : (a,b) — R continua.
Fixaremos um sistema de coordenadas cartesianas com eixo e das abcissas em um
plano no espaco onde teremos o grafico de f denominado de ¢<°. A superficie de

revolugao ¢'%(e; <) de eixo e e geratriz ¢ é o conjunto de pontos do espaco obtidos

9Letra grega onde se 1é sigma.
07 etra grega onde se 1é 1.
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pela rotacao de ¢ em torno do eixo e, de tal forma que para um x € (a,b) o ponto
(x, f(z)) descreve um circulo de raio f(z) com centro em x € e contido no plano

perpendicular a e que passa por x conforme a figura (2.13)™ abaixo.

=

| et e i o

=

e -
o o -

e e o w mae f
o

Figura 2.13: Superficie de revolugao o(e;s).

ii) Se tomarmos os nimeros reais c,d € (a,b) com ¢ < d e definirmos a superficie g q
como a porgao de g(e, <) situada entre os planos perpendiculares a e nos pontos ¢ e

d, podemos definir a drea de g, 4 como

A = 27T/ f(z)\/1 + f'(x)? de (2.1)

Para uma maior motivacdo da definicao (2.12) sugerimos a leitura do apéndice
(A.1). Como nossas consideragoes feitas sobre f garantem a continuidade do integrando

acima, a integral da equagao tem sentido.

Teorema 2.1. A drea A de uma superficie esférica é iqual a A = 4wr?, onde r € o raio

da superficie esférica.

Demonstracao. Se tomarmos, de acordo com a defini¢do (2.12) acima, uma funcgdo f :

(—r;7) — R dada por f(x) = Vr? — 22 e, aplicando a regra da cadeia, f'(x) =

—X

2 _ 2
para © € (—r,r), teremos que o(e,s) € uma esfera ¥ de raio r, com suas antipodas N e

S removidas. Mas como

Z\{st} = U Ol—r+e , 7—¢

0<e<r

"'Muniz Neto (2013), pag. 363, fig. 9.2.
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€ Ofrie , 1—q C O—rte , r—e] para 0 <€ <€, temos

AS\AN, Y = tim Ao rie, o)

2
= lim 27?/ vV —xz\/ ) dx
e —» +0 te _an

= lim 2ar / dx

e — +0 e

= 472,

Assim, definimos a drea A de uma superficie esférica de raio R como
A = 4mr?, (2.2)

Corolario 2.1. A drea A. de uma calota esférica, onde r é o raio da superficie esférica

e h € a altura da calota € igual a A. = 2nrh.

Figura 2.14: Calota esférica.

Demonstracao. Analogamente ao teorema (2.1), removidos os pontos antipodas e apli-
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cando os limites de integracao r — h e r — € temos

Ac = lim Ac(@[rfh , rfe})

e — 40
r—e T 2
= lim 27r/ Vr2 —axy 1 + ( ) dx
e — 40 r—h 7*2 — x2

]

Corolario 2.2. A drea A, de uma zona esférica € A, = 2mwrh, onde r € o raio da superficie

esférica e h € a distancia entre os planos paralelos.

Figura 2.15: Zona esférica.

Demonstragao. Novamente vamos nos valer das notacoes e da funcao utilizadas no

teorema (2.1), onde os limites de integragcdo agora sao 0 e h.

=[] O
Coroldrio 2.3. A drea A; de um fuso esférico é Ay = 2ar?, onde r € o raio da superficie

esférica e a € o angulo do fuso.
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Fuso esférico

Figura 2.16: Area de um fuso esférico.

Demonstracgao. Se estabelecermos as razoes entre o angulo o do fuso esférico e o angulo
formado por uma volta inteira em um dos polos (2m) e entre a drea do fuso Ay e a drea
da superficie esférica (A = 4mr?®) teremos uma propor¢do que, através de uma regra de

trés, poderemos determinar a drea do fuso esférico Ay. Entao:

dai Ay = 2012,

]
Apresentaremos agora formula do cdlculo do volume de um sélido de revolucao qualquer.

As demonstragoes encontram-se em Muniz Neto (2013), entre as paginas 405 e 408.

Defini¢ao 2.13. Seja f : (a,b) — R uma fun¢do positiva de derivada continua. Se
[e,d] C (a,b) e v representa o volume de um sdlido revolugao obtido pela rotagdo do

grafico de f em torno do eizo das abcissas, entao

d
v= 7T/ (fr)* do (2.3)
Teorema 2.2. O volume de uma esfera de raio r é dado por
V= —mr

Demonstragao. Mantendo as notacoes utilizadas na nossa discussao sobre superficies de
revolugdo, seja f : [—R, R] — R a fun¢do dada por f(x) = vV R? — 22, de maneira que
o solido de revolucdo gerado pela rotacao do grdfico de f em torno do eixo das abcissas

seja uma bola fechada (uma esfera) @ de raio r. Seque da definicio (2.13) que o volume
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da esfera é

Para o teorema que se segue, necessitamos do seguinte resultado:

Definicao 2.14. Dados dois pontos nao coincidentes A e B no equador de % sob um
angulo ¢, fuso esférico completo € a regiao da superficie esférica compreendida entre
os circulos mdximos que passam po A e B, no hemisfério que os contém, e por suas
antipodas A’ e B' no hemisfério oposto, se intersectando nos polos. Note que um fuso

completo € a unido entre dois fusos esféricos (veja figura (2.17)).

Figura 2.17: Fuso esférico completo.

Teorema 2.3. Sejam o, B e~y as medidas dos dngulos internos de um triangulo esférico™
a

ABC, entio a+fB+v =7+ — , onde a € a drea desse triangulo esférico ( destacada em
r

laranja) e v é o raio da superficie esférica.

2Disponivel em: https://bit.ly/2mZpT4S. Acessado em: 25 de abril de 2018.
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Figura 2.18: Area de um triangulo esférico.

Demonstracgao. Prolongando os lados do triangulo esférico, construiremos trés fusos
completos, com os mesmos angulos internos desse triangulo. As dreas de cada um desses
fusos completos, ¢ 4ar?, 45r* e 4yr?. Ao somarmos as dreas destes trés fusos, teremos
a drea da superficie esférica. A drea de um triangulo esférico ABC € igual a drea do
triangulo A’B’C’ formado pelos pontos antipodas do triangulo esférico ABC, pois estes
triangulos sao congruentes pelo caso AAA. Note que os triangulos ABC e A’B’C" serdo
assim somados trés vezes cada, quando deveriam ser somados apenas uma vez. Portanto,
a drea da superficie esférica foi acrescida de quatro vezes a drea a do triangulo esférico

ABC. Entao temos a equagao
dor? + 4B8r* + 4yr? = 4nr? + da

que, dividindo ambos os membros por 4r*, nos dd o+ f + v =1 + _(12‘
”
]

Teorema 2.4. Sejam «, B ey as medidas dos angulos internos de um triangulo esférico
ABC. entio, m < a+ [+ < 37 onde a € a drea desse triangulo esférico e r € o raio da

superficie esférica.

Demonstragao. Do teorema (2.3), isolando-se a temos a = (o +  + v — 7)r*. Ora,
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se a>0er>0 (caso contrdrio nao haveria esfera) entio o+ 5+ v —m > 0, ou seja,
T < a+ B+ ea primeira parte da desigualdade estd provada.

Observe que, escolhendo-se um circulo mdzimo aleatoriamente, sem que este in-
tersecte o triangulo em nenhum ponto, e situando-se os vértices equidistantemente entre
si, tao prozimos do circulo mdzimo quanto quisermos (caso coincidissem com o circulo

mdzimo teriamos uma semi esfera) entdo a drea a deste triangulo é menor que 27 que
2

a
€ a drea da semi esfera e podemos escrever o+ f+ v = 7w+ — < 7+ —— portanto
r r
a+ B+ v <31 e com isto provamos a sequnda parte da desigualdade. [

Observe que a soma dos angulos internos do triangulo esférico é maior que 7 e

seu acréscimo é proporcional a area do triangulo.

Teorema 2.5. Num triangulo esférico de lados a, b e ¢, cada lado é menor que a soma

dos outros dois e maior que a diferenca entre eles. Em outras palavras, temos:
b—c| <a<b+cou

b—al <c<b+a,ou
la—cl<b<a+c
Essa € a A desigualdade triangular num triangulo esférico.

Demonstracao. Observe a figura (2.19). Os lados AB = ¢, AC = b e BC = a sao iguais
respectivamente aos angulos (AOB), (AOC)e (BOC)em radianos.

Figura 2.19: Triangulo esférico.

Se a = b = c o teorema € vdlido e nada temos a demonstrar. Considere o tetraedro

esférico OABC' e tome, por exemplo, o lado (AaB) como o maior lado. Assim, € trivial
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que |b—c| < a. Nos resta mostrar que a < b+c. A demonstragdo caso a escolha do maior
lado seja qualquer um dos outros dois é completamente andloga. Para clareza das ideias,

a figura 2.20 abaizo € de grande ajuda para o procedimento que se seque:

Figura 2.20: Figura auxiliar do tetraedro esférico.

Sobre OA tome um ponto X aleatoriamente; sobre OB tome um ponto Y qualquer
e sobre XY um ponto P de modo que (XOP) = (AOC) = b. Sobre OC tome um ponto
Z de modo que OZ = OP. Unindo-se X e Y a Z obtemos o triangulo XYZ no qual XP
= X7, pois os triangulos XOZ e XOP sdo congruentes (caso LAL). Pela desigualdade
triangular da geometria plana, temos XZ + ZY > XY |, mas XY = XP + PY entao
XZ+272Y > XP+ PY |, como XP = XZ, temos que ZY > PY e consequentemente
ZY > PY ¢ (ZOY) > (POY) . Entio,

XO0Z+Z0Y > XOP + POY = XOY.

Ou seja, a < b+ c.
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Capitulo 3
A proposta pedagogica

Este planejamento foi feito para quatro ou cinco aulas. Inicialmente, faz-se uma
abordagem histoérica, apresentando os fatos que causaram o desenvolvimento das geome-
trias nao-Euclidianas, com posterior introducao a algumas caracteristicas intrinsecas a
geometria esférica. Como sugestao as demonstragoes podem ser deixadas para as aulas
finais para que o aluno menos interessado nao disperse sua atencao. Salvo resguardo se o
publico-alvo tenha uma base Matematica mais sélida. No caso so ensino bésico sugerimos
que o professor nao tenha muita preocupacao com exercicios e exemplos envolvendo a
quantizagao — mnosso objetivo aqui é apenas introduzir este tépico nas aulas de ensino
médio, com énfase no carater informativo e contextualizado — porque imaginamos que
as “contas”afugentariam o interesse dos alunos (para o ensino superior a situagdo pode
ser outra), mas é obvio que o mesmo tem toda condigao de avaliar quao profundamente
podera apresentar o contetido, de acordo com seus objetivos, uma vez que conhece o nivel
de suas turmas.

Durante as explanagoes do capitulo 3 podem ser oferecidas aos educandos esferas
de isopor para que possam visualizar e marcar com canetas hidrocor as defini¢oes e os
elementos notaveis da esfera. Para evitar o descarte mais imediato destas, que ficarao
inevitavelmente muito riscadas, alguns desse elementos notaveis podem ser vistos com
elasticos (daqueles que se prendem dinheiro, por exemplo).

Em seguida, sugerimos uma leitura, na forma de slides ou folhas impressas, uma
adaptagao de (Petit, 1982). Este livro, na forma de tirinhas, pode ser baixado gratui-
tamente em http://www.savoir-sans-frontieres.com. Aqui serao necessarias inter-

vencoes em momentos onde claramente surgirao duvidas dos alunos. Explicagoes sobre
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porque a menor distancia entre dois pontos numa esfera é a geodésica, nao uma paralela
(no conceito geogréfico) e para tal sugerimos uma visita ao site https://bit.1ly/215ykL7
pelos alunos. O célculo de areas na esfera, comparativamente menor que no plano, podem
ser feitas.

Havendo a disponibilidade de um laboratorio de informatica, o professor podera
encaminhar a turma para que sejam realizadas pesquisas. Apresentamos algumas su-
gestoes de assuntos:

— A Navisfera de Wilson.

— A geometria esférica e as navegagdes modernas.

— A geometria esférica e a astronomia posicional.

A seguir, daremos a proposta de uma lista com treze exercicios de aplicacao com
sugestoes de solugao e onze atividades, onde o objetivo de cada uma dessas tultimas ¢é

abordado.

3.1 Exercicios de aplicagao

O objetivo desta secao é o de fixar alguns conceitos e os elementos principais dos
objetos geométricos estudados no ensino basico. Os exercicios de 1 a 8 foram extraidos
de (Machado, 1988, paginas 211-219) e de 9 a 13 extraidos de (Dolce e Pompeo, 2005,
p. 350)

1. (MAUA—SP) Uma cunha esférica corresponde a um diedro de 75° tem volume igual

157 4

aV = — Determine a area do fuso esférico correspondente (superficie da

esfera que corresponde & cunha).

2. (CESCEM-SP adaptado) A drea da intersec¢ao de um plano com uma bola de raio

13 é 144m. Calcule a distancia do plano ao centro da bola.

3. (Sta Casa—SP adaptado) Uma esfera é cortada por dois planos paralelos. As inter-
seccoes dos planos com a esfera sao circulos, cujos raios medem 12 cm e a distancia

entre os planos é 18 cm. Quanto mede o raio da esfera, em centimetros?

4. (MACK-SP adaptado) Os planos «, /3,7 sao paralelos e o passa pelo centro de uma

esfera. Os circulos que «, 3, determinam na esfera tém raios 10, 8 e 5 respectiva-
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10.

11.

12.

13.

mente. Se [ e 7 estao no mesmo semiespago determinado por «, calcule a distancia

entre 3 e .

(CESGRANRIO adaptado) Supondo a Terra esférica de centro C'; o comprimento
do paralelo PP’ é a metade do comprimento do Equador EE’, onde PP’ ¢ EE’
definem os diametros. Qual a latitude (P@E ou P’@E’) do paralelo?

(CESGRANRIO adaptado) Macapa e Porto Alegre estao situadas sobre o mesmo
meridiano. A primeira cidade esta sobre a linha do Equador e a segunda tem
latitude de 30° Sul, contada a partir do Equador. Suposta a Terra esférica, com
circunferéncia maxima de 40.000 km, qual a melhor aproximagao da distancia entre

as duas cidades, ao longo do meridiano?

(CESGRANRIO adaptado) Uma laranja pode ser considerada uma esfera de raio
R, composta por 12 gomos exatamente iguais. A superficie total de cada gomo terd

que valor?

(UF-PA) Adrea da superficie de uma esfera é 167 em?. Qual o diametro da esfera?

. Determine a drea de uma esfera em que uma zona de 10 cm de altura tem area de

1207 em?.

Determine a altura de uma zona esférica, sabendo que sua area é igual ao quintuplo

da area do circulo maximo da esfera que a contém.

Qual é a fracdo da area da superficie da Terra suposta esférica (raio = 6.300 km)

observada por um astronauta que se acha a altura de 300 km?

. 1 .
Determine a altura que se deve elevar um astronauta para ver 36 da superficie da

Terra.

Um ponto luminoso esta situado a 2 m de de distancia de uma esfera de raio 4 m.

Qual o valor da area da porcao iluminada da esfera?

Sugestoes de solucao:

. Definidos o como o angulo do fuso e r o raio da esfera que o contém, a area do fuso

¢ dada por Ay = 2ar. Como conhecemos «, nos resta determinarmos 7. Para tal,
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estabeleca uma regra de trés entre o volume da esfera para 27 e o volume da cunha

. . 157
para 75° em radianos. Substitua o valor de r e obtenha como resposta Ay = 7m2.

. A interseccao do plano com a bola que aqui consideraremos uma esfera nos dé um
circulo cuja drea é 144w = mr?, daf r = 12. Defina E o centro da esfera, C' o cento
do circulo e R o raio da esfera. Construa um triangulo retangulo EM F de lados R,
r e CE e aplique o teorema de Pitdgoras para determinar C'E, que terd como valor

5.

. Se os raios dos circulos sao iguais, os dois planos sao equidistantes do centro. Seja
« um plano paralelo aos outros dois passando pelo centro E da esfera, de tal sorte
que F serd o ponto médio da distancia entre estes planos. Seja C' o centro de um
dos circulos a escolher e r o raio da esfera. Entdo CE = 9 c¢m e construindo um
triangulo retangulo em E com lados 12, 9 e hipotenusa r, aplicando o teorema de

Pitagoras obtem-se r = 15 cm.

. Analogamente aos exercicios 2 e 3, construa triangulos que sejam retangulos nos
centros dos circulos menores e cujas hipotenusas sejam o raio do circulo maior.
Assim, aplique o teorema de Pitdgoras para calcular a distancia entre os planos «

e 3, que é 6, e entre o e v de valor 5v/3. A distancia entre § e ~ sera a diferenca

5v/3 — 6.

. Defina A o centro do circulo que contém o paralelo e r o raio da Terra, que por
sua vez é o mesmo do Equador. Construa um triangulo retangulo em A com lados
— r

AC, r e o raio do paralelo (= 5) e defina o angulo em C' neste triangulo como [,

de forma que « seja seu complementar (AC' é perpendicular a R) e é quem define a

cat.oposto

latitude. Aplique a relagao trigonométrica sin 5 = onde o cateto oposto

hipotenusa
é o raio do paralelo e a hipotenusa é r. Assim 5 = 30° e a = 60°.

40.000

2
s
comprimento de um arco o é C' = ar. Dai, para a = 30° = 5 rad tem-se C' =

7 40.000
6 2

. A circunferéncia da Terra, de raio r, é 40.000 = 27r. Entao r =

~ 3.333 km

. Note que as duas faces planas do “gomo” da laranja sao semicirculos com o mesmo

2
raio do fuso esférico, de area Ay = 202 onde o = % (sdo 12 gomos). Agora some
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10.

11.

2 w2 27?2

as areas das trés faces e obtenha a area da superficie A, = T8 + = + 5
4grr?

de

maneira que o resultado é A, =

. E um exercicio de aplicacao direta da féormula da area de uma superficie esférica.

Usando nossa nomenclatura, A = 4772 entdo 167 = 47r? daf o didmetro (2r) terd

medida 4 cm.

. Valendo-se das nossas notacoes, a drea de uma esfera é A = 4712 e podemos calcular

o valor de r diretamente com a férmula da drea da zona esférica A, = 2nxrh obtendo

a equagao 120m = 2710, que resulta em r = 6 ¢m. Substituindo r na férmula da

drea da esfera temos A = 14471 em?.

Nas notacoes anteriores, sendo A, = 27rh a érea da zona esférica e A,, = mr? a

area do circulo maximo, estabeleca a relacdo entre as dreas: 27rh = Smr?. Assim,

5r
h=—.
2

Para a resolugao de tal exercicio, sugerimos a construcao da figura 3.1 auxiliar.

Figura 3.1: Figura auxiliar.

Defina x como a altura do astronauta, R o raio da terra, h a altura da calota visivel,
T a interseccao entre o paralelo que define a calota e o raio da terra, A e A, como

as areas da superficie esférica e da calota, respectivamente. O problema trata-se de
A.  2rRh  h

—. Para determinar h utilize no triangulo PTO

A 4nR? 2R
a relacdo métrica R* = (R — h)(R + z) de onde h =

calcular a fragao

Substituindo h na

x +
T

h
rimeira fragao temos a igualdade — = ———— (1) e finalmente, substitua os
P ¢ & R amra) Y
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valores de R e x para obter — = — da superficie da terra.
P 9R 44 P

12. Use a mesma notacao do exercicio (11) e a igualdade (1) para resolver este exercicio,

obtendo como resposta x = 7

13. A parte iluminada é uma calota esférica cuja area A, = 2wrrh Como R = 4, nos resta

determinarmos h. Da igualdade (1) do exercicio (11), usando as mesmas notagoes,

4
temos R = ﬁ onde R =4 e x =2, de forma que h = 3 m. Substituindo o
2
valor de R e h na férmula da drea da calota temos A, = 3%

3.2 Atividades

As atividades 1 e 2 foram adaptadas de (Superinteressante, 1989).

Vamos & elas:

Atividade 1. Partindo de um certo ponto da Terra, um cacador andou 10 quilometros
para o sul, 10 quilometros para o leste e 10 quilometros para o norte, voltando ao ponto
de partida. Ali encontrou um urso. De que cor é o urso?

Objetivos: verificar o entendimento de angulos retos em superficies nao planas.
Identificar as geodésicas como retas. Pré-requisitos: conhecimento dos pontos cardeais,

dos polos (e das antipodas) e das faunas dos polos.

Atividade 2. Imaginemos seres bem pequenos, habitantes de uma esfera polida com
as dimensoes da Terra. Eles tomam sobre o equador um segmento AB de 1 metro de
comprimento; nas extremidades A e B levantam duas perpendiculares e marcam AC
e BD também de 1 metro de comprimento. Eles pensarao ter tracado duas paralelas,
imaginando que, por mais que prolonguem os segmentos AC e BD - cuidando que os
sucessivos metros sejam exatamente o prolongamento do anterior - as duas linhas manter-
se-a0 indefinidamente separadas. Estao corretos? Utilize a esfera de isopor para tirar suas
conclusoes.

Objetivos: verificar o entendimento e a construcao de angulos retos em su-
perficies nao planas. Verificar a inexisténcia de retas paralelas numa superficie esférica.
Pré-requisitos: utilizacao de transferidor, conhecimento do 5° postulado para geometria

eliptica.
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Atividade 3. Pense na seguinte situagao: O nosso herdéi Anselmo encontra-se no polo
norte, quando alienigenas do planeta Euclidesgeo, os planofix, o aprisionam dentro de
uma armadilha circular com um eléstico gigante, intransponivel. Como sua tecnologia é
diferente da nossa, o elastico é extremamente leve e sua elasticidade infinita. Entao nosso
herdi, usando seus conhecimentos de geometria nao Euclidiana, reverte completamente a
situacao aprisionando os planofix dentro de sua prépria armadilha. E possivel?
Objetivos: Verificar o entendimento da mudanca de raio da superficie a partir do
equador. Pré-requisitos: Conhecimento e entendimento dos polos e antipodas e mudanca

de curvatura para o raio da superficie maior que 3 do comprimento da geodésica.

Atividade 4. Construcao - Faca construcoes na esfera de isopor que ilustrem as respostas

as perguntas:
1. Quantas retas passam por um ponto P?
2. Duas retas na esfera sempre tém um ponto em comum?
3. Quantas retas passam por dois pontos da esfera?

4. Dado um ponto A, construa o seu ponto antipoda B. Quantas retas passam por A

e B?

Objetivos: verificar a compreensao das propriedades da geometria esférica, apre-

sentadas na secao 2.3. Pré-requisitos: as propriedades da geometria esférica.

Atividade 5. Sabemos que a soma dos angulos internos em um triangulo no plano é
180°. Compare a soma dos angulos internos de um triangulo numa superficie esférica com
a soma de um no plano. Se os outros dois angulos forem retos, existe um limite para o 3°7
Para auxilia-lo, desenhe triangulos na esfera, a partir de uma geodésica, com tamanhos
diferentes.

Objetivos: verificar que numa superficie esférica a soma dos angulos de um
triangulo é maior que 180° e o terceiro angulo limitado superiormente e inferiormente se

um dos lados estiver numa geodésica . Pré-requisito: Utilizacao do transferidor.

Atividade 6. Observe que no globo terrestre temos os meridianos e as paralelas. Na
geometria esférica sao mesmo paralelas?
Objetivos: Verificar a compreensao das definicoes de retas e de paralelas. Pré-

requisitos: definicoes de retas e paralelas.
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Os objetivos das atividades de 7 até 11 é verificar as impressoes sobre a geometria

esférica, o interesse e a relevancia sobre o assunto, na visao do aluno.
Atividade 7. Fale da sua impressao sobre a geometria nao-Euclidiana.

Atividade 8. Vocé acha que é possivel a insercao da geometria nao-Euclidiana, assim

como lhe foi apresentada, no curriculo do ensino médio?

Atividade 9. Dé sua opiniao sobre a insercao da geometria nao-FEuclidiana na formagcao

de seu professor.

Atividade 10. Dé sua opiniao sobre a importancia da geometria nao-Euclidiana na sua

formacao de aluno, quanto sujeito critico e com autonomia de pensamento.

Atividade 11. Dé sua opiniao sobre a importancia da geometria nao-FEuclidiana no de-

senvolvimento de tecnologias humanas.
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Consideracoes finais

No inicio deste trabalho imaginamos algo inédito. Quanta pretensao! Varios
estudos e dissertacoes foram elaboradas com o tema, e o que no comeco teve ares de
decepgao se tornou uma prazerosa pesquisa tendo como base as pesquisas, dissertagoes
e artigos ja realizados e publicados, mostrando uma diversidade de caminhos possiveis
para a abordagem do tema. Foi como se, ao tentar espiar pelo buraco de uma fechadura,
esbarrasse numa porta que, aberta, se escancarou e nos mostrou algo muito além do
esperado em magnitude e beleza!

Tomar conhecimento do trabalho de Jean-Pierre Petit, da exis—téncia da navis-
fera de Wilson, das aplicagoes da geometria esférica na astronomia e em navegacoes me
mostrou a grande curiosidade do homem e a sua infindavel busca pelo conhecimento. A
propria histéria sobre o quinto postulado de Euclides ja indicava isso. Que atividade
intelectual monstruosa! O desconhecido causa espanto e admiracao. Nao por acaso as
grandes descobertas trazem desconforto e estranheza antes de serem aceitas.

Conforme citado na introducao, tanto o aluno quanto o professor necessitam de
um “estimulo” a mais durante as aulas. E fatidico que a impressao que temos enquanto
alunos é de uma Matemadtica pronta, definitiva, como um prato que seguindo a receita
corretamente, o final é apenas servi-lo. Nao sao mostradas as etapas de preparagao, e
assim, ao tentar reproduzir certamente nao terao o mesmo sabor: faltam os detalhes
da preparacao. Neste contexto se encaixa perfeitamente o objeto do nosso trabalho,
pois ao descrever desde o inicio do conhecimento registrado a evolugao da geometria e
seus desdobramentos estamos dando aos envolvidos na educacao os “detalhes” do prato
principal. Mostrar que existe a possibilidade do novo, da contestacao, da busca, do erro,
nao so serve para desmistificar a disciplina como “matemdgica” — onde as férmulas

aparecem “do nada” — para algo palpavel, acessivel e perfeitamente manipuldvel por
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pessoas ‘normais”.

Cabe ao professor que se interessar em incluir o tépico no curriculo do ensino
basico determinar a profundidade e o que vai ser abordado sobre tema, respeitando ob-
viamente as caracteristicas de cada turma, buscar os exemplos de contextualizacao mais
pertinentes a realidade dos alunos sob o risco de, por exemplo, tentar ensinar a um mo-
rador dos trépicos os passos para se construir um boneco de neve. O contetido permite
uma grande interdisciplinarizacao, associando-o a Geografia, Historia e Fisica.

Espera-se, portanto, que este trabalho seja de grande valia na disseminacao da
Histéria da Matematica, da construcao do conhecimento cientifico e da humanizacao da
disciplina estimulando professores e alunos a buscarem este “algo mais” que sempre nos

parece que falta nas aulas de Matematica..
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Apeéendice

A.1 Demonstracoes de areas e volumes de revolucao

Sejam dados a < b nimeros reais tais que f : (a,b) — R seja uma fungao positiva
e diferencidvel com sua derivada [’ : (a,b) — R continua. Fixaremos um sistema de
coordenadas cartesianas com eixo e das abcissas em um plano no espaco onde teremos o
grafico de f denominado de ¢'. A superficie de revolucgao ¢*(e; <) de eixo e e geratriz
¢ é o conjunto de pontos do espaco obtidos pela rotacao de ¢ em torno do eixo e, de tal
forma que para um x € (a,b) o ponto (z, f(x)) descreve um circulo de raio f(z) com

centro em = € e contido no plano perpendicular a e que passa por = conforme a figura

A.1 abaixo.

Figura A.1: Superficie de revolugao g(e;<).

Se tomarmos os numeros reais ¢,d € (a,b) com ¢ < d e definirmos a superficie
O[c,q como a por¢ao de g(e, <) situada entre os planos perpendiculares a e nos pontos c

e d, podemos definir a drea de g|.4 considerando os nimeros reais ¢ = ro < r; < Ty <

Letra grega onde se 1é sigma.
2Letra grega onde se 16 6.
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. . . . & .

.. < 1, = d tais que Az; := x; — 1,1 sejam iguals a para 1 < ¢ < n. Para um
n suficientemente grande, teremos uma aproximacao razoavel do tronco de piramide de
raios f(x;—1) e f(x) e altura Ax; em relagao a superficie |4 limitada pelos planos que

passam por x;_1 e x;. Para representar a situacao, temos a figura A.2.

Figura A.2: Area do tronco de cone.

A 4rea lateral deste® tronco de cone é dada por

f(fc;)i - ii(f_l))Q (A1)

A = m(f(ic1) + f(2:)Axig | 1+ (

O teorema do valor médio nos garante que existe & € (z;_1,x;) tal que

f(@i) = fzia)
Ti — Tij—1

variacao de f em [x;_1, z;] é muito pequena, de tal sorte que podemos considerar f(x;_1) =

= f'(&). Além disso, podemos considerar para n muito grande que a

f(z;) = f(&). Assim, fazendo as devidas substituigoes, a nossa equagao A.1 se torna

A= 2mf(&)V1 + (&) Ax,

3Definiremos aqui a drea de um tronco de cone genérico. Seja um cone de revolucio de raio da base
R e altura h intersectado por um plano « perpendicular ao eixo de revolucao e a uma distancia d < h do
plano da base do cone formando um circulo de raio R'. A parte do cone limitada pela base e o plano «
é denominada tronco de cone e sua area A é dada por:

_ pr\ 2
A, =n(R+R)d 1+<R R)

Fica como tarefa para o leitor estabelecer a relacdo entre as variaveis.
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e a soma de todas as aproximagoes acima dos n troncos de cone nos da
> omf(E)V1 + f(&)? Az
i=1

Ora, nossa expectativa é que esta aproximacao se torne cada vez melhor quando n —

+00. De fato, se isso ocorre temos

S 2 fE@VT T FEF An — on / F@VT T @) de

de forma que definimos a drea A de g q fazendo

A = 27r/ F@VT + ) da (A.2)

Como nossas consideragoes feitas sobre f garantem a continuidade do integrando acima,

a integral da equagao tem sentido.
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