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“A educacdo € a arma mais poderosa que

vocé pode usar para mudar o mundo. .

Nelson Mandela



Resumo

E inegavel a importancia da Matematica para a vida moderna, pois estda é uma criacao
humana que culmina em um misto de ciéncia, ferramenta e mecanismo de transformagao
social. Nessa perspectiva o seu ensino deve ser objeto de estudo da ciéncia, tomando como
base a necessidade de se construir, reconstruir e perpetuar os conhecimentos produzidos
por ela, que tem como principal funcao, enquanto mecanismo de transformacao social,
capacitar as pessoas para resolverem problemas, usando como recursos seus conhecimentos
adquiridos [8]. Nesse sentido, este trabalho delimitou o ensino do Célculo Diferencial na
Educacao Basica como objeto de estudo, tendo por base sua importancia e aplicabilidade
tanto no conhecimento matemético quanto nas ciéncias naturais [2]. Pretende-se mostrar
neste trabalho, através de um estudo de caso com alunos do 4° Ano do Ensino Médio
Integrado ao Técnico de Eletromecanica do Instituto Federal do Piaui- IFPI, Campus
Floriano, como é possivel lograr éxito no ensino de topicos de matemaética, relacionados
a Otimizagao e Geometria, e sobretudo a tépicos de fisica arrolados a Mecanica e em
particular a Cinemética e ao Movimento Harmonico Simples, tendo como alicerce os
conhecimentos oriundos do Célculo Diferencial, de forma pratica e dinamica. Defendendo
a integracao deste tépico de matematica no Curriculo do Ensino Médio.

Palavras-chave: Ensino de Matemaética, Célculo Diferencial, Matematica aplicada a Fisica.



Abstract

There is no denying the importance of mathematics for modern life, because this is a
human creation that culminates in a mix of science, mechanism and tool for social trans-
formation. From this perspective their teaching should be studied science, based on the
need to build, rebuild and perpetuate the knowledge produced by it, whose main function
as a mechanism for social change, empowering people to solve problems, using their acqui-
red knowledge and resources [8] . In this sense, this work defined the teaching of Calculus
in Basic Education as an object of study, based on their importance and applicability
both as mathematical knowledge in the natural sciences [2]. It is intended to show in this
paper, through a case study with students of 4th year high school Integrated Technician
Electromechanical Federal Institute of Piaui, IFPI, Campus Floriano, as you can achieve
success in the teaching of topics in mathematics related to Optimization and Geometry,
and on all the topics listed mechanics and physics in particular the kinematics and Sim-
ple Harmonic Motion, with the knowledge from the foundation of differential calculus,
a practical and dynamic. Defending the integration of this topic in mathematics at the
High School Curriculum.

Keywords: Teaching of Mathematics, Calculus, Physics, Applied Mathematics.
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Introducao

E de conhecimento na comunidade cientifica que grandes mudancas ocorreram no mundo,
principalmente a partir da iltima década do século passado, mudangas politicas, economicas,
sociais e tecnoldgicas que geraram a necessidade de se pensar a vida do homem moderno,
sobre tudo o que diz respeito a sua educagao. Outro movimento de modernizacao da
educagao surgiu na década de 80 e com ele a necessidade de se reformular os curriculos da
educacao basica, em especial o de Matematica. Dentre as tematicas surgiram modelagem,
informatica educativa, resolucao de problemas e, em particular, ressurgiu uma antiga dis-
cussao sobre o Calculo na Educagao Basica, que é o objeto de estudo desse trabalho.
Conforme [11], ao se olhar para o programa de matemadtica a ser trabalhado nos Ensinos
Fundamental e Médio, percebe-se de forma imediata a presencga de alguns elementos e
resultados do Célculo Diferencial.

Segundo [7], O estudo do Calculo Diferencial é hoje considerado um dos mais importantes
para a formacao bésica, dada a sua importancia e aplicabilidade nas mais diversas areas
de conhecimento. Porém, em termos de Ensino médio pouco se valoriza esse conteido da
Matematica, ao passo que alguns pesquisadores em ensino da Matematica tém levantado
a questao do ensino do Célculo no Ensino médio, dada a sua importancia para as ciéncias
e tecnologias modernas. E importante salientar também que o Calculo deve retornar a ser
trabalhado no Ensino médio nao tao somente para reparar um erro do passado quando os
reformistas do ensino da Matematica na tentativa de moderniza-la criticavam o que era
ensinado nas escolas e ironicamente descartaram o Célculo, cujas ideias surgiram antes
do ano de 1700, e que era o que de mais moderno comegava a surgir na Matemética.

E notério também entender que conforme [8] a Matematica é considerada uma importante
ferramenta para o Ensino de Fisica uma vez que proporciona a elaboracao de modelos que
resultam da interpretacao dos problemas que expressam situacoes envolvendo fenomenos

fisicos. Logo, fica evidente surgir uma conexao entre matematica e fisica por conta princi-
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palmente das dificuldades matematicas que os alunos enfrentarem, certamente, poderem
interferir na aprendizagem em Fisica, em virtude de nao conseguirem desenvolver os mo-
delos matematicos necessarios para resolver os problemas de Fisica.

Conforme [2], o Célculo é moderno porque traz ideias novas que tem grande relevancia
numa variedade de aplicagoes cientificas no mundo moderno. Além disso, O Calculo,
desde que apresentado convenientemente, ao contrario de ser dificil, é muito gratificante
pelas ideias novas que traz e pelo poder e alcance de seus métodos, haja vista as inte-
ressantes aplicacoes da derivada, por exemplo, a problemas de maximos e minimos, da
funcao exponencial a problemas de crescimento de populagoes, decaimento radioativo e
outros mais.

Em fim, entende-se que descartar o Célculo no ensino é grave, pois deixa de lado uma
componente significativa e certamente a mais relevante da matemaética para a formagcao
do aluno num contexto de ensino moderno e atual.

Tendo em vista os fatos supracitados, esse trabalho justifica-se por investigar a im-
portancia do Célculo no ensino de Matematica na Educagao Basica, analisando o conhe-
cimento prévio dos alunos acerca da tematica, apresentando algumas de suas aplicagoes
tanto em matematica como em fisica e averiguando o conhecimento adiquirido por eles
apés a exposicao dos conceito do Céluclo.

Os resultados desta pesquisa aprensentam o Célculo como uma grande ferramenta ma-
tematica ratificando o seu ensino nas escolas de nivel médio baseado na sua importancia
para a educagao moderna, muito por conta de sua imemsa aplicabilidade.

O trabalho foi dividido em 5(cinco) capitulos, no primeiro foram apresentados tépicos
sobre Calculo Diferencial relacionados a limite, derivada, regras de derivacao e valores de
maximo e minimo. O segundo capitulo discorre sobre a aplicacao do Célculo na Fisica,
em especial na Cinematica e Movimento Harmonico Simples. No terceiro capitulo foi
descrita a metodologia da pesquisa, no quarto capitulo foram apresentados os resultados

e por fim, no quinto capitulo, foi feita a conclusao do trabalho.



Capitulo 1

Falando sobre Calculo Diferencial

O Caélculo é uma das grandes ferramentas matematica da Historia da Humanidade, seus
topicos foram desenvolvidos desde Arquimedes e culminaram com os Estudos de Newton e
Leibniz, que o dividiram em Céculo Diferencial e Integral. Neste Capitulo serao descritos

as principais abordagens do Célculo Diferencial de Funcoes de uma Variavel Real.

1.1 Topicos sobre Limite

O desenvolvimento tedrico de grande parte do Calculo foi feito utilizando a nogao de
limite, o conceito de limite é uma das ideias que distinguem o Calculo da Algebra e da
Geometria. Por exemplo, as definicoes de derivada e de integral definida, independente
de seu significado geométrico ou fisico, sao estabelecidas usando limites.

Inicialmente sera apresentada a ideia intuitiva de limite, estudando o comportamento de
uma func¢ao y = f(x) nas proximidades de um ponto que ndo necessariamente pertence
ao seu dominio.

A grosso modo tomando uma funcao f(x), diz-se que 7}1_1)111 f(x) = L quando os valores de
f(x) estao arbitrariamente préximos de L (tao proximos de L quanto se queira), tornando
x suficientemente préximo de a (por ambos os lados) mas nao igual a a. e lé-se: o limite

de f(x), quando x tende a a, é igual a L.

Para melhor endendimento, serd apresentado um exemplo.[16]

x2—1
x—17

calcule lim f(x).

Exemplo: Dada a fungao f(x) = )
X—

Através do uso de uma tabela percebe-se que, embora 1‘(1)39,111111 f(x) =2.
X—
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X f(x) = ’f_’f X f(x) = ’f_’f
0,5 1,5 1,5 2,5
0,75 1,75 1,25 2,25
0,875 1,875 1,125 2,125
0,9375 1,9375 1,0625 2,0625
0,9685 1,9685 1,03125 2,03125
O

O estudo de Limites laterais se faz necessario, haja vista a interpretacao das imagens de
uma funcao quando os elementos do dominio dela se aproxima de um nimero real a tanto

pela esquerda como pela direita.

Defini¢cao 1. Dada uma funcao f, diferencidvel, diz-se que lim f(x) = L quando os
X—a—

valores de f(x) estao arbitrariamente proximos de L (tao prézimos de L quanto se queira),

tornando x suficientemente préoximo de a (pela esquerda). e lé-se: o limite de f(x), quando

x tende a a pela esquerda, € igual a L.

Definicao 2. Dada uma funcao f, diferencidvel, diz-se que lim+ f(x) = L quando os
XxX—a

valores de f(x) estao arbitrariamente prozimos de L (tao proximos de L quanto se queira),

tornando x suficientemente prozimo de a (pela direita). e lé-se: o limite de f(x), quando

x tende a a pela direita, € igual a L.

De posse das defini¢oes supracitadas, tem-se que: lim f(x) = L se e somente se
X—a
lim f(x)=Le lim f(x)=L.
x—a~ x—at

No intuito de internalizar os conceitos de limites, sera apresentado um exemplo, onde os

x2—1
x—1

limites laterais existem e sao diferentes, pois o exemplo supracitado da funcao f(x) =

¢ um caso onde os limites laterais sao iguais.

Problema 1. Dada a funcdo f, calcule limite de f(x) quando x tende a 2.

x?, Se x<2

f(x) =
X, Se x>2

Com o auxilio das tabelas percebe-se que lim f(x) = 4 e que lirgl f(x) = 2, logo o
x—2F

X—2~
lim f(x) = 3.
xX—2
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X f(x) = x? X f(x) =x
1,5 2,95 2.5 2,5
1,75 3,0625 2,25 2,25

1,875 3,515 2,125 2,125
1,9375 3,754 2,0625 2,0625
1,9685 3,875 2,03125 | 2,03125

0

No estudo de limite é notoria a importancia da definicao precisa de limite. Neste trabalho

ela sera usada na demonstragao do Teorema do Confronto.

Definigao 3. [//: Seja f uma fungao diferencidvel definida sobre algum intervalo aberto
que contém o numero a, exceto possivelmente no proprio a. Entao diz-se que lim f(x) =L
X—a

se Ve > 0 existe um correspondente & > 0 tal que |[f(x) —L| < e — |x —al] <d.

No estudo de Calculo, um importante teorema a ser utilizado é o Teorema do Sanduiche

ou Teorema do Confronto, pois em alguns exemplos e aplicagoes este sera de grande apli-

cabilidade.

Teorema 1. (Teorema do Confronto)[16]: Sejam f,g,h fun¢des de uma varidvel, continuas
e diferencidveis em um intervalo [a, b], onde f(x) < g(x) < h(x), e lim f(x) = lim h(x) =
X—a X—a

L entdo lim g(x) = L.

X—a

Demonstracao: Se lim f(x) = lim h(x) = L entdo Ve > 0 existe um & > 0 tal que
X—C X—C

Iflx) —Ll<e—=|x—al<delh(x)—L <e—|x—al <9, ou seja,
If(x) —L<e ©—e<f(x)—L<e
SL—e<Ll4+f(x)—L<L+e
SL—e<flx)<L+e
e também,
lh(x) —Ll<e ©—e<h(x)—L<e
SL—e<l+bx)—L<L+e
SL—e<h(x)<L+e
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como f(x) < g(x) < h(x) , tem-se que,
L—e<f(x)<g(x)<h(x)<L+e

com 1isso,
L—e<gx)<lL+4+e ©L—e—L<gx)—L<L+4+e—-L
Se<glx)—L<e
S lgx)—Ll<e

Assim |g(x) — L[| < e — |[x — a| < 9§, logo lim g(x) = L.
xX—a

1.2 Tépicos sobre Derivada e Regras de Diferenciacao

Nesta sessao sera estabelecida a nocao de derivada de uma funcao. E importante salientar
que a derivada envolve a variacao ou a mudanca no comportamento de varios fenémenos,
a0 passo que o conceito de derivada estda intimamente ligado a visao geométrica de uma
reta tangente a uma curva representada por uma funcao. Serao também apresentadas
propriedades de derivadas e algumas regras de diferenciagao como derivadas de funcoes
polinomiais e trigonométricas.

Como motivacao para esta tematica segue um problema: Qual é a equacao da reta tan-

gente & pardbola y = x* no ponto (1,1)?

Dada uma funcao f, diferenciavel, a derivada de uma funcao f em um ponto do dominio
a, denotada por f'(a) é dada por:

la) = tim f(a+h) —f(a)
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, se o limite existir.
Uma boa interpretacao da derivada é a geométrica, sendo ela: Dada uma funcao f de
uma variavel real, a reta tangente a y = f(x) em (a,f(a)) é a reta que passa pelo ponto

(a,f(a)) e tem como inclinacao f'(a), a derivada de f em a.

1.8 2 22 hd 26 28 3 32 34 36
a+h

Tomando por base a figura percebe-se que dada a curva f onde y = f(x) tanto o ponto

P = (a,f(a)), quanto o ponto Q = (a + h,f(a + h)) pertencem a curva, e que a reta s
que passa pelos pontos P e Q é uma reta secante a curva f, entretanto, a medida que o
ponto Q se aproxima de P, ou seja h — 0, a reta s se aproxima de ser uma reta tangente
T a curva f. Tomando por base o fato de a inclinagao de s ser dada por mg tem-se que a
equagao de s é dada por y — f(a) = ms.(x — a), onde,

_ fla+h)—f(a)
ms = o

Assim para que 1 seja tangente a f, basta que sua inclinagao seja dada por m,, tal que,

m. = lim f(a4+h) —f(a) — f'(q)
h—0

Portanto, a equacao de r é dada por:
y—fla) =f'(a).(x —a)

Voltanto ao problema proposto no inicio desta sessao que é o de encontrar a reta tangente
A parabola y = x? no ponto (1,1), este pode ser atacado da seguinte maneira:

A reta a ser encontrada tem taxa de variacao m dada por:

m=f'(1)
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, onde

f/(l) — }lllrno f(lJrh]’)Lff(l)
_)

— lim (1+h)2—12
h—0 h

— lim (124-2h+h2—12)
h=0 h

— lim 2h+h®
h—0

— lim h(2+h)
h—0

= lim(2+h)
h—0

=2

O

Assim a equacdo da reta tangente a pardbola y = x? no ponto (1,1) tem equacao

y—f(1)=f'(1).(x —1), ouseja, 1: y—1=2.(x — 1).
O

Até entao, estava se considerando a derivada apenas como um nimero real, obtido a partir
da ideia de limite, agora se faz necessario entender a derivada como uma funcao de uma

variavel real, obtida a partir de outra funcao.

Defini¢ao 4. Dada uma fungao f(x) continua em um intervalola,b), existe uma func¢ao

f'(x) denomida funcdao derivada de f(x), obtida da sequinte maneira:

f(x +h) — f(x)

/ 1
Fod =

Nessa perspectiva, se faz necessario destacar algumas regras de diferenciacao, como
sao chamados alguns teoremas decorrentes da definicao de limite de funcdo. A seguir

serao apresentadas derivadas de fungoes polinomiais e trigonométricas.

Teorema 2. (Regra da Poténcia): Dadon € Z, e dada uma fun¢do f: R — R tal que
f(x) =x™ tem-se que:

f'(x) =n.x
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Demonstracao:

Antes de mais nada, temos que,

Ao passo que, pela definicao de derivada notamos que:

f'(x) = lim M

x—a X—a

Assim pode-se observar que:

xt—a™

f'(a) =limy,q —a

(x—a)(x" 14x"2a+..+xa™ 24+an 1)
x—a

= limy_,q4
=limy_q (X" ' +x"2a+... +xa™ 2+ a™ )
=(a" '+ a"2%a+...+aa™ 2+ a1

n—1

=na

O

Dois conceitos importantes, oriundos do Calculo Diferencial, sao os de derivadas da

soma e da subtracao de duas fungoes, estes serao apresentados a seguir.

Teorema 3. Dada a fungao f(x) = g(x) + j(x), onde g(x) e j(x) sao diferencidveis,

tem-se que t'(x) = g’(x) +3j’(x).

Demonstracao:
Pl = tim T TR

iy 9 Hj (x4 R) — [g(x) +(x)]
- h

_ Tmf g(x+h)+j(x+h)—g(x) —j(x)
- h

gl h) — gbx) i+ ) i)
h—0 h ) '

— lim g(x+h)— Q(X)' lim j(x+h) —j(x)
h—0 h h—0

=g'(x) +j'(x)
U

Teorema 4. Dada a fungao f(x) = g(x) —j(x), onde g(x) e j(x) sao diferencidveis,

tem-se que f'(x) = g’(x) —j’(x).
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Demonstracao:
f'(x) = lim f(x +h) —f(x)
h—0 h .
gy SO 0N o) i)
iy 9 ) =i+ ) — g(x) +(x)
~ w50 ho .
~ lim g(x +h) —g(x) }—1 j(x +h) —ij(x)]
o glx+h)—g(x) . jlx+h)—ijx)
—]1113% h . _rlllg%) 0

=g'(x) —j'(x)
O

Dentro dos estudos de derivada se faz importante compreender as Derivadas de Fungoes
trigonométricas, inicialmete a derivada da funcao seno e da funcao cosseno, ao passo que
as outras derivadas de funcoes trigonométricas sao oriundas das regras de derivagao tra-
tadas a frente. Nessa parte do trabalho serao expostas as derivadas da funcao seno e da

funcao cosseno.

Teorema 5. Dada a funcao diferencidvel f(x) = sen(x), tem-se que f'(x) = cos(x).

Demonstracao: Para a demosntracao desse teorema sera necessario fazer o uso de dois

lemas, descritos a frente.

Lema 1. Dada funcdo f(x) = %(X) tem-se que lin% senlx) _ q
X—

Demonstracao: Para a demosntracao seré necessario o uso de conceitos de geometria

tomando por base a figura a frente:

=
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Percebe-se que a figura supracitada é composta pelo o setor circular de centro A tendo
como angulo central x e raio AD = 1. Nota-se inicialmente que x esta compreendido

entre 0 e T, que o arco BD = x e que AB = 1. Percebe-se que BG < BD assim sendo,

BG
sen(x) = B — sen(x) =BG < BD — sen(x) < x — sen(x)

Nota-se também que, o arco BD é menor que DF+ FB, em especial FB < FC, haja o visto

<1

o fato de FC ser a hipotenusa do triangulo AFBC. Assim, tem-se que:
x < DF+FB < DF+ FC

Observa-se também que DF + FC = DC e que,

DC
= — = D
tg(x) = 55 — tg(x) =DC
logo,
x <tg(x) = x< sen(x) — cos(x) < sen(x)
cos(x) X

De posse das deducgoes geométricas supracitadas, tem-se que:

sen(x)
X

<1

cos(x) <

pelo Teorema do Confronto, temos que se lim,_,qcos(x) = le limy_,o 1 = 1 entao,

. sen(x)
lim

x—0 X

=1

Lema 2. Dada fungao f(x) = % tem-se que lim cos)=l
x—0 x

Demonstracao:

cos(x) —1 . cos(x)—1 cos(x)+1

x—0 X x—0 X ‘cos(x)+1
—sen(x)?

x50 x.(cos(x) + 1)
—sen(x) sen(x)

x=0  x  x(cos(x)+1)
sen(x) .. sen(x)

. lim
x=0 X x—0 cos(x) + 1

Do lema anterior tem-se que:

. cos(x)—1
lim ——— . _—
X—0 X x—0 cos(x) + 1
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O
Continuando a demonstracao da deridada da funcao f(x) = sen(x).
f(x) = lim sen(x + h) — sen(x)
h—0 h
_ 1 sen(x).cos(h) + sen(h).cos(x) — sen(x)
T ho h
_ [sen(x).cos(h) — sen(x) cos(x).sen(h)]
—imfsen(x) ST L s MY,
h—0 R) . h)
— sen
= lim [sen(x)L + lim cos(x) ]
h—0 (}}11) . h—0 sen(h)
. cos(h) — ,
= sen(x) Plllglo - + cos(x) rlllino -
Pelos lemas supracitados tem-se que,
f'(x) = [sen(x)].0 + [cos(x).]1
= cos(x)
[
Teorema 6. Dada a func¢do f(x) = cos(x) tem-se que f'(x) = —sen(x).
Demonstracao:
f(x) = lim cos(x +h) — cos(x)
h—0
_ cos(x).cos(h) — sen(h).sen(x) — cos(x)
a0 h
i [cos(x).cos(h) — cods(x) _ sen(x).sen(h)]
o h h
— lim [cos( )cos(h) -1 en(X)sen(‘n)]
= lim[cos(x —(R) 1 s n .
. cos(h) — . sen
= }Llir%)[cos(x) - — }lllirb sen(x) h ]
B (x) i cos(h)—1 _ (x) i sen(h)
= cos(x) lim ——— —sen(x) lim —

Pelos lemas supracitados tem-se que,

f'(x) =lcos(x)].0— [sen(x).]1

= —sen(x)
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1.3 Outras Regras de Derivacao

Nesta sessao serao apresentadas trés das mais importantes regras de diferenciacao exis-
tentes, a Regra do Produto, a Regra do Quociente e a Regra da Cadeia, estao sao as mais
utilizadas na rersolucao de problemas que envolvem o conhecimento de Calculo.

Anteriormente foi mostrado que a derivada de uma soma ou diferenca de duas fungoes
era simplesmente a soma ou a diferenca de suas derivadas. Porém as regras para a derivada
de um produto ou de um quociente de duas fungoes nao sao tao simples. Nesta parte do
trabalho serao expostas as técnicas de derivacao do produto e do quociente.

Como motivacao para o estudo da regra do produto, a seguir segue um problema.

Problema 2. [16]: Uma companhia telefonica quer estimar o nimero de novas linhas
residenciais que deverd instalar em um dado més. No inicio de janeiro tinha 100.000
assinantes, cada um com 1,2 linhas, em média. A companhia estimou o crescimento das
assinaturas a uma taxa mensal de 1.000. Pesquisando os assinantes existentes, descobriu
que cada um pretendia instalar uma média de 0,01 linha telefonica nova até o final daquele
mes. Estime o numero de novas linhas no comeco do més até o final de janeiro, calculado

a taza de crescimento das linhas no comeco do meés.
Para resolver este problema se faz necessario o uso da Regra do Produto.

Teorema 7. Regra do Produto [16]: Sejam f e g funcoes de uma varidvel diferencidveis,

tais que j(x) = f(x).g(x), tem-se que j’(x) = f(x).g'(x) + f'(x).g(x)

Demonstracao:
)’(X) — }llig%J(X_i_h})L_J(X)
— lim f(x +h).g(x +h) —f(x).g(x)
o) gl ) — it h).g(x) + Flx + h).g(x) — F(x).g(x)

h—0 h
f(x +h).[g(x +h) — g(x)] + g(x).[f(x + h) — f(x)]

= lim
n )= gl f(x +h) — f(x)
i f(x+ ) QXTI L .
e Crh)— g fx+h) — f(x)
~ Jim f(x + R, Qim LEFM T L x0) tim L X
h—0 h—0 Ax h—0 h—0

= f(x).g"(x) + f'(x).g(x)
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Voltando-se ao problema supracitado a solucao é obtida da seguinte maneira, seja f(x)
o numero de assinantes e g(x) o niimero de linhas telefonicas por assinante em um instante

x, onde x é dado em meses. Entao o nimero total de linhas é dado por,

e o problema é resolvido encontrando-se L’(0), de acordo com a regra do produto, tem-se
que,

h'(0) = £(0).g(0) + (0).g"(0)

Assim tem-se que f(0) = 100.000, g(0) = 1,2. Conforme o problema observa-se também

que s’(0) = 1.000, n’(0) = 0,01 , consequentemente,
h'(0) = 100.000.0,01 + 1.000.1, 2 = 2.200

O

Teorema 8. Regra do Quociente [4]: Sejam f e g fungoes de uma varidvel diferencidveis,

com g(x) # 0, tais que j(x) = f(x)/g(x) tem-se que,

g(x).g(x)
Demonstracao:
) jlx+h) —j(x)
J'ix) = lim, h
flx+h)  f(x)
T g(x+h) g(x)
= Jimy h
f(x+h).g(x)—f(x).g(x+h)
. g(x+Ax).g(x)
= h
f(x+h).g(x)—f(x).g(x+h)
= i h
R0 g(x+ Ax).g(x)
Tomando
D— f(x +h).g(x) — f(x).g(x + h)
h
tem-se que:
lim D
/ h—0
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Nota-se que:

f(x +h).g(x) — f(x).g(x + h)

limD = lim
h—0 h—0 h
. f(x +h).g(x) — f(x).g(x) + f(x).g(x) — f(x).g(x + h)
h—0

h
g(x)[f(x + h) — f(x)] — f(x)[g(x + h) — g(x)]

= lim h

— lim g(x)[f(x +h) — f(x)] B f(x)[g(x +h) —g(x)]

e bosm -t M gt h) — g(x)
= fim ). Jim TS i . iy S

= f'(x).g(x) — f(x).g'(x)
De posse dessas informacoes tem-se que,

AlimO D
F[ _ xX—>
(x lim_g(x + Ax).g(x)
(

g% — f(x).9'(x)
~ lim g(x + Ax).g(x)
g/

Ax—0
_ F1(x).9(x) — f(x).9"(x)
g9(x).g(x)

/

U

Uma das aplicagoes importantes da regra do quociente é o célculo da reta tangente a

serpentina.

Problema 3. A serpentina é uma curva definida pela funcdao f(x) = x/(1 + x2), calcule

a reta tangente a serpentina que passa pelo ponto (1/2,2/5).

0.8

0.6 1

0.4 e

0.2

T T T T T T T T
-0 =g -0.z2 a 0z 04 A ] osg 1

-0.24

-0.44
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Resolugao:
f(x) = g(x)/h(x)

Onde g(x) =x e h(x) = 1 + x* Assim tem-se,

o g/(x)h(x) — g(x)h(x)
) = ix)?
O L(14x*) —x.(2x)
B TEE
L+ (1/2)) — (1/2).(1)
P2 == a2
e
25

Logo a equacao da reta tangente é dada por,

2 12 1

i TR

O

A regra da cadeia, de acordo com [16] ¢ uma das mais importantes técnicas de de-
rivagao do calculo, pelo fato de fornecer um modelo de célculo de funcgoes, derivadas a
partir de funcoes compostas.

Iniciar-se-& este tépico de célculo com um problema apresentado por [4];
Problema 4. Dada a funcao g(x) = [f(x)]3. Calcule g'(x)

Resolugao: Fazendo uso da regra do produto, tem-se que,

F(x) + f(x).[f(x).f/(x) + f'(x).f(x)]
F(x) + f(x).f(x).f(x) + f(x).f(x).f(x)

O

Percebe-se que neste caso, a regra do produto consegue resolver o problema, entretanto ela
se apresenta limitada, por exemplo, para resolver o problema de se calcular a derivada da
funcao g(x) = sen[x?®]. Para atacar problemas como este, faz necessario o conhecimento

da regra da cadeia, enunciada a frente:
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Teorema 9. (Regra da Cadeia) [14]:Se f e g forem diferencidveis e j for uma fun¢ao

composta definida por j(x) = f(g(x)), entao j € diferencidvel e j(x) € dada pelo produto

Para a demonstragao se faz necesséario o uso do seguinte lema:

Lema 3. Dada uma funcao f derivdvel em um ponto x, se e somente se, existem L € R

e uma fungao v(x) tal que,

f(x+h) =1f(x) + Lh+r(x)

¢/ . r(x)
ondeL—f(x)e]lilgb — =0.

Demonstracao: Como g ¢ derivavel em x, para um numero h suficientemente pequeno,
tem-se que,
g(x+h)=g(x)+g'(x).h+r(x)
onde lim T =0

hoo N
De maneira andloga, existe f’(g(x)), tal que:

flg(x +h)) =f(g(x) + g'(x).h + r(x))
em que k(h) = g’(x).h + r(x), assim,
flg(x +h)) =f(g(x)) + f'(g(x)).k(h) + p(k(h)))
onde rlmiinm —‘ka((}S)) =0
Nota-se, entretanto, que k(h) — 0 quando h — 0. Dai tem-se que:
(g(x)) +f'(g(x)).g"(x).-h+ f'(g(x)).r(h) + p(k(h))
(g(x)) +f'(g(x)).g"(x).-h + R(h)

flg(x +h))

f
f

onde R(h) = f'(g(x)).r(h) + p(k(h)). Assim se for possivel mostrar que %irr%)% =0,
%

entao estd demonstrado o teorema.

De fato,
ok e F900)r(R) + p(k(h)
h—0 h—0 h k(h))
S o % " pik}(lh)) k(h)
o T P -
= Plgl)). fim ==+ Jim ==
— #(g(x)). Tim T 4 jiy PR 1 KR
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O

Tomando por base o problema proposto anteriormente onde, dado g(x) = sen[x?]
calcular g’(x), agora pode-se atacar esse problema através da Regra da Cadeia, da seguinte

maneira: g(x) = g(u) e u=h(x) =x3, assim g’(u) = cos(u) e h'/(x) = 3x? assim,
g'(x) = g’(u).h/(x) = cos(u).3x* = [cos(x*)].[3x%] — g'(x) = [cos(x*)].[3x*]

A seguir sera apresentado outro exemplo de problema relacionado a derivada que é resol-

vido através da regra da cadeia.

Problema 5. Encontre a derivada da funcioy = (x> — 1)10,

Resposta: Tomando y = f(x) = h(u) e u = g(x) = x> — 1, tem-se que, g’(x) = 3x?, e

que h(u) = u!% e h/(u) = 100.u", logo

f'(x) = h/(u).g’(x) = 100.u”.3x* = 100.(x* — 1)%.3x? — '(x) = 100.(x* — 1)%?.3x?

1.4 Valores Maximos e Minimos e Otimizacao

Nesta secao serao apresentados os conceitos de maximo e minimo decorrentes da intrer-
pretacao do conceito de derivadas, estes sao os mais utilizados em problemas de oti-
mizacao. Esta, inicia-se com duas defini¢oes, em seguida serao apresentadas aplicagoes

em forma de problemas.

Defini¢ao 5. Uma fungdo f tem mdximo absoluto (ou mdzimo global) em ¢ se f(c) > f(x)
para todo x em D, onde D € o dominio de f. O nimero f(c) é chamado valor mdzimo
de f em D. Analogamente, uma funcdao f tem minimo absoluto em ¢ se f(c) < f(x) para

todo x em D, e o numero f(c) € denominado valor mdaximo de f em D.

Defini¢ao 6. Uma funcao f tem mdzimo local (ou mdzimo relativo) em ¢ se f(c) > f(x)
quando x pertencer a um intervalo aberto contendo c. Analogamente, f tem minimo local

em ¢ se f(c) < f(x) quando x pertencer a um intervalo aberto contendo c.
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Em relacao a valores de maximo e minimo uma aplicacao importante é a de calcular
o vértice da parabola, que tem como demonstragao a andlise da forma candnica, como
segue em anexo, mas que pode ser mais simplismente compreendida atraves dos conceitos
de derivada, haja visto o fato de, dada a funcao f(x) = ax? + bx + ¢, seu ponto maxio ou

minimo é dado por f'(x) = 0. Como f’(x) = 2ax + b, tem-se que

2ax +b =0
2ax = -—b
.
tomando x, = 5—(‘1’, tem-se que Y, = Z—f

0

Problema 6. Dentre todos os cilindros circulares retos de volume V, qual é o que possui

menor drea total?

N
h

P B

e

Resolucao:
Antes de mais nada é importante salientar que o volume é constante e dado por V = .12 h

e que a area total A, é dada por A = 27t.r(r + h), com isso tem-se que,

V=mr’h e h=

\Y
TT.7T2

Assim, percebe-se que,

para encontrar o valor minimo, deve-se utilizar o fato A’(r)=0;

A\
Allr) =2.2mr—=5) =0
T
2tr—mh =0
2.mtr =mh

h =2r
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Assim o cilindro de menor area total é o cilindro equilatero.
O

Problema 7. Qual € a drea do maior retangulo inscrito en uma semicircunferéncia de

raio 2¢

=2 cm

Resolucao: Inicialmente, centra-se a semicircunferéncia no centro do plano cartesiano,

conforme a figuara abaixo,

P=(x,y)

assim tem-se que a equagao da curva é dada por x? +y? = 22, em particular o ponto P é

dado por P = (x,v/4 —x?) e a area A é dada por A = 2.x.y ou seja,
A(x) =2x.vV4 —x2

Logo, rsolver o problema resume-se a encontrar a area maxima, ou seja, Encontrar x tal
que A’(x) = 0.

2x

Allx) =2V/4—x2+2x.——— =0

() 2.\/4—2x2

—2x

=2V4—-x24+ — =0

V4 —x? )
2%
NVE—x2 = ——

V4 —x2

4—x2 =x?

2
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ou seja,

2x2:4—>x:\/§

Assim, tem-se que y?> = /4 —2 — y = V2, e com isso, a resposta para problema

proposto é Apmax = 2.x.Y — Apax = dcm?
O

Problema 8. Um cilindro circular reto € inscrito em um cone com altura 4cm e base

com rato 2em. Encontre o volume mdximo desse cilindro.

Resolugao:
Para resolver o problema, tomase o raio do cilindro como sendo x e a altura do cilindro

como sendo Yy, assim o volume do cilindro é V = m.x2.y, como mostra a figura.

Fazendo uso da semelhanca de triangulos tem-se que,

4— 4 1 4
LB y—> X =——1- =——=y=4—-2x
2—x y 2—x vy 2—x vy

Assim, tem-se que V =m.x2.(4 —2x) = V =4.t.x> — 2x3 :

V/(x) =8mx—6x2 =0
=x(8mT—6x) =0
=(8mT—6x) =0

= (8.71) =6x
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22

Com isso, x = %” e o volume maximo é dado por Viax = 4.7t.(%”)2 — 2

64 512
Vmax = Tﬂ + —97-[ — Vmax = 647

8m
6

)3 ou seja,



Capitulo 2

Calculo Aplicado a Fisica

Nesta parte do trabalho serao expostos alguns conceitos de cinematica, sendo abordados
alguns temas referentes a Movimento Retilineo Uniforme e Movimento Retilineo Unifor-
memente Variado, Movimento Circular e Movimento Harmonico Simples.

Newton usou o Célculo para embasar suas teorias de fisica, sendo o primeiro a utilizar
espaco, velocidade e aceleracao, como sendo funcoes horéarias do tempo. De acordo com
[12] a velocidade deve ser entendida como a derivada do espago em relagdo ao tempo, e a
aceleracao como sendo a derivada da velocidade em relagao ao tempo.

Nesta sessao também serao utilizados dois conceitos apresentados por [12], que sdo de-
monstrado usando os conceitos de Caculo Integral, como este nao é objeto de estudo do
trabalho os conceitos serao apresentados como defini¢oes, embora sejam aplicagoes do

Teorema Fundamental do Célculo.

Defini¢ao 7. [12] Se a velocidade de um movimento puder ser descrita por um fun¢do
cujo dominio € o tempo, entao a drea abairo da curva reprersenta a varia¢ao de espa¢o
daquele movimento.

i)

\_’_/\ V(t)

A =AS

23



Capitulo 2. Calculo Aplicado a Fisica 24

Definicao 8. [12/ Se a acelerag¢io de um movimento puder ser descrita por um fun¢ao
cujo dominio € o tempo, entao a drea abairo da curva reprersenta a variacao de velocidade

daquele movimento.

a

A=AV

2.1 Conceitos de Cinematica

Quando um mével possui sempre a mesma velocidade e se movimenta sobre uma reta
diz-se que o movimento feito por este é um Movimento Retilineo Uniforme, MRU [9].
Neste, a velocidade é constante, ou seja, nao se altera no decorrer do tempo e o mével
percorre espagos iguais em intervalos de tempos iguais.

Tomando por base o problema abaixo, serao apresentados os conceitos de MRU.
Problema 9. Um carro saiu de Floriano para Teresina fazendo um percurso de 240 km a
uma velocidade constante de 100 km/h. Quanto tempo ele gastou para fazer este percurso?
100 km/h
By
¢

Floriano 240 kKm Teresina

No MRU ¢ possivel estabelecer uma equacao para um determinado moével que possui
uma velocidade constante a qualquer momento posterior determinar a sua posicao ao
longo da trajetoria, e ainda conhecendo a posicao saber o instante exato da passagem
naquela posigao.[5] Como sua velocidade é constante, ela é obtida pela razdo entre a
variacao de espaco e a variacao do tempo.

As

Vin=—
At
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Voltando ao problema anterior tem-se que:

As

Vy = —
m At
Vi At =As
As

At = —
Vin

24

At =240
100

Assim o tempo gasto na viagem foi de 2,4h ou 2h e 24min.
O

Outro importante conceito da cinemaética é a funcao horaria do MRU. Como motivagao

serd apresentado o problema a frente.

Problema 10. Um mdvel incialmente na posicao de 3m executa um movimento com

velocidade constante de 10m/s. Tendo em vista os fatos qual é a posicao do maovel apds

9s?

Teorema 10. A funcdo hordria do deslocamento de um mdvel que faz um movimento
retilineo uniforme partindo do espaco inicial sg com velocidade média v € dada por s(t) =

So + vt.

Demonstracao: Tomando por base o grafico a seguir, bem como o fato de AS = s(t)—s

e de A =v.t tem-se que:

W)

>
I

>
w
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O
Resolvento o problema, tem-se que sp = 3m, v=10m/s e t = 9s, logo
s(t) =sp+vt
s(t) =3+10.9
s(t) =93m
O

Quando um mével varia sua velocidade constantemente, ou seja, possui sempre a mesma
aceleracao, e se movimenta sobre uma reta diz-se que o movimento feito por este é um
Movimento Retilineo Uniformemente Variado, MRUV. Neste, a velocidade se altera no
decorrer do tempo e o mével possui variagoes de velocidades iguais em intervalos de tempos
iguais.[12]

Um problema relativo a MRUV € o seguinte:

Problema 11. Um mdvel, incialmente na posicao de 3m com velocidade de 5m/s se
desloca com uma aceleragcdo constante igual a 4m/s?. Tendo em wvista os fatos, apds
quantos tempo o movel atingird a velocidade de 25m/s? FEm que posicio o movel se

encontrard apds 10s?

=3m
V=5M/5 9 V=25m/§ =7
a= 4m/s a= 4m/s 2
m ] ] m
| 1 ]
| | |
=05 =? =108

No MRUYV ¢ possivel estabelecer uma equagao para um determinado mével que possui
uma aceleracao constante a qualquer momento, posteriormente pode-se determinar a sua
posicao e a sua velocidade ao longo da trajetoria, e ainda conhecendo a posicao saber
o instante exato da passagem naquela posi¢ao. Como sua aceleragao ¢ constante, ela é
obtida pela razao entre a variagao de velocidade e a variacao do tempo a,, = 2—‘;.

Além disso duas fungoes horarias, a do espaco em funcao do tempo e a da velocidade
em funcao do tempo, recebem grande importancia dentro do estudo de cinematica, haja

visto suas aplicacoes na resolucao de problemas, inclusive o supracitado. Estas serao

apresentadas em forma de teorema.
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Teorema 11. A func¢ao hordria da velocidade de um mdvel que faz wm movimento re-
tilineo uniforme varidvel partindo com uma velocidade inicial vy com aceleragao constante

a € dada por v(t) = vy + at.

Demonstracao: Tomando por base o grafico a seguir, bem como o fato de AV =

v(t) — vp tem- se que A = a.t:

al

a

Logo
AV =A
v(t)—vg =at
v(t) =vo+ at
O

Teorema 12. A funcdo hordria do deslocamento de um movel que faz um movimento
retilineo uniforme varidvel partindo de um espago inicial sy, com uma velocidade inicial
~ , 2
Vo e com aceleracao constante a é dada por s(t) = sg + vot + %
Demonstracao: Tomando por base o grafico a seguir, bem como o fato de AS =
v(t)+vp).

s(t) — s, de v(t) =vo+ at e de A = ¢ 5 L tem-se que:
v(t)

v./

e V(1)
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Logo
AS =A
t 1
) sy = 0w
t 1
S(t) — sy = (vo + a2+v0)
2 t).t
S(t) — sy = (2vp + at)
atg
s(t) —sg =vot—
2
2
S(t) = Sg + vVot—
O
Voltando ao problema motivador, tem-se que:
(1)
v(t) =vo+ at
25 =544t
4t =25-5
t =05s
O
(2)
at?
S(t) =Sg + V()t?
42
s(t) =3+5t+ 5
4.10?
s(10) =3+5.10+
s(10) = 253m
O

No estudo de Mecanica Classica, Movimento Circular é todo aquele movimento em que
o objeto ou ponto material se desloca numa trajetéria circular. Isto ocorre pelo fato
de atuar neste sistema uma forca, denominada Centripeta, que muda de direcao o vetor
velocidade, sendo continuamente aplicada para o centro da circunferéncia. Esta forca é
responsavel pela chamada aceleracao centripeta, orientada para o centro da circunferéncia
[12]. Pode haver, ainda nesse movimento, uma aceleragao tangencial, que é compensada
por um incremento na intensidade da aceleracao centripeta a fim de que o mdvel nao
saia da sua trajetéria circular. Conforme a auséncia ou a presenca de aceleragao tangen-

cial o Movimento Circular classifica-se como uniforme (MCU) ou uniformemente variado
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(MCUV).

Nos estudos de movimento angular, sao introduzidos os conceitos de deslocamento angu-
lar, a velocidade angular e a aceleragao angular e centripeta, no caso do MCU existe ainda
o conceito de periodo, que é também utilizado no estudo dos movimentos periodicos.

De acordo com [5] , as grandezas angulares supracitadas, podem ser obtidas por regra de

trés considerando algumas razoes trigonométricas, como sera exposto a seguir:

—_—

Tem-se que s estd pra 2.7.R (Comprimento da Circunferéncia) assim como @ esta para

2.7 (Volta completa de uma circunferéncia), assim,
s — 2m.R

@ — 27

Resolvendo a regra de trés obtém-se que s = @.R , mantendo assim a proporcao entre as
grandezas, v = w.R e a = y.R , onde ¢ é o espaco angular, w é a velocidade angular e
v ¢é a aceleragao angular. E importante salientar também que, segundo xxxx, as relacoes
do MCU e do MCUYV respeita as proporcoes do MRU e do MRUV, assim apresentando

as seguintes relagoes. Para o MCU,
w=22 e @t)=gpo+wt
Para o MCUV
Y=52 ¢ wt)=wo+vyt e ot :(p0+w0t+y'7t2

E importante aferir também que no MCU define-se periodo T como o intervalo de tempo
gasto para que o movel complete um deslocamento angular em volta de uma circun-
feréncia completa e frequéncia, f, como o numero de vezes que essa volta é completada

em determinado intervalo de tempo. Assim, o periodo é o inverso da frequéncia.
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2.2 Movimento Harmonico Simples

Um fenomeno é dito periddico quando se repete, identicamente, em intervalos de tempos
iguais, sendo seu periodo definido como o menor intervalo de tempo da repeticao desse
fenomeno[13]. Diz se que um ponto material efetua um movimento harmonico Simples
quando, numa trajetéria retilinea, oscila periodicamente sobre uma posicao de equilibrio
sob a atuacao de uma forga cuja intensidade é proporcional a distancia do ponto a posicao
do equilibrio. Tal forca é denominada forca restauradora e é sempre orientada para a
posicao de equilibrio.

Como problema motivador do estudo de MHS sera apresentado o seguinte problema:

Problema 12. A figura mostra um sistema ideal massa-mola, apoiado sobre uma su-
perficie horizontal sem atrito. O movimento deste sistema € regido pela funcao hordria
da elongagdo do objeto que encontra-se em MHS dado pela funcao s(t) = 5.cos(m.t+ 7).
Assim, qual € a posicao do corpo no instante de 4s? Qual € a funcdao hordria da velocidade

desse movimento? Qual € a funcao hordria da aceleracao desse movimento?

Para resolver este problema é necessaria a apresentagao de alguns conceitos relaciona-

dos ao Movimento Harmonico Simples.

Teorema 13. Considerando uma particula que descreve um Movimento Harmonico Sim-

ples, a funcao hordria do espaco deste € dada por s(t) = R.cos(@g+ w.t).

Demonstracao: Existe uma relagao entre Movimento Circular e Movimento Harmonico
Simples, e o estudo de um inserido sobre os conceitos do outro permite chegar as equagoes
cinematicas do MHS [6].

Tomando por base a figura I, tem-se que a Particula descreve um Movimento Circular
Uniforme na circunferéncia de raio R. Pode-se observar que o espaco angular é dado por
@ , assim como define-se neste movimento uma velocidade linear v e uma velocidade
angular w tendo assim as seguintes equagao s = @.R; v = w.R, devendo também serem

consideradas as fungoes horarias do movimento circular s = so + vt (1)e @ = @ + w.t

(2)
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Seja agora a Particula II, analisada na figura 1, percebe-se que esta descreve um
Movimento Harmonico Simples sobre o plano horizontal se deslocando de acordo com a

posigao s(t), que varia conforme o tempo. Utilizando a relagao do cosseno, tem-se que:

cCos@ = Sg) e s(t) =R.cos()

Considerando a equagao (2) supracitada percebe-se que a fungao horaria do Movimento
Harmonico Simples pode ser definida por s(t) = R.cos(@o + w.t).

A partir dai o calculo pode servir como uma ferramenta importante para o entendimento
desse fenomeno fisico, haja visto o fato de a velocidade, enquanto funcao, ser compreendida
como a derivada do espaco em relacao ao tempo e da aceleracao, enquanto funcao, ser

identificada como a derivada da velocidade em relacao ao tempo.
O

Teorema 14. Considerando uma particula que descreve um Movimento Harmonico Sim-

ples, a fungao hordria da velocidade deste é dada por v(t) = —w.R.sen(@g + w.t).

Demonstracao: observando-se que v(t) = s’(t) e s(t) = R.cos(@g + w.t) tem-se,pela

regra da cadeia,
v(t) =s'(t) = w.R. —[sen(¢y+ w.t)]
= w.R. — [sen(@g + w.t)]
= w.R. — [sen(q@g + w.t)]
v(t) = —w.R.sen(@q+ w.t)
U

Teorema 15. Considerando uma particula que descreve um Movimento Harmonico Sim-

ples, a funcdo hordria da aceleracdo deste é dada por a(t) = —w?.R.cos(@y + w.t).
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Demonstracao: Como a(t) = v’(t), a aceleracao escalar é dada, de acordo com a regra da

cadeia, por:

a(t) =v/(t) =—w.w.R.[cos(@y+ w.t)]

= —w?.R.cos(py+ w.t)

O
De posse dos dados acima, pode-se agora resolver o problema motivador:
(1) .
s(t) =5.cos (T[.t + ?)
s(4) =5.cos (71.4 + =
s
s(4) =5.cos <§>
s(4) =0m
O
(2) i
v(t) = s'(t) = (m5.) — [sen (— + n.t)}
s
v(t) = —bHm.sen <§ + 7T.t)
O
(3) i
a(t) =v/(t) = —mmb5. [cos (— + ﬂ.t)]
_ 2 T
a(t) = —m".R.cos (2 —i—pl.t)
O

Dessa forma finaliza-se a discussao tedrica de algumas das aplicagoes mais importantes do

Calculo Diferencial, a frente serao discutidos os tépicos da pesquisa de campo do trabalho.
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Metodologia

Nesta parte do trabalho sera exposta a metodologia utilizada na pesquisa, sendo descritos

o Campo da Pesquisa, o instrumento da pesquisa e o método de anélise dos dados.

3.1 Descricao do Campo de Pesquisa

O trabalho consistiu de uma pesquisa de campo, de cunho experimental, feita através de
um estudo de caso com alunos do quarto ano do Ensino Médio Integrado ao Técnico de
Eletromecanica do IFPI Campus Floriano. Esta pesquisa é do tipo qualitativa e quanti-

tativa e tem como instrumento o método de Engenharia Didatica.

3.2 Descricao do Instrumento de Pesquisa

O instrumento da pesquisa foi a Engenharia Didatica, que é conhecida como uma es-
tratégia de pesquisa em educagao matematica que consiste em realizar um estudo de caso
com um grupo de controle e segue um cronograma de agoes, que comecam por uma analise
prévia, em seguida faz uma andlise a priori, logo apds o grupo de controle é submetido a
apresentacao da metodologia pesquisada, neste caso a oficina de Célculo, e por fim é feita
uma andlise a posteriori.

De acordo com [1], este é um avan¢o metodolégico que surgiu na Franga na década de
1980, sendo uma forma de trabalho didatico comparavel ao trabalho do engenheiro que,
para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos cientificos de seu dominio e aceita

se submeter a um controle de tipo cientifico.[3] Tal metodologia tem como paradigma o
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fato de se apoiar no registro dos estudos de caso que a validacao é essencialmente interna,
fundamentada sobre a confrontacao entre analise a priori e andlise a posteriori.
Conforme [15] Diante da andlise das pesquisas que vem sendo realizadas e que se utilizam
a Engenharia Didética, percebe-se que essa metodologia delineia um caminho para pes-
quisas na area da didatica,.pois, encarada como metodologia de pesquisa, caracteriza-se
em primeiro lugar por um esquema experimental baseado nas realizacoes didaticas em
sala, concepcao, realizacao, observacao e analise de sequéncias de ensino.

A anadlise prévia constou de uma pesquisa que buscou identificar o perfil socioecondémico
e a vida escolar dos alunos do estudo de caso.

Apos isso foi feita a analise a priori através da aplicacao um teste com os alunos no intuito
de buscar saber se estes tém o dominio dos contetidos de fisica relacionados a cinematica
(MUV), Movimento Harmonico Simples, e dos contetidos de matemaética relacionados ao
Vértice da Parabola, aplicacao de Ponto de Maximo ou Minimo e a Médias.

Em seguida os alunos foram submetidos a uma oficina sobre Célculo Diferencial tratando
de uma revisao sobre Fungoes, e apresentados aos conceitos de Limite de uma Funcao,
Derivadas, Regras de Derivacao (Derivadas de Fungoes polinomiais, Regra do Produto
e do Quociente, Derivadas de Fungoes Trigonométricas e Regra da Cadeia). Além disso
durante a oficina, que foi orientada com o auxilio do software Geogebra, foram apresenta-
dos alguns conceitos de Fisica relacionados a MUV e MHS, e por fim foram apresentadas
aplicagoes do Calculo Diferencial na Fisica (MUV e MHS), em Valores de Maximo e
Minimo e problemas de Otimizacao em Economia.

Por fim, foi feita a analise a posteriori, através da aplicacao um teste que verificou a
aprendizagem dos alunos apds a oficina de calculo e colheu a opiniao dos alunos a respeito

da importancia do Célculo no aprendizado de Matematica e Fisica no Ensino Médio.

3.3 Descricao do Método de Analise dos Dados

A Anélise dos dados deu-se através da quantificacao de acertos e erros das questoes dos
testes em forma de graficos e tabelas, sendo as questoes consideradas corretas, parcial-
mente certas e erradas, e através da analise qualitativa das escritas dos alunos do segundo
teste, no qual estes expuseram suas opinides acerca do aprendizado de Célculo e de suas

aplicagoes.
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Apresentacao dos Resultados

4.1 Dados Socioeconomicos dos Alunos

Em relacao aos dados socioeconomicos serao apresentadas informacoes acerca da vida
académica dos alunos no IFPI, da origem escolar e do sexo destes.

Junto a coordenagao de controle académico, foram investigados os perfis socioeconémicos
dos alunos do grupo de controle, primeiramente foi analisado o perfil académico dos alunos

que apresentou 55% dos alunos como repetentes.

Perfil Escolar dos Alunos

M Alunos Regulares M Alunos Repetentes

E importante salientar que 59% dos alunos sdo do sexo masculino e que, na pesquisa

prévia, foi observado também que 55% dos alunos sao oriundos de escola publica.
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Origem Escolar dos Alunos

M Escola Pablica M Escola Privada

4.2 Analise a priori

Na anélise a priori foi apresentada ao grupo de controle cinco questoes. A primeira foi
relacionada a Movimento Retilineo Uniformemente Variado, é importante salientar que
ocorreram apenas 5% de erros, o que mostra dominio desses conceitos por parte dos

alunos, como mostra o grafico abaixo.

Questdo relacionadaa M.UV.

B Acertos
B Acertos Parciais

W Ermros

O grupo de controle também foi apresentado a uma questao relacionada a Movimento
Harmonico Simples, o resultado foi preocupante, pois somente 4% dos alunos acertaram
totalmente a questao e 64% erraram, como mostra o grafico, neste caso se faz importante

o surgimento de outra forma de abordagem deste conhecimento de fisica.
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Questdo relacionada a M.H.S.

M Acertos W AcertosParciais ™ Erros

4%

Os alunos também foram submetidos a resolverem problemas relacionados a funcao quadratica,
em particular relacionados a vértice da parabola, os resultados foram gratificantes, pois

apenas 5% dos alunos erraram esse problema.

Questao relacionada a vértice da
parabola

B Acertos M Acertos Parcisis W Erros

5%

Quando submetidos ao problema relacionado a otimizacao aplicado a economia apenas
14% erraram, porem ¢é importante notar que 68% dos alunos, como mostra o gréfico,
acertaram parcialmente esse problema, fato que mostra a presenca de dificuldade no

ataque a esse tipo de problema.
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Questdo de maximizacaoaplicadaa
Economia

B Acertos M Acertos Parcisis W Erros

4D

E por fim, os alunos foram apresentados ao problema de otimizacao aplicados a geo-
metria, este configurou como o resultado mais preocupante, pois todos os alunos erraram

a questao proposta.

4.3 Analise a posteriori

Apos a Oficina de Célculo, os alunos foram novamente submetidos a uma anélise, a
analise a posteriori, que, além de averiguar o conhecimento adquirido pelos alunos, aferiu
a opiniao deles acerca da tematica abordada.

A primeira andlise, feita a partir do problema relacionado a M.U.V, foi gratificante, pois
mostrou que nenhum aluno errou a questao e que 68% dos alunos acertarm totalmente a

questao, como mostra o grafico.

Questdo de M.UV.

B Acertos MW AcertosParciais W Erros

0%

Outro resultado positivo foi o obtido na anélise acerca do conhecimento adiquirido pelos

alunos em relacao a M.H.S., pois no problema proposto, nenhum alunos errou a questao
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e77% acertaramtotalmente a questao. Isso mostra a eficiencia do ensido de M.H.S. com a

utilizacao dos conceitos do Célculo Difenrencial.

Questdao M.H.S.

B Acertos MW AcertosParciais W Erros

0%

Cabe também ressaltar que todos os alunos também nao erraram a questao de otimizacao
referente ao conceito de vértice da pardbola, sendo importante frizar que 90% dos alunos
acertaram totalmente o problema proposto.

Houve também um bom resultado, por parte dos alunos, na resolucao do problema de
otimizacao aplicado a economia pois apenas 5% deles erraram o problema e 50% acertaram

parcialmente.

Maximizacdo aplicada a economia

B Acertos MW AcertosParciais W Erros

5%

\

Por fim, outro grande resultado positivo foi o apresentado na aplicacao do calculo em
problemas de otimizacao aplicados a geometria, pois ao passo que todos, inicialmente,
erraram o problema no teste a posteriori somente 5% dos alunos erraram e 91% dos
alunos acertaram totalmente a questao. Fato que novamente ratifica a importancia do

calculo diferencial no ensino de matematica na Educacao Basica.
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Maximizacdo Aplicada a Geometria

W Acertos W Acertos Parciais Erros

4% 5%

Foi percebido no comportamento dos alunos tracos de empolgagao, no que diz respeito ao
aprendizados das ferramentas do Célculo Diferencial, da analise a posteriori cabe destacar
duas falas dos alunos que corroboram com a defesa da abordagem do Calculo no Ensino

Médio.

Aluno 1. O Cadlculo € muito bom, se eu tivesse aprendido ele antes talvez eu tivesse

internalizado melhor outros conceitos e com certeza eu ira decorar bem menos formulas.

Outro aluno, quando indagado sobre o grau de dificuldade de aprender o Caélculo

Diferencial, disse:

Aluno 2. O Cdlculo € muito bom, se eu tivesse aprendido ele antes talvez eu tivesse

internalizado melhor outros conceitos e com certeza eu ira decorar bem menos formulas.

Essas falas vém s6 corroborar com a ideia de se implementar nogoes de calculo no
Ensino Médio, ala visto a importancia desta ferramenta para o ensino moderno de Ma-

tematica.
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Conclusao

De maneira geral esta pesquisa mostrou que o Calculo Diferencial pode sim ser objeto de
estudo de matematica no Ensino Médio, pela sua ampla aplicabilidade tanto em proble-
mas de matematica, quanto em topicos das ciéncias naturais, em especial na fisica, como
também pela facilidade de internalizacao de seus conceitos e combate ao uso exarcebado
de algumas férmulas tanto em matemaética como em particular na fisica.

O que pode ser observado no trabalho foi o fato de inicialmente os alunos apresenta-
rem dificuldades de entendimento nos conceitos de otimizacao relacionados ao vértice da
parabola, a economia e principalmente a geometria, como também externaram conheci-
mento razoavel sobre M.U.V. e imensa dificuldade nos conceitos de M.H.S.

Com a oficina de Calculo, foi percebido uma evolugao global por parte dos alunos, que
enraigaram mais ainda os conceitos que ja haviam internalizado e desenvolveram seus co-
nhecimentos, sobretudo, em relacao a aplicacao de otimizagao em geometria e do conceito
de derivada no M.H.S.

Cabe ressaltar também que, segundo fala dos alunos, o Célculo é grande ferramenta e
sua aprendizagem em tempo habil e com a transposicao didatica correta, melhora a in-
ternalizagao de outros conceitos e combate a aprendizagem mnemonica, memorizacao de
formulas, além de ser perfeitamente entendivel e aplicavel a outros conhecimentos oriun-
dos do Ensino Médio.

Tendo em vista os fatos supracitados, esse trabalho apresenta e defende o Calculo Di-
ferencial como uma excelente ferramenta de ensino de Matematica na Educacao Basica,
e entende que se faz necessarios novos estudos, no sentido de corroborarem ou retifica-

rem as informacoes destas pesquisa, bem como no sentido de investigarem a influencia
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do Calculo Difenrencial e Integral na aprendizagem de outras ciéncias que fazem parte
do nucleo comum do Ensino Médio, em especial na Eletricidade, na Fisico-Quimica e na
Biologia, como também em disciplinas relativas aos cursos profissionalizantes como em

mecanica, em edificagoes, na informatica e em muitas outras.
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Apendices

6.1 Analise a priori

1- (QUESTAO DE MUV) O movimento de um corpo é descrito de acordo com a funcio
hordria s(t) = 3t?> + 2t + 4, onde o tempo é dado em segundos e o espaco em metros.
Tendo em vista os fatos responda:

a) Qual é a posigao do corpo no instante de 4s?

b) Qual é a fungao horéria da velocidade desse movimento?

¢) Qual é a velocidade do corpo no instante de 2s?

d) Qual é a aceleragao do corpo?

2- (QUESTAO DE MHS) A figura mostra um sistema ideal massa-mola, apoiado sobre
uma superficie horizontal sem atrito. Dada a seguinte funcao horaria da elongacao do
objeto que encontra-se em MHS s(t) = 4.cos(2.7t.t + 37”), responda:

a) Qual é a posigao do corpo no instante de 4s?

b) Qual é a fungao horédria da velocidade desse movimento?

¢) Qual é a velocidade do corpo no instante de 2s?

d) Qual é a fungao horéria da aceleragao desse movimento?

e) A aceleragao escalar da particula em t=>bseg;

3- (MAXIMIZACAO) Uma funcdo é definida pela seguinte lei f(x) = x* — 60x + 800.
Tendo em vista os fatos responda:

a) Qual é o valor do X,7

b) Qual é o valor do Y,?

¢) Qual é o valor de f(10)?
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4- (QUESTAO DE MAXIMO E MINIMO APLICADO) O lucro, L, de uma empresa
¢ dado em funcdo da quantidade, x, de unidades vendidas segundo a funcao L(x) =
—x? +40.x. Tendo em vista os fatos, responda:

a) Qual é o lucro obtido na venda de 10 unidades?

b) Quantas unidades sdo necessdrias serem vendidas para que a empresa obtenha lucro
maximo?

¢) Qual é o lucro méximo da empresa?

5 (QUESTAO APLICADA A GEOMETRIA) Um fazendeiro quer fazer um cercado

retangular com 40m de cerca. Qual é o valor da area maxima desse cercado?

6.2 Analise a posteriori

1- (QUESTAO DE MUV) O movimento de um corpo é descrito de acordo com a funcio
horédria s(t) = 5t2 + 2t + 1, onde o tempo ¢ dado em segundos e o espaco em metros.
Tendo em vista os fatos responda:

a) Qual é a posi¢ao do corpo no instante de 2s?

b) Qual é a fungao horéria da velocidade desse movimento?

¢) Qual é a velocidade do corpo no instante de 4s?

d) Qual é a aceleragao do corpo?

2- (QUESTAO DE MHS) A figura mostra um sistema ideal massa-mola, apoiado sobre
uma superficie horizontal sem atrito. Dada a seguinte fun¢ao horaria da elongacao do
objeto que encontra-se em MHS s(t) = 5.cos(T1.t + 7 ), responda:

a) Qual é a posicao do corpo no instante de 4s?

b) Qual é a fungao horédria da velocidade desse movimento?

¢) Qual é a velocidade do corpo no instante de 2s?

d) Qual é a fungao horéria da aceleragao desse movimento?

e) A aceleragao escalar da particula em t=>bseg;

3- (MAXIMIZACAO) Uma funcéo é definida pela seguinte lei f(x) = x* — 40x + 300.
Tendo em vista os fatos responda:

a) Qual é o valor do Xv?

b) Qual é o valor do Yv?

c¢) Qual é o valor de (2)?
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4- (QUESTAO DE MAXIMO E MINIMO APLICADO) Corta-se um pedaco de arame
de comprimento L. em duas partes; com uma faz-se uma circunferéncia, com a outra um
quadrado. Em que ponto deve-se cortar o arame para que a soma das areas compreendida
pelas duas figuras seja maxima? E minimo?

5- (QUESTAO APLICADA A GEOMETRIA) Mostre que a drea maxima de um retangulo

de perimetro 80m ¢ 400m?2.



Capitulo 7

Anexos

7.1 Outras demonstracoes

Teorema: Dado a € R e considerando a funcao f(x) = x™, tem-se que f'(x) = n.x™ L.

Lema: Dada a funcao f(x) = a¥, tem-se que f'(x) = a*.In(a), em especial, dado

g(x) = e* tem-se que g’'(x) = e*

Lema,: Da a funcao f(x) = In(x), tem-se que f'(x) = %
Demonstracao:
Inicialmente considera-se f(x) = x™ como sendo f(x) = e!"*") = enn(¥) ytilizando a

regra da cadeia, supondo g(x) = n.In(x), e utilizando o lema, tem-se que:

I
s«
x|=

/(x).e90%)

‘eln(x“)

f/(x)

XTL

Il
S

Xn—l

=

48
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Anélise do Vértice da pardbola pela forma canonica: Dada a funcao f(x) = ax?+bx+c

tem-se que:

Assim a funcao f(x) terda um valor critico quando (X + %)2 = 0 ou seja, quando x = g—;’

O



