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Resumo

No presente trabalho, o objetivo é apresentar um estudo sobre os métodos de otimizacao e
aplica-los na solugao de problemas cotidianos. Em matematica, otimizacao refere-se ao estudo de
problemas em que se deseja maximizar ou minimizar uma determinada funcao através da escolha
sistematica dos valores de varidveis dentro de um conjunto vidvel. Podemos analisar problemas de
otimizacao por diferenciabilidade com e sem restri¢ées, introduzindo o método dos multiplicadores
de Lagrange. As resolucoes apresentadas, baseam-se numa pequena fundamentacdo tedrica, tém a
preocupacao de abranger diferentes abordagens e proporcionar o relacionamento de conceitos. Um
dos métodos de se determinar os maximos e minimos de funcoes é utilizando-se o calculo em varias
variaveis, o qual serd abordado nesse trabalho. Possiveis situacoes relacionadas ao cotidiano sao
apresentadas para que o processo de otimizacao possa ser abordado por alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Otimizagao; Maximos e Minimos de func¢oes; Multiplicadores de Lagrange.



Abstract

In the present work, the objective is to present a study on the methods of optimization and to
apply them in the solution of daily problems. In mathematics, optimization refers to the study of
problems in which one wants to maximize or minimize a given function by systematically choosing
the values of variables within a viable set. We can analyze optimization problems by differentia-
bility with and without constraints, introducing the Lagrange multiplier method. The resolutions
presented, based on a small theoretical basis, are concerned to cover different approaches and pro-
vide the relationship of concepts. One of the methods to determine the maximum and minimum
of functions is to use the calculation in several variables, which will be approached in this work.
Possible situations related to everyday life are presented so that the optimization process can be
approached by high school students.

Keywords: Optimization; Maximum and minimum functions; Lagrange multipliers.
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Introducao

Os problemas de otimizagao consistem em determinar os valores extremos de uma funcao, isto é,
o0 maior ou menor valor que uma funcao pode assumir em um dado intervalo. Estes problemas sao
comuns em nossa vida diaria e aparecem, por exemplo, quando procuramos determinar o nivel de
producao mais econémico de uma fabrica, as dimensoes de embalagens de produtos que maximizam
a capacidade das mesmas, etc. Desde a Grécia Antiga, no século III a.C., os estudiosos gregos
ja se interessavam em saber o estado ”étimo”de um determinado fenémeno, como por exemplo,
intuitivamente sabiam que de todas as curvas com igual perimetro, as que envolviam maior area era
o circulo. Assim como este, inumeros problemas eram resolvidos utilizando processos engenhosos,
nao havendo uma forma sistematica de os solucionar. Sé no século XVII, Pierre de Fermat (1607
- 1665) desenvolveu o primeiro método geral para a determinacdo de maximos e minimos. No
entanto, este método era um procedimento algoritmico desprovido de qualquer fundamentacao
demonstrativa. A generalizacdo da resolucao deste tipo de problema aparece com os trabalhos
de Isaac Newton (1643 - 1727) e Gottfried Leibniz (1646 - 1716) no desenvolvimento do caculo

diferencial integral.

A Otimizacgado, com suas multiplas subareas, é um rico campo aberto ao desenvolvimento da
Matematica Contemporanea. Neste sentido, a esséncia da otimizagao é melhorar algo em um
conjunto de alternativas disponiveis. Este algo tem uma representacdo matematica que recebe o
nome de funcao objetivo, porém em diversos momentos nos deparamos com situacoes limitadoras,

dessa forma criam-se novas fungoes, denominadas fungoes restrigoes.

Existe varios problemas classicos de otimizagao com restrigoes nas areas de engenharia e ma-
tematica aplicada que vém sendo estudados utilizando-se diversas técnicas encontradas na literatura
em que um dos objetivos é minimizar o custo computacional necessario para a localizagao da solucao

6tima.

A medida que o niimero de func¢oes e o nimero de varidveis aumentam, a dificuldade em se deter-



minar o conjunto de solugoes 6timas também aumentam. E neste contexto que surge a necessidade

de desenvolver técnicas matematicas que refinem o processo de otimizacao.

O método que utilizamos no decorrer desse trabalho é baseado no cédlculo diferencial com vérias
variaveis. Dessa maneira, comecamos nosso projeto com um estudo dos conceitos preliminares

utilizados no célculo, para depois estudarmos os métodos de otimizacgao.
A fim de atingir os objetivos propostos, o trabalho sera realizado da seguinte forma:

No primeiro capitulo, apresentamos um prefacio a Topologia do R™. Iniciamos com conceitos
de produto interno e norma, bolas e conjuntos limitados, sequéncia convergentes e de Cauchy, e

terminamos com conjuntos abertos e conjuntos fechados.

No segundo capitulo, é apresentado todo o embasamento tedrico necessario para o entendimento
do conceito de otimizagao. Estudos sobre fungoes de varias varidveis, envolvendo graficos, limites,
continuidade e diferenciabilidade, Teorema da Funcao Inversa e da Funcado Implicita. Derivadas
parciais de ordem superior foram abordados para o auxilio da compreensao dos problemas de

otimizacao.

No terceiro capitulo, simultaneamente a apresentacao de diferentes teoremas e defini¢coes fun-
damentais, analisaremos problemas de otimizagao sem restri¢oes e, posteriormente, problemas con-
dicionados a uma diversidade de restrigoes. Aplicacado do método de multiplicadores de Lagrange

complementam o capitulo.

Por fim, no capitulo 4, abordaremos alguns problemas envolvendo maximos e minimos de fungoes
quadréticas e, a desigualdade das médias, que possivelmente poderiam ser trabalhados em sala de
aula no ensino médio. A proposta dos problemas desse capitulo, tem o intuito de introduzir nas

aulas de matematicas o contéudo de otimizacao visto apenas no ensino superior.



Capitulo 1

Calculo de funcoes em varias variaveis

Neste capitulo serao introduzidos alguns conceitos importantes do célculo diferencial de fungoes
de variaveis reais. Uma funcao de varias varidveis reais é uma regra que descreve como uma
quantidade é determinada por outras quantidades, de modo unico. Através das funcées de vérias
variaveis poderemos idealizar uma grande quantidade de fendmenos dos mais diversos ramos da

ciéncia.
1.1 Funcoes de varias variaveis

Definigao 1.1. Uma func¢ao real ou escalar f de n vdriaveis associa a cada n—upla x = (x1, 22, ..., Tp) €
X C R™ um dnico nimero real w = f(x1,x2,...,2,). O subconjunto X de R™ é chamado dominio

da funcao f. Podemos denotar por

f:XCR" - R (1.1)
(X1, ey ) = w= f(x1,...,2p) (1.2)

Exemplo 1.1. Consideremos a funcao,

f:XCcR?® - R
1
-y

(z,y) = flz,y)=

Temos que, X = {(z,y) € R? | x # y}. llustremos abaizo tal dominio:



1
Figura 1.1: Grafico do Dominio da funcao f(x,y) = ——
x

-y

1.2 Graficos de uma fungao em varias variaveis

Definicao 1.2. Seja f : X C R" — R wma funcao de n varidveis. Definimos o grdfico de f,

denotado por Gy como subconjunto de R onde (z1,...,2,) € X, ou seja,

Gr={(z1, ..., Tn, Tnt1) € R™T! | Tnt1 = f(x1, .o, zn); (21, oy zp) € X} (1.3)

observemos que, no cason =2, Gy :={(z,y,2) € Rz = f(x,y); (x,y) € X} € uma superficie

em R3.



Figura 1.2: Gréafico de uma funcao definido em um dominio bidimensional

Exemplo 1.2. Determine o dominio e esboce o grafico da funcao

flzy) = v1—a?—y?
Solucao:

O dominio de f é o conjunto de todos os pares (z,y) € R? para os quais 1 — 2> —y?> > 0, ou

seja, o dominio X de f € o disco circular x> +y? < 1, de raio 1 e centro na origem.

Um ponto (x,y,z) pertence ao grifico de f se, e somente se, (z,y) € X e z = f(x,y), isto €,

z2=+/1—a2%2—y%. A condi¢io z = /1 — 22 — y2 ¢ equivalente as duas condigcdes, a saber, z >0 e

22 + 9% 4+ 22 = 1. Deste modo, o grdfico de f consiste da porcao da esfera x> + y*> + 2> =1 acima

do plano xy, conforme a figura[1.3:



Figura 1.3: Gréfico da funcao z = /1 — 22 — y2

Exemplo 1.3. A temperatura em um ponto (x,y) de uma placa de metal plana é definida pela

funcao T(z,y) = 922 + 4y? graus Celsius.

a) Encontre a temperatura no ponto (1,2).

b) Determine a equagio da curva ao longo da qual a tempertura tem um valor constante igual a

36 graus Celsius.

c) Esboce a curva do item (b)
Solugao:

a) T(1,2) =9+ 16 = 25 graus Celsius.

2 2

b) A curva tem a equagdio T(z,y) = 922 + 4y? = 36 = LAY

4 9

2 2
c) A curva de equagdo xz + % =1 € a elipse. Veja a figura :



36 graus ao longo da elipse

-4

-5

-6

-7

-8

2 2

Figura 1.4: Grafico da Elipse % + % =1

Em geral, os graficos nos fornecem uma maneira de visualizarmos fungoes de varias variaveis.
Uma outra maneira de visualizarmos tais funcoes é desenhar as suas curvas de nivel, as quais serao

comentadas na observacao a seguir:

Observagao 1.1. Seja f uma funcdo de duas varidveis e k um numero real. O conjunto dos pontos
(z,y) no dominio de f para os quais f(z,y) =k é chamado de uma Curva de Nivel de f. Esta
contém os pontos do dominio de f para os quais o grafico de f tem altura k. Ao esbocarmos a

curva de nivel no plano xy, devemos associar a mesma o seu correspondente valor de k.

Para diferentes valores para a constante k, obtemos um conjunto de curvas de nivel. FEste

conjunto de curvas € chamado Mapa de Contorno de Superficie S.



Figura 1.6: As curvas de niveis para valores
Figura 1.5: O grifico da funcdo z = 22 + ¢ de k, f(z,y) =22 +1y> =k

Observacao 1.2. Referente as funcgoes de trés varidveis w = f(x,y,z), nao podemos visualizar
seu grdfico. Mas, podemos considerar as superficies de equagdo f(x,y,z) =k, quando k varia no

conjunto imagem de f. FEstas superficies sao chamadas superficies de niveis para f.

Exemplo 1.4. Descreva as superficies de nivel da fungao f(z,y,z) = 22 + y?> — 22.

Solugcao: As superficies de nivel possui equagdo

22— =k

Vamos analizar os sequintes casos para k:

2 2
(i) Se k>0, a superficie de nivel é o hiperboldide de uma folha de equacao H : r + % S

k
Observe a figura [1.7:



2 oz

[\

Figura 1.7: Hiperboldide de uma folha de equagao - + = 1
22 2
(ii) Sek <0, a superficie de nivel é o hiperboldide de duas folhas de equagio H : —m — mjtw =
1.
Observe a figura[I.8:
72 y? 52
Figura 1.8: Hiperboldide de duas folhas de equagao —‘ Y + ] — =] =1

(iii) Se k =0, a superficie de nivel é um cone circular de equagdo x* + y?> — 22 = 0.

Observe a figura[1.9



Figura 1.9: Cone circular de equacio x? +y? — 22 =0

1.3 Limites de funcoes em varias variaveis

Trataremos sobre alguns resultados importantes acerca de limites de fungoes cujo dominio é

qualquer conjunto constituido de ntimeros reais .

Definicao 1.3. Sejam f: X CR™ — R" e a € X’. Dizemos que o limite de f, quando x tende
para a serd l € R™, se dado € > 0, existe § > 0 tal que

para todo x € X com 0 < ||z —al| < & tem-se que ||f(x) —1|| <e

Denotamos lim f(z) = f(a).

Tr—a

Vamos exibir dois exemplos, o qual utilizaremos a defini¢ao formal de limite [I.3]

Exemplo 1.5. Mostre que:

2
9 m 3TV _
(z,y)—(0,0) T + Y
b) > 00

li S
(Wf}w) x? — 3y?

Solucgao:

10



a) De fato, dado € > 0, tomemos § = % > 0. Deste modo,

I(z,5) = (0,0)[ = lI(z,9)[| = Va2 + y* < § & 2® +y* < 5%

Como

2
LY
.CL'2+y2 —

Multiplicando ambos os lados da equagdo por 3|y|, obtemos

3 2
YW gy < 37/

z? + y?
Assim,

32y
z2 + y?

Logo,

322y
im =0.
(2.)—(0,0) 22 + y?

/5
b) De fato, dado A > 0, tomemos § = 1 > 0 no qual,

1(z,y) — (0,0)]| = ||(z,y)|| = Va2 +y2 < 2® +y* < 5°

Desde que:
x2—3y2:x2+y2—4y2<x2+y2,
seque que
5 5
f(x’y)_mQ—ByQ 1’2+y2
5
7o
= A.

Assim para ||(x,y)|| < J, temos f(z,y) > A.

Logo,

lim x,y) = o0.
(w,y)ﬁ(ovo)f( v)

11

(1.7)



1.4 Continuidade de fungoes em varias variaveis

Topologicamente e de suma importancia termos noc¢ao sobre continuidade, ja que ao definirmos

contragcdo aparecerd a ideia de continuidade uniforme e ambas tem uma relagdo importante.

Definicao 1.4. Sejam X CR™ ye X e f: X — R"™ uma funcdo. Diremos que f é continua em
y € X, se dado € > 0, existe 6 = §(e,y) > 0 tal que

para todo x € Bs(y) N Xtem-se que f(x) € B(f(y)).

Observagao 1.3. Veja que se x € X N X', entdo f € continua em y se, e somente se, lii>n flx) =
T—y

f(y).

Exemplo 1.6. Todo func¢ao polinémial p : R — R € uma fun¢ao continua, pois hi>n p(x) = p(y),
z—y

para todo y € R.

Exemplo 1.7. As funcées f : R? — R?, definidas por f(x,y) = (zsen(y),ye®) e g : R® — R? dada

por g(x,y,z) = (2% +y, 22), sdo funcdes continuas.

Exemplo 1.8. Seja f: R — R uma aplicagao definida por:

fz) = sen (i) ,se x # 0;

0 ,se T =0.
1
Observe que 0 € RN R = R. Temos ainda que, limO sen | — | ndo existe. Dai, seque que
T—> X

1 1
lim sen <> # 0 = f(0). Logo temos que lim0 sen <> # f(0). Ou seja, f ndo é continua
xr—> X

xr—0 X
em z = 0.

Agora, veremos uma outra maneira de definir uma funcdo ser continua em um ponto.
Teorema 1.4.1. Seja X CR™,y € X. Entdo f: X — R™ € continua em y € X se, e somente se,
toda sequéncia (xy,) € X com lim x, =y satisfaz lim f(zy,) = f(y).

m—>r00 m—r00
Demonstragao. Suponha que f seja continua em y € X. Seja (z,,) C X tal que lim x,,, = y. Assim,
dado € > 0, existe d > 0 tal que

para todo z € X com |z —y| <= | f(z) — f(y)|| <e.

Como lim z,,, = y, entao existe ng € N tal que,

12



|zm — yl| < 6, para todo m > ny.

Logo,
| f(xm) — f(y)] <€, para todo m > ny.
Ouseja, lmn_f(om) = £(y).

Reciprocamente, considere que f nao seja continua em y, entao existe € > 0 tal que para todo

d > 0, podemos encontrar x5 € X com |lx5 —y|| < d e |[f(zs) — f(y)| > €. Assim existe (z,,) C X

com
1
lzm —yll < pnl 1f(zm) — )l > e
Logo, lim |xn, —y|| =0, porém, lim f(x,)# f(y). ]
m—»00 m—»00

1.4.1 Continuidade uniforme

Como foi citado anteriormente, necessitamos compreender um pouco do conceito que estabelece
0 que é uma funcao uniformemente continua, pois, relacionaremos tal definicdo com o estudo de

contracoes.

Definicao 1.5. Seja f : X — R™ uma fungdo, onde X C R™. Dizemos que [ é uniformemente

continua, se dado € > 0, existe 6 = 0(€) > 0 tal que, para todo xz,y € X com

[z =yl <8, tem — se [|f(x) = f(y)ll <e.

Exemplo 1.9. Seja f : R? = R dada por f(z) = x +vy. Entdo f é uniformemente continua. De

fato, dado € > 0, observe que, ¥V (z,y), (a,b) € R%, temos as sequintes equivaléncias:
[(@,y) = (a,b)]|s <d = [[(z—a,y—b)|s <d = [z —al+|y—b] <6 =c¢,
onde ||.||s € a norma da soma. Com isso, concluimos que

[f(z,y) = fla,b)] = [(x +y) = (a+b)| = |(x —a) + (y = b)| <,

ou seja, f € uniformemente continua.

Vejamos outra maneira de definir continuidade uniforme.
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Teorema 1.4.2. Seja X C R™. Entdo f: X — R" € uniformemente continua se, e somente se,

para todo (Tm), (Ym) € X com lm ||zp — ym| =0, tem-se que lm || f(zm) — f(ym)|| = 0.
m—>r00 m—>r00

Demonstragdo. Suponha que f é uniformemente continua. Sejam para todo (x,), (ym) C X tais

que lim ||z, — ym|| = 0. Entao, dado € > 0,existe § > 0 tal que
m—>r00
e — yll < & com 2, € X, tem-se que | f(z) — FW)]| <

Mas, lim ||z — ym| = 0. Logo, para 6 > 0 existe ng € N tal que,
m—00

me - ym” < 4, para todo m > ny.

Dai, ||f(zm) — f(y)|| < €, para todo m > ng. Ou seja, h_H}l IIf () — f(ym)|| = 0.

Agora, suponhamos valida a reciproca estabelecida no teorema. Se f nao fosse uniformemente
continua, entao existe € > 0 com a seguinte propriedade: Para todo m € N poderiamos achar

pontos T, ¥y, em X tais que,

1
|Zm — yml| < m e |lf(zm) = fy)l > e
Entao teriamos

lim || — ymll =0,
m—s00

mas lim |f(zm) — f(ym)|| # 0. Esta condigao conclui a prova do teorema.
m—r0o0

Exemplo 1.10. A funcio f : R — R dada por f(x) = x2, ndo ¢é uniformemente continua. Com
1

efeito, tomando x,;, = m+ — e Yy, = m temos que,
m

1 1
lim (2, —ym) = lim <m+—m> = lim — =0,
m—00 m—-00 m m—o0 M,
mas,
24— P —24 s
f(xm)—f(ym)—m+ +m2_m_ +m2> :

Logo, nao se tem lim [f(zm) — f(ym)] = 0.

m—>r00
Exemplo 1.11. Seja p : R? — R dada por p(x,y) = x.y. Temos que p ndo é uniformemente

1
continua. Com efeito, sejam ., = (m,0), Yy, = (m, > C R?, entdo
m
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1 1 1
lim |zp —ym|l = lim H(m, 0) — <m, ) H = lim H <O, —) H = lim — =0.
m—>00 m—s00 m m—00 m m—so00 M
Mas,
. . 1
i () = p(n)| = fimn_[pm,0) < (1m. )| =120,

m—ro0 m—-r0o0

Logo, pelo Teorema anterior, p ndao € uniformemente continua.

Observagao 1.4. Pela definicao, deduzimos que toda funcdo uniformemente continua € continua.
Porém, a reciproca nao € verdadeira. No exemplo acima, vimos que p nao € uniformemente conti-

nua, mas p € claramente continua.

1.5 Diferenciabilidade de fungoes em varias varaveis

Nesta secao vamos compreender o significado de diferenciabilidade para uma fungao de vérias

variaveis, bem como as consequéncias da diferenciabilidade.

1.5.1 Derivadas parciais

Nesta subsecao, trataremos das derivadas parciais que estao inclusas na definicdo de matriz
jacobiana e, consequentemente, em diferenciabilidade. Esta tltima tem papel imprescindivel na

equivaléncia entre os Teoremas da Fungao Inversa e Fungao Implicita.

Definicao 1.6. Seja f : X C R™ — R uma fungdo definida no aberto X. Dizemos que a i-ésima

derivada parcial de f em a = (a1,a9, - ,a,) existe se o limite
t ) —
i Flat 1) = Fla)
t—0 t

existe, 1 =1,...,n.

(a) = 1im L0 te) = fl@)

Neste caso, escrevemos
6:@ t—0 t

, para a dertvada de f em relagdo a

1-ésima varidvel.

Outras notacoes: %(a) = 0;f(a) = D;if(a) = fz,(a).
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Interpretagao geométrica

A interpretacdo geométrica das derivadas parciais de uma funcao de duas varidveis é andloga

aquela para funcao de uma variavel real, vista em cursos iniciais de calculo.

Para visualisar o significado do conceito de derivada parcial, considere as figuras [I.10] e [[.11]

Figura 1.10: interpretacao geomérica das de- Figura 1.11: interpretacao geomérica das de-
rivadas parciais de f(x,y) rivadas parciais de f(x,y)

Seja (g, yo) um ponto no plano zy e Py = (x0, Yo, f(x0, yo)) o ponto correspondente na superficie
pelo plano y = yp. A intersegdo é uma curva de equagao z = f(z,yp) neste plano. O nimero

——(z0,Yo0) € o coeficiente angular da reta tangente a esta curva quando = = x, assim:

ox

0
%(ﬂco,yo) = tana.

Analogamente, a intersegdo z = (z,y) com plano z = z( é a curva z = f(x,y) neste plano. O

numero ——(zg, yo) € o coeficiente angular da reta tangente a esta curva quando y = g, assim:

dy

gg];(x(b yO) - ta‘n/ﬁ‘

L 2 2 _ Y _
Exemplo 1.12. Seja f : R — R dada por f(z,y) = R se (x,y) # (0,0) e f(0,0) =0.
Entao,
ox t—0 t =50 ¢ =50 2 + 02

Analogamente, %(0,0) =0.
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Observagao 1.5. F importante ressaltar que, se as derivadas parciais existirem nao garante que
a func¢ao seja continua, olhemos para o exemplo anterior, as derivadas parciais existem mas f €

descontinua em (0,0). De fato, existe € = % > 0 tal que,
para todo & > 0, podemos encontrar, (zs,ys) € R? com ||(zs,ys)|| < 6.

Porém,

I£@s,w0)ll = €= 5

Exemplo 1.13. Seja f : R? — R2dada por f(x,y) = (zcosy,e®sen y). Temos que f é dife-

rencidvel em (x,y) € R%. Veja que

filz,y) =zcosy e folz,y) =e"seny

Logo,
t(1 -
Oy = lim {@WFHLO) - f@y)
ox t—0 t
L AlEE6Y) — Ai)
t—0 t
. (z+1t)cosy —xcosy
= lim
t—0 t
. tcosy
= lim
t—0 ¢
= COosy.

Seguindo o mesmo processo, obtemos

%(az y) = cosy %(:c y) = xseny %(ﬂf y) =¢€"seny %(x y) = €” cosy.
a’:v ) ) ay Y Y aw ) ) 8y Y

1.5.2 Derivadas direcionais

Aqui, falaremos sobre a derivada direcional e mostraremos um exemplo sobre tal.

Definigao 1.7. Seja X C R™ aberto. Sejam f : X C R" — R"™ uma fungdo real e v € R™.
Chamamos e denotamos o limite

of
ov

@) — tim L@ = (@)

50 t

de derivada direcional de f em a € X, caso este limite exista. Caso contrdrio, diremos que a

derivada direcional de f ndo existe no ponto a.
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Exemplo 1.14. Seja f : R? — R? definida por

3y
Fay) = ot g2 (0,0) # (z,y)
0 se x=1y.

Logo, para v = (x,y) , obtemos

9 0.0) = 1im £©9)FHz9)) = f(0.0)
v t—0 n
= lim &2 oy —— 2
t—0 t t—50 t(t4m4 + tog)
t4x3y ) t.%'?)y B

lim oY Y
50 3 (224 + y2?) 50 (t2z4 + y?)

Portanto, %(O, 0) =0.

1.5.3 Diferenciabilidade

Serd feita a definicao de diferenciabilidade e apresentado exemplos que reforcam este conceito.

Definicao 1.8. Seja f : X C R® — R"™ uma fungdo real definida no aberto X C R™. Dizemos

que f € diferencidvel em a € X se :

9 (2] i) .
1. 87]01(@)787{2(@)"” ,%(a) existem
2. Para todo, v = (v1,v2, - ,vy) tal que a +v € X tem -se,

flatv) = Fa) =3 o2 (@) vt o)
i=1 "

Dizemos que f € diferencidvel em X, se f ¢ diferencidvel em todo a € X.
Exemplo 1.15. Seja f : R? — R definida por f(z,y) = 2x + 3y. Dizemos que f € diferencidvel
em (—1,1), pois
13- =23 (-1,1)=3;
2. Note que, para r(z,y) = 2L(=1,1) -2 + 2L(=1,1) - y obtemos
- ) b ax b 8y ) y
r(z,y) =2x+3y—(2-3)—-2(x—-1)-3y+1)=22+3y+1-22+2-3y—3=0
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Portanto, lim T(xi’y)‘ = 0. Assim, pela defini¢io acima temos que f € diferencidvel em (—1,1).

(z,y)—0 [(z,y)]
Definicao 1.9. Seja X C R™ um conjunto aberto. Seja f : X — R™ wma funcdo. Dizemos

que [ € diferencidvel em a € X, se f; € diferencidvel em a € X |, para todo i = 1,2,...,n, onde,

f:(f17"' 7fn)

Os conceitos de diferenciabilidade e derivabilidade em R coincidem. Vejamos a prova deste fato

na seguinte proposicao.

Proposicao 1.1. Seja f : R — R € diferencidvel em a € R se, e somente se, f é derivdvel em a

e R.
Demonstragao. Como, f é diferencidvel em a € R < f’(a) existe < lim0 flatv) = fla) = f'(a) &
v—> (%
_ _f! _ !
i F@FV = f@) =) oy Heto) = f@) = Pl -y f g diferencidvel em a € R.
v—>0 v v—>>0 |U|

O]

Exemplo 1.16. Considere a fungio f : R — R dada por f(x) = \/x . Veja que f ndo é

diferencidvel no ponto 0, pois, f ndo € derivdvel em 0. Com efeito,

hmwzhmu: i 1

v—>0 x—0 v—>0 xT v—0 J,'.

FEste limite nao existe.

Proposicao 1.2. Seja f; X C R" diferencidvel em a € X, entao f é continua em a.

r(v)

Demonstracao. Se f for diferenciavel em a € X, entao lim —— = 0. Dal,
v—:0 HUH
lim r(v) = lim r) vl =0
v—>0 v—0 ||U||
pois, lim |lv]| = 0.
v—2>0
Logo,

lim [f(a+v) — f(a)] = lim [Z 8jf ] (v + 1) = Z 85{@) . ( lim v; + lim r(v)) =0,
i=1 " '

v—0 v—>0 — v—0 v—>0
1=

onde v = (vy,--- ,vy), ou seja, f é continua em a.

19



1.5.4 Matriz jacobiana e vetor gradiente

Nesta subsecao, definiremos matriz jacobiana, vetor gradiente e ainda mostraremos alguns exem-

plos para que haja uma melhor compreensao acerca das definigoes.

Definicao 1.10. Seja X C R™ aberto. Seja f: X — R"™ diferencidvel em a € X. A matriz

1) = (G244 € Myson(R),

€ chamada matriz jacobiana de f no ponto a.

Exemplo 1.17. Seja f : R? — R? dada por f(x,y) = (xcosy,e®sen y). Temos que f € dife-

rencidvel em (x,y) € R2. Veja que
fi(z,y) = xcosy, fo = e"sen y.

Logo,

ofi df1 dfa dfa

—_ — S —_ — _ = & _— = z
o (2:0) = cosy, T (wy) = —asen y, B2 (@.9) = e“sen . 3 2 y) = ¢ cosy

Dai, a matriz jacobiana de f em (z,y) é dada por:

e’seny €e*cosy

Jf(z,y) = [

cosy  —xsen y}

Definicao 1.11. Seja X C R™ aberto. Seja f: X — R uma fun¢do diferencidvel em a € X. O

vetor definido por

Vi@ = (@ )

€ chamado vetor gradiente de f em a.

Exemplo 1.18. Seja f : R? — R dada por f(x,y) = we¥, entdo

Vi) = (G ) = (e,

1.5.5 Derivada como aplicacao linear

Os principais resultados deste trabalho fazem referéncia ao conceito de derivada entre espacos
reais de dimensao maior ou igual a um. Com isso, precisamos estabelecer, precisamente, como
estender a conhecida derivada vista em Anélise na Reta. Esta nova teoria estd associada a definicao

de aplicacao linear em Algebra linear.
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Definigcao 1.12. Seja X C R™ diferencidvel ema € X. A derivada de f em a € X € transformagdo
linear f'(a) : R™ — R™ tal que

[f'(a] = T £(a),

matriz de f'(a) em relagdo as bases canonicas de R™ e R™ .

Exemplo 1.19. Vimos que para f(z,y) = (xcosy,eYsen y, a matriz jacobiana no ponto (z,y) €

dada por,
cos —xzsen
Jf(z,y) = < Y y) :

e’seny €e*cosy

Dai, f'(x,y): R? — R? dada por,

f'(m,y)-(a,b) = an(xvy)'el+be(xay)'e2
= a(cosy,e’sen y) + b(—xsen y,e” cosy)

= (acosy — zbsen y,ae”sen y + be® cosy).
Por fim,
f'(z,y) - (a,b) = (acosy — xbsiny, ae” siny + be” cosy)
Vejamos uma maneira de provar que a derivada € unica.

Teorema 1.5.1. Seja f: X — R™ uma aplicagdo diferencidvel em a € X definida no aberto X C

R™ . Se uma transformacao linear T : R™ — R™ € tal que para a, a +v € X tem-se:

flatw)=fla)=T-v+r(v),

com lim T(v‘) =0. Entio T = f'(a).

v—0 [IV]

Demonstracao. De fato, tomando tv no lugar de v segue que,

fla+tv) = f(a)

t
SO Ty

t [£v]
Logo, P
tv) — ’
T.U:vh—n>10 f(a+ /Ut) f((l) = %(Q) :f(a)'l)

Portanto, segue que T = f’(a).
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Exemplo 1.20. Seja f : M,(R) — M,(R) uma aplicacio diferencidvel definida por f(X) = X?
onde M,(R) € o conjunto das matrizes reais n X n. Vamos utilizar o teorema acima para mostrar
que Df(X)-H =XH+ HX. Com efeito, temos que
f(X+H) = f(X)+XH+HX+r(H)
(X+H? = X*+XH+HX +r(H)
X2+ XH+HX+H? = X?+XH+HX +r(H)
H?* = r(H).

Passando a norma em ambos os lados da igualdade temos que,

lr(H)|| = | H?|
Consequentemente,
D _ N2
IH || IH || '
Portanto,
_r(H)]|

A CTTET T A, I =0,
ou seja, Df(X)-H=XH+ HX.

Exemplo 1.21. Seja f: X — R™ e g: X — RP diferencidveis em z € X CR"™ aberto. Defina
(f,9) : X — R™ x RP por (f,g9)(z) = (f(x),g(x)).Entdo (f,qg) € diferencidvel em a € X e

(f.9)(a) v =(f(a) v,¢(a) V).
De fato,
r(v) = (fla+v),g9(a+v)) = (fla),g(a)) = (f(a)-v,g'(a) -v)
= (fla+v) = f(a) = f'(a) - v,9(a+v) = g(a) — g'(a) - v)
Como f e g sdo diferencidveis em a entdo
ri(v) = fla+v) = f(a) = f'(a) v er2(v) = g(a+v) — g(a) — g'(a) - v.

satisfazem,

L) R C)

v—>0 H’UH _v—>0 ”UH a

Dai, r(v) = (r1(v),r2(v)). Com isso,

m ") _ (hm 1) i TQ(U)) = (0,0).

v—0 [[v]|  \wv—0 |jv]| Tv—0 ||v]]

Ou seja, (f,g) € diferencidvel e a € X e (f,g) (a)-v=(f"(a)- v,¢(a)-v), para todo v € R™.
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1.5.6 Teorema do valor médio

Este teorema nos ajudard na demonstracao do Teorema da funcao Inversa. Por isso, faremos

sua demonstragao.

Teorema 1.5.2. Dada f : X — R diferencidvel no aberto X C R"™, se o segmento de reta [a, a+v]

estiver contido em X, entdo existe § € (0,1) tal que

fla+v)— f(a) = %(aqLGv) = (Vf(a+0v),v) = Z of (a+ 0v) -v;

onde v = (v1,+,Up).

Demonstragdo. Seja A : [0,1] — X dado por A(t) = a + tv e considere fo X : [0,1] — R. Pelo

Teorema do Valor Médio, temos que existe § € (0,1), tal que,

flatv) = fla) = f(A(1) = F(A0)) = (f o N)()(1 = 0) = (f o A)'(0)

Portanto,

fla+v)— f(a) = lim

t—0 t t—s0 t
0 ;.
= a—f(a—s—ev) = (Vf(a+0v),v) = ; &]‘i(a—i-%) v;

1.5.7 Desigualdade do valor médio

O seguinte resultado é 1til para a demonstracao do Teorema da Fungao Inversa e faz associagao

a ideia de contracgao.

Definicao 1.13. Seja f : [a,b] — R™ uma aplicagdo continua em [a,b] e derivivel em t € (a,b).

Considere que ||f'(t)|| < ¢, para todo t € (a,b), onde ¢ € constante. Entao,

1£(b) = f(a)]| < (b —a)

Demonstragao. Defina g : [a,b] — R por g(t) = (f(¢), f(b) — f(a)). Dai,
g'(t) = (f'(t), f(b) — f(a)), para todo t € (a,b).
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Note que g é derivédvel, pois f o é. Dali, existe 6 € (a,b) tal que,
9(b) —g(a) = g'(0)(b — a)
Consequentemente, (f(b), f(b) — f(a)) — (f(a), f(b) — f(a)) = [{f'(0), f(b) — f(a))](b— a).

Logo,
1£(0) = f@II* < IF (©)IIIIf(b) = f(a)ll(b— a)
e daf, [ £(b) — f(a)] < (b~ a). m

Teorema 1.5.3. (Desigualdade do Valor Médio). Sejam X C R™ aberto e f : X — R™

uma funcdo diferencidvel tal que
| f'(@)|| < M, para todo x € X.
Entao, se o segmento [a,a + v] C X, temos que

1f(a+v) = fla)] < Ml

Demonstragao. Seja A : [0,1] — R™ uma funcao continua em [0, 1] dada por:
A(t) = f(a+ tv), para todo t € [0,1].

Assim sendo,
1f(a+wv) = f(a)] = |A(1) = AO)]
e N(t)=Jf(a+tv) - v.

Dai, usando o Teorema anterior,

If(a+v) = fla)l < [IN(®-0)

< N(a+tw) v
< N (a+to)[||v]]
< M||v]|

O]

Corolario 1.1. Sejam X aberto e convexo do R"e f : X — R™ uma aplica¢do diferencidvel tal
que
I (@) < M||b—al|,Va,be X
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Demonstracao. Seja a, b € X. Como X é convexo, entao,
a+tlb—a)=(1—-ta+tbe X,Vt€[0,1].
Usando a desigualdade do Valor Médio, obtemos,

1£®) = f(@)ll < [1f'(a+t®b—a)lll(b—a)| < Mb—all

1.6 Teorema da funcao inversa e da funcao implicita

Nesta secao, trabalharemos o método das aproximagoes sucessivas do qual faremos uso para
alcancar nosso objetivo principal. Para tal, recorreremos as defini¢oes de difeomorfismo, difeomor-
fismo local e alguns teoremas importantes. Agora, apresentaremos os teoremas da Funcao Inversa
e da Funcao Implicita, bem como algumas aplicacdes que os acompanham. Estabeleceremos a
equivaléncia dos teoremas mencionados anteriormente e para tal objetivo faremos o uso de todos

os resultados que foram apresentados no trabalho.

1.6.1 Difeomorfismo e difeomorfismo local

Aqui, apresentaremos as defini¢oes de difeomorfismo e difeomorfismo local

Definigao 1.14. Um homeomorfismo do conjunto X C R™ sobre o conjunto Y C R™ é uma bijecdo

continua, cuja tnversa é continua.

Defini¢ao 1.15 (Difeomorfismo). Sejam X, Y C € R™ conjuntos abertos. Um difeomorfismo

f: X — V € uma bijecio diferencidvel cuja inversa também € diferencidvel.

Exemplo 1.22. Considere a aplicacio f : R — R, dada por f(z) = z°.

Sabemos que f €
diferencidvel. Lembre que f~'(z) = ¥x. Temos que f é um homeomorfismo diferencidvel , mas

nao € um difeomorfismo, pois sua inversa nao € diferencidvel no ponto 0, jd que o limite

nao existe.
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Observacgao 1.6. Pela definicao [1.15 temos que todo difeomorfismo é um homeomorfismo, jd que
toda funcao diferencidvel é continua. A reciproca ndao € verdadeira, pois o fato de ser continua em

um ponto ndo garante ser diferencidvel neste ponto.

Definicao 1.16. Seja uma f : X — R uma funcdo definida no aberto X C R™. Dizemos que f €
de classe C* e escrevemos f € C* em que, 1 < k < 00, se em cada ponto de X, f possui todas as

derivadas parciais de ordem K e estas sio continuas em X. Dizemos que f € C™® se f € C*, para

todo K € N.

Exemplo 1.23. Seja f : R? — R uma aplica¢do dada por f(z,y) = €™, temos que

8f _ Ty 82f 2y 82f
8$($7y) =ye 78.’1}81}($7y) =ye 7ax8x

(x,y) = "™ 4+ xye™ = ™ (1 + xy).

0% f
" 020y

0% f
oydy

of

7(:5’ y) = xemyv

dy

(5,y) = 2%

(z,y) = ™ + +aye™ = e™(1 + zy).

Logo, f € C?. Fazendo essas derivadas de maneira sucessiva, temos a forma clara que f € C™.

Definigao 1.17 (Difeomorfismo Local). Dizemos que uma aplicag¢io diferencidvel f : X —»
R™ | definida no aberto X C R™ é um Difeomorfismo Local, se para cada x € X, existir um aberto
Vi, e quex € V, C X e a restri¢ao de f a V,, é um Difeomorfismo sobre um aberto W, ( que contém

f(z)). Quando f ¢ de classe C*, dizemos que f é um difeomorfismo local de classe C*.

Observagao 1.7. E importante sabermos que todo difeomorfismo € um difeomorfismo local. Porém,

a reciproca nao € vdalida. Este fato serd justificado pelo Teorema da Fungao Inversa.

Vejamos, agora, como derivar uma composta de fungdes diferencidveis.

Teorema 1.6.1 (Regra da Cadeia). Sejam X C R", Y C R™ conjuntos abertos. Sejam f :
X — R™eg:Y — RP diferencidveis em a € X e b = f(a) € Y, respectivamente, com
f(X)CY. Entao

(g0 f)(a) =g (f(a))- f'(a)
Demonstragcao. Sabemos que

fla+v) = fa) + f'(a).v +r(v)

g9(b+w) = g(b) + g'(b).w + s(w),
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onde lim s(w) =0e lim @
w—0 [[w]| v—0 ||v|

= 0. Com isso,

9(fla+v)) =g(f(a) + f'(a).v+r(v))

Consideremos w = f'(a).v + r(v). Logo,

Seja p(v) = ¢'(f(a))r(v) + s(w). Devemos provar que h ——= =0. Mas

!
p(v) _ (fla). ") 4 2W) ]l

o] el flwll ol
Além disso, ||||w|||| ¢ limitado quando v é suficientemente pequeno. De fato, primeiramente
v
observe que
v—0=w=f(a)v+r)=fla)v+ ()H | — 0
o]
g r(v)
Pois f'(a) é continua e lim —— = 0. Logo,
v—0 |[v]]
Jwl| _ lf'(@)v+r.(v)]]
o] o]
v r(v)
= f/(a).i + T ‘
‘ [l [l
I ()l
< || f(a)]| +
7@l +
Como lim @ = 0, entao ” I ¢ é limitado para v suficientemente pequeno. Por fim,

o]
p) _ ) r) | s(w) Jlw]

ol el ol

v—0 [[v]]

—0

o]l
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quando v — 0.
Portanto, g o f é diferencidvel em a € X e (go f)'(a) = ¢'(b) - f'(a) = ¢'(f(a) - f'(a)).

O]

Exemplo 1.24. Se f : R — R? ¢ dada por f(r) = (cosz,sent) e g : R — R por g(z) = 22,

temos que fog: R — R? € dada por

Dat,

(fog)(x) = fl(g9(x))-g'(x)
= (—sen(z?),cos(z?))2z

= (—2zsen(x?),2x cos(z?).)

Coroldrio 1.2. Se f: X — R" , g: X — RP, onde X CR" e Y C R" sdo abertos e f(X) CY,

sdo ambas classe C* | entdo go f : X — R™ também € de classe C*.

Demonstragao. Sabemos que g o f é k vezes diferencidvel e que

(gof) =(gof)of : X — L(R",RP)

Se f,g € C', entdo

(go f) =(g"0f).f eC”

Logo, f,g € C'. Se f,g € C?, obtemos

(gof) =(g'of).f eCt

Portanto, go f € C2. Por inducao, supondo que f,g € C*, a igualdade acima garante (go f)’ €
C*=1. Portanto, (go f) € C*.
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Teorema 1.6.2. Seja X C R™ e f: X — R™ um difeomorfismo local de classe C*, k> 1, de X
sobre Y = f(X). Entao para cada x € X, a derivada Df(z) : R™ — R™ € um isomorfismo.

Demonstracao. Pelo enunciado do Teorema, temos que f : X — R" é um difeomorfismo local de
X sobre V = f(X), logo para cada = € X, existe aberto V, contendo z e um aberto W, contendo
f(z), tais que, V, C X e g = f|Y, : Y, — W, é um difeomorfismo. Com ¢ é um difeomorfismo,
temos que

g tog=1Idy,.

Derivando , obtemos
D(g7' o g) = D(Idy,).

Usando o Teorema da Regra da Cadeia, segue que
D(g7")(g(x)) - D(g(X)) = Idgn,

pois Idy, é linear. Portanto, se v € ker D(g(z)), onde Dg(x) : R™ — R™ é linear, temos que

Dg(x)-v=0e¢

v=Idgn = D(g"")(g(x)) - (D((9(z) - v)) = D(g~")(g(x)) - 0 = 0.

ja que, D(g~1)(g(z)) é linear. Logo, temos que v = 0 e , pelo Teorema do Niicleo e da Imagem,
segue que D((g(z)) = D(f|Yz)(z) = Df(x) : R™ — R™ é um isomorfismo. O

Faremos agora um exemplo que ilustra o Teorema acima.

Exemplo 1.25. Dada a aplicagio f : R — (0,00), definida por f(x) = e*, temos que f € um
difeomorfismo de classe C*° . Logo f é um difeomorfismo local de classe C*, em queDf(z) : R —
R € dada por Df(x)- X=X f'(x) = Xe®. Sabemos que D f(x) € linear,mas mostraremos este fato

na prdtica. Veja que
Df(l‘)()\l + )\2) = ()\1 + )\2)6:8 = \e” + \ge® = Df(ZE) A+ Df(ZE) Y
Além disso,

Df(x)-aX = (aN)e” =aDf(x)- A

Agora, vamos provar que Df(x) é um isomorfismo. Com efeito, se A € ker Df(x), entdo
Df(x)-A=0, isto é, X\e®* =0. Como e* # 0, seque que A\ = 0. Utilizando o Teorema do Nicleo e

da Imagem, temos que Df(x) : R — R € um isomorfismo.
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Teorema 1.6.3. Todo difeomorfismo local f: X — R™ ¢é um aplicacao aberta, isto €, transforma
cada abeto Y C X num aberto f(X) C R™.

Demonstracao. Seja’Y C X um aberto. Fixex €X. SeY C Y, ,onde Y, C X é um aberto contendo
xe f:Y, — f(Y;) é um difeomorfismo, entao f(Y,) é aberto, pois f é um homeomorfismo sobre
Y,. Em geral

Y = Xpex (Yo NY)

Portanto, f(Y) = X,ex. Mas Y, NY C Y, é um aberto, logo, pelo que foi feito anteriormente

f(YzNY) é aberto em R™. Portanto f(Y) é aberto em R™ como uniao arbitréria de abertos.

Contracao
E importante definirmos contragoes, pois esse resultado é primordial para demonstrarmos alguns
resultados que estao inteiramente relacionados com o Teorema da Fungao Inversa.

Definicao 1.18. Seja X C R™. Uma aplicagdo f : X C R™ — R" chama-se uma A-contragdo
quando existe 0 < X\ < 1 tal que

1 (@) = fF@ zl[rm < Alz =yl |f(2)l|gm, para todo 2,y € X.

1 ,
Exemplo 1.26. Considere uma aplicacio f : R — R definida por f(x) = Pk + /2. E ficil ver

que essa funcdo € uma %—contmgdo. Com efeito,

1@ - 11 = g0+ V2= (Gu+v3))|
e
= %Hl’ —yll, para todo x,y € R™.

Observagao 1.8. Por defini¢ao, toda A-contracdo € uma fung¢do funcdo Lipschitziana. Como
toda funcao Lipschitziana € uniformemente continua, seque que toda A-contracdo € uniformemente

continua.
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Ponto fixo

Nesta subsecao, daremos nome aos pontos que sao mantidos pela lei de transformacao de uma

funcao. Estes serao denominados pontos fixos. Mais precisamente,

Definicao 1.19. Um ponto fixo de uma aplicacdo f : X C R™ — R™ ¢ um ponto x € X tal que
f(z) = .
Exemplo 1.27. Seja f : R? = R? uma aplicacdo definida por

s

f(@,y) = (sen(a), 5 — cos(y)) -

O ponto (O, g) ¢ um ponto fixo de f, pois,

£(0.3) = (05 = (3))

0 T
0,——0) - (0,7).
( 2 2
Por outro lado, € facil ver que (0,7) nao é ponto fizo de f, jd que,

f0,7) = (sen(O), g — Cos (W)) = (0, Ty 1) = (0, F+2) .

2 2

1.6.2 Aproximacgoes sucessivas

A seguir demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo para Contragoes que tem uma importancia
significativa para o Teorema da Fungao Inversa. O método que apresentaremos a seguir é conhecido

como Método das Aproximagoes Sucessivas.

Teorema 1.6.4. (Teorema do Ponto Fizo para Contragoes): Sejam F C R™ um conjunto fechado

e f: F — F uma A-contrag¢do. Dado xg € F', a sequéncia

xl:f(xo)v"'7$k+1:f(xk)7"'v

converge para um ponto a € F', e este é o unico ponto fixo de f.

Demonstragao. Como f : F — F é uma \-contragao, entao existe A € (0, 1) tal que

1 (x) = fFW)Il < Mle = yll, para todo z,y € F.
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Portanto,

leker =l = Wf(2r) = fzr-a)ll

IN

Mz — zp—1]]

— )\||f(xk_1) — f(xk:—Q)H

M |zg_1 — Tp_o|

NI f (wr—2) — f(zp—s)|-

IN

Prosseguindo este processo, chegamos a
k
k1 — TE)|| = 1 — Zo||-
(&3 o) || < A%l — o
Assim segue, da desigualdade triangular,que

[Zkp —2p) | = Thtp — Thtp—1 + Thtp—1 — Thtp—2 + Thip—2 — Tht1 + Thy1 — T

IN

|Zhtp = Thap-1ll + | Thap-1 = Thapall + - + |Tpr1 — 2kl

< MNP gy — )| 4+ NP2y — )| 4 - 4+ Az — 2|
p—1
= > Ny — x|
=0
p—1
= a1 —woll Y A
=0
)\k
< 7yl = zoll,

pois,
= k+i = E yi kp_l j koo j 1L AF
AT = A=A A< A A=\ = .

E importante destacar que 1 — XA > 0e Y 2, A é uma série geométrica. Como A € (0,1), entdo

|ksp — k]| — 0, quando p — oco. Assim (xj) é uma sequéncia de Cauchy em R™. Como R™ é
completo, entao existe a € R™ tal que kli_r)noo xr = a. Mas F é fechado e (z;) C F, entao a € F.
Vamos provar agora que a € o ponto fixo de f. Como f é uma A-contracao entao f é uniformemente
continua, logo

a= lim zp = lim fzx) = f(a),
ou seja, f(a) = a, dai a é ponto fixo de f. Vamos provar que a é o tnico ponto fixo de f. Seja b

um ponto fixo de f, entdao b = f(b), logo
[ —all = [If(b) — f(a)[| < Allb—all,
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pois f é uma A-contragao. Desse modo,
1b—all = Allb —al| <0 = [[b—al/(1-A) <0.

Como (1 — ) > 0, temos que ||b —al]| =0 = a = b. Ou seja, a é o inico ponto fixo de f.

Lema 1.1. Seja f : X — R™ uma A-contragdo. Se X contém a bola fechada Byla] tal que

[f(a) = all < (1= A)r,
entdo f admite um ponto fixro em Bi[a].

Demonstragdo. Vamos provar que, f(By[a]) C By[a]. De fato, seja y € f(B;[a]) entdo y = f(x),
onde z € By[a]. Dai,

ly—all = lf(z)—adl
= f(@) = fla) + f(a) —a
< |f/(@) = f(a)| + [ f(a) - all
< Mz —a|+(1—=MNr,

pois f é uma A-contragao e |[f(a) — a|| < (1 — A)r. Portanto ||y — al| < r, dai y € (B,[a]), logo
f(Brla]) € B,la]. Segue que f|p,[q : Brla] — Byla]. Como B;[a] é fechado segue pelo Teorema

do Ponto Fixo para Contragoes que f admite um ponto fixo em B,[a].

1.6.3 Pertubacao da identidade

Demonstraremos, nessa subse¢ao, o Teorema da Pertubacao da Identidade, e para que tal fato
seja finalizado utilizaremos o Lema [1.1] juntamente com as definigoes de A-contragao, homeomor-

fismo e conjuntos abertos.

Teorema 1.6.5. Seja ¢ : X C R™ — R™ uma A-contragdo definida no aberto X. A aplicacdo
f: X = R"™ dada por f(z) = x4+ ¢(x) € um homeomorfismo de X sobre o conjunto aberto f(X) C
R™. Além disso, se X=R™, tem-se que f(X)=R".
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Demonstragao. Primeiramente provaremos que f é bijetiva sobre f(U). De fato,

1 () = F()ll

|z +¢(z) = (y +¢y))ll
= [lz—y+e@) — oWl
> lz =yl = lle@) — el

Como ¢ é uma A-contracao, segue que

1f () = FWl = llz = yll = Az =yl = (1 = M|z — yll, para todo x,y € U.

Assim se = # y temos que,

1 () = F)ll = (1= N[z = yll > 0.

Logo f(z) # f(y). Portanto f ¢é injetiva. Ou seja, f é uma bijecao sobre f(X). Agora vamos

verificar que f é um homeomorfismo. Veja que,

157 @)~ @ < = llw = =, para todo w, 2 € F(X).

Por conseguinte f~! : f(X) — X é continua. Como ¢ é uma A-contracdo (logo, uniformemente
continua), entao f : X — f(X) é uma aplicacdo continua, pois, f é a soma de fungoes continuas.
Portanto como f é uma bijecdo continua e sua inversa, f~', também é continua, segue que f é um
homeomorfismo. Vamos provar agora que f(X) é aberto. Tomemos b € f(X), devemos mostrar
que existe s > 0 tal que Bg(b) C f(X). Mas, existe a € X tal que b = f(a) = a+ ¢(a). Como X é
aberto, entao existe r > 0 tal que B,[a] C X. Vamos definir &, : B,[a] — R™, onde y € R™ ¢ fixo,
por &(x) =y — ¢(z), para todo x € By[a]. Entao

Gr)=zer=y—p)ez+e@) =y f(z) =y,z € Bla.
E f4cil ver que, &, ¢ A-contracao. De fato,
16y(2) = & @ = lly — v(@) — (y — p(@")]

= llo(z) — (@)

< M|z — 2|, para todo x € B,[a],

pois ¢ é uma A-contragao. Seja y € B(;_y).[b], entao

16y(a) —all = |ly—¢(a) —all
= |y —(¢(a) +a)
= [y
< (=X
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pois, ¥ € B(_y)[b]. Logo, pelo Lema &y tem um ponto fixo em B,[a]. Ou seja, {y(x) =
wse,esomentese, f(x) =y, v € By[a]. Dal B1_y,[b] C f(Brla]) C f(X), pois, By[a] € X. Seja

s=(1- /\)g, entio B,(b) C f(U).
Ou seja, f(X) é aberto.

Agora provaremos que se X = R™, entao f(X) = R". Sabemos que f(X) é aberto, entao basta
mostrar que f(X) é fechado. Seja (yx) C f(X) uma sequéncia tal que yr — y € R™, entao existe

(zr) € X =R™ tal que f(xg) = yr e vimos que

1 = ymll = 1 (zx) = flem)l| = (1 = Nlzr = zml,

com (1—\) > 0. Como (yx) é convergente, (logo, de Cauchy) entdo (zj) é de Cauchy em X = R,
que é um conjunto completo. Logo 3 =z € X = R™ tal que zp — z. Como f é continua em
X =R™, entao y, = f(axx) — f(x). Logo y = f(x) € f(X). Portanto f(X) é fechado. Dessa
forma f(X) =R", ja que R™ é conexo e f(X) # 0.

1.6.4 Pertubacao de um isomorfismo

Utilizaremos o Teorema da Pertubagao da Identidade bem como as definigoes de aplicagao linear

e A-contracao para demonstrarmos o Teorema da Pertubacao de um Isomorfismo.

Corolério 1.3. Sejam X C R™ um aberto e f : X — R™ wuma aplicagao definida por f(x) =

Tz + ¢(x), onde T : R™ — R™ € uma aplicagdo linear invertivel e p : X — R™ satisfaz

le(@) = o)l < Al —yll, para todo x,y € X,
com N|T~Y| < 1. Entdo f é um homeomorfismo de X sobre o conjunto aberto f(X) C R™. Se

X =R™, tem-se f(X) = R™.

-1

Demonstragao. Defina g : X — R™ por g(z) =T~ o p(z), para todox € X. Afirmamos que g é
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uma \||7~!|]-contracdo. De fato,

1T~ o p(x) =T 0wy
1T~ (p(x) — ()]l

1T~ lle(2) = ew)l
MT=Hlllz = yll, para todo z, y € X,

lg(z) — gl

IA

IN

pois, ¢ é uma A-contracao e T' € linear invertivel. Por outro lado, obtemos
T oflx) =T Tz + o) =T oTz +T  op(x) =+ g(x), para todox € X.

Assim, pelo Teorema da Pertubacao de Identidade, 77! o f é um homeomorfismo de X sobre
T~1f(X). Logo, f =T o (T7'f): X — R™ é um homeomorfismo de X sobre f(X), pois T é um
homeomorfismo (ja que 7" é linear). Se X = R™, entao pelo Teorema da Pertubagao da Identidade
T71o f(X) =R>. Portanto, f(X)=ToT 'o f(X)=T(R™)=R™.

1.6.5 Diferenciabilidade do homeomorfismo inverso

Estudaremos quando um homeomorfismo diferencidvel tem inversa diferencidvel. Neste caso,

existe uma relacao entre derivadas da funcao e sua inversa.

Lema 1.2. Seja f : X — Y wm homeomorfismo entre abertos X, Y C R™. Se f € diferencidvel
num ponto a € X e a derivada Df(a) : R™ — R™ é um isomorfismo, entdo o homeomorfismo

inverso f~1:Y — X ¢ diferencidvel no ponto b = f(a).

Demonstragdo. Denotaremos por g a aplicacio f~!. O tnico candidato para Dg(b) é Df(a)~!.

Assim, tomemos,

g(b+w) —g(b) = Df(a) tw + s(w),w € R™.

Vamos mostrar que, lim s(w) = 0. Seja v = g(b —w) — g(b). Entao,
w—0 ||U)H

Fla+v) = f(a) = fla+g(b+w) — g(b) b= flglb—w)) —b=b+w—b=1w,
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onde f(a) = b e g(b) = a. Como f é um homeomorfismo, entdo, w = [f(a +v) — f(a)] — 0 se
v — 0. Reciprocamente, v = [g(b+w) — g(b)] — 0 se w — 0. Assim v — 0 < w — 0. Como

f é diferenciavel em a, entao

w = fla+v) — f(a) = Df(a)w + r(v), onde lim -2 —

v—>0 ||’UH
Logo,
v o= g(b+w)—g(0)
= Df(a) tw + s(w)
= Df(a)”".(Df(a).v+7(v)) + s(w)

= v+ Df(a) L) + s(w).
s(w) 1 s(w)

Dai, s(w) = —Df(a)"t.r(v) = ol =—Df(a)” Tl Como D f(a) é isomorfismo, entao
Il = IDf(a)~" o Df(a).v|| < [Df(a) || Df(a)v]| para todo v € R™.
‘ 1 3 r(v)
Seja ¢ = ——————, entao, ||Df(a).v|| > 2c||v||, para todo v € R™. Como lim ———+ = 0, entao
2| Df ()~ v—0 [[v]
existe 6 > 0 tal que, ||v]] < d = [|r(v)] < c||v|. Logo,
lwl = [lf(a+v) = fla)
= [IDf(a).v+r(v)]
> [Df(a)]| —[lr()]l
= 2] — v
= dvl, se [lv]| <4
Ousel]aM < =, se ||[v|| < 4. Dali, 11 r®) ol =0,p rv) —0Oe Il é limitado. Portanto,
[[]] —0 [Jol “Jlwll Tl [Jewll

Jm T|(;U||) B < )
= - lim Df(a) ( ><||||Z)r’\>

Ou seja, g = f~1 é diferencidvel em b= f(a) e D(f~1(b))

1.6.6 Teorema da Funcao Inversa

Este teorema trata da possibilidade de inverter uma func¢éo, mesmo que localmente. Além disso,

fala sobre a perturbacao do isomorfismo e da diferenciabilidade de um homeomorfismo inverso.

37



A seguir, enunciaremos e demonstraremos esse Teorema para que através do mesmo, possamos

estabelecer uma relacao com o Teorema da Funcao Implicita.

Teorema 1.6.6. Sejam XN R™ um aberto e f : X — R™ de classe C*(k > 1) tal que Df(x¢):
R™ — R™ ¢ um isomorfismo, onde xo € X. Entdo f é um difeomorfismo de classe C* de uma

vizinhanga V de xo sobre uma vizinhanga W de f(xg).

Demonstragao. Para simplificar a notacao, suponhamos xg = f(z) = 0 (o resultado geral se obtém

por translacdo). Como f € C*(k > 1), temos

f(z) = f(z) = f(0) = Df(0).x + r(z),
onde lim,_0 % = 0 Portanto, 7(z) = f(x) — Df(0)x é de classe C*, pois f é de classe C* e Df(0)
é linear. Além disso,
Dr(0) = Df(0) — Df(0) = 0.

Seja A tal que 0 < A\ < (Df(0) é um isomorfismo). Como r € C* | entdo Dr : X —

-
1D f=HO)]

L(R™) é continua e assim,

lim Dr(xz) = Dr(0) = 0.

z—0
Com isso, existe 0 > 0 tal que ||z|| < ¢ entao ||Dr(z)|| < A. Isto é, existe V = Bs(0) vizinhanga de

xo = 0 tal que,

|Dr(z)|| < A, para todo x € Y.

Pela Desigualdade do Valor médio, temos que
lr(z) — ()| < Al —yl|, para todo z,y € Y (convexo).

Pelo Corolario da perturbagao do Isomorfismo, f|y é um homeomorfismo de Y sobre um aberto
W que contém f(zp). Como f € C*, entdao Df : X — L(R™) é continua. Além disso, D f(xo)
¢ um isomorfismo, isto é [Df(xo)] é uma matriz invertivel. Portanto, diminuindo V se necessario,
[Df(z)] é invertivel (basta usar a continuidade do determinante), ou seja, D f(z) é um isomorfismo,
para todo x € Y. Pelo lema da Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso, segue que g = f~! :
W — Y ¢é diferencidvel em y = f(z) e Dg(y) = Df~!. Em particular, fly : Y — W é um

difeomorfismo.
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Vamos agora mostrar que, g € C*. Note que Dg = io Df o g, onde i(x) = ! é de classe
C>®. Como f € C! ei,Df, g sao continuas, entdo Dg é continua, isto é, g € C'. Se f € C! entdo

i,Df,g € C', logo Dg € C!, isto é, g € C?. Logo o resultado segue.
O

Exemplo 1.28. Seja f : R? — R? dada por f(x,y) = (e® cosy, e*seny). Dai, a matriz Jacobiana

¢ dada por

e*seny e*cosy

[Df(z,y)] = (6” cosy —esen y>

. e, portanto, det[Df(x,y)] = €2** # 0, para todo (x,y) € R%. Logo, Df(x,y) é um isomorfismo
para cada (z,y) € R2. Pelo Teorema da fungdo Inversa, f é um difeomorfismo local, em particular,
vimos que f ndo € um difeomorfismo. Isso justifica que nem sempre um difeomorfismo local € um

difeomorfismo.

Exemplo 1.29. Lembre que uma matriz X € uma raiz quadrada de wma matrizY quando X2 =Y.
Vamos utilizar o Teorema da Funcao Inversa para provar que, proximo da identidade, toda matriz
tem uma raiz quadrada. Seja f : M, (R) — M,(R) dada por f(X) = X?, onde M,(R) ¢ o

conjunto das matrizes reais n X n. Assim,
f(h=1*=1, feC? e Df(X)H = XH + HX.

Em particular,

Df(I)H = 2H,YH € M,(R).

Logo, Df(I) = 2I é um isomorfismo. Portanto, pelo Teorema da Fung¢do Inversa, ezxiste uma
vizinhanca V de I tal que f : V. — f(V) é um difeomorfismo de classe C'. Logo, para todo
I € f(V), existe um dnico x € V tal que f(X) =Y.

Isto é, X?> =Y. Portanto, X é uma raiz quadrada de Y € f(V) (aberto contendo I = f(I)).

A seguir, provaremos que o Teorema da Funcao Inversa implica o Teorema da Funcao Implicita.

1.6.7 Teorema da funcao implicita

Teorema 1.6.7. Sejam X C R™" um aberto e f : X — R™ uma aplicagdo de classe C* (k> 1).
Suponha que R™™" = E@® F é uma decomposi¢io em soma direta tal que da2f(z9) : X — R"™ ¢

um isomorfismo, onde zy = (xg,y0) € X. Seja ¢ = f(z9) € R™. Entao, existem abertos V C E
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contendo xoy e Z C X contendo yg com a sequinte propriedade: Para cada x € V hd um unico
&(x) € F tal que (z,&(x)) € Z e (F(x),&(x)) = c. A aplicagao & : V — F assim definida € de

classe C* e sua derivada é dada por

De(x) = —[0af (2, £())] "L 0 01 f (3, £(x)), para todo z € V

Demonstra¢do. Defina ¢ : U — Ex R" por ¢(z,y) = (z, f(x,y)). Note que ¢ € CF, pois f € C*.

Logo, ¢ é diferenciavel e

DO(z0)(h, k) = (h, 01f (20, yo)h + B2f (0, y0)k), para todo (h,k) € R™*"

Como O05f(z0) : F — R™ é um isomorfismo, entao a dim F' = n. Mas R™"" = E ¢ F, logo,

dim E = m. Dai, D¢(zg) : R™T" — R™*" ¢ um isomorfismo se,

ker D¢(zp) = {0}.

Se D¢(z9)(h, k) = (0,0), entao,

(h,01f(20)h 4 02 f(20)k) = (0,0).

Logo, h =0 e 02f(z0)k = 0. Como 02 f(20) ¢ um isomorfismo, entdo k = 0. Portanto, (h, k) = (0,0)
, isto é, D2 f(zp) é um isomorfismo. Pelo Teorema da Fungao Inversa, ¢ é um difeomorfismo de classe
C* de uma vizinhanca zp em uma vizinhanca de (zg,c). Esta tltima pode ser escolhida da forma
V x W, onde V é um aberto contendo E, contendo zyp e W é um aberto de R™ contendo f(z9) = c.
Sejam Z = ¢ Y (VxW)eh=¢"(VxW — Z. Observe que zy € Z é um aberto contendo X.
Afirmamos que,

foh(x,w) =w, para todo (z,w) € V x W.

Ou seja, f é localmente uma projecao. De fato,

¢(x,y) = (z, f(x,y))

Portanto, h(x,w) = (z, ha(z,w)). Logo,
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(z,w) = ¢oh(z,w)
= ¢(z, ho(z, w))
= (2, f(z, ha(z,w)))
= (x,foh(z,w)), para todo €V x W.

Dai segue que,

foh(xz,w)), para todo € V x W.

Além disso, &€ = ha(.,¢): V — F. Como h = ¢~ ! é de classe C¥, entdo ¢ € C*. Além disso,

(z,&(x)) = f(z, ha(z,c)) = foh(x,c) =c, paratodox eV

Agora, vamos provar a unicidade de {(x). Seja (z,y) € Z tal que f(x,y) = ¢, entdo

(z,y) = hol(z,y)
(@, ha(z, f(z,9)))
= (z, ha(z,c))
(

x,&(x)), para todo xi € Y

Assim, y = {(z). Derivando f(z,£(x)) = ¢, obtemos

O f(2,€(w)) + B f(x,€(x)) 0 DE(x) = 0 = DE(x) = —[daf (2, &())] ! 0 01 f (2, £(2)).

1.6.8 Equivaléncia entre o teorema da funcgao inversa e a fungao implicita

Suponhamos que o Teorema de Funcgao Implicita seja valido, vamos provar, a partir deste, que o
Teorema da Funcao Inversa é verdadeiro. Assim, como ja provamos a reciproca, estes dois Teoremas

sao equivalentes.

Demonstragao. De fato, suponhamos que f € X C R™ — R™ seja uma aplicacdo de classe
Ck(k > 1) onde X C R™ é um aberto e seja D f(zg) : R™ — R™ um isomorfismo, para algum xg
em X. Defina F : R™ x X — R"”, por
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Logo, I é de classe C*, pois, f € C* . Note que, se F(xg) = yo, entdo
F(zo,y0) = f(z0) — Yo =yo —yo = 0.

Além disso, 02 F (yo, o) = D f(xp) : R™ — R™ é um isomorfismo. Assim, pelo Teorema da Fungao

Implicita, existe uma vizinhanca V de yq tal que para cada = € V, existe um tnico £ : V — R™

€ C* tal que
§(yo) = wo e F(x,{(x)) = F(xo,y0) = 0.
Além disso,
Dé(x) = —[af (2,£(2))] " 0 01 f(2,&(x), para todo x € V.
Portanto,

f&(z)) —x = F(z,&(z)) = 0 para todo x € V.

Também temos que,
DE(z) = —[0af (2, &(x))] " o Idy = [Df(x,&(x)] ™ o Idy, para todo z € V

. Em particular,
DE(yo) = [Df(E(yo))] " o Idy = Df(wo) ™" 0 Id,.

Por conseguinte, D{(x) é um isomorfismo pois D f(x¢) o é . Analogamente, aplicando o processo

para ¢ , e temos que existe ¢ € C* tal que

§op(x) ==z, para todo x € W,

onde W é uma vizinhanga de £(yog) = zo. Mas,

p=Idyop=(fol)op=fo(lop)=fold,=feW.

Logo,
Eof=1Idyefo&=1Id,.

Portanto, f é um difeomorfismo de uma vizinhanca W de zg a uma vizinhanca V de yg =

f(zo). O
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Exemplo 1.30. Seja f: M,(R) x M,(R) — M,(R) dada por
f(X,Y) = X?-Y, para todo (X,Y) € M,(R) x M,(R),

Assim, com esta aplicagdo, podemos provar que préximo a identidade qualquer matriz tem uma raiz

quadrada, desta vez utilizaremos o Teorema da Funcdo Implicita . Com efeito

feC fI,)=r-I=0edf(X,Y)H = XH+ HX.
Logo,
O f(I,I)H = 2H, para todo H € M,(R).

Dai, 1 f(1,1) é um isomorfismo. Assim, pelo Teorema da Fung¢ao Implicita , existe uma vizi-

nhanca V de I tal que para cada Y € V, existe um tinico ¢: V — M,(R) € C* satisfazendo

o(I) = I e f($(Y),Y) = F(I,T) = 0.

Com isso,

d(Y)2—Y =0, para todo Y €V,

e, portanto,
Y)Y =Y,VY eV

Ou seja, Y possui uma raiz quadrada em V.

1.7 Derivadas parciais de ordem superior

0 0
Vimos na secao |1.5.1, como 8—f e 8—f sao fungoes, sendo z = f(x,y) uma funcao de duas
£z Y

variaveis que é o estudo das derivadas parciais de 1* ordem e que tal conceito pode ser estendido.

Da mesma forma, podemos agora definir as derivadas parciais das funcées = e ——, obtendo

ox Oy
quatro novas funcoes que sao chamadas derivadas parciais de segunda odem de f, a saber:

a)
of of
0 f > (5) e =i 9t Ao~ 5 (Y

fate = (o) = 5 (5 ) o = Jim, A, /
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of of
52 9 /o —(z,y+ Ly) — ==(z,9)
fxy(1:7y) = ayafx(l', ) - oy (6£> (:C’y) - Allllrgo = Ayy - ’
c)
of /
9 9 9 ($+Axay)77(x7y)
Jye(2,y) = mW )= O (a > (2.y) = Alirgo o Ny ? ’
d)
9 0
o o (0f 85(”“ +Ay)_8§“’”
fyy(z,y) = 8—y2(x,y) - dy <8y> (@) = Alirgo Ay

se tals limites existirem.

As definicoes das derivadas parciais de segunda ordem de funcoes de trés varidveis sdo anslogas.

Exemplo 1.31. Calcule todas as deriavadas parciais de segunda ordem da funcao f(x,y) = zy —

e cos y.
Solucao:

As derivadas parciais de primeira ordem sao:

of B - of B -
%(w,y)—y e®cosy e 8y(ac,y)—;zc—i—e sen .

Derivando estas fungdes em relagao a x e y, obtemos:

02 52
871:]20(:5’ y) = —€“cosy, e Dyox (x,y) =1+ ¢€"sen y,
0* 02
ﬁyé(x’ y) = e“cosy, e &Uéfy(x’ y) =1+ e"sen y.
82 62
Note que, no exemplo |A.19] as derivadas parcias mistas / e / sao iguais. O teorema a
0ydxr  O0xdy

seguir nos da uma condicao que garante a igualdade das derivadas parcias mistas.

Observagao 1.9. Se as derivadas parciais de sequnda ordem de f sao continuas, dizemos que f €

de classe C2.

Vamos provar o teorema a sequir para funcoes de duas vdriaveis, mas a demonstracao pode ser

adaptada para fungoes de vdrias varidveis.
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Teorema 1.7.1. (Teorema de Schwarz)

Se f: X CR? — R ¢ duas vezes diferencidvel (ou classe C%) no ponto (xo,y0) € X, entdo:

0 f 0 f
m(xo,yo) = m(mo,yo)- (1.10)

Demonstragdo. Tomemos um ponto (xg, yo) no dominio de f. Considere A, e A\, o incremento da

funcao

9(x) = f(z,yo0 + Ly) — f(z,90).

Veja que

g(I‘o + Ax) - g(xO) = f(x[) + A:cayo + Ay) - f(fﬂo,yo + Ay) - f(an Yo + Ay) + f(xOvyO)' (111)

Aplicando o teorema do valor médio para funcoes de uma varidvel 77 a funcéo g, obtemos que

g(wo + Az) —g(zo) = flwo+ Duyyo+ LDy) — f(@o + Dayy0) — f(w0,90 + Dy) + f(20,Y0)
= [f(xo+ Dzyo + Ly) — f(wo,y0 + Ay)] = [f (w0 + Dz v0) — (20, %0)]
= gi (T, yo + Dy) Dy — g'i(a:, Yo) Dy

para algum T entre zg e g + .
Portanto se definirmos h : {T} x R — R por (Z,y) — h(Z,y) = h(ZT,y0 + Ly) — h(Z,y), segue de

[LTT) que

g(wo+ Ay) — f(z0) = hy(T,9)D,

para algum ¥ entre 3 e yo + Ay, ou seja, a expressao (|1.11) é igual a
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Como é continua em (z0, o), segue que
0yox

0% f

—(x ) = lim 82f T
Oyox 0, Yo C (La, D) —(

0,0) dyox @5)-

Logo,

1 (50r0) =
(9y(9z To,Yo) =

I Agtio + Ay) — Auvo) — F(z0. 50 + A o112
(Ax,ALI)IL(o,O)AIAy[f(xO—F Yo + Ay) — f(xo + Yo) — f(xo, 90 + Dy) + f(xo,y0)[1.12)

De modo analogo, mostramos que o limite que aparece a direita da igualdade [I.12] também é
2

i ual a ——\ T 0 que prova o teorema.
g 8x8y< 0,%Y0), O quUE Prov.
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Capitulo 2

Otimizacao em funcoes de varias
variaveis

Neste capitulo, estudaremos problemas de otimizagao em funcoes de varias varidaveis. Tal drea
da matematica é extremamente crucial e tem como objetivo, modelar problemas do cotidiano.
Diversos exemplos sao dados para ilustrar a aplicagao de conceitos e preposicoes para a resolucao

de problemas praticos.

’ . e . ~ . .
2.1 Maximos e minimos nao-condicionados
Nesta segao, estudaremos como se comportam fungoes nao-lineares. Como o assunto é bem
amplo, observaremos, por enquanto, o estudo de maximos e minimos sem restrigoes.
Trataremos de maximizagdo e minimizagao em fungoes de varias variaveis. Com isso, vamos

definir formalmente, os valores de maximos e minimos dessas funcoes.

2.1.1 Extremos de fungoes em varias variaveis

Seja X € R™ um aberto. Se f: X C R™ — R, entao sabemos que a derivada de f em xg é

uma transformacao linear,

Df(z) : R™ — R.

Existindo D f(xo)(u), entdo a mesma é dada pela expressao:

Df(xo)(u) = Dif (wo)u;.
i=1
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Para ver detalhes da demonstracao vide ALDO.

Definigao 2.1. Seja f : X C R™ — R. Um ponto xo; D f(xo) =0 € chamado ponto critico de f.

(522 +2y% —10z—8y+13)
10

Exemplo 2.1. Determine os pontos criticos da fungio f(x,y) =3+ 2e~
Solucao:

Temos que resolver o sequinte sistema de equac¢ao:

af 9e- (522 42y —100+13)

o =2 1 - (=10z+10)=0¢,
(9 22 2_ 10z
8_2‘:26_<5+2y1010+13>'(_4y+8):0.

Logo, =1 ey =2 e, portanto, o ponto (1,2) € o unico ponto critico da fungao f.

— (512422210 )
Nesse ponto, a fungdo assume o valor f(1,2) = 2e e +2%=5. 4 ﬁgum

apresenta uma visualizacdo do grdfico da funcao f.

(522 +2y% —102—8y+13)
10

Figura 2.1: Gréfico da fungao z = 3 + 2e

Definicao 2.2. Seja f uma funcdo definida num subconjunto X C R™ com wvalores reais:

1) Um ponto zy de X € um ponto de maximo absoluto ou global de f se, para todo x de X, temos,
f(xo) > f(=).
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Neste caso, o valor f(xg) chama-se valor maximo absoluto ou global de f.

Exemplo 2.2. Considere a funcdo f(x,y) = 4 — (22 + 3y?), o ponto (0,0), onde a fungdo
assume o valor 4, é um ponto de mdximo absoluto de f, de acordo com a sua representacdo

grifica apresentada na figura[2.3.

Figura 2.2: Grafico da funcdo z = 4 — (22 + 3y?)

2) Um ponto xy de X ¢ um ponto de minimo absoluto ou global de f se, para todo () de X, temos,
f(xo) < f(2).

Neste caso, o valor f(xy) chama-se valor minimo absoluto ou global de f.

Exemplo 2.3. Se f(x,y) = 22 + 42, o ponto (0,0), onde a funcio assume o valor 0, é um

ponto de minimo absoluto de f, de acordo com a sua representacdo grifica apresentada na

figura[2.3,

Figura 2.3: Grafico da funcdo z = 2 4 ¢

3) Um ponto xo de X é um ponto de minimo relativo de f se existe um 6 > 0 tal que:
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f(zo) < f(x) para todo x € X, com ||x — x| < 9.

Um ponto xg de X € um ponto de minimo relativo estrito de f se existe um 0 > 0 tal que

f(zo) < f(z) para todo x € X,com 0 < || — xo|| < 0.

4) De maneira andloga definimos um ponto de mdzimo relativo de f e ponto mdazximo relativo estrito
de f.
Se xg € X € um ponto de minimo ou mdxrimo relativo de f, dizemos que xo € um ponto de

extremo relativo de f, ou que f tem um extremo relativo em xg.

Se xg € X € um ponto de minimo ou mdximo relativo estrito de f, dizemos que xg € um

ponto de extremo relativo de f, ou que f tem um extremo relativo estrito em xg.

Observacao 2.1. Os wvalores de mdximo e minimo relativos de fungoes de duas vdriaveis

podem ser considerados, respectivamente, como picos e vales de fungoes, de acordo com a

figura[2.4)

Figura 2.4: Grafico com pontos que representam maximos e minimos relativos

Na figura [2.) o ponto N representa wm minimo local ou um vale, que é global, enquanto P
representa um mdzimo local ou um pico, que ndo € global. O ponto M é mdximo local, que

também € global.

Teorema 2.1.1. (condi¢cao necessdria de mdxrimo e de minimo)

Seja f: X CR™ — R. Se um ponto interior xg de X € um ponto de extremo relativo de f, e

se a derivada direcional Dy, f(xg) de f em relagdo ao vetor u € R™ existe, entao D, f(xg) = 0.
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Demonstragao. Defina F: I — R por

F(t) = f(zo + tu),

onde I é um intervalo R. Sendo F'(t) = D f(xzo + tu)(u) e por hipStese ¢ é um ponto de extremo
relativo de f, segue-se que ¢ = 0 é um ponto de extremo relativo F' e, portanto, F'(0) = 0. Logo,

D f(xo)(u) = 0 e, portanto pelo Teorema citado no ALDO, obtemos D, f(z¢) = D f(z¢)(u) = 0.
O
Corolario 2.1. Seja f : X C R™ — R. Se um ponto interior xo de X € um ponto de extremo

relativo de f e, se a derivada D f(xg) existe, entdo D f(xg) = 0.

Demonstragdo. Segue que a partir do Teorema citado no ALDO que , se a derivada parcial D; f(zo),

j=1,...,m existe e se u = (uy, ..., uy) € R™, entdo:

Df(wo)(u) = > u;D;f (o).
j=1

Pelo Teorema anterior temos que D; f(z9) = 0, para j = 1,...,m e, portanto, D f(zo)(u) = 0.

O]

Comentdrios:

(i) Uma fungao f pode ter um extremo relativo em um ponto interior xy de X no qual a derivada

D f(zp) nao exista.

(ii) Uma fungao f pode ter um extremo relativo em um ponto zg € X, o qual ndo é um ponto

interior de X.

Nos casos (i) e (ii) acima, o ponto zy nao serd ponto critico de f.

12 — 12y
22+ y?—do—2y+ 7

Exemplo 2.4. Determine os pontos criticos da fungao f(z,y) =1+

Solucao:
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Temos que resolver o sequinte sistema de equacao:

af  —(12 - 12y)(2x — 4)

0r (22 +y% — Az — 2y +7)2 ymoona=as

of  —12(a® +y* —dw —2y+7) — (12— 12y)(2y — 2) 0 =
dy (22 4+ y? — 4o — 2y + 7)?
—122% — 12y + 48z + 24y — 84 — 24y + 24 + 24y* — 24y 0
(24 y? — 4o — 2y + 7)?
—122% + 12y° + 48z — 24y — 60
(22 +y? — 4o — 2y + 7)? -

0

Sey=1= —12024+12+482 -24 - 60 =0= —1222 + 482 — 72 =0 = 22 — 42 + 6 = 0 = ndo
hd solucao.

Sex=2= —12-22 41292 +48-2-24y—60=0= 129> - 24y —12=0= 92 -2y -1 =0 =

2+ /8
Y= 2\[:1ﬂ:\/§.

Logo, (2,14 ﬂ) e(2,1— \/i) sdo pontos criticos da fungdo f. Nesses pontos, a funcdo assume

valores respectivamente iguais a:

12— 12(1 42 B
(22+(1+\/§)2—4-2—2(1+\/§)+7_1_3\/5’

f2,1+V2) =1+

12 —12(1 — V2 _
(22+(1—\/5)2—4-2—2(1—\/§)+7_1+3\/§'

f2,—+vV2) =1+
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12 — 12y

Figura 2.5: Grafico da fungdo z =1+

224y —dr—2y+7

Os pontos criticos sdo (2,1 ++/2) e (2,1 —/2).
Exemplo 2.5. Determine os pontos criticos da funcdo f(z,y) = 3 + 22 — y? — 2(z — y).

Solugao: Temos que resolver o sequinte sistema de equagdo:

%=2x—2=0$x=16,
ox

0
—f=—2y+2:0:>y:1.
dy

Logo(1,1) € o tinico ponto critico de f. Nesse ponto a fungdio assume o valor f(1,1) =3+ 12 —
12-2(1-1)=3.

O grdfico de f pode ser representado pela figura[2.5]:
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Figura 2.6: Grafico da funcio z = 3 + 2% — y? — 2(z — v)

Observe que o ponto critico nao representa nem mdximo e nem minmo de f, denominando-se

ponto de sela (em referéncia a sela do cavalo).

Embora as condigoes colocadas até o momento nao caracterizem ainda os maximos e minmos,
elas ja restringem significativamente os candidatos. Precisaremos de algo que garanta a natureza

dos pontos criticos encontrados.

2.1.2 Condicgao suficiente do maximo e de minimo de fungoes em varias variaveis

Depois de ter calculado os possiveis valores para maximos e minimos interiores através das
condigoes necessarias apresentadas na secao anterior, devemos agora especificar a natureza dos
pontos criticos encontrados. Para encontrar as condigoes suficientes para que tais pontos sejam
maximos ou minimos locais, vamos desenvolver um teste, que possui como base das derivadas

parciais de segunda ordem.

Teorema 2.1.2. (Teorema de Weierstrass):

Seja f : K — R continua no compacto K de R™. Entdo, f assume valor mdzimo absoluto e

valor minimo absoluto em K.

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que f é limitada.

e f é limitada. Suponhamos, por absurdo, f ilimitada. o compacto K estd contido em um

cubo compacto Cy, de arestas paralelas aos eixos coordenados e de comprimento L. O cubo Cy é
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a uniao de 2" cubos compactos de arestas de comprimento g Entao f ¢ ilimitada na intersecgao
de K com alguns destes 2" cubos. Seja C7; um tal cubo. Iterando o procedimento obtemos uma
sequéncia Cy, C, ... de cubos compactos com arestas de comprimento on’ com Cjy1 contido em
C; para todo j > 0, com f ilimitada em cada interseccao K N C),. Pelo Principio dos Intervalos

Encaixantes temos

ﬂ C, = {p}, com p em R".

n=0

Temos

Ly2

|z, —p| < e lim x, = p.

Ainda, como K é fechado, p € K. Pela continuidade de f segue

[f(p)l = lim |f(zn)| = oo.

n——aoo

e Os pontos de maximo / minimo. Como f(K) é limitado em R, pela propriedade do
supremo existe M = sup f(K), o supremo de f(K). Suponhamos por absurdo, f(X) < M para

todo x em K. Entao,

b
M — f(z)’

com x variando em K,

¢é continua e, pela definicao de supremo, ilimitado.

Logo, existe a em K com f(a) = M. O valor minimo de f é o oposto do valor maximo de
—f. O

Consideremos X C R” um aberto. Dada a funcao f : X — R de classe C?, a forma quadrdtica
hessiana H(x) = (H f)(x) de f no ponto = € X é aquela, cuja a matriz é:
0% f
[hij] = [7 }
0 x;0x;
Assim,

m 2
H@)) = 32 50

i,j=1
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onde u = (uq, ..., Up).
A forma Hessiana é usada para determinar a natureza dos pontos criticos da fungao f.

Teorema 2.1.3. (Teorema da condi¢ao suficiente):

Seja X C R™ wm aberto e xg € X um ponto critico da funcio f : X — R de classe C?.

(1) Se H(xzg) > 0 entdo xg é um ponto de minimo local de f;
(i) Se H(xoy < 0 entao xo € um ponto de mdzimo local de f;

(7i1) Se H(xo) for indefinida entao nada se pode afirmar.

Demonstragao. (i) Por simplicidade, escrevemos H em vez de H(a). Seja

S ={veR™|v|| =1}

Tem-se que S é um conjunto compacto em R™. como H é uma fun¢ao continua positiva, pelo

Teorema de Weierstrass|2.1.2] H assume um valor minimo 2¢ > 0 no conjunto S. Isto é,

2¢ < H(u), para todo u € S.

Desde que a é um ponto de critico de f, a Férmula de Taylor T'(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0)

Se resume a

flat o)~ f(@) = SHE) + pw)o]’, com T p(o) =0,

Como ﬁ € S, obtemos
v

1 2 2
*H(U) — HUH H L Z ||U|| 2 — ”’U||2C.
2 2 || v]] 2

Substituindo em obtemos

fla+v) = f(a) = |[o]*(c +p(v)).

Pela definigao de limite, existe § > 0 tal que a+v € A e 0 < ||v|| < 0 o que implica |[p(v)| < ¢

e, consequentemente, ¢ + p(v) > 0. Logo,
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fla+v) = fla) >0,

isto é, f(a+v) > f(a) para todo v tal que a+v € Ae 0 < [Jv] < 4.

Portanto, a é um ponto de minimo local para f.
(ii) Segue o reciocinio andlogo ao feito na parte (i).

(iii) Dado v € R™, tem-se a+tv € A para todo ¢ suficientemente pequeno. Como H (tv) = t2H (v),

temos pela Formula de Taylor
Fla+ tv) — f(a) = 2ol H(w) + p(t0)], com Jim p(tv) = 0.
Seguiremos, como acima, que para todo t suficientemente pequeno, f(a + tv) — f(a) tem o

mesmo sinal de H(v). Assim, se H é indefinida, tem-se que H(v) > 0 e H(w) < 0 em qualquer

bola de centro em a. Portanto, existem pontos a + tv e a + tw tais que

fla+tv) > f(a) e fla+tw) < f(a).

Assim, f ndo tem maximo nem minimo local no ponto a.

Para n = 2 o Teorema [2.1.3] aparece da seguinte maneira:

Teorema 2.1.4. Seja X C R? um aberto e (zg,y0) € X um ponto critico da funcio f : X — R
de classe C?. )

(i) Se det H(xo,yp) >0 e 922 > 0, o ponto (xo,yo) € um ponto de minimo local de f;

82
(73) Se det H(zo,yo) >0 e 8—‘]; < 0, o ponto (x0,y0) € um ponto de mdzimo local de f;
x
(7i1) Se det H(zxo,yo) < 0, entdo (xo,yo) nao é ponto de mdzrimo, nem minimo de f. Nesse caso,
dizemos que € um ponto de sela;

(iv) Se det H(zo,y0) = 0, nada se pode afirmar.

Observagao 2.2. det H(x,y) = AC — B2, onde

2 2 2 2
0% P _ PP

A_W’ B:(‘?x@yzay@x c - oy?’

Exemplo 2.6. Determine os pontos de mdzimo e minimo relativos da funcdo f(z,y) = 2% —y? —

12z + 6y + 7.
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solugao:

Vamos calcular as derivadas parciais de primeira ordem:

of

= =322 - 12
oz v ’
of

— =-2 6.
oy y+

Com isso, determinaremos os pontos criticos:

322 —12=0= 2 = +2.

—2y+6=0=>y=3

logo, os pontos critico sio (2,3) e (—2,3).

agora, vamos calcular as derivadas parciais de sequnda ordem:
_ P
022
0 f
C = — =
0y?
_f
- O0z0y
_ 2
- Oyoxr

A = 6zx.

Temos que, AC — B> = —12x.
Agora, vamos classificar os pontos criticos:
i) Ponto (2,3):

AC —B? = —122 = —12-2 = —24 < 0, logo, (2,3) € um ponto de sela. A funcdo assume nesse
ponto o valor f(2,3) = —1
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i1) Ponto (—2,3):

AC—B? = -122=-12-(-2)=24>0 e A=62=6-(—2) = —12 < 0, logo ponto (—2,3) ¢

um ponto de mdzximo relativo. A funcdo assume nesse ponto o valor f(—2,3) = 32.

Exemplo 2.7. Determine as dimensoes do paralelepipedo retangular que tem trés faces sobre os

planos coordenados e um vértice no primeiro octante sobre o plano x +y+ z = 1, que tenha volume

maximo.
Solucao:

Como queremos encontrar um paralelepipedo de volume mdximo, podemos considerar o parale-
lepipedo de arestas x > 0, y > 0 e z > 0, pois caso contrdrio o volume seria zero. Seu volume €
V = zyz. Como o vértice P = (x,y,z) estd no plano x +y+ 2z = 1, tem-se que z =1 —x — y e,

portanto, o volume V se torna uma fung¢do de 2 varidveis,

V:V(J:,y):a:y(lfxfy):xyfx2yf:v2.

Assim, para encontrar seus pontos criticos, resolvemos as equagoes

88—‘;: —2:5y—y2:06 (?y/::v—a:2—2xy:()
obtendo
o1
T=gey=g.
Calculando as derivadas de seqgunda ordem
0%V 0%V o0*V

temos,

1 2 2 2
- B?2=|(z — | = = —_
AC - B <3> <3>>06A 3<O.
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11
Pelo teste da derivada sequnda, o ponto ( é um ponto de mdxrimo local e como temos

33
um unico ponto critico, pela propria natureza do problema, este ponto €, também, absoluto. Como
1 1
z=1—xz—y, para x = 3 ey = 3’ tem-se que z = 3 Portanto, o paralelepipedo de arestas © = 3’
1 1, , .
Y= 3 ez = 3 € o paralelepipedo de volume mdximo.

Vamos procurar encontrar agora os extremos globais. Supondo que a fungdo em questao
assuma maximo ou minimo finito e, tendo em vista que todos os pontos dos conjuntos de escolhas em
problemas de otimizacao nao condicionada sao pontos interiores, ja que as varidveis independentes
modificam-se livremente, os Unicos candidatos a médximo ou minimo global da funcao tratada
sao respectivamente seus maximos e minimos locais. Para encontra-los, basta verificar dentre os
correspondentes locais, aquele em que a fungdo assume respectivamente maior e menor valor, bem

como seu comportamento quando suas variaveis independentes tendem a infinito.

Exemplo 2.8. Encontre, caso haja, os valores mdrimos e minimos globais de f(z,y) = 2% — 2z +

y? — 4y + 5, bem como os pontos onde f assume tais valores.
Solucao:

Trataremos de um problema de otimizacdio global ndo condicionada, pois o dominio de f é R2.

Logo, precisamos encontrar os pontos criticos de f.

Calculando as derivadas parciais, temos:

N < P
5 DY) =22 268y(x,y)—2y 4.

Resolvendo o sistema de equagdo:
2 —-2=0=z2z=1e2y—4=0=y=2.

Portanto, o ponto critico de f é (1,2). Agora, vamos calcular as derivadas de sequnda ordem:

2
A=

2
_53_13—af—
X

_871/2_

_ 9 _

2 =7 _
eC dry

0.
Dessa forma:

Ponto (1,2):

AC —B%?2=4>0. Como A=2>0 o ponto (1,2) é um ponto de minimo relativo. A fungdo

assume nesse ponto o valor f(1,2) = 0.
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Desde que a fungao cresce indefinidamente quando x ou y tendem a infinito e (1,2) € o tinico
ponto critico em um dominio ndo restrito, temos que
o valor minimo global de f(x,y) ocorre em (1,2) e vale 0. A ﬁgum apresenta um esbogo do
grdfico de f, com P = (1,2,0).

Figura 2.7: Gréfico da funcdo z = 22 — 2z + 4% — 4y + 5

2.2 Maximos e minimos condicionados

Neste capitulo, vamos tratar de restrigoes determinadas por igualdades, aumentando a quanti-
dade de técnicas para que possamos resolver problemas de otimizagao envolvendo funcées quaisquer

(lineares ou nao) sujeitas a restri¢oes quaisquer.

Na maioria das aplicacoes, temos de lidar com problemas de otimizagdo condicionada. Com
isso, vamos precisar determinar os pontos de méximos ou de minimos de uma fungao f(z,y) de
modo que os pontos (z,y) satisfagam, por exemplo, uma condicao do tipo g(x,y) = 0. A condicao

g(z,y) = 0 é chamada restricao.

Em geral, a natureza dos pontos criticos da fungao nao restrita nao condiciona a natureza dos
pontos criticos da funcao restrita. Pode existir funcbes que nao assumem maximos, quando nao

restritas, mas que passam a assumir, quando restritas.
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2.2.1 Multiplicadores de Lagrange
Uma das importantes aplicagoes do Teorema da Fungao Implicita é o método dos multiplicadores
de Lagrange para o calculo de extremos locais de fungoes sujeitas as retri¢oes.

Seja B = B[xg,r] = B(zo,7) C R" e f : B — R continua. Desejamos determinar o minimo
global de f sobre a bola B.

Como B é compacto e f é continua, entao existe T € B tal que

flx) > f(z),Vx € B.

Se f é diferencidvel e T € int(B), entdao a solugdo pode ser determinada dentro dos pontos

criticos de f. Mas como determinar a solugao se T € B?

Teorema 2.2.1. (Multiplicador de Lagrange) Sejam f: Q CR" — R eg: Q CR” — R

funcdes definidas e de classe C" e,

S ={ueR"/g(u) =0}.

Suponha ug € S tal que:

g'(ug) #0 e f(ug) = min{f(u)/u € S}.

Entao, existe A € R tal que
V f(ug) = AV g(uo).

Demonstragao. Se ¢'(ug) # 0, podemos supor sem perda de generalidade que %un(’) #0.SejareR

tal que
Of (uo) )\39(“0)'

o0xp O0xp

Para continuarmos a prova, mostremos que:

Of (uo) )\ag(uo)
oxr,  Oxp

, parai=1,2,....n.

Denotemos por (z,7) € R"™! x R, ug = (z0,y0), entdo g é de classe g € C', g(zo,0) =0 e

Of (up)  9g(uo)
Oz, = Oz, 7 0.
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Segue-se do Teorema da Funcao Implicita que existe uma vizinhanca aberta A € R*~! de z é uma

funcao ¢ : A — R de classe C! tal que

¢(70) = Yo

g(z,p(x)) =0, para todo x € A.

Além disso, como
f(@o, ¢(20)) = f(z0,90) < f(,(2)), para todo x € A,

pois f(ug) = min{f(u)/u € A}, segue que

xg € A é um ponto de minimo para a funcdo diferencidvel dada por: ¥ : A — R tal que

Y(z) = f(z, p(x)).
Portanto, 9/(z9) = 0 e pela regra da cadeia, temos:

_ 3fa(§0) n 39@(50)¢/(m0) _o

Y (o)

Multiplicando a equacao acima por A e subtraindo na equagao anterior, temos:

Of(xo) _ )\39(370)
Ox oy

como queriamos demonstrar.

Observagao 2.3. O escalar A € R é chamado multiplicador de Lagrange.

Exemplo 2.9. Determine as dimensdes de um retangulo com drea mdzrima cujo perimetro € igual
a 10.

Solugao:

Sejam x > 0 ey > 0 o conprimento e a largura do retangulo, respectivamente. A drea do

retangulo é entao f(x,y) = zy.
Trata-se de um problema de mdzimo condicionado:

mazximizar f(x,y) = xy sujeito a condigdo 2x + 2y = 10 <= g(z,y) =x+y —5=0.
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Note que f e g sdo de classe C1, o vetor Vg(z,y) = (1,1) e Vf(x,y) = (y,2).

Pelo teorema do multiplicador de Lagrange, para (x,y) pertencente a x+y-5=0, devemos resolver

o sistema de equacoes

{ (y,2) = A(1,1)
r+y=>5

5
Assim x =y = A, substituindo na sequnda equacdo, temo que A = 3

Logo, € a unica solucdo do sistema e o retangulo de drea mdxima para um dado

272
perimetro € um quadrado.
Exemplo 2.10. Determinar o paralelepipedo retangular de volume maximo inscrito em uma esfera

de raio a.
Solucao:

Se (z,y,z) € o vértice do paralelepipedo no primeiro octante, as dimensées da caiza sio 2x, 2y
e 2z, e seu volume € dado por

Vi(z,y,z) = 8xyz.

Assim, o problema consiste em mazimizar a fungao V(x,y, z), sujeita a restri¢iao de que o ponto

2

P = (x,y,2) pertenca a esfera de raio a, ou seja, satisfaz a condicdo x> + 1y + 2% = a?, com x > 0,

y >0 ez>0. Aplicando o métodos dos multiplicadores de Lagrange temos que resolver o sistema

8yz = \2x dryz = \a?
8rz = A2y N dayz = \y?
8y = A2z dryz = \2?
:c2—|—y2—i—22:a $2+y2—|—22:a

Vemos que Ax? = M\y? = 2% e como \ > 0, pois caso contrdrio teriamos ou T ou y ou z igual

a zero, temos que v = y = z. Substituindo na quarta equag¢do, obtemos x = Portanto, o

S

paralelepipedo com volume mdximo inscrito em um a esfera de raio a tem arestas de comprimento

2a , 8v/3a3

— e seu volume €

/3 9
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Multiplicadores de Lagrange para fungoes de 3 variaveis com 2 restrigoes

Suponha agora, que queiramos determinar os pontos extremos de uma funcao de 3 variaveis
w = f(z,y, z) sujeita as restrigdes g(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0. Mostra-se, de modo anédlogo ao
caso de duas varidveis, que se f tem um ponto extremo em P = (xq,yo,20) € 0 produto vetorial
Vg(P) x Vh(P) é ndo nulo. Assim, existem constantes A e p, chamados de Multiplicadores de

Lagrange, tais que,

VF(P) + AVg(P) + uVh(P) = 0

Neste caso o método do multiplicadores de Lagrange se resume a resolver um sistema de 5 equagoes

e b incégnitas z, y, z, A e u.

2
Exemplo 2.11. Considere a curva -y intersec¢ao do plano z+2y+z = 1 com o cilindro % +22=1.

Determine as distancias maxima e minima dos pontos de v ao plano y = 0.
Solucgao:

Determinar os pontos da curva que dao a maior e a menor distancia ao plano y = 0 € determinar
0s pontos que tem o maior e o menor valor de |y|. Isto € equivalente a determinar os pontos

extremos da fungio g(x,y,z) = \/y?, o que € equivalente a determinar os pontos extremos da
2

x
funcdo f(x,y,2) =y* com duas restricées: v +2y+z=1c¢e 7 + 22 = 1. Aplicando o método dos
multiplicadores de Lagrange para duas restrigoes, temos que resolver on sistema de 5 equacdes e b

mcognitas x, Yy, 2, A e [ :

1
0=A+ -z 1

P A+ -pur =0 1
2y = 2\ \ 2 y+guz=0
0= XA+ pu2z & -y S r+2y+z2=1

r+2y+z=1 9

r+2y+z=1 9 z 2 _q
9 x 9 — 42" =
T 9 — 42 =1 4
P H

Pela primeira e sequnda equagoes, tem-se pu(x —4z) = 0. Entdo, p =0 oux =4z. Sep=0 a
primeira equacao também implica que y = 0. Com isto, resolvendo o sistema

r+z=1

.732

- 21
4+z

obtém-se as solucdes:
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8 -3
= :1 = — = —
{x 0,z=1} e {x 4= }

ou seja, encontramos oS pontos

8 3
P1:(0,0,1) €P2: <5,O,—5>

Agora, se x = 4z. Substituindo-se na ultima equagdo obtém-se

1 4
z=t*—ex ==

V5 V5

Substituindo estes valores na equagao x + 2y + z = 1 obtém-se os pontos

45 1—+5 /5 —4V5 1+V5 -5
P3 =\ = y T € P4 = ) ) .
) 2 ) ) 2 )
Portanto, como os pontos P; e Py estdo no plano y = 0, eles sao os pontos de minimo e o ponto

Py é o ponto de mdximo, pois tem o maior valor de y.

A seguir, aplicando o Método de Multiplicadores de Lagrange, também provaremos a im-
portancia da desigualdade de Young, provaremos as importantes desigualdades de Hélder e a

desigualdade de Minkowski.

2.2.2 Aplicagoes do método de multiplicadores de lagrange em analise funcional.

Como aplicagao do Método dos multiplicadores de Lagrange, provaremos que a média geométrica
de uma cole¢ao de nimeros nao negativos {z1,z2,..., 2y} ndo excede a média aritmética destes

numeros, isto é, mostraremos

1

VZZRIEEE -xnﬁﬁ(x1+mz+---+:cn)-

A seguir, aplicando o Método de Multiplicadores de Lagrange, também provaremos a impor-

tantes desigualdades de Young, de Holder e de Minkowski.
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Desigualde de Young

Sejam p e g tais que 1 < p,q < 00 e % + % = 1. Entao, para todo ntimero real x,y > 0 tem-se:

Demonstragdo. A desigualde fica evidente, quando z =0 ou y = 0.

1 1
Se a desigualdade é valida para os numeros z e y, também serd védlida para os nimeros xt» e yta,
onde ¢ é um numero positivo arbitrario.

De fato, sejat >0e 1 < p,q < oo tal que %4—%:1. Entao:

1 1 1 npr 1 1\¢

(a:tp)<yt¢Z) < 7<xtp> +7<ytq) &
p q

1,1 1 1 1 1 1 1

(:ry)tp+q < —2Pt+ —yit & <xy>t < t<fxp + fyq) Say < —2P + —yL
p q p q p q
Portanto, é suficiente considerarmos somente os valores de x e y para os quais zy = 1. De fato,
se xy # 1, como zy > 0, existe t > 0 tal que

hSA

(zy)t =1 & (xy)

1 1 1
Yi=1o (atr)(pe) =1.
Logo, devemos mostrar que a desigualdade

1 1
1< —aP + —y9,
p q

se verifica para todos os nimeros positivos x e y tais que xy = 1. Para tanto, devemos determinar
o minimo da funcao

1 1
flzy) = =2+ -y,
p q
sujeito a restricdo zy = 1. Este minimo existe e ocorre em um ponto (z,y), onde z # 0 e y # 0.
Seja

1 1
F(z,y) = 2 + —y? — Azy
p q

Por derivacao parciais, obtemos,
Pl =y =
Y (2.3)
yi = — Az =0.
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Multiplicando estas duas ultimas equagoes por x e y respectivamente, obtemos:
=Xeyl=A\

Considerando estes resultados, como fato que xy = 1 resulta que x = y = 1. Portanto, o valor

L — 1. Assim,

minimo da fungao f(z,y) é igual a % + 3

1 1
1< f(z,y) = —2P + -y,
p q

ou seja,
1 1
1< —aP 4+ —y,
p q
quando zy = 1.
Portanto,
Pyl
ry < — + —.
D q

para todo z,y > 0 e p,q > 0 tais que %—F%: 1.

Desigualdade de Holder

Sejam p e ¢q tais que 1 < p,q < oo e %—i—% = 1. Sejam (x;), (y;), @ = 1,...,n nimeros reais
positivos. Provemos a desigualdade de Holder

n

n 1 n 1
inyz < (fo)p : (ny)q-
i=1 i=1

=1

Demonstracao. Para o caso em que pelo menos um x; ou y; for igual a zero a desigualdade é clara.

Suponhamos que pelo menos um dos x; e y; seja diferente de zero.

Considere
Xg Yi

(2 at)” (Zv)”

xr =

Pela desigualdade de Young, obtemos:

1
(Z?zle)i (sow) 7 (Z?zle);’




Somando as desigualdades acima para ¢ = 1, ..., n, obtemos:

1 1 <" 1 1
. xAy.)g,Jr,_
: ;” poq

(Zria?)” (Zrw)

B =

Desta desigualdade e do fato de ser % + % = 1, obtemos:

n

S s ($)" (35

=1

1
q

Desigualdade de Minkowski

Sejam p > 1 e (z;), (v;),7 = 1, ...,n, niimeros reais. Prove a desigualdade de Minkowski

LA

n n 1 n 1
(Sl wil)” < (D lail?)” + (D lwel?) "
=1 =1 =1

Demonstragdo. Sejam p,q > 1, tais que % + % = 1. Dai temos p =1+ g.
Note inicialmente que para quaisquer xz;,y; € R, temos:

D p P D
lz; +yil? = |2 + yil o +yil e < [lza] + yill |25 +yil e = |2l + gl + |yillzi + il

Assim, temos

n n n

P p
> i ul? <l |z Fyile > il |z + il (2.4)
=1 =1 =1

Agora, usando a desigualdade Holder, vamos estimar cada parcela do segundo membro de 2.4

De fato,

n v n 1 n N n 1 n 1
Stal fwi+wl < (D laal?)” (30 (Jz+ vl ) )" = (X beal) " (X Joi 4 mil?) "
=1 =1 =1 =1 =1

69



isto é,

n » n 1 n 1
Slal i+ wil < (D lwal?)” (D s+ b)) "
=1 =1 =1

Analogamente, obtemos:

n » n 1 n 1
Sl i+ wilt < (D lwal) " (D i+ wil?) "
i=1 i=1 i=1
Substituindo 2.5 em [2.4] obtemos

1

n n n 1 n 1
Z|$i+yz‘|p§ [<Z|$i|p)p<2|yi|p)p] ' (Z’$i+yi|p>q'
i=1 i=1 i=1 i=1

ou

1

n 1_1 n n 1
(Z\xrf—yﬂp) qS(Z’$i|p)p<Z|yi|p>]g.
i=1 i=1 i=1

1 1
Agora, usando o fato que 1 — — = —, obtemos desta tltima desigualdade
qQ p

(Z |z +yi|p)p < (Z\fvﬂp)p (Z Iyilp)”.
i=1 i=1 i=1

(2.5)

(2.6)

Abaixo, consta uma aplicacdo do Método Multiplicadores de Lagrange, utilizada no Dimensi-

medida. Tal problema, foi retirado de um artigo.
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2.2.3 Aplicacao principal: emprego da ferreamenta ”Multiplicadores de La-
grange”’no dimensionamento econémico de reservatérios e vasos de pressao
segundo normas API (American Petroleum Institute)

Um dos grandes desafios da Engenharia nao estd somente em dimensionar maquinas e equipa-
mentos seguros e eficientes, ma também que sejam idealizados dentro de parametros econdémicos.
Por outro lado, a busca incessante de projetos de baixo custo nao deve afetar o desempenho e
demais itens de seguranca. Desta forma, esta andlise exige uma visao global dos estudos técnico e

econdémico procurando a otimizacao do conjunto.

Classifica-se neste estudo as variaveis envolvidas para determinacao das dimensoes ideais de re-
servatérios atmosféricos ou vasos de pressao construidos conforme normas API, gerando expressoes
matematicas que resultam nas dimensoes ideais para obtencao da minima drea externa em funcao

de uma dado volume desejado.

Faz se finalmente a andlise desse estudo atual, mostrando que mesmo sendo esta ferramenta
amplamente conhecida no meio académico, pode gerar uma contribuicao técnica referente a fa-

bricacao.

Aplicagao da ferramenta ”Multiplicadores de Lagrange”teoria dos maximos e minimos
condicionados.

Utilizando-se da teoria dos méximos e minimos condicionados, com emprego do Método dos
Multiplicadores de Lagrange (), para a resolucao de problemas frequentes nos quais se deseja o

maximo ou o minimo de uma funcdo que serao apresentados dois exemplos.
Descricao resumida do método:

Toma-se a fungao dada z = f(x,y, z) e a condicao desejada qualquer g(z,y, z) = 0 e procura-se
formar uma nova fungao F'(x,y, z, \) onde () é uma nova variavel chamada parametro, denominada

Multiplicador de Lagrange de modo que

F(377y727>\) :f(xvyaz) +)\g($,y,2’)

O numero de Multiplicadores de Lagrange (\) serdo em mesmo nimero quanto o sdo os das

condicao. Para descrever melhor o método faz-se a realizagdo de um problema passo a passo.

Problema 2.1. Reservatdrio cilindrico vertical com tampo inferior (fundo) e tampo superior (teto)
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do tipo conico com angulos distintos, construidos conforme norma API Observe as figuras e

21

c.L
h i
; A
; a?
| \ h2
} A
"
A
A : p
i al
h i
/i D2=r

Figura 2.8: Reservatorio atmosférico construido conforme norma API
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DR2=r i

Figura 2.9: Nomeclatura identificadora das dimensoes dos tampos do reservatério segundo API

Neste problema vamos focar no dimensionamento econdomico do reservartorio construidos se-
gundo normas API, com interesse na minima drea em fun¢do de uma condi¢cdo desejada, neste

caso o volume util.
Solucgao:

Observe que a figura 2 representa os tampos da figura 1, e tem o formato de um cone, assim,

vamos determinar o volume do cone (V) e a drea do cone (S.).

Volume do cone:

2
v. = T2 (2.7)
D? D
= WT 3 tan(o). (2.8)

Area do cone:
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Se = 7wr(r+g) (2.9)

= wrl 4 7rg (2.10)
D2 D

- .2 o 2.11

T Ty (2.11)

Como nao vamos utilizar a drea da base, entdao, s precisaremos da drea lateral do cone (Sl.),

ou seja:
D
Slc:ﬂ"E -g. (2.12)
Note que:
D
cos(a) = 2 (2.13)
g
D
= —. 2.14
g 2 cos(a) (2.14)
Dai, temos que:
wD?
lo= ————. 2.1
S 4 cos(a) (2.15)

1° Passo:
Determinar a funcdo a que se deseja minimizac¢ao.

Em nosso caso especifico deseja-se a minima drea do tanque para que contenha um determinado

volume.

Area Total (St)= Area do costado + Area dos tampos, ou seja:

Sp=nDH + (”T) : (Coszal) + Coszaz)) , (2.16)
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2° Passo:
Determinar agora a condi¢do para que a func¢do St deve ser atendida.
Em nosso caso especifico deseja-se que o tanque possua determinado volume til.

Volume 4itil (V)= Volume da parte cilindrica + Volume do fundo, ou seja:

7D?H w2 D
— Zq. = 2.1
\% 1 + D : tan(aq) (2.17)

wD?

Vo= <H+Iﬁjtan(a1)). (2.18)

3° Passo:

Determinar as dimensées do tanque no espago se referenciando aos eixos ortogonais x, y e z.

Determinacao das dimensdes bdsicas em coordenadas retangulares.

Figura 2.10: Dimensoes do tanque no espaco se referenciando aos eixos x, y € z

4° Passo:

Determinar a fungdo e a condicdo fornecidas no 1° passo e 2° passo obedecendo as dimensoes

do tanque se referenciando aos eizos x, y e z.

Fungio (Area Total):
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£ N oo

cos(ap) = cosag)
2

f(z,y,2) = mzz+ ﬁw(al) + 4 cos(ag). (2.20)

Condigao (Volume):

2
v = T (z+%tan(o¢1)), (2.21)
2 3
Tz ma® tan(aq)
V = . 2.22
4 + 24 ( )
5° Passo:
Trata-se de um problema de minimo condicionado. Vamos minimizar f(x,y,z) = mxz +
| feos(az) sujeit dici
— s(ag) sujeito a condigdo:
4 cos(aq) 2) 5 ¢
2 3 2 3
mxtz  mx® tan(aq) mrcz  wa® tan(aq)
V= & = -V
6° Passo:

Note que f e g sio de C*, assim, aplicando o método do multiplicador de Lagrange, temos que:

Vf(z,y,z) +AVg(z,y,z) = 0. (2.23)

O resultado fisico da expressio [2.23 é que resultard na obtencao do ponto de minimo que é o

objeto de estudo.

Calculando, temos que:

2
T
Vi(z,y,z) = (TFZ + Tcos(ar)
2rxz  3mxtan(aq) 7T:c2>

/\Vg(x,y,z):>\< 4 + 24 7077

+ 4 cos(ag), 0,77:1:)
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7° Passo:

Resolver o sistema:

2 2nxz  3mrtan(aq)

e
— +4 0 =A
(WZ+4cos(a1)+ cos(aa), ,mc) ( T o1

rx?z  madtan(oy)

V=" 24
2rx 2rxzA 3mxtan(og)A
—_— 4 p—
7r2+4cos(041) + 4 cos(az) 1T 21
T2\
T =
V= mx?z  madtan(on)
4 24
Dai, temos que:
SED)
T =
4
xm
1 = Do
4
4
xr=—.
A
Por outro lado, temos que:
2nx 2rx 2rxzA  3mz? tan(aq)A
Tz + + =
4cos(aq)  4cos(az) 4 24
4 4 4 16
2rx— 27— 2 -2\ 3m tan(an)A
mrt——A A A A o
4cos(aq)  4cos(az) 4 24
27 27 27 tan(aq)
-9 i\ 74
Tt A cos(a + A cos(ag e A

(1),
TN cos(ay  cos(az) — tan(aq)

7

)

)

7T$2

4

)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
(2.29)

(2.30)

(2.31)



2 1 1
=2 (COS oot tan(a1)> . (2.32)

Substituindo e em V., temos que:

Vo= y + 5 (2.33)
8w 1 1 87 - tan(aq)
= — —t _ 2.34
A3 <cos(a1) * cos(az) an(a1)> + 3A3 (2:34)
8m 1 1 tan(ay)
= — —t . 2.35
A3 <cos(a1) * cos(az) an(an) + 3 ) (2:35)
Assim, temos que:
8T 1 1 2
V== —=-t . 2.36
A3 (cos(al) * cos(ag) 3 an(oq)) (2:36)

Resolvendo a equagdo[2.36 para uma determinada situacao especifica, sendo informado somente
Volume Util (V) desejado e os angulos de inclinagio do Fundo (a1) e do Teto (az), e encontraremos

o valor especifico de (\), e consequentemente teremos conhecidos os valores de:

Diametro,
4
D=2=—. 2.37
r=1 (2:37)
Altura,
2 1 1
H=2=-. —t . 2.
T (cos(al + cos(ag) an(a1)> (2.38)

Como segque exemplificado:

Neste estudo também podemos determinar a realagao ideal entre Altura (H) e Diametro (D),

da sequinte forma:
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Substituindo a equacao[2.37 na equacao temos que:

2 1 1
o= 4 ' (cos(a1 + cos(ag) tan(a1)>
x
z H 1 1 1
z D cos(aq + cos(ag) 2 tan(ay).
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Capitulo 3

Problemas de otimizacao envolvendo
a matematica do ensino médio

Este capitulo, tem como objetivo principal apresentar alguns métodos algébricos acessiveis ao
estudante do Ensino Médio, para resolucao de problemas simples de otimizacao. Dentre estes,
destacam-se a otimizacao de fungoes quadraticas, além de aplicagoes da desigualdade das médias.
A aplicagao dos métodos apresentados é exemplificada por meio de alguns problemas, escolhidos de
maneira a mostrar uma ampla e significativa diversidade que permite a utilizacdo dos métodos aqui
desenvolvidos. Consequentemente, estes métodos podem apresentar alguns conteidos do Ensino
Médio de uma forma interessante, despertando o interesse dos alunos, pois, uma vez bem assi-
milados podem tornar-se poderosas ferramentas na solucao de varios problemas, frequentemente
encontrados no préprio cotidiano dos alunos e, inclusive, em olimpiadas de matematica, vestibulares

€ Cconcursos.

Diante desta realidade, cabe ao professor expor seus alunos a situacgées-problema que estimulem
o desenvolvimento da competéncia mateméatica. No desenvolvimento desta competéncia, os pro-
blemas sao fundamentais, pois permitem ao aluno colocar-se diante de situagoes que possibilitem
o exercicio do raciocinio légico, pensando por si proprio, sem a utilizacdo de regras e férmulas
padronizadas. O Ensino da Matemadtica deve, dentre os principais objetivos, desafiar os alunos
e incitar a curiosidade através da apresentacao de problemas compativeis com os conhecimentos
destes. Assim, o professor deve auxilid-los por meio de indagacoes estimulantes que objetivem o
desenvolvimento de um pensamento critico e auténomo. Mais do que o ”simples”’dever de ensinar,
o professor encontra-se diante de um novo contexto sécio-cultural em que o aluno possui facil acesso
a informacao, tornando-se desafiador mostrar e ressaltar a importancia da Matematica. Utilizar

problemas desafiadores que estimulem a curiosidade e o raciocicio-l6gico pode ser uma maneira de
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aumentar o interesse pela Matemaética.

A seguir serao apresentados alguns métodos algébricos para solucao de problemas de otimizacao,
dentre eles, destacam-se a desigualdade das médias, que praticamente nao sao explorados no Ensino
Médio.

3.1 Maximos e minimos de funcoes quadraticas

Nas atuais orientacgoes curriculares para o Ensino Médio, os problemas de méximos e minimos
usualmente explorados quase sempre estao ligados as fungoes quadraticas. Nestes, a tarefa mais
dificil é achar a funcdo que modela o problema, feito isso, resolver o problema resume-se a en-
contrar as coordenadas do vértice do grafico da funcdo. A seguir serd apresentada uma breve
andlise da forma canonica destas fungoes com o objetivo de encontrar as coordenadas do vértice,

consequentemente, o seu valor maximo ou o seu valor minimo.

Dada a funcido quadritica f(z) = ax?® + bz + ¢ com a, b e ¢ nlimeros reais e a # 0, note que

valem as seguintes igualdades:

Como x € R, o primeiro termo na expressao anula-se apenas para x = 20" Logo, conclui-se
a

que:

—b
(i) Se a > 0, o menor valor de f(z) ocorre quando x = —.

(ii Se a < 0, o maior valor de f(x) ocorre quando = = 5
a
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Observe um problema onde este resultado pode ser usado:

Problema 3.1. Os alunos de uma escola alugaram, para uma festa de formatura, um saldo de
eventos com capacidade para 150 pessoas. Cada aluno comprometeu-se, de inicio, a pagar R$
10,00. Caso a lotacdo do estabelecimento ndo fosse atingida, o gerente propos que cada aluno que
comparecesse pagasse um adicional de R$ 0,50 por lugar vazio. Qual deve ser a quantidade de

alunos presentes a festa de formatura para que a receita seja mdrima?

Solugao: Seja x o nimero alunos na festa, tem-se que a receita(R) é dada, em reais, pela fun¢ao:

R(z) = z[10 + 0,5(150 — z)] = —0, 522 + 85z

Logo, a solucdo do problema se resume a determinar o valor de x para que a func¢do atinja seu
—85

m, ou seja, quando x = 85.

mator valor, isto ocorre quando x =

Portanto, o nimero de alunos que devem estar presentes na festa para que a receita seja mdxima

é 85, neste caso a receita serd igual a R$ 3612, 50.

Nos cursos superiores de Matemadtica ou areas afins os problemas de otimizacao costumam ser
resolvidos com o uso de derivadas, ja no Ensino Médio a maioria destes problemas conduzem a uma
funcédo quadratica, cuja solucao foi analisada nesta secao. Porém, existe uma ampla quantidade de
problemas que podem ser resolvidos usando outros recursos algébricos, tipicamente expressos por

meio de desigualdades. Algumas destas serao discutidas a seguir.

3.2 A Desigualdade das Médias

A desigualdade das médias, por exemplo, mostra-se muito util na solucdo de alguns problemas
de otimizagao. Geralmente, no Ensino Médio, estas médias sao tratadas no conteido de Nogoes de
Estatistica, onde as aplicacoes restringem-se ao seu simples cdlculo com base em informacoes dadas

em graficos ou tabelas. A definicdo destas médias sera apresentada a seguir:

Definigcao 3.1. Sejam ay,ao, ..., a, nimeros reais positivos. Define-se:

ayr+az+...+an

(i) A média aritmética (mg) de ay,az, ...,a, como o nimero
n

(ii) A média geométrica (my) de a1, az, ...,a, como o nimero {/a1az...an.
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) 7/ . A . e n

ii) A média harmoénica (my,) de a1, as, ...,a, como o nimero i T T
=
al a9 (07

@

af+aj+..+ad
n

iv) A média quadrdtica (my) de a1, as, ..., a, como o ndmero
q 9 I y Yn

Uma vez definidas, existe uma importante relacao entre estas médias, apresentada no seguinte

teorema:

Teorema 3.2.1. Desigualdade das Médias Para toda colegcao de nimeros reais positivos ai, aa, ..., Gp—1

e ap, verificam-se as sequintes desigualdades:

mp(a1,az,...,an) < mg(ar,as, ..., an) < mgar, az, ...,an) < my(ar,as, ..., an).
Além disso, em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se, a1 = ag = ... = Gy

Vérias e interessantes demonstragoes destas desigualdades para n niimeros podem ser encon-
tradas em Oliveira[l11]. Porém a demonstragao aqui apresentada serd restrita ao caso que envolve

apenas dois nimeros reais positivos, sendo perfeitamente acessivel aos alunos do Ensino Médio.

Demonstragao. Sejam a; e az dois nimeros reais positivos quaisquer. Para mostrar que my < myg,

basta observar que

a1+ a a1 + az — 2 /a1as a1 + \/az)?
ma—mg:%_mz > :(\/> 2\/>) 20

Como m, —my, ¢é nao negativo, segue que my < m, para quaisquer a; # as e a igualdade ocorre

quando a1 = ag. Para mostrar que m, < my, observa-se que

(a1 —ag)?> >0 a? — 2ayas + a3 > 0

Qa% + Qag > a% + 2a1a9 + a%
2 2 2
aj + a3 > <a1 —|—a2)

[

2 2
[ 2 2
ai +a5; _ a;+a
— > .
2 - 2
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Observe que esta tultima implicagao é valida porque ap e as sdo numeros positivos, nota-se

também que a igualdade ocorre quando a; = as.

E, finalmente, para mostrar que m; < my, aplica-se a desigualdade m, < m, aos nimeros

positivos — e —, de onde tem-se que
al a9
1 1
1 1 671 + ;2 1 a1 + ao 2aia9
o< 92 < < Vaias.
ai as 2 \/a1a2 2a1a9 a1 + as

que completa a demonstracao, pois

O]

Problema 3.2. Uma lata cilindrica € feita para receber 1 litro de dleo. Encontre as dimensoes que

minimizarao o custo do metal para produzir a lata.
Solucgdo:

A ideia € tentar exprimir uma funcdo de acordo com a situag¢do proposta pelo problema, e, se

possivel, colocd-la em funcdo de uma unica varidvel dependente.

Finalmente, escolhe-se um método algébrico que permita minimizar a fungdo encontrada. O

volume da lata cilindrica é fixo e igual a 1 litro, ou seja, 1000cm3. A expressio que determina
o volume do cilindro ¢ V. = wr?h, onde r representa o raio da base e h a altura do cilindro.
Consequentemente,

7r2h = 1000. (3.1)

Por outro lado, a drea da superficie cilindrica € dada por:

A =277 + 27rh, (3.2)

assim isolando h na equacao e substituindo em tem-se

84



1000
2

A(r) = 2mr? + 27 -

2000
= 21 + —

1000
= 2(mr? + ——),com r > 0.
T

r

0
Logo, o objetivo é determinar o valor de r que minimiza mr®> + ——, que pode ser adaptada
r

para uma aplicacdo da desigualdade das médias geométrica e aritmética, observando que

5 1000 5 500 5 000
mre + =7+ — 4+ + —.
r r r
Assim
N 500 n 500
500 500 1000

r T o> P2 2 e 4+ = > 150V/2m,

3 r r r
e a igualdade, que minimiza a expressao, vale eratamente quando os trés termos sao iguais, ou

500
seja, mr? = —. Daf,
r

7rr3:500<:>r3:@<:> Y @
v i

500
Substituindo o valor de r encontrado em|3.1| e simplificando, encontra-se h = 2{| —, ou seja, a
i
altura do cilindro deve ser o dobro da medida do raio da base para que a drea da superficie cilindrica

seja minima e igual a 300/27.

Diante do exemplo anterior, é importante observar que a desigualdade das médias aritmética e
geométrica é muito 1til para estudar fungoes que envolvem somas de poténcias positivas e negativas
de x com coeficientes positivos. Neste caso, pode ser conveniente decompor um mesmo termo em

duas ou mais parcelas de modo que o produto de todas as parcelas resulte em uma constante.

3.3 Abplicagoes:

Problema 3.3. (UE-PI) Um agricultor tem 140 metros de cerca para construir dois currais: um

deles, quadrado, e o outro, retangular, com comprimento igual ao triplo da largura. Se a soma das
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dreas dos currais deve ser a menor possivel, qual € a drea do curral quadrado?
Solugdo:

Seja x o lado do quadrado, logo para construir o curral retangular restaram (140 — 4x) metros
3(140 — 4x) 3(140 — 4x)
——g  ¢¢ largura s

que determina a soma das dreas dos dois currais € dada por:

de cerca, ou seja, o comprimento serd . Assim a funcgdo A(x)

1
Az) = 22 + %(140 — )+ (140 4a),

Logo,

Alzx) = 2%+ %(19600 — 1120z + 162?)

= 2?+ §x2 - @x + —3675
- 4 2 4

722 — 2102 + 3675
4

7
= 1@;2 — 30z + 525)

7
= - 15)% + 525.

Assim analisando a forma canodnica de A(x) observamos que a fung¢ao € minima quando r = 15.

Portanto, a drea do curral quadrado é 225m?2.

Neste problema algumas indagacdes sao relevantes: Por que minimizar e nao mazrimizar a drea
como seria o objetivo de uma situacdo real? Quando € possivel utilizar este procedimento em algum

outro problema?

Problema 3.4. Determinar as dimensoes do paralelepipedo de menor diagonal possivel, sabendo

que a soma dos comprimentos de todas as suas arestas € 12.

Solucao: A desigualdade entre as médias quadrdtica e aritmética pode ajudar a resolver o pro-
blema. Pois, o comprimento da diagonal de um paralelepipedo de dimensdes a, b e ¢ é dado por:
d=va224 b2+ 2, o que sugere o uso da média quadrdtica. Por outro lado, a soma de todas as
arestas pode ser associada a média aritmética. Sejam a, b e ¢ as dimensdes do paralelepipedo, logo

pretendemos minimizar
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d=+vVa2+b24+c2

onde d representa o comprimento da diagonal do paralelepipedo. Por outro lado, temos

4a+4b+4c=12<a+b+c=3.

Assim, usando a desigualdade das médias quadrdtica e aritmética temos que

2 2 2
V2 H; te Za+§+0:1:>a2+b2+0223.

Portanto, para minimizar d usa-se a igualdade que ocorre quando a = b = ¢ = 1, ou seja,

quando o paralelepipedo for um cubo de lado 1, a diagonal serd minima e iqual av/3.

Algumas questoes sao pertinentes a respeito deste problema: Quando usar a desigualdade entre
as médias quadrdtica e aritmética? E possivel usar este mesmo resultado para outros poliedros

requlares?

Problema 3.5. (AV2 da disciplina MA12 - PROFMAT - Turma 2011): Uma caiza retangular
sem tampa tem dimensdes x, y e z representando respectivamente o comprimento, a largura e a

altura.

a) Ezprima a drea e o volume da caiza em fungdo de z, y e z.

b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caiza € igual a 32, entdo sua

area € maior ou tqual a 48.

c) Determine as medidas das arestas da caiza de drea minima com volume igual a 32.

Solucgado:

a) O volume da caiza € V = xyz e a drea total é A = xy + 2xz + 2yz.

b) Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica temos,

xy + 2xz + 2yz
3

> Yy - 2uz - 2yz = Y 4ay?22,
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como xyz = 32 (volume da caira) conclui-se que:

xy + 2xz + 2yz
3

> /4322 = /4096 = 16.
Consequentemente, xy + 2xz + 2yz > 48 como pretendia-se mostrar.

c) Como xy + 2xz + 2yz > 48 tem-se pela desigualdade das médias aritmética e geométrica que a
igualdade s6 ocorre quandoxry = 2xz = 2yz, ou seja, x =y = 2z. Fazendo x = a obtem-se que
a-a- % = 32, consequentemente a® = 64 => a = 4. Portanto, as dimensées do comprimento,
da largura e da altura que minimizam a drea total da caiza sdo respectivamente iguais a 4, 4

e 2.

E importante ressaltar que as industrias (principalmente do setor alimenticio) fazem este tipo
de cdlculo para minimizar o custo das embalagens de determinados produtos. Pode-se utilizar
esta ideia para minimizar o material gasto em alguma embalagem, por exemplo, uma caixa de

leite, com volume fizo igual a 11 e fazer alguma indagacdes com base na resposta encontrada.
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Apéndice A

Introducao a topologia do R"

Inicialmente faremos breves defini¢bes sobre a topologia do R™, que contribuirdo para o nosso
objetivo final, isto é, obter os principais resultados da teoria de maximos e minimos nao condicio-
nados e maximos e minimos de fungoes condicionados, através de Multiplicadores de Lagrange. E,

enfim, aplicar tal teoria em algumas aplicagbes para problemas cotidianos.

A.1 O Espacgo vetorial R"

Seja n € N. O espaco euclidiano n-dimensional é o produto cartesiano de n fatores iguais a R:

R"=RxRx---xR.

n vezes

Os pontos de R" sao as n-listas © = (x1,-- ,x,) cujas coordenadas z1,- - - , T, s80 numeros reais.

Dados z = (21, -+ ,xn), y = (Y1, ,Yn) em R™ e um numero real A, definimos a adi¢do x + y

e a multiplicacdo por escalar A - x por

r+y = (T14+y, - Tn+Yn),
Ax = (Axg, -, Azy).

Com estas operagoes, o R é um espago vetorial de dimensao n sobre R, no qual o elemento neutro

para a adigao é 0 = (0,---,0) e o simétrico de x = (x1, -+ ,xy) é —x = (—X1, -+, —Tp).

Os elementos de R™ serao as vezes chamados de pontos e as vezes de vetores. Destaca-se a base

canénica {e1,--- , ey}, formada pelos vetores

61:(1?07"'70)7 62:(0717"'70)7"'7 6n:(0703"'a1)7
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que tem uma coordenada igual a 1 e as outras nulas. Para todo = (x1, ..., x,) em R", temos:
r=x1€1 + ... + Tpepn.

Teorema A.1.1. Sejam L(R";R™) o conjunto das aplicag¢oes lineares T : R™ — R™ e o conjunto
M(n x m) das matrizes reais (a;j) com n linhas e m colunas. Existe uma bijecdo natural entre os

conjuntos L(R™;R™) e M(n x m).

Demonstragao. De fato, dada T' € L(R™;R"), seja Ar = (a;j) a matriz cuja j-ésima coluna é o

vetor coluna (Te;)!, onde {eq, ..., e} é a base canonica de R™.
n

T(e;) = > ayef (j=1,..,m),
i=1

onde {ej,...,e;} é base canonica de R™. Assim, defina a funcao

¢: LR™RY) — M(nxm)
T — AT,
dada A € M(n x m), seja T4 € L(R™;R™) definida por

n
Ta(w) = | Y aijzj,--- Y anjz;
j=1

J=1

Como Ta(ej) = (aij, -+, an;), temos que a aplicagao ¢ é sobrejetora.
Além disso, ¢ é injetora, pois se ¢(1T') = ¢(L), entao T'(e;) = L(e;) , j =1,--- ,m e, portanto,
T(z)=x1-T(e1)+ -+ xy - T(em) = L(x),
para todo = (x1,- -+ ,x;,) € R™.

Agora, escrevendo as entradas de uma matriz A € M(n x m) na forma de lista, podemos
identificar A como um ponto do espago euclidiano R™". Assim, M (n x m) pode ser visto como um

espaco vetorial real de dimensao nm, no qual as matrizes

N
S
)
—

N

E

Akl = (afjl), 1 < k

onde

formam uma base natural.

91



Além disso, como ¢ é uma bijegao, podemos induzir em L(R";R"™) uma estrutura de espago
vetorial, para a qual 7%, 1 <k <n el < m, onde T%(¢;) = ¢} e T (ej) = 0 se j # [ é uma base

natural.
Podemos, assim, sempre que for conveniente, substituir £(R™;R™) ora por M (n x m), ora por

e No caso particular em que n =1, L(R™;R) é o espaco vetorial de dimensao n formado pelos

funcionais lineares R™ em R, para o qual {m,- - ,m,} é uma base, onde

l,e=3j
ou seja,
n
i X (X1, ey T) = Zxﬁri(ej) =z
i=1
é a projecao de R™" sobre o seu i-ésimo fator.

O espago L(R™;R) = (R™)* é chamado espaco dual do R™ e, a base {71, ..., ™} constituem a

base dual da base canonica de R™.

Definicao A.1. Sejam E, F,G espacgos vetoriais reais. Uma aplicacdo ¢ : E x F — G chama-se

bilinear quando € linear em relagdo a cada uma de suas componentes. Ou seja:

oAz +2',y) = do(z,y) + o(a’,y)
e plz,ay+vy) = ap(z,y)+e@@,y).

Definicao A.2. Uma aplicagao bilinear ¢ : E X E — G € simétrica quando

o(z,y) = oy, )
Produto interno e norma

Definicao A.3. Seja E um espago vetorial real. O produto interno em E é uma aplicagdo (-,-) :

E x E— R que satisfaz as sequintes propriedades:

1. (z,y) = (y,z),

2. (x+2',y) = (z,y) + (2',y),

92



3. {ax,y) = afz,y) = (z,09),
4. {x,xy >0, sempre que x # 0,
para quaisquer T, ', y € E e A\ € R. Ou seja, o produto interno sobre E é uma funcdo bilinear,
simétrica e positiva definida.
Exemplo A.1. O produto interno canoénico do espaco euclidiano R™ € dado por
(T,y) = 2191+ TYn,

onde & = (21, ..., Tn) €Y = (Y1, ., Yn)-

Observacao A.l. Dois vetores x,y € R" dizem-se ortogonais quando (x,y) = 0. Deste modo, o

vetor nulo € ortogonal a todos os vetores do espaco.

Definicao A.4. Uma norma num espaco vetorial real E é uma funcdo real || - || : E — R que

satisfaz as sequintes condi¢des:

LAz ]| = [Alf|]l;
2 Iz +yll <zl + llyll

3. ||z|| > 0, sempre que x # 0,

para quaisquer T,y € E e A€ R

Proposicao A.1 (Desigualdade de Cauchy -Schwarz). Seja E um espago vetorial com produto
interno (,) . Entao

(@, y) < =[lllyll, v,y € E,

e a igualdade é valida se, e somente se, = e y sdo linearmente dependentes (LD), onde ||z|| = \/{(x, x)

e lyll = v/ (v, 9)-

Demonstragdo. Suponhamos y # 0 e seja A € R. Como
(@+ Ay, 2+ Ay) = [lz]|* + 2X(z,y) + N]lyl* > 0,
para todo A € R, temos que o discriminante
A = 4z, y)? — 4| ?[lyl* <0
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Logo,

(z,y) < ll=llllyl-
Além disso, (z,y) = ||z]/||y||, se e somente se, A = 0, ou seja, se e somente se, existe A\g € R tal que
X + Agy = 0.
Logo, (z,y) = ||z||||y|| se , e somente se, x e y sao LD.
0
Teorema A.1.2. [|lz]| — [[y]l| < [z — |
Demonstragao. De fato, como
2l =Nz —y) +yll < llz =yl + [yl
e,
Iyl = 11ty — ) + 2| <[l =yl + ||z
temos que
=l —y) +yl <llzll = llyll < Iz —y) +
donde,
[zl =Nyl < ll(z =) +yl.
0
Observacgao A.2. Se(-,-) : E x E — R € um produto interno em E, entao| - | : E — R, dado
por ||z|| = \/{x,x) € uma norma em E.

Exemplo A.2. Se (-,-) € produto interno em R™,

ol = Vo a) =+t a2

é chamada de norma euclidiana do vetor x € R™.

Teorema A.1.3. Hd uma infinidade de normas que podem ser definidas no espaco euclidiano R™.

Dentre elas, temos:

1. A norma do mdzximo :||x||, = max{|zi|, - ,|znl};
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2. A norma da soma : ||x||s = |x1| + - + |20

Além disso, para todo x em R"™,
[2]lm < (2] < [[#]]s < nllz]m

onde ||z|| € a norma euclidiana.

Demonstragdo. De fato, como |z| = /22 + -+ 22 > |z;|, para todo i = 1,--- ,n , temos que
[Z][m < (=]
Agora,
[z][s = |21] + - - + |2n] < n-mazlzi| = nz|m
Finalmente,

n
22 = (21| + -+ |zn)? = o1 P+ 4 znl? +2 ) Jwillyil = a1+ + [2n]® = [,
ij=1

explica que, o] < o]l
OJ

Observacao A.3. As desigualdades no teorema [A.1.3 servirdo para mostrar que as trés normas

sao equivalentes.

Observagao A.4. Uma norma pode nao provir de um produto interno, ou seja, nem sempre existe

um produto interno (-,-) em E tal que

]l = V/(z, 2).

Com efeito, se a norma ||x|| provém de um produto interno (,), entdo vale a identidade do parale-

logramo:
lz+ylI* + |z = ylI* = 201 (z]1* + llylI*)

que diz que a soma dos quadrados das diagonais de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados

de seus quatro lados.

De fato,
lz+yll? = {e+y.z+y) =zl +[yll* +2(z,y)
lz —yl* = {&—y.x—y)=lzl” + Iyl - 2(z,y)
= lz+yl*+llz—ylI> = 2(l=l” +llylI*)
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Com isso, podemos mostrar que as normas |- ||m e ||-||s em R™ ndo provém de um produto interno:

se ey e ey sdo vetores da base canonica do R™, temos que

lex + e2l7, + ller — eall, = 1+ 1 =2 # 4 = 2(lex|l7, + lle=]7,)

ler +eall2 + ller — el 2 =4+4=8%#4=2(|ex]|? + [le2]|3)-

Bolas e conjuntos limitados
Definicao A.5. Num espaco normado M, definimos os sequintes conjuntos:

1. Bola aberta de centro a em M e raio r >0 ;B(a,r) ={x € M/||x —al < r};
2. Bola fechada de centro a em M e raio r > 0 ;Bla,r] = {x € M/||z —al| <r};

3. Esfera de centro a em M e raio r >0 ;S[a,r] = {x € M/||x — a|| = r}.

Segue-se que Bla,r| = S[a,r] U B(a,r).

Exemplo A.3. No espago euclidiano R de dimensao 1, temos que Bla,r] = [a —r,a+r],S[a,r] =

{a —r,a+r},B(a,7) = (a—r,a+7).

Observagao A.5. A forma geométrica das bolas e esferas, em geral, depende da norma que se

usa.

Por exemplo, se considerarmos o plano R?, com a métrica euclidiana, teremos: B((a,b),r) =

{(z,y) € R?/(z — a)?* + (y — b)? < r} (disco aberto de centro (a,b) e raio r > 0.)

B((a,b) 1)

Figura A.1: Bola com a métrica Euclidiana.
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E se considerarmos, R? com a métrica do mdrimo, teremos: By,((a,b),r) = {(z,y) € R?/|z —

al|<rely—b<rt=(a—ra+r)x (b—rb+r)

b+ rll

©

a-r a+r

Figura A.2: Bola aberta, em relagao a norma do maximo.

Finalmente, se tomarmos R* com a métrica da soma, teremos: B((a,b),r) = {(x,y) € R?/(x —

a)? + (y —b)2 < r} (disco aberto de centro (a,b) e raio r > 0.)

a-r a atr

Figura A.3: Bola fechada com relagao a métrica da soma.

Teorema A.1.4. De um modo geral, a bola aberta By,(a,r) C R™ definida pela norma ||x|m =

mazx{|zi|, - ,|zn|} € 0 produto cartesiano (a1—r,a1+r)x---X(an—7, an+r), ondea = (a,--- ,an).
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Demonstracao. De fato,

x= (21, ,2p) € Bpla,r) <= |z1—ai|<r -, |zy—an| <7
<~ z1€ (a1 —ra1+71), 20 € (A — T8 + 1)
— (x1, - ,xp) € (a1 —1ya1+7) X -+ X (an —Tyan + 7).

O]

Definicao A.6. Um conjunto X C R™ € convexo quando contém qualquer segmento da reta cujos

extremos pertencem a X, ou seja,
z,y € X = [z,y] C X.

Exemplo A.4. Todo espaco vetorial E C R™ é convexo.

Teorema A.1.5. Toda bola aberta ou fechada de R™, com respeito a qualquer norma, € um conjunto
convexo.
Demonstragao. Sejam z,y € B(a,r). Entao, ||z —al <7 e ||y —a|| <r. Logo,
A=tz +ty—al =[[A-tr+y— 1=ty —(1-t)a—tal| <[(1 =)z —a)| + [ty —a)| =7
para todo t € [0, 1], pois 0 < ¢ < 1.
De modo andalogo, podemos provar que a bola fechada é convexa.
O

Definicao A.7. Um subconjunto X C R" € limitado com respeito a uma norma em R™ quando

existe ¢ > 0 tal que ||z|| < ¢ para todo x em X, ou seja, quando existe ¢ > 0 tal que X C Blo, c].

A.1.1 Sequéncias convergentes e de Cauchy

Nesta secao, estudaremos quando uma sequéncia de pontos em R™ é convergente ou de Cau-
chy. Tais sequéncias serao uteis para obtermos informacoes que serao estudadas na teoria das

aproximagoes sucessivas.
Definicao A.8. Uma aplicagao x : N — R" é chamada sequéncia em R™ e serd denotada por
(l’m) ou (xm)mEN oy (xlvl‘Qv Tyt )
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Observacao A.6. Observe que z,, € R", entao x,, = (z}", 25", -+ ,x"), para todo m € N.

1
Exemplo A.5. Consideremos x,, = <,sen(m)>, para todo m € N. Assim, (r,,) € uma
m

sequéncia em R?
Definicao A.9. Dizemos que (z,)€ limitada se existir v > 0 tal que ||zy,| < T, para todo m € N.

Mostraremos uma outra maneira de definirmos uma sequéncia limitada através das coordenadas

de seus valores.

Teorema A.1.6. (Z,,)men € limitada em R™ se, e somente se, (x!"

M™men € limitada em R para

todo i =1,2,--- ,n, onde Ty, = (", 28", -+ ,x"), para todo m € N.

Demonstragdo. Se (T )men € limitada R™, entao existe r > 0 tal que ||z, || < r, para todo m € N.

Logo, pela definicao de norma euclidiana,

(@) 4o+ (2 <

Assim,
(z)2 < r? para todo i = 1,2, ,n e para todo m € N.
Portanto,
|:B;”|2 <rparatodomeNei=1,2,---,n.
Ou seja, (]")men € limitada em R, para todo i =1,2,--- ,n.
Reciprocamente, seja (z]")men. Dali, existe 7; > 0 tal que |z]"| < r;, para todo i = 1,2,--- ,n.

e para todo m € N. logo,

(xfln)2+...+(xm)2gr%+--~+riparatodomEN.

n

Portanto, ||z,| < /7% + -+ +r2 = r, para todom € N.

Exemplo A.6. A sequéncia (z,,) C R, definida por x,, = m ¥ m € N, ndo é limitada.

Exemplo A.7. Umn exemplo de sequéncia limitada € (x,,), onde x,, = % para todo m € N,
m

pois, |xm| < 1 para todo m € N.

Exemplo A.8. A sequéncia x,, = <, sen(m)) para todo m € N é uma sequéncia limitada em
m

R2. De fato,
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1
— <1 e [sen(m)| < 1,para todo m € N. Logo, pelo Teorema |A.1.6]
m

() m € N € limitada.

Exemplo A.9. Seja x,, = (1,m) € R2, para todo m € N uma sequéncia. Usando o Teorema
temos que (x,,) ndo € limitada, jd que a sequnda coordenada do n-ésimo termo desta sequéncia nao

forma uma sequéncia limitada em R.

Definicao A.10. Dizemos que uma sequéncia, em R™, (x,,) € convergente e converge para x € R™
b b

se dado qualquer numero € > 0, € sempre possivel encontrar um numero ng tal que

|xm — || < €, sempre que m > ngy. Neste caso, escrevemos lim x,, = x.

Caso contrdrio, (x,,) € dita divergente.
1

Exemplo A.10. A sequéncia (x,,), definida por x,, = <,2> € R2?, ¢ convergente e converge
m

1
para (0,2). De fato, dado € > 0, seja ng € N tal que ng > — (Propriedade Arquimediana). Logo,
€

1 1
para todo m > ng, tem-se — > —. portanto,
no m

o= (1) 03] - (3] - 22 4 =
Dai, lim z,,, = (0, 2).

Podemos caracterizar a convergéncia de uma sequéncia em R™ através das coordenadas dos

valores desta sequéncia.

Teorema A.1.7. Sejam (z,,) C R™ uma sequéncia e x € R™. Entdo,
limz, =z < limz]" = x;, para todoi=1,--- ,n,

onde v = (z1,%2, - ,Tpn) € Ty = (", 25" -+, 2).

Demonstragao. Dado € > 0, existe ng € N tal que para todo m > ng, tem-se

m .
|zl — x| < ||z — || <&,V i=1,---,n,
Logo,
lim " = x;, para todoi=1,--- ,n.
Reciprocamente, suponha que lim z]" = x;, para todo ¢ = 1,--- ,n. Assim, dado € > 0,existe

ké € N tal que para todo m > ké, tem-se

€

vn

|zt — 24| < , para todoi=1,--- ,n.
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Logo, para ko = max{k{,--- ,ki} e m > ko, encontramos

n 2
ne
lam = a2 = o il < 2
=1

Portanto,
|zm — z|| <€, para todo m > k.

O]

Definicao A.11 (Sequéncia de Cauchy). Dizemos que uma sequéncia (z,,) C R™ é uma

sequéncia de Cauchy se para cada € > 0, existe um ko € N tal que para todo k,l > kg, tem-se
|z — 2 [[<e.

1
Exemplo A.11. A sequéncia (z,,) = <<1, >> € de Cauchy.
m € N

De fato, dado € > 0, existe ng € N tal que n0>%. Com isso, para todo m, k = ngy, obtemos
H I < 11 11 01 1 1 1 <1+1<1+1<
Tm — T €= — =1L ||= a— ===l 4L —+—
m Tk "m k m k m k m k~ nyg mno

Portanto, ||xm — zi|| < € sempre que m,k > ng. Por conseguinte, (x,,) € uma sequéncia de

Cauchy.

Exemplo A.12. A sequéncia ((0,m)) C R ? ndo é de Cauchy. De fato, eziste € = & > 0 tal que

para todo ng € N, encontra-se ng,ng + 1 = ng que satisfazem
1
10, 70) = (0,m0 + 1)[| = [|(0, =1} =1 > 5

Portanto, (xy,) nao € de Cauchy.

Mostraremos que podemos verificar se uma sequéncia é de Cauchy avaliando os valores de suas

coordenadas.

Teorema A.1.8. Seja (z,,) C R™ uma sequéncia. Entao, (z,,) é de Cauchy se, e somente se,
(") € de Cauchy, para todoi=1,--- n.

Demonstragao. Suponhamos que (z,,) é de Cauchy. Entao dado € > 0 existe ng € N tal que para
todo m, k > n, tem-se

lxm — x| <e.
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Consequentemente, para todo m, k > kg, obtemos

|27 — ¥ < ||l2m — x1]| <€, paratodoi=1,--- n.
Logo, (")men é de Cauchy em R, para todi=1,--- ,n.
Por outro lado, suponhamos que (z]")men € de Cauchy, para todo i = 1,--- ,n . Assim, dado

€ > 0, existe né € N tal que para todo m, k > n’, tem -se

2™ — 2| < Vi=1,---,n

=B

Logo, para ng = maxnf) e=1,---,nem,k > n, obtemos

n 2
€
lam = 2l = 3 Ja7" = 2k <nS =
=1

Ou seja, ||zm — x| < €, para todo m,n > ng. Portanto, (z,,) C R™ é de Cauchy. O
Exemplo A.13. A sequéncia ((1 — cosm,m))men € R? ndo é de Cauchy, pois a sequéncia real
(Mm)men ndo é de Cauchy.

Vejamos, agora, que o conceito de sequéncia de Cauchy é equivalente a ser convergente em R".
Teorema A.1.9. Uma sequéncia (z)ken € de Cauchy em R™ se, e somente se, (xy) for conver-

gente.

Demonstragao: Se (x) é um sequéncia de Cauchy em, entdo pelo teorema anterior, (g;)ren
para todo (i = 1,...,n) é uma sequéncia de Cauchy em R. Como R é um conjunto completo, toda

sequéncia de Cauchy é convergente, ou seja, lim xf = a;; ¢ = 1,...,n. Entao segue pelo teorema
k—o0

A.1.8, klim ¥ =a, com a = (a1, ,a,). A reciproca é imediata.
— 00

A.1.2 Conjuntos abertos
Estabeleceremos a definicao de conjunto aberto no R™, bem como alguns exemplos e algumas

propriedades que os caracterizam. Pretendemos ilustrar tal trabalho para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao de alguns resultados que estao por vir. Porém, para definirmos o que

102



significa um conjunto ser aberto, precisamos saber que tipo de conjunto podemos chamar de bola

aberta.

Definicao A.12. Seja X C R™. Um ponto x € X € chamado ponto interior a X, e escrevemos
T € intX, se existe € > 0 tal que
B.(z) C X.

O congunto intX = {x € R" : x € interior a X} é chamado conjunto interior de X.

Observagao A.T7. E importante destacarmos que intX C X, jd que se x € intX, entdo 3 ¢ > 0
tal que v € Be(x) C X. Consequentemente, x € X.

Definicao A.13. Dizemos que X C R"™ € aberto se X = intX.

Exemplo A.14. O intervalo aberto (a,b) C R € aberto. Pelo que foi destacado anteriormente

temos que int(a,b) C (a,b). Seja c € (a,b). Desejamos encontrar € > 0 tal que
cte<b=e<b-ce

c—e>a=e< Cc—a.

Basta tomar € = min{b—c,c—a}, dai temos que Bc(c) = (c—¢€,c+€) C (a,b). Logo, c € int(a,b).
Assim sendo, (a,b) C int(a,b). Portanto (a,b) = int(a,b), isto é, (a,b) € aberto.

Exemplo A.15. Considerando o conjunto [a,b), vemos que ele ndo € aberto, pois a € [a,b), mas
a ¢ int[a,b), jd que (a —€,a) C (a — €,a + €) contém pontos que nao estio em [a,b), para todo

€ > 0.
Exemplo A.16. O conjunto A = {(z,0) € R? : 2 € (0,1)} ndo € aberto em R2. De fato, seja
(z,0) € A, para todo € > 0 temos que Be((z,0)) € A, pois <:U, _26) € Be((x,0)) e <x, _26> ¢ A.

Exemplo A.17. O conjunto X = {(z,y) € R? : & > 0} € um conjunto aberto em R?. Com efeito,
para (z,y) € X, consideremos B,((z,y)) C X, com r = g > 0. Para provar esta inclusao escolha
(a,b) € B.((z,y)) e note que

o =z < [l(a,b) — (z,y)|| <7

Desta forma

a—x>—-1=—

N8

donde,
r x
a>r——-=—>0.

Isto nos diz que (a,b) € X.
O prézimo resultado nos diz que a uniao (interse¢ao) qualquer (finita) de conjuntos abertos € um

conjunto aberto em R™,
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Teorema A.1.10. Sao verdadeiras as sequintes afirmacades:
i) Se Ay, Ag, -+, Ap, sdo abertos, entdao ()" A; é aberto;

i1)Se (Ax)xrer € uma familia de conjuntos abertos, entdo | Jyc Ax € aberto, onde L é o conjunto de

indices.
Demonstragdo. (i) Se x € (), A;, entdo = € A;, para todo ¢ = 1,2,--- ,m. Com isso, existem
71,72, - ,Tm POsitivos tais que
B, (z) C A;, para todoi=1,2,--- ,m,
pois A; é aberto. Seja r = min{ry,ra, -+ ,rm} > 0. Entao

B,(z) C By,(z) C A; para todo i =1,2,--- ,m,
de forma que,B,(z) C ()%, Ai. Ou seja, z € int (-, A;). Com isso, (-, A; é aberto.

(ii) Seja = € U,y A, entdo existe A\g € L tal que € Ay, que é aberto. Assim existe 7 > 0 tal
que,

B,(z) C Ay, € [ Ax.
AEL

Portanto, x € int (U)\GL A)\). Por fim, (J,o; Ax ¢ aberto.

Vejamos um contraexemplo para a seguinte afirmacao: Uma intersecdo qualquer de conjuntos

abertos é aberto.

-1 1
Exemplo A.18. Seja A, = (, >, para todo n € N. Os Als sao abertos (ver exemplo|A.14]).
n’'n

Note que [, An = {0}, mas {0} ndo € aberto, pois, 0 ¢ int{0}, jd que o intervalo (—¢,€) contém
numeros diferentes de 0, para todo € > 0. Concluimos que uma intersecao qualquer de abertos nao

necessariamente é aberto.

A.1.3 Conjuntos fechados

Retomamos a importancia sobre alguns contetidos topoldgicos de R™, pois, os mesmos tem uma

relagao fundamental com o Teorema do ponto fixo para contragoes ou ainda com o Método das

104



aproximagoes sucessivas, um desses resultados é a ideia de conjunto fechado. Assim sendo, nesta
secao, mostraremos tal definicao como também outros aspectos importantes que estao ligados a
esse assunto e ainda algumas propriedades importantes que regem os conjuntos que satisfazem esta

denominagao.

Definicao A.14. Seja X CR"™. Dizemos que © € R"™ € ponto aderente a X se existe (x,,) C X tal

que lim x,, = x.

1 . 1

Exemplo A.19. Seja X = { 'n € N}. E facil ver que lim — = 0. Dag, 0 é ponto aderente a X .
n n

Observe que 0 ¢ X.

Definicao A.15. O conjunto de todos os pontos aderentes a X serd chamado fecho de X. Deno-

taremos este por X = {x € R" : x € aderente a X}.

Observagao A.8. Veja que X C X, para todo X C R™. De fato, seja x € X e defina x,,, = x,
para todo m € N. Entdo (x,,) é uma sequéncia constante e limx,, = x. Ou seja, v € X. Dessa
forma, X C X. Todavia pode ocorrer X ¢ X, conforme Exemplo .

Exemplo A.20. Seja ||z|| = entdo x ndo pertence a bola aberta B = B,(0), porém é aderente a
1
ela. Com efeito, pondo xp = (1 — z x, para todo k € N. Assim sendo

xr € Br(0), para todo k € N, e limxy = x.
Logo x € B,;(0). Reciprocamente, x € B,(0), entdo x = limxy, com ||zk|| < 7, para todo k € N.
Portanto ||z|| = lim||xzg|| < 7. Conclui-se entao que = € B, (0) se, e somente se |z| < r, ou seja,

B.(0) = B.[0]. O mesmo argumento mostra que fecho de toda bola aberta By(a) é bola fechada

S/

rlal.
Definicao A.16. Dizemos que X C R" € fechado se X = X.

1 _

Exemplo A.21. O conjunto X = { 'n € N}, nao € fechado, pois, 0 € X, mas, 0 ¢ X, isto ¢,
n

X £X.

Exemplo A.22. Vamos provar que B,(x) = B[xg]. Seja y € S,[x], entio ||y — x| = r. Vamos

n

)
provar que y € B,(x). De fato, seja () C tal que definida por

R
) (y — x), para todo m € N.

(1= L) 1=l = (1- L) r<rvmen
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Ou seja, (xym,) C By(z). Além disso,

lim zp=2+y—2z)=y

m—ro0

Ou seja, y € B.(x). Com isso, B,.(x) C B,(x).Agora, seja z € B,(x), entdo € (x,,) C B.(x)

tal que lim ||z, — x| = ||z — z|| .Assim,
m—»r00
P> m ool = |z - al,
—00

pois || Ty — || > 7. Por fim, ||z — x| < r. Isto €, z € By(z)= By(z) .

Analogamente , prova-se que Sy|x] = s,[X].

Teorema A.1.11. Seja X CR"™. Entdox € X &V € > 0, tem-se que Be(x) N X # (.

Demonstragao:

Se # € X, entdo existe (r,) C X tal que limz, = x. Assim sendo,dado € > 0, existe ng € N

tal que para todo n > ng, temos z,, € B.(z). Consequentemente,

Be(z)n X #0.

Reciprocamente, uponha que
B (z)N X # 0, para todo € > 0

Assim sendo, temos que
Bi(z)NX #0, para todo n € N.

1
Logo, existe (z,) em X tal que ||z, — x| < —. Passando o limite, quando n — oo, obtemos
n

0 < lim ||z, — x| < 0. Dessa forma, lim x,, = z. Isto nos diz que z € X.

Teorema A.1.12. X CR" ¢ fechado se, e somente se, X¢ =R" — X € aberto.

Demonstragdo. Se X é fechado, entdo X = X . Seja x € X°¢. Entdo, x nio pertence X = X, ou
seja, existee > 0 tal que Bc(z) N X = (). Logo, B.(xz) C X€ e isto mostra que X¢ é aberto.

Reciprocamente, Suponha que X¢ é aberto e tome z € X, como X¢ é aberto, entdo X¢ = int X¢.

Ora, se x nao pertence X, entao X € X¢, logo existe epsilon > 0 tal que B.(z) C X°¢. Portanto,
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Be(z)NX = () . Isso contradiz o teorema anterior, dessa forma, z € X. Consequentemente, X = X,

isto é, X é fechado.
O
Vamos agora provar que unido finita ( respectivamente intersegao qualquer ) de conjuntos fe-
chados é fechado em R".

Teorema A.1.13. As afirmagoes a sequir sdo verdadeiras:

1. Se X1, -+, Xy, sao fechados, entao U™, X; € fechado
2. Se (X)) € uma familia de conjuntos fechados, entao Nyxep Xy € fechado
Demonstragao. 1. Sejam X1, Xo,-- -, X,, fechados. Entao, Xf,---, X sao abertos, logo (U" X;)¢/ X =
U, CX; é aberto. Assim, U™, X; é fechado.
2. (X)) uma familia qualquer de fechados, entao (N X)) = Ny/X¢ é aberto. Logo, Ny é fechado.

O

Nao é verdade que uniao qualquer de fechados é fechada. Vejamos um exemplo:

Exemplo A.23. Sabemos que B1(0) = U, € Bi[z]. Assim, ndo € verdade que uma uniao qualquer

de fechados € fechada, pois {x} € fechado,Yx € R™ , e B1(0) = By]z]
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