UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS — UFSCAR
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL
EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA — DM

PATRICK THIAGO PASCHOALINO

NUMEROS COMPLEXOS E TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

Sao Carlos - SP
2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS — UFSCAR
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL
EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA — DM

PATRICK THIAGO PASCHOALINO

NUMEROS COMPLEXOS E TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

Dissertacdo de mestrado profissional
apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) — Universidade
Federal de Sdo Carlos, como parte dos
requisitos para a obtencdo do titulo de
Mestre.

Orientacgéo:
Profa. Dra. Luciene Nogueira Bertoncello

Sao Carlos - SP
2018



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
UFL"{OZ- . Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia

Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

“ Foli\émde- If\B;oVagéd

Assinaturas dos membros da comissao examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Disserta¢ao de Mestrado do
candidato Patrick Thiago Paschoalino, realizada em 29/06/2018:

% o

(" Profa. Dra. Ires Dias _“

USP
N
(L agnd
Phota—Dra=VeratucrCarbone
UFSCar \




Aos meus pais — Dona Deusa e Seu
Valdir — pelo incentivo, valores
ensinados e pelo amor verdadeiro



AGRADECIMENTOS

Agradeco

A Deus pela vida, saude e por permitir a realizacéo deste trabalho.

A minha familia, por toda estrutura, tanto material quanto emocional, para que

pudesse chegar até aqui.

Aos colegas do curso que fizeram esta caminhada se tornar mais agradavel e

divertida.

A todos os professores, por suas aulas, atencdo e ensinamentos que nos tornam

profissionais e pessoas melhores sempre.

A Professora Luciene Nogueira Bertoncello, por sua competéncia, paciéncia e
orientacao prestada na elaboracéo deste trabalho.

A CAPES, pelo apoio financeiro.

MUITO OBRIGADO A TODOS!



“Nunca saberemos o quéo forte somos até

gue ser forte seja a Unica escolha”



RESUMO

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de uma sequéncia didatica para a
apresentacao do conjunto dos niumeros complexos aos alunos da terceira série do
Ensino Médio. As atividades realizadas priorizaram a abordagem geométrica, visando
a aplicacdo das operacdes em transformacdes geométricas de figuras (rotacéo,
translacdo e homotetia), o que representa uma das situacdes de aprendizagem do
Caderno do Aluno. Estas atividades foram realizadas com o intuito de minimizar a
resisténcia e o desinteresse apresentados, na maioria das vezes, pelos alunos em
relagdo ao conteudo “Numeros Complexos”. Foram realizados estudos preliminares

sobre a histéria e a teoria que fundamentaram a sequéncia didatica.

Palavras-chave: Numeros Complexos, transformacdes geomeétricas, vetores,
representacdo no plano.



ABSTRACT

The objective of this work was the development of a didactic sequence for the
presentation of the set of complex numbers for the students of the third year of High
School. The activities carried out prioritized the geometric approach, aiming at the
application of operations in geometric transformations of figures (rotation, translation
and homotetia), which represents one of the learning situations in the Student Book.
These activities were carried out with the intention of minimizing the resistance and
disinterest presented, in most cases, by students in relation to the content "Complex
Numbers". Preliminary studies were carried out on the history and theory behind the

didactic sequence.

Keywords: Complex numbers, geometric transformations, vectors, representation in

the plane.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O ano de 2017 representa um periodo de transicao para o Ensino Médio.
Desde 2000, quando os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) para o Ensino
Médio foram lancados, sempre existiu a discussao sobre o que é relevante, ou néo,
estudar nos anos finais da Educacéo Basica para que os alunos possam ter um ensino
gue proporcione as habilidades para a vida profissional e social, ou seja, as
habilidades que sejam utilizadas em seu trabalho, bem como as que o tornam um

cidadao atuante na sociedade.

Aliado ao PNE (Plano Nacional de Educacdo) — conjunto de diretrizes,
metas e estratégias para a politica educacional dos proximos dez anos — esta sendo

discutida a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) que

“E um conjunto de orientagdes que devera nortear os
curriculos das escolas, redes publicas e privadas de ensino, de
todo o Brasil. A Base trard os conhecimentos essenciais, as
competéncias e as aprendizagens pretendidas para criangas e
jovens em cada etapa da educacao basica em todo pais. A
BNCC pretende promover a elevagéo da qualidade do ensino no
pais por meio de uma referéncia comum obrigatéria para todas
as escolas de educacdo basica, respeitando a autonomia
assegurada pela Constituicdo aos entes federados e as
escolas”. (http://portal.mec.gov.br/)



http://portal.mec.gov.br/
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Em Agosto deste ano, no site do MEC, estava disponibilizada a 22 versao
da BNCC (de Abril de 2016 com 652 paginas) que destacava os conteudos que
deveriam ser trabalhados em Matematica no Ensino Médio, divididos em cinco
unidades de conhecimento: Geometria, Grandezas e Medidas, Estatistica e
Probabilidade, Numeros e Operaces, Algebra e Funcbes. Analisando este
documento, o assunto “Numeros Complexos” n&o foi citado (de forma explicita),
porém em Geometria, os conteudos “Vetores” e “Transformacbes Isométricas” —
reflexdo, rotacao e translacédo — apareceram como temas a serem trabalhados.

Apés dois meses, quando acessamos novamente o site do MEC, a 22
versdo ja ndo estava disponivel. O novo documento, que substituiu a 22 verséao,
contém 396 paginas e sO aborda as habilidades/competéncias para o Ensino
Fundamental. Isto aconteceu devido a aprovacao da Lei 13.415 relacionada com a
reforma do Ensino Médio e, portanto, no que diz respeito a esta etapa do Ensino,
nenhum documento foi entregue ao Conselho Nacional de Educacgéo até a presente
data.

Atualmente, os documentos oficiais para a educacéo basica sdo a Lei n°
9.394, que estabelece as Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB), as
Diretrizes Nacionais Curriculares (DCNs) e o Plano Nacional de Educacédo. A partir
das DCNs, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) foram consolidados,

destacando alguns aspectos fundamentais de cada disciplina.

As escolas de Ensino Médio, tendo como norte os documentos oficiais,
adaptam os contetdos para a realidade e objetivos dos seus alunos, levando em
consideracdo a Proposta Politico-Pedagdgica da Instituicdo. Portanto, alguns
contetdos do Ensino Médio podem ndo constar no curriculo. Particularmente, o
conteudo “Numeros Complexos”, € um dos casos que mais dividem opinides quanto

a relevancia.
Analisando um dos documentos oficiais, os PCN+, temos:

“Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio
trata da ampliacdo do conjunto numérico, introduzindo os
ndameros complexos. Como esse tema isolado da resolucéo de
equacodes perde seu sentido para 0os que ndo continuardo seus
estudos na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do
curriculo das escolas” (PCN+, 2002, pagina 122)
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Na sua dissertacdo de Mestrado, Chagas (2013), realizou uma pesquisa
online com 151 professores de diversos estados e obteve resultados que retratam

essa discrepancia quanto a relevancia deste assunto:

“Para grande parte dos professores (48%) o estudo
dos numeros complexos no Ensino Médio é relevante. 20%
deles o consideram indispensavel. Apenas 3% o consideram
irrelevante e uma parcela significativa (29%) vé pouca relevancia
nesse estudo” (Chagas, 2013, pagina 44)

Quase uma década antes, o professor José Paulo Carneiro, na edi¢do 55

da Revista do Professor de Matemética, j& abordava este dilema:

“Os numeros complexos ocupam uma posi¢ao
singular no ensino de Matematica. Nao merecem grande
atencdo nos cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica, por serem considerados como “assunto elementar”
de nivel médio. JA no Ensino Médio, sdo evitados, sendo
taxados de estranhos, de compreensédo dificil e, sobretudo,
inateis. De fato, que utlidade poderiam ter objetos cuja
existéncia é motivada, logo no primeiro contato, pela capacidade
que possuem de fornecer uma solugéo “imaginaria” para uma
equacao que “sabemos” que nao tem solugcdo, como nos foi
antes demonstrado varias vezes? Pois é assim que quase
sempre aprendemos e ensinamos 0s numeros complexos”
(CARNEIRO, 2004)

A observagado acima pode ser ratificada por outro documento oficial, as

Orientac®es Curriculares para o Ensino Médio:

“Os numeros complexos devem ser apresentados
como uma historica necessidade de ampliacdo do conjunto de
solu¢des de uma equagéo, tomando-se, para isso, uma equagao
bem simples, a saber, x? + 1 = 0” (OCEM, 20086, p. 71).

Porém, a Histéria da Matematica, que sera tratada no capitulo 2, nos
mostra que desenvolvimento dos niameros complexos foi motivado pelo estudo das
equacOes do 3° grau no século XVI, o que nos faz discordar do trecho citado

anteriormente.

Além disso, por muito tempo, 0os nimeros complexos ndo foram aceitos,
mesmo quando o0 seu uso confirmava certos resultados ja validados. O seu

reconhecimento sé aconteceu no momento em que eles foram interpretados
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geometricamente. De fato, conhecendo a Historia do objeto a ser estudado, podemos
compreender algumas dificuldades que sdo apresentadas pelos alunos, pois elas

podem refletir as dificuldades histéricas enfrentadas no desenvolvimento da teoria.

Consultando Duval (2013), acreditamos que o desinteresse apresentado
por parte dos alunos em relacdo aos Numeros Complexos é decorréncia, na maioria
dos casos, do tratamento puramente algébrico, deixando de lado o significado
geomeétrico das operacdes e as aplicacbes destes niumeros em outras areas do

conhecimento.

Raymond Duval desenvolveu a “Teoria dos Registros de Representacao
Semiodtica” que investiga a aprendizagem matematica e busca analisar a influéncia
das representacfes dos objetos mateméaticos no processo de ensino-aprendizagem.
Duval explica que a representacdo semiética é uma representacdo de uma ideia ou
um objeto do saber, construida a partir da mobilizacdo de um sistema de sinais
(signos). Assim, o0s registros semiodticos sdo importantes ndo somente por se
constituirem num sistema de comunicagdo, mas também por possibilitarem a

organizacao de informacdes a respeito do objeto representado.

Dentre o0s registros de representagcdo que se podem pensar em
Matematica, desde a Educacao Béasica ao Ensino Superior, temos quatro que sdo
predominantes: “Lingua Materna”, “Registro Algébrico”, “Registro Grafico” e “Registro
Numérico”. O que possibilita o aprendizado e a constru¢gdo do conhecimento nas
atividades matematicas é a conversao das varias representacdes manifestadas sobre
um objeto de estudo. Nesse sentido, quanto mais diversificada é a representacéo de
um objeto, maior € a compreensao que se tem a seu respeito, e a apropriacao do seu
significado se d& a partir de conversdes estabelecidas entre as diversas maneiras de

representa-lo.

Nesta teoria, as conversdes sao diferentes dos tratamentos. Segundo
PANTOJA (2008), “Os tratamentos séo procedimentos de justificacdo do objeto de
estudo baseados em fendmenos congruentes, segundo 0s quais 0S registros
permanecem num mesmo sistema de representacdo, seja através da escrita, de
figuras, gréficos, diagramas, dentre outros; jA a conversdao € um processo de
transformacao de um tratamento em outro no qual ha mudanca de sistema de registro

com a conservacao da referéncia ao objeto estudado”.
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Sobre o tratamento e conversao, Duval descreve que:

“Os tratamentos sdo transformacbes de
representagdes dentro de um mesmo registro, por exemplo:
efetuar um calculo ficando estritamente no mesmo sistema de
escrita ou de representacao”

“As  conversbes sao transformacbes de
representacdo que consistem em mudanca de registro
conservando o0s mesmos objetos denotados: por exemplo,
reconhecer a escrita algébrica de uma equagdo em sua
representacao grafica”. (DUVAL, 2003, p.16)

Portanto, para que o aprendizado seja solido quando se trata dos objetos
matematicos, o trabalho deve ser feito para atingir os dois niveis descritos por Duval:
tratamento e conversao. Mas, em relacdo aos Niumeros Complexos, isto ndo acontece
sempre. Confirmando este fato, podemos citar outro trecho do professor José Paulo
Carneiro no seu artigo da RPM, n° 55:

“Quem consultar os livros do Ensino Médio ou ouvir
os testemunhos de professores e alunos, vai constatar que a
maneira mais comum de introduzir os niumeros complexos é por
meio da seguinte definicao: “Um numero complexo é um objeto
da forma a + bi, onde a e b sdo reais, i = V—1 e permanecem
validas as leis da algebra” (esta ultima parte significando que sédo
vélidas as propriedades comutativa e associativa da adi¢céo e da
multiplicacdo, etc., etc.). Logo em seguida, passamos a fazer
lotes de exercicios do tipo: “calcule (2 + i)(2 + 4i)” ou, entao,

113 2+3 ” . . ~
calcule 1_; , etc. E a maioria das questdes de provas sobre

complexos - inclusive em concursos - nao passam de variantes
mais ou menos complicadas destes exercicios” (Carneiro, 2004)

Entéo, para que o ensino dos Numeros Complexos seja relevante para os
alunos, ele deve estar aliado a Histéria da Matematica, as varias representacdes do
namero complexo, as interpretacbes geométricas das operacdes e as aplicacdes
geométricas. Trabalhando desta forma, sdo proporcionados aos alunos os subsidios
para um aprendizado significativo, enquanto o professor realiza uma das orientacdes

gue sao dadas nas Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio:

“‘Outro topico que pode ser tratado como tema
complementar € o estudo mais aprofundado dos numeros
complexos. Por um lado, podem-se explorar 0s aspectos
historicos da introdugdo dos numeros complexos e de seu papel
fundamental no desenvolvimento da &lgebra. Por outro lado,
podem-se explorar as conexfes entre as operacbes com
nameros complexos e as transformacdes geométricas no plano”.
(OCEM, 2002, paginas 93 e 94)
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Este estudo mais aprofundado dos nimeros complexos € o que realmente
enaltece a sua beleza. Segundo as palavras de Elon Lages Lima:

“As aplicacbes geométricas das operacdes entre
complexos (principalmente a multiplicacdo), tdo belas como

7

variadas, ndo sdo exploradas. Isto é imperdoavel, pois todo
matematico ou usudrio da Matemética, ao pensar num nimero
complexo, sempre o imagina como um ponto do plano
coordenado e as operagcdes sdo interpretadas como
transformacgdes geométricas” (LIMA, 2001, pagina 467)

Portanto, tomando como base estas reflexdes, o objetivo deste trabalho foi
a realizacdo de uma sequéncia didatica com os alunos da 32 série do Ensino Médio
com a finalidade de introduzir o conjunto dos Numeros Complexos com enfoque
geométrico, possibilitando aos alunos a interpretacdo das operacbes e suas
aplicacdes nas transformacdes de figuras.

O capitulo 2 apresenta topicos relevantes da Historia da Matematica acerca
dos Numeros Complexos, desde o desenvolvimento da teoria das equac¢bes do 3°
grau até os matematicos que foram responsaveis pela representacdo geométrica.

A teoria que fundamenta as atividades aplicadas € desenvolvida no capitulo
3, onde sdo apresentadas as definicdes, propriedades, diferentes representacées dos
NUumeros Complexos e as interpretacfes geométricas de suas operacdes.

No capitulo 4, sdo relatadas as atividades da sequéncia didatica e exibidos
0s registros realizados pelos alunos. Antes, porém, comentamos sobre o curriculo do
Estado de SP e como os Numeros Complexos sao trabalhados no caderno do aluno.

Finalmente, no capitulo 5, sdo feitas as considerac¢des finais.
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CAPITULO 2

HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Geralmente, na apresentacdo do conjunto dos nameros complexos aos
alunos do Ensino Médio, usamos como motivacéo a possibilidade de resolver todas
equacdes quadraticas, inclusive aquelas onde o discriminante é negativo. Por
exemplo, se considerarmos a equacgdo x2 + 1 = 0, existe a necessidade de definir a

unidade imaginariai = v—1.

Porém, a Histéria da Matematica nos mostra que o surgimento dos
nameros imaginarios tem seu inicio no estudo da resolucédo geral das equacdes
cubicas, no século XVI na Italia. Nesta época, as equacdes quadraticas, bem como

as suas solugdes, ja ndo representavam mais um problema a ser resolvido.

Explicando: durante muitos séculos, as equacdes algébricas foram usadas
para a resolucdo de problemas concretos que néo envolviam apenas equacoes
lineares. Para se ter uma ideia de quéo antigo séo estes problemas, os estudos de
documentos da antiga Babilénia revelam que, em meados do ano 1700 aC, as
equacdes quadraticas foram tratadas de forma eficiente. E, até os tempos modernos,

ndo havia ideia de resolver uma equacéo quadratica daforma x? + px + q = 0, onde
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p e g sdo positivos, pois as solugdes (que neste caso sdo numeros negativos) nao

faziam muito sentido e, portanto, eram desconsideradas.

Mesmo quando a resolucdo de uma equacao quadratica levava a uma raiz
quadrada de um numero negativo, o sentimento era que o aparecimento destas raizes
significava que o problema nao tinha solugdo. Podemos citar o exemplo de Descartes
que, no inicio do século XVII, lembrou que para tentar achar o ponto de interseccao
entre uma reta e um circulo, era necessario resolver uma equacéo quadratica. Caso
a resolucéo, pela formula geral da equacdo quadrética, levasse a uma raiz quadrada
de um valor negativo, esta representava 0 caso em que a reta ndo intersectava a

circunferéncia.

Entdo, em qual momento estas raizes quadradas de ndmeros negativos
comecaram a levantar controvérsias e, de certa forma, suscitar o desenvolvimento de
novas técnicas que permitissem manipular nimeros que eram considerados

“‘impossiveis”?

2.1 AS EQUACOES DO TERCEIRO GRAU

O enredo que envolve as personagens que participaram da descoberta da
férmula geral das equac@es cubicas contém desafios publicos, segredos, juramentos,
traicoes, frustacbes e muitas outras situacdes que revelam o lado obscuro dos

homens pela busca do reconhecimento e poder.

A figura central, sem duvida, é Girolamo Cardano (1501-1576). Além de
praticar medicina em Mildo e ensinar Matematica, habilidades que por si sO
enobrecem qualquer pessoa, sua genialidade aliada a falta de carater e a brilhante
descoberta de um de seus discipulos — Ludovico Ferrari (1522-1565) — fez com que
Cardano publicasse sua obra prima: “Ars Magna” — um tratado erudito (escrito em
latim) que continha explicacdes detalhadas para a resolucao de equacgdes de terceiro

e quarto graus.

Antes de apresentarmos a resolucdo de um dos casos das equacdes de
terceiro grau que consta no trabalho de Cardano, vamos aos fatos que antecedem

esta publicagao.
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Scipione del Ferro (1465 — 1526) foi professor de Matematica da
Universidade de Bolonha e conseguiu encontrar a solugdo algébrica da equacédo
clbica x3 + mx = n, provavelmente usando fontes arabes. Como nesta época, havia
competicdes publicas entre estudiosos, era comum que as descobertas fossem
mantidas em segredo, pois as mesmas representavam trunfos para desafiar os
adversarios com problemas que nédo soubessem resolver. Dessa forma, Scipione nao
publicou o seu trabalho, mas revelou sua descoberta a um de seus discipulos: Antonio

Maria Fiore.

Passados vinte anos da descoberta de Scipione, em 1535, Niccolo Fontana
(1499-1557), mais conhecido como “Tartaglia” (gago ou tartamudo), alcunha recebida
devido a problemas na fala ocasionado por um ferimento na boca quando criancga,
anunciou que sabia resolver equacgfes cUbicas e que havia encontrado a solugéo
algébrica para o caso x3 + px? = n. Diferente de Scipione ou Cardano, que tinham
prestigio e eram bem-sucedidos em seus trabalhos, Tartaglia ndo tinha nenhuma fonte
substancial de recursos (geralmente, vindas de um patrono rico) e um reconhecimento
gue nédo condizia com o seu talento matematico e notavel inteligéncia. Devido a estes
fatos, sua descoberta sobre a solucdo das equacdes cubicas foi encarada como um
blefe. Portanto, ndo tardou para que o discipulo de Del Ferro o desafiasse para uma

competicdo com a intencdo de desmascara-lo.

Porém, aconteceu exatamente o contrario: Tartaglia saiu vitorioso. O seu
sucesso pode ser justificado pelo fato de Fiore conhecer apenas a solucao das cubicas
que foi confiado pelo seu mestre onde cubos e raizes estdo igualados a um nimero
(x3 + mx = n) enquanto Tartaglia, além desta, sabia resolver equacdes em que cubos

e quadrados sdo igualados a um numero (x3 + px? = n).

A noticia sobre esta vitoria se espalhou e, com isso, a confirmagdo que
Tartaglia realmente conhecia a solu¢cdo daquelas equacdes cubicas. N&o tardou para
gue Cardano entrasse em contato com o campedo para convencé-lo a compartilhar a

sua descoberta, 0 que ndo aconteceu de imediato.

Depois de varias tentativas frustradas, Cardano fez um juramento solene,
prometendo n&o revelar a mais ninguém as informacdes que lhe seriam confiadas e
gue, mesmo depois de sua morte, as pessoas ndo entenderiam suas anotagoes, pois

ele as escreveria usando codigos. Nestas condi¢gfes, Tartaglia sentiu-se inclinado a
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acreditar na palavra de Cardano e revelou, entéo, as solu¢fes das equacdes cubicas

que tinha conhecimento.

Aprendendo estes métodos, Cardano nao perdeu tempo e se concentrou
no problema da resolugdo geral das equacgles cubicas, obtendo éxito depois de
alguns anos de intenso trabalho. Aplicando as mesmas ideias do seu mestre nas
equacbes de quarto grau, Ludovico Ferrari conseguiu encontrar a solucdo das

quarticas.

Cardano sabia que havia realizado uma contribuicdo verdadeira para a
Matematica. E, eis que no ano de 1545, publicou, em Nuremberg (uma cidade da
Alemanha), “Ars Magna” que continha a descricdo completa de como resolver
qualguer equacdo cubica, com justificativas geométricas e, também, incluia as
descobertas de Ferrari. Este trabalho representou um progresso tao notavel quanto
imprevisto, 0 que causou impacto sobre os algebristas e atingiu os estudiosos de toda

a Europa. E, claro, Tartaglia.

Quando viu que as resolucdes, confiadas sob a promessa de nunca serem
divulgadas, foram publicadas em Ars Magna, Tartaglia sentiu-se muito mal e furioso
por ter sido iludido e protestou impetuosamente contra Cardano, tornando publica a
traicdo que sofrera. Estes ataques contra Cardano foram rebatidos por Ferrari com a
alegacgéo de que o seu mestre havia obtido as informagdes diretamente de Del Ferro,
através de uma terceira pessoa. Essa justificativa, dada por Ferrari, desobrigava
Cardano de qualguer promessa, enquanto levantava suspeitas de Tartaglia ter se
apropriado das ideias desta mesma pessoa. Apos as polémicas e troca de acusacoes,
Tartaglia apenas conseguiu que 0 seu ressentimento aumentasse, assim como a
reputacdo de Cardano, que alguns anos depois foi considerado o algebrista mais

competente da Europa.

2.2 UMA EQUACAO CONTROVERSA

O método que Cardano publicou em Ars Magna para resolver as equacdes
cUbicas do tipo x3 + mx = n, de uma forma mais resumida e usando a notagéo atual,

foi:
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(I) Considere a diferenga entre os cubos de dois valores a e b dada pela

expressao:
(a —b)3+3ab(a—b) = a3 - b3
(I1) Escolhendo a e b como:
3ab =m, e a®—-b3=n,

Temos que o valor de x € dada pela expressao que esta dentro dos

parénteses, ou seja (a — b)

(1) Resolvendo para a e b o sistema formado pelas ultimas duas equacoes,

obtemos:

E assim x fica determinado.

Porém, a aplicacdo deste método em algumas equacdes, levava a
expressdes que pareciam nédo fazer sentido algum. Ou seja, a formula apresentada

m

2 3
por Cardano, resultava em uma “aparente anomalia” quando o radicando (g) + (5)

era negativo. O mesmo ja havia entrado em contato com raizes quadradas de
numeros negativos quando discutiu o problema “dividir 10 em duas partes de tal forma
que o produto seja 40”. Pelas regras usuais da Algebra, as respostas que obteve foram
5++/—15 e 5—+/—15 para as partes. Cardano, que se referia as raizes quadradas
de numeros negativos como “sofisticas”, considerou o resultado obtido “tdo sutil

quanto inutil”, concluindo que o problema nao tinha solugéo.
E, o que dizer da equacéo x3 = 15x + 4 ?

Sem muito esforgo, por tentativas, € possivel obter a solugdo x = 4 . Agora,

usando as expressodes anteriores, chegamos em:

x= V2 +V—121 + /2 —v—=121

Portanto, dizer que a equacgéo nao tem solucéo real, usando como base a
experiéncia das equacoes quadraticas, seria uma conclusao errada. Afinal, como foi

citado anteriormente, a equacao tem solucao.
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Entéo, neste ponto, as raizes quadradas de nimeros negativos comegaram
a ser encaradas de outra maneira. Tornou-se necessario investigar o “estatuto” destas
guantidades. Nao porque elas apareciam nas solucdes. Se este fosse o0 caso, bastava

dizer que o problema néo tinha solucao.

A controvérsia era: “Como justificar o aparecimento, em um método valido

para a obtencdo de uma resposta valida, de operacdes com quantidades invalidas? ”

Cardano tinha o conhecimento sobre este fato, porém ndo soube como
contornar a situagdo. Ficaria para outros matematicos lidarem com a “sujeira” que

Cardano “varreu para debaixo do tapete”.

2.3 UMA IDEIA LOUCA

Rafael Bombelli (1526-1573), um outro algebrista italiano, foi o primeiro que
prop6s uma saida para este problema, publicando uma algebra que representou uma
contribuicdo admiravel para a resolucdo das equacdes cubicas.

Este trabalho — escrito em 1560 e impresso, s6 em parte, em 1572 —
apresenta um aprimoramento da notacao algébrica corrente. Podemos citar, por
exemplo, “R.q.” e “R.c.” usado para designar, respectivamente, as “raizes quadradas”
e ‘“raizes cubicas” e a representagao das poténcias das incognitas representadas

como numeral arabico acima de um pequeno arco de circulo.

Entretanto, ndo foi a notacdo que tornou esta algebra um trabalho impar. A
principal novidade estava reservada para o final da primeira parte. Neste ponto,
Bombelli aborda um “novo tipo cubo”, exatamente aquele que contém as raizes
quadradas de numeros negativos que tanto incomodavam o0s antigos algebristas,
apresentando um conjunto de “regras operacionais” que permitiam transformar

expressdes complicadas como

3 3
JZ +v—-121+ JZ —v=121
em expressdes mais simples. Segundo estes algoritmos, seria possivel representar

(2+v=1)’ = 2 +V=121
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De modo que

24 VT2 4 22 —VTTET = (247D + (2 - VD) =4

Com isto, Bombelli chamou a atencdo para o seguinte fato: quando a

2 3
expresséo (g) + (%) era negativa, a formula de Tartaglia — Cardano exibia as raizes

guadradas que causavam transtorno aos matematicos. Mas, na verdade, tudo nao
passava de um “disfarce” para numeros reais. Inclusive, na teoria das equagdes

n

2 3
cubicas, o caso onde D = (E) + (?) < 0 é chamado de “irredutivel” e a equagao

apresenta trés raizes reais e distintas. Considerando a equacdo do nosso exemplo,

x3 =15x + 4 , além da solucdo x = 4 , temos outras duas raizes reais. A saber: x =

—2—-3 ex=-2++3.

Além das notacdes citadas anteriormente, no caso particular das raizes
guadradas de nameros negativos, Bombelli utiliza “p.dm” e “m.dm” (abreviagbes de
“pitu di meno” e “meno di meno”, em italiano) como um cédigo para indicar a “soma” e

a “subtracido” destas raizes.

Desta forma, a expressao

3 3
\/2 +v—-121+ \/2 —-v-=121
seria representada como
R.c.2.p.dm.R.q.121 + R.c.2.m.dm.R.q.121

Onde fica claro que “dm.R.q. 121” representa v—121.

Para a multiplicagéo, as leis que foram apresentadas indicavam como obter
o produto destas raizes (dm.R.q.) entre si e entre outros nimeros. Algumas destas

leis eram declaradas como:

Piti di meno via piti di meno, fa meno interpretado como  (v-1) x (V-1) = —1
Meno di meno via meno di meno, fa meno interpretado como (—v-1) x (—vV-1) = -1

Pill di meno via meno di meno, fa piu interpretado como  (vV-1) x (—vV-1) = 1
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Mesmo que as regras anteriores possam ser comparadas as que usamos
atualmente, ndo podemos ser precipitados dizendo que Bombelli tinha o
conhecimento dos numeros complexos e que “pitu di meno” e “meno di meno”
representam os nossos "i" e " —i", respectivamente. Inclusive, 0 mesmo considerou
a sua iniciativa como uma “ideia louca”, pois observou que “toda a questao parecia

apoiar-se em sofismas”.

Portanto, € provavel que ele tenha desenvolvido estas regras criando uma
analogia com as operacOes conhecidas entre numeros reais. Além disso, Bombelli
nao foi capaz de apresentar demonstracdes rigorosas ou de responder a todas

questdes, pois nem mesmo ele sabia 0 que esses “numeros” realmente eram.

Mesmo sendo uma obra pioneira e, de certa forma audaciosa, que permitia
aos matematicos lidarem com as “famigeradas” raizes quadradas, este trabalho ndo
teve muita repercussao, com excecdo do fato de que raizes quadradas de numeros
negativos representavam um intermediario para se chegar a raizes reais e, portanto,
havia algum sentido em trabalhar com elas. Desta forma, ndo é surpreendente que
demoraria um bom tempo até que os matematicos se sentissem completamente
seguros com 0s numeros complexos. Isto pode ser verificado pelos varios tipos de
nomenclaturas que eram atribuidos a estas quantidades desde a época de Cardano

até o século XIX: sofisticas, falsas, absurdas, imaginarias, irreais, ficticias, etc.

Entédo, o trabalho que comecou no inicio do século XIX, possibilitou que
estas quantidades ganhassem uma “cidadania” matematica plena, com uma
representacdo, estatuto e deixaram de ser consideradas apenas como auxiliares no
calculo ou quantidades “falsas” que deveriam ser admitidas pela generalidade de um
determinado resultado, como o Teorema Fundamental da Algebra. Na época de
Descartes e alguns outros matematicos da época, como por exemplo Albert Girard
(um dos responsaveis pelas primeiras versdes do “Teorema Fundamental da
Algebra”), ja era conhecido que dada uma equacdo de um grau qualquer, essa
equacao deveria ter 0 mesmo numero de raizes tal qual o grau maior. SO que, dentre
estas raizes, para que esse resultado seja valido, é preciso que algumas destas raizes

possam ser admitidas como negativas ou raizes quadradas de quantidades negativas.

Isto comecou no inicio do século XIX, principalmente com o trabalho de

Gauss e de Hamilton, mas algumas antecipag¢des apareceram no trabalho de alguns
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matematicos muito menos conhecidos como € o caso de Argand (ele trabalhou por

volta de 1813) que propbs uma representacdo geométrica destas quantidades.

2.4 INTERPRETACOES GEOMETRICAS DE NUMEROS COMPLEXOS

2.4.1 John Wallis

A primeira tentativa de dar aos nimeros complexos uma interpretacéo
concreta foi feita por John Wallis (1616 -1703) em 1673, em uma carta enderecada a
John Collins. Esta tentativa foi insatisfatéria, como veremos a seguir, mas, no entanto,

foi interessante.

Wallis queria dar uma interpretacdo geométrica as raizes da equacao

guadratica (representada em notacéo atual):
x%+ 2bx +c?=0,(b,c = 0)

As raizes sao:

x=—b ++b%?—?

Quando b = c, estas raizes sao reais. Neste caso, as raizes podem ser
representadas pelos pontos P1, P2 na reta dos nimeros reais que sao ilustradas pela

construcdo geométrica da figura abaixo.

Figura 1
0
Pelo teorema de Pitagoras:
b= +x?
b b
c c b
Partanto, temos:
. . N v =+b2—¢?
Py e Tho Pi x
Construgdio de Wallis para raizes reais
Justificativa

Fonte: O Autor
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Na proxima figura, temos a representacao equivocada para b < c:

Figura 2
O

Constru¢ao Equivocada de Wallis

Quando b < ¢, as linhas de
comprimento b anexadas a Q sdo muito
curtas para alcancar a reta numérica
real, entdo os pontos P1, P2 “nado
podem estar na linha”, e Wallis os
representa “fora dessa linha” (porém,
no mesmo plano). Ele estd no caminho

certo, mas chega em posicoes erradas

Fonte: O Autor

para P1, P2, pois pensou que 0s sinais

positivos (+) e negativo (-) deveriam

continuar a corresponder a "direita" e a “esquerda". Pela construcao de Wallis, se o

valor de b for zero, temos uma consequéncia inaceitavel que i = —i.

Finalmente, a figura a seguir ilustra a representacdo moderna para as

raizes complexas dadas pelos pontos

Pl,P2=_b il\/CZ—bZ

b \
—b 0
P €

Representagds Moderna

Figura 3
& Pelo teorema de Pirdgoras;
X T
| a—
. v= et — b2
b
Justiffcaiiva

Fonte: O Autor

2.4.2 Caspar Wessel

O Boletim de Noticias numero 33 da “European Mathematica Society”, de

setembro de 1999, reconhece Caspar Wessel como o primeiro matematico a dar uma
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interpretacdo geométrica de nimeros complexos. Na pagina 13 deste artigo, ha se¢ao
“Aniversariantes”, € comemorado o bicentenario do trabalho publicado por Wessel
intitulado “A Designacao Analitica da Direcdo, uma proposta usada de forma sensata
para poligonos planos e esféricos” onde, sem revelar tal intencdo, o mesmo apresenta
uma representacdo geomeétrica dos numeros complexos. Esta obra, escrita em
dinamarqués e publicada em 1799, foi inspirada claramente em seu trabalho como
topdgrafo, porém néo foi notada pela comunidade matematica e permaneceu ignorada
por quase um século. Neste trabalho, Wessel torna-se o primeiro a apresentar o

conceito do que hoje chamamos de vetor.

Na sua descricdo de como calcular as coordenadas de um ponto no
desdobramento, ele expressou uma dire¢do no plano por (cos(@) ++/-1 sen(@)).

Assim, ele teve a interpretacdo geomeétrica de numeros complexos como dire¢cdes em

um plano.

N&o ha vestigio da regra do produto neste trabalho. Mas, sabendo que ele

era um mestre no tratamento de formulas trigopnométricas e percebendo como ele
desejava mudar de uma direcao dada por cos(6,) + Vv—1sen(6,) para uma dada

direcdo dada por cos(6,) +vV—1sen(6,) através de uma curva de um angulo
(6, — 6,), é possivel que ele tenha obtido a interpretacdo geométrica da regra do
produto. E importante deixar registrado que Wessel pensou em representar

segmentos (orientados) como numeros imaginarios, mas nao o inverso.

O objetivo de Wessel em “A Designacédo Analitica da Diregao” nao era,
inicialmente, relacionado a numeros complexos como tal. Ele sentiu que certos
conceitos geométricos poderiam ser mais claramente compreendidos se houvesse
uma maneira de representar o comprimento e a direcdo de um segmento de linha no

plano por uma unica expresséo algébrica.

Wessel deixou claro que essas expressodes tinham que ser capazes de ser
manipuladas algebricamente. Em particular, ele queria uma maneira de expressar
algebricamente uma mudanca arbitraria de direcdo mais geral do que o simples uso

de um sinal negativo para indicar a dire¢&o oposta.

Ele comecou a lidar com a adigéo:



32
2. Histéria dos Numeros Complexos

"Duas linhas retas sao adicionadas se as unirmos de tal forma que a
segunda linha comece onde a primeira termina e, depois, passarmos uma linha reta

do primeiro ao ultimo ponto das linhas unidas”.

Figura 4

THustragdo da Soma de Wessel

Fonte: O Autor

Assim, seja qual for a expressdo algébrica de um segmento de reta, a
adicdo de dois segmentos deve satisfazer esta propriedade Gbvia tirada da concepc¢éao
de movimento de Wessel. Em outras palavras, ele concebeu segmentos de linha como

vetores representativos.

No entanto, foi uma multiplicacdo que proporcionou a Wessel a resposta
basica a sua questdo da representacdo da direcdo. Para determinar essa

multiplicacéo, ele estabeleceu propriedades que ele considerava essenciais:

l. o produto de duas linhas no plano devem permanecer no plano.
Il. o comprimento da linha do produto tinha que ser o produto dos

comprimentos das duas linhas dos fatores.

Finalmente, se todas as direcbes fossem medidas a partir da linha de

unidade positiva, o que ele chamou 1:

[ll. o angulo de direcédo do produto era a soma dos angulos de direcao dos

dois fatores.

Designando por ¢ um segmento perpendicular a linha 1 e que possui 0

mesmo comprimento que a unidade, ele facilmente mostrou que suas propriedades
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desejadas implicavam que €2 = (—¢)? = —1 ou que ¢ = v—1 (figura A). Uma linha de
comprimento igual a unidade e que faz um angulo 8 com a linha de unidade positiva

agora pode ser designado por cos(8) + v—1 sen(0) (figura B). E, de forma geral, uma

linha de comprimento A e angulo 8 pode ser representado por
A(cos(8) +V—1sen(8)) = a + ¢b,

onde a e b séo escolhidos adequadamente.

Figura 5

+ E

cos(8) + € sen(0)

-1 1
]

—€ 1

Figura A Figura B

llustracdo Geométrica da Direcéo de Wessel

Fonte: O Autor

Assim, a interpretacdo geométrica dos numeros complexos surgiu da
interpretacéo algébrica de Wessel de um segmento de reta. A regra algébrica obvia
para a adicdo satisfez os requisitos de Wessel para essa operacdo, enquanto a

multiplicacéo
(a+ eb)(c+ &d) = ac — bd + €(ad + bc)

satisfaz seus axiomas para a multiplicagéo.

Infelizmente, o ensaio de Wessel néo foi lido na maior parte da Europa apés

a sua publicagdo. O mesmo destino aguardava a interpretacdo geométrica de Argand.

2.4.3 Jean-Robert Argand

O contador suico Jean-Robert Argand (1768-1822) em um pequeno livro

publicado em 1806, prop6és uma interpretacdo geomeétrica para 0S numeros
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complexos. Porém, antes, ele comeca fazendo uma interpretagdo das quantidades
negativas, visto que elas ja serviam como base para varios resultados algébricos

importantes, mas ainda ndo eram consideradas rigorosas.

Argand comeca a sua interpretacdo considerando uma balanga com dois
pratos A e B. Acrescentar quantidades pode ser feito indefinidamente. Na figura
abaixo, esta operacdao € ilustrada acrescentando as quantidades a, 2a, 3a, 4a no prato

A, 0 que faz a balanca sair da posicdo de equilibrio e pender para o lado de A:

Figura 6

Interpretacdo de Argand para adicionar quantidades

Fonte: O Autor

Podemos, entdo, comecar a retirar estas quantidades a, 2a, 3a, 4a, uma de

cada vez, de tal forma que seja reestabelecido o equilibrio:

Figura 7

@ Equilibrio

Interpretacéo de Argand para retirar quantidades

Fonte: O Autor

Atingido o equilibrio, que pode ser interpretado pelo numero zero, é
possivel continuar retirando estas quantidades? Ou seja, é possivel realizar a

operacédo 0 —a ?

Se partirmos do paradigma onde os nimeros sao quantidades, entdo o zero

€ considerado um “nada”, ou seja, a auséncia de quantidade. Desta maneira, a
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subtracdo anterior € impossivel, uma contradicdo. Neste modelo, as quantidades
negativas colocam problemas e ndo seria possivel atribuir um significado a operagéo
0—a.

Porém, Argand afirma que existe a possibilidade de resolver esta
subtracdo, desde que seja realizada uma operacdo equivalente (e possivel):
acrescentar a mesma quantidade a no prato B. Neste ponto, as quantidades negativas

passam a ser consideradas “relativas”

Figura 8

Retirar do prato A Acrescentar no prato B

TE_Fpt o vt

Operagoes Equivalentes
Resultado

Nogdo relativa de "retirar”

Fonte: O Autor

Baseado nesta ideia, Argand propde uma representacdo dos nuameros
positivos e negativos como quantidades orientadas, o que esta ilustrado na proxima
figura para as unidades (0s outros nimeros seriam analogos). Nesta concepcéo, o
zero ndo seria mais interpretado como “nada”, mas com um ponto de referéncia para
uma inversao de sentido que permitiria criar dois sentidos opostos, representados pelo

+ 1 e pelo —-1:

Figura 9

-1 0 +1

Representacdio de Argand para quantidades positivas e negativas

Fonte: O Autor

Com esta representacdo, Argand permite atribuir um significado as
operacdes com numeros negativos. Além da subtracdo 0 — a, é possivel atribuir um

significado a multiplicacdo pelo —1, interpretando-a como uma reflexdo em relacéo a
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origem. Isto possibilita dar sentido e, consequentemente, entender mais facilmente

porque (—1) x (—1) = +1, como ilustra a préxima figura:

Figura 10
% (-1) -1 0 +1
""" {_"""'-. . ,
Lo \, K
7 rotagdo de 180° T, . ',’
#’l ““ . rotacdo de 180° "
. h\ “"-._. -—.'o
/ s
-3 0 43 x (-1)
Interpretagdo Geométrica da operagdo +3 x (—1) = =3 Interpretacio Geomeétrica da operacio —1 x (—1) = +1

Fonte: O Autor

Segundo Roque (2012), para obter a representacdo das quantidades
imaginérias, Argand comeca analisando as possibilidades de relagdo entre as

grandezas orientadas (positivas e negativas), como por exemplo:
+1:+1: —-1: -1 "+ 1estapara + 1 assimcomo — 1estapara — 1"

No caso das meias proporcionais, o problema estava resolvido quando os
extremos possuem o0 mesmo sinal:
+1: +x::4+x: +1 ou —1l:+xu+x: —1

Nas propor¢des acima, os valores das meias proporcionais sao — 1 ou + 1.

Inclusive, utilizando a notagéo algébrica atual, temos:

+1 + x -1 +x
+ x +1 +x -1

e pela propriedade fundamental das proporgdes, obtemos: x% =1

Porém, existia um problema que ainda ndo estava resolvido: qual é a meia
proporcional entre —1e+1 ou +1e—17? Ou seja, para quais valores de x as

propor¢coes
—1:+xu+x: +1 ou +1:+x=+x: —1

sao verdadeiras?
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Ou ainda, utilizando a notagdo atual, ambas as propor¢cées nos levam a

equacao:
x?=-1
Argand investiga as grandezas que satisfazem a proporcéo
+1:+x::+x: —1

e propde uma solucdo geométrica para este problema, usando o seguinte diagrama:

Figura 11
Observagaes:

1. Os segmentos KA e KI ndo sdo exibidos com setas, mas sdo entendidos como
segmentos direcionados de K para 4 e de K para I, representando as grandezas
unitarias positiva (+ 1) e negativa (— 1)

2. O segmento KA estda para o segmento direcionado KE, assim como KE estd pard
I A o segmento KI. Analogamente, o segmento KA estd para o segmento direcionadd
K KN, assim como KN esta para KI.

3. Logo, a condigdo de proporcionalidade para a grandeza x em
+1:+4+x:4+x: —1 ésatisfeita por KE e KN.

N

Fonte: O Autor

Portanto, os segmentos KE e KN resolvem geometricamente o problema

das meias proporcionais que, algebricamente, seria resolvido pela equagdo x? = — 1.

Entdo, Argand afirma que KE = +vV—-1 e KN = —+v—1.

Como a proporcéo impde que + 1 esteja para + x assim como + x esta
para —1, se faz necessaria uma nova direcdo. A primeira representacéo proposta por
Argand, que ilustra as grandezas positivas e negativas dadas por orientagcdes opostas
sobre uma mesma reta, ndo é suficiente para a representacdo destas meias
proporcionais. Portanto, a nova direcdo é uma perpendicular. E, a multiplicacdo por
v—1 deve ser entendida como uma rotacéo. E, novamente, o zero (ponto K) passa a
ter um papel importante, pois € visto como um centro de rotagdo — o0 ponto que

organiza o giro — e nao apenas considerado a “auséncia de quantidade”.
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Figura 12
E Pelo diagrama de Argand, temos: KA X \/j = KE, ou seja: +1x \/_71 - 4wV
xV=1 x V=T
K=t KE xV—1=KI, ou seja: + V=1IxV—1= —1
KE=+V—1
! K A KI =-1 KI x~—1=KN, ou seja: —1xvV—-1= —+v—-1
V=1
KN =—+=1
*J‘j\ /ﬁ KN xXv—1=KA, ou seja: —V=1xv—-1= +1
N
Interpretacdo geométrica da multiplicacdo como uma rota¢io de 90°

Fonte: O Autor

Esta interpretacdo geométrica nos permite entender e visualizar a
2
operagdo: (Vv-1)" = —1.

Apesar de ter proposto essa representacdo geométrica que nos permite
interpretar e entender diversas operacfes com ndmeros que na época nao eram
admitidos como “legitimos”, Argand ndo era um matematico e ndo tinha nenhuma
projecdo ou circulacdo neste meio. Portanto, ndo podemos afirmar que foi a partir
deste trabalho que os numeros complexos receberam uma “cidadania” ou foram

aceitos plenamente pela comunidade matematica.

Isto s6 comeca a acontecer com o trabalho de Gauss.

2.4.4 Carl Friedrich Gauss

Em 1831, Gauss (1777 — 1855) publicou um artigo intitulado “Metafisica das
Grandezas Imaginarias” onde ele afirma que ndo é mais necessario qualificar as
quantidades negativas e imaginarias pela sua natureza, o que as levava a serem
consideradas “sofisticas”, “absurdas”, “impossiveis”, etc. mas, sim, como relagdes.
Como defensor da abstragdo como caracteristica essencial da Mateméatica, Gauss
concebe as quantidades imaginarias como objetos plenamente abstratos, o que era

suficiente para que tivessem lugar na Matematica.

Segundo Roque (2012), para destacar estas relagdes, Gauss considera no

plano um duplo sistema de retas paralelas que se intersectam perpendicularmente.
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Os pontos de interseccao serdo os numeros complexos e, dado um certo ponto A, ele

€ envolvido por quatro pontos adjacentes B, B’, C e C'.

Figura 13

Simbolo "+ 1" indica a relagdo do ponto A com algum ponto adjacente

"

Consequentemente, " — 1" indica a relagdo de A com o ponto adjacente,

Bl AL 4B no sentido oposto

O simbolo " + 1 " indicara a relagdo com um dos pontos adjacentes
restantes, dependendo da escolha anterior para "+ 1"

",

—i" indicara a relagdo com o adjacente no

Finalmente, o simbolo
sentido oposto

Representagdo geométrica proposta por Gauss

Fonte: O Autor

Gauss comeca, entdo, a destacar a semelhanca entre a relacdo de + 1 com
—1earelagdo de + i com - i (simbolos que foram introduzidos por ele) e, esta ideia,
nao esta muito distante da “meia proporcional” proposta por Argand. A representacao
escolhida utiliza a propriedade do plano que, escolhidos um “em cima” e um
“‘embaixo”, a distingdo entre uma “direita” e uma “esquerda” fica automaticamente

determinada.

A nomenclatura de “positivo”, “negativo” e “imaginario”, ao invés de

‘unidade direita”, “inversa’ e “lateral” para +1,—1e+v—1, respectivamente, foi

exatamente o que deu margem, segundo Gauss, para muitas confusoes.

A associacdo dos numeros complexos aos pontos do plano é enfatizada
por Gauss como nenhum outro matematico antes dele. Porém, o passo decisivo para
que os numeros complexos adquirissem uma “base solida” foi a construgdo de uma
teoria algébrica para estes numeros, o que so foi possivel com a introdugédo da nocéo

de vetor e o trabalho de Hamilton.
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CAPITULO 3

O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Na maioria dos textos de Ensino Médio, os elementos do conjunto dos
nameros complexos sédo apresentados usando a forma algébrica e, sé depois, sédo
feitas as representacdes geométrica, pois a forma algébrica permite que as operacdes
sejam realizadas sem muita dificuldade. Neste trabalho, como o objetivo é explorar
geometricamente as operacdes e propriedades dos ndameros complexos, sera
realizado um estudo mais abrangente sobre o conjunto dos nimeros complexos e as

representacdes de seus elementos.

3.1 DEFINICAO

Consideremos o produto cartesiano R? =R xR ={(x;y) |x,y € R}, ou
seja, 0 conjunto de todos os pares ordenados de numeros reais. Neste conjunto,
temos que dois pares ordenados sao iguais quando possuem as mesmas

coordenadas:

dados (x1,y1) e (x5,y;) € R?, (xLy1) = (X,¥2) © X1=%x, ey, =Y,
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Além da igualdade, serdo definidas duas operacdes entre dois pares

ordenados:
soma + : R?Xx R? > R? dada por

(x,y0) + (x2,52) = (0 +x2,91 +y2)
multiplicacio - : R? x R> »> R? dada por

(e y1) - (2, y2) = (X1°X3 — Y17 Y2, X1 Y2+ Y17 X2)

O conjunto R? munido das operacdes definidas anteriormente sera
denominado conjunto dos nimeros complexos e serd denotado por C = (R?,+, -).
Um elemento em C, denotado por z = (a, b), serd chamado de numero complexo, no
qual a,b € R representam, respectivamente, a parte real e parte imaginaria do

ndmero complexo z, denotados por:
a=Re(z) e b=Im(z)

Veremos, a seguir, que R? juntamente com as operacgdes assim definidas,

satisfazem as propriedades de uma estrutura classificada como corpo.

3.2 O CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS E UM CORPO

Para provar que o conjunto dos ndameros complexos é um corpo,

precisamos verificar algumas propriedades em relacéo as operacdes, a saber:
() A operacdo ADICAO tem as seguintes propriedades:
Al: Associatividade
Vz,2,,23 €ECvale (z; + z3) + z3= 2, + (2, + 2z3)
A2: Comutatividade
Vz,,z, ECvalez; + z, = z, + z,
A3: Elemento Neutro

Je,eCtalque e, + z=z+ e,=2,VzEC
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A4: Elemento Oposto

VzeC, 3z talque z'+ z=z+ z' = ¢,

() Em relacdo a MULTIPLICACAO:
M1: Associatividade
Vz,2,,23 €ECvale (z;* z)) - z3 = 2z, (25" z3)
M2: Comutatividade
Vz,,2, € C valez, -z, =z, 7,
M3: Elemento Neutro
Je,€C talque e, z=z-e,=2,VzeC
M4: Elemento Inverso

vzeC, z#(0,0),3z talque z'- z=z- 2z = ¢y

(Il  Distributividade: A multiplicacdo € distributiva em relacéo a adicao:

VZl,Zz,Z3 € C vale Zl'(Z1+ Zz) = Z1'22+ Z1 " Z3

Demonstracao:

Para realizar algumas etapas das demonstracdes, consideramos

conhecidas as propriedades algébricas do conjunto dos numeros reais.

ADICAO
Al. Associatividade:
Sejam 0s numeros complexos z; = (a,b) ; z, = (¢,d) e z3 = (e, f).

Temos:
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(z1+2) +z3=[(a,b) + (c,d)]| +(e,f) =(a+c,b+d)+ (e f) =

= (a+c+eb+d+f)=[la+(c+e)b+(d+[f)]=

=(a,b)+(c+e,d+f)= (ab)+ [(c,d)+ (e f)] =
=27, + (25 + 73)
A2. Comutatividade:
Sejam 0s numeros complexos z; = (a, b) e z, = (¢, d).
Temos:
z1+2z,=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=(c+ad+b)=
=(c,d)+(a,b) =2z, + 2z,
A3. Existéncia do Elemento Neutro:
Afirmacdao: e, = (0,0) é o elemento neutro.
De fato, tomando um elemento arbitrario z = (x, y), temos:
ea+z=00)+0y)=0+x0+y)=(x,y)=2z

A4. Existéncia do Elemento Oposto ou Simétrico:

Dado um nuamero complexo z = (x,y) qualquer, vamos provar que existe

ZI — (x’, yl)

Temos:

y)+&,y)=00ee x+x,y+y)=00=x+x'"=0ey+y' =0

ox'=—xey' = -y

Assim, z' = (—x, —y) é o simétrico do nUmero complexo z.

PRODUTO

M1. Associatividade:

Sejam 0s numeros complexos z; = (a,b) ; z, = (¢,d) e z3 = (e, f).

Temos:



44
3. O Conjunto dos Numeros Complexos

(z1°23) z3=[(a,b) - (c,d)]-(e,f) =(a-c —b-d,a-d+b-c) (ef) =
=[(ac—b-d)y-e—(ad+b-c)-f,(ac—b-d)-f+(a-d+b-c)-e]=
=[a-ce—b-de—a-d f-b-c f,ac'f—bdf+a-de+bc-e]=
=[a-(cre—d-f)—b-(de+c-f),a-(c-f+d-e)+b-(cre—d-f)]=

=(ab)-(c-e —d-fid-e+c-f)=(ab) [(c,d) (e f)] =2z (22" 23)

M2. Comutatividade:
Sejam 0s numeros complexos z; = (a,b) e z, = (¢, d).
Temos:
z1+2,=(a,b) (c,d)y=(a-c—b-d,a-d+b-c) =

=(c-a—d-b,d-a+c-b)=(c,d)-(a,b)=2,"2;

M3. Existéncia do Elemento Neutro:
Afirmacéo: e,, = (1,0) € o elemento neutro.
De fato, tomando um elemento arbitrario z = (x, y), temos:

em z2=(10)(x,y)=0x—0-y,1-y+0-x)=(x,y) =z

M4. Existéncia do Elemento Inverso:

Dado um numero complexo z = (x,y), z # (0,0), vamos provar que existe
ZII — (xll yll)

Temos:

Coy)-(x",y") =10 e (x-x"—y-y" x-y"+y-x")=(10) &
ox-x"—-yy'=1lex-y"+y-x"=0

Resolvendo o sistema:

{x_x//_y_y//= 1
x-y'+y-x"=0
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Obtemos:

"o_ X yu — 4
xZ + yZ xZ + yZ

Assim, o elemento inverso é dado por:

= )
z = x2+y2'x2+y2

DISTRIBUTIVA

Sejam os ndmeros complexos z, = (a,b) ; z, = (c,d) e z; = (e, f).

Temos:

21 (22 +23) =(a,b) - [(c,d) +(e,)] =(a,b)-(ct+ed+f)=
=la-(c+te)—b-(d+f),a-(d+f)+b-(c+e)]=
=[a-c+a-e—b-d—-b-f,a-d+ a-f+b-c+b-e] =
=[(a-c—b-d)+(a-e—b-f),(ad+b-c)+(a-f+b-e)] =
=[(a-c—=b-d),(a-d+b-c)|+[(@ae—=b-f),(a-f+b-e)] =

=(ab) - (c,d)+ (a,b) (e,f) =2z 2z, + 71" 23

3.3 COORDENDAS NO PLANO

Os elementos do conjunto dos numeros reais estdo associados
biunivocamente aos pontos de uma reta. Esta correspondéncia é feita da seguinte
maneira: cada numero real a € R esta associado um Unico ponto A distante |a| de um
ponto O dado. Este ponto O sera chamado de origem e associado ao numero real 0
(zero). Se a > 0, o ponto A esta a direita de O, se a < 0, 0 ponto A esta a esquerda

de O e se a = 0, os pontos A e O sdo os mesmos. Na proxima figura, estéo ilustrados
. . 11
aretal real e os pontos O, A, B e C associados aos numeros 0 (zero), -4, m e S ou 5,5,

respectivamente:
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Figura 14
A 0 B C
: O . . . o . . O O— - -
-G ] -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 il ] 7 8
Reta Real

Fonte: O Autor

~

Considerando uma reta perpendicular a reta real passando pelo zero,
temos um par de eixos coordenados e ortogonais. Este sistema nos permite
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pares

ordenados de nimeros reais do conjunto R? = { (x;y) | x,y € R}.

Desta maneira, podemos identificar cada numero complexo (a,b) com o

ponto P = (a, b) do plano:

Figura 15

Eixo I'magindrio

' onde:

P=(a,b) « z=(a,b) |- %M@
b— Im(z)

a Eixo Real

Representagdo Geométrica do Nitmero Complexo

Fonte: O Autor

O plano acima, usado para a representagdo dos numeros complexos, €
chamado de “Plano de Argand-Gauss” ou “Plano Complexo”. Neste plano, o eixo
horizontal € chamado de “Eixo Real” ao passo que o eixo vertical € chamado de “Eixo
Imaginario”. O ponto P que representa o nimero complexo € chamado de imagem do
namero complexo z e, por sua vez, o numero complexo z € chamado de afixo do ponto
P.

Posteriormente, usaremos o plano para obter novas representacdes dos

nameros complexos, bem com interpretar geometricamente as operacoes.
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3.4 O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS E SUBCONJUNTO DOS
NUMEROS COMPLEXOS

Nesta se¢cdo, usaremos dois conceitos (subcorpo e isomorfismo) que serao

definidos a segquir:

Subcorpo: subconjunto de um corpo que, munido das mesmas operacdes

deste, também € um corpo.

Isomorfismo: correspondéncia biunivoca entre elementos de dois grupos

que preserva as operagdes de ambos.

Seja R’ o subconjunto de C que contém todos 0s numeros complexos cuja

parte imaginéria é igual a zero, ou seja:
R'={(a,b) €C,b=0}
Seja uma aplicacdo de R em R’, que leva cada x € R ao par (x,0) € R":
f:R = R',dada por: f(x) = (x,0)
Esta aplicacéo é bijetiva. De fato:
1. f é sobrejetiva: todo par (x,0) € R’ € imagem de x € R pela aplicagéo f.
2. f éinjetiva: dados x,x’ € R, com x # x', temos que (x,0) # (x,0), ou seja, f(x) # f(x).

Verificamos, também, que a aplicacdo f preserva as operacdes de

adicao e multiplicacao:
Dados a, b € R temos:

1. f(a+b)=(a+b0)=(a0)+(b,0)=f(a)+ f(b)
2. f(a-b)=(a-b,0)=(a-b —-0-0,a-0+0-b)=1(a0)-(b,0)=f(a)+ f(b)

Por ser f: R — R' uma aplicacédo bijetiva, que preserva as operacdes de
adicdo e multiplicacéo, dizemos que R e R’ sdo isomorfos. Desta forma, R é
considerado subcorpo de C (dizemos que foi realizado um “mergulho” de R em C) e,

portanto, fica justificada a igualdade x = (x,0),V x € R.

Temos, entdo, que R c C.
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3.5 VARIAS REPRESENTACOES DE UM NUMERO COMPLEXO
3.5.1 A Unidade Imaginaria e a Forma Algébrica

Consideremos, no conjunto dos numeros complexos, o par (0,1). Este
namero complexo, chamado de unidade imaginaria e denotado pelo simbolo i, possui

a seguinte propriedade:
i?=i-i=(0,1-(01)=(0-0-1-1,0:14+1-0)=(-1,0)

Anteriormente, vimos que todo numero complexo cuja segunda

coordenada é nula, € um nimero real. Portanto:

Usando a unidade imaginaria i, podemos fazer uma decomposi¢do do

namero complexo z = (a, b) e representa-lo na forma algébrica (ou cartesiana):
z=(ab)=(a0)+(0,b) =(a,0)0+B»-0-0-1,b-14+0-0) =(a,0)+ (b,0)-(0,1)
Ou seja, como (a,0) = a, (b,0) = b e (0,1) =i, temos:
z=a+ bi,onde a,b € R.

A representacdo algébrica do numero complexo nos oferece uma
alternativa para realizacdo das operacdes de adicdo e multiplicacéo, pois podemos
efetud-las como se estivéssemos operando com binébmios do primeiro grau,

considerando a unidade imaginaria i como a variavel.

Consideremos dois numeros complexos representados na forma algébrica

7z, = a + bi e z, = c + di e vamos realizar as operacoes:
Adicao: Eliminamos os parénteses agrupando as partes real e imaginaria:
z1+ z,=(@+bi)+(c+di)=a+bi+c+di=a+c+bi+di=(a+c)+ (b+d)i

Multiplicagdo: Aplicamos a propriedade distributiva juntamente com a
propriedade da unidade imaginaria:

z1-zz=(a+bi) - (c+di)=a-c+(a-d)i+b-c)i+(b-d)i*=

=a-c+(a-di+Oh-c)i+b-d)-(-1) =
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=(a-c—b-d)y+(a-d+b-c)i

Observacao: Podemos obter a multiplicagdo entre um nimero real c € R e

0 complexo z = a + bi:

c-z=(c+0))-(a+bi)=(-a—0-b)+(c-b+0-a)i
= (ca) + (cb)i = (ca,ch)

3.5.2 Representacao Matricial do Numero Complexo

Primeiramente, note que se ao nimero real a associamos a matriz

ar=a(s )= o

entdo, temos que a soma a + ¢ = ¢ + a fica associada a matriz
(6 G =G G D=7 .30
e, ao produto a - ¢ = c - a, corresponde
6 @G J=G )G J=( o)

a
0

mesma maneira que 0s numeros reais em relacdo a soma e ao produto. Ou seja,

Portanto, as matrizes da forma ( 2) se comportam exatamente da

. L . ~ . a 0
podemos dizer que R é isomorfo ao corpo cujos elementos sdo as matrizes (0 a)

onde a € R.
) . ) . /0 -1
Podemos considerar a unidade imaginaria i como a matriz (1 )
De fato:
o _ . (0 =1\ (0 —1\_ /(=1 O0\_ . ,_ _
c=ii=( o) (G o)=0p J)=-rr=-1

Entdo, o numero complexo z = a + bi, onde a,b € R fica representado

como:

cmern=( 0+ D€ D=6 D46 -6 D
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3.5.3 Representacdo Polar do Numero Complexo

Um sistema de coordenadas representa um ponto no plano por um par
ordenado de numeros chamados de coordenadas. Geralmente, para a representacao
de pontos no plano usamos as coordenadas cartesianas. Nesta secdo, vamos fazer a
representacdo usando o sistema de coordenadas polares que, para alguns propoésitos,

se mostra mais conveniente.

Escolhemos um ponto no plano chamado polo (ou origem) e o denotamos
pela letra 0. Entdo, representamos uma semirreta, chamada de eixo polar, com
extremidade em O na direcdo horizontal e no sentido da esquerda para a direita. Esta

semirreta corresponde ao eixo x das coordenadas cartesianas (figura 16A).

Se P for qualquer outro ponto no plano, seja r a distancia de O até P e seja
6 o angulo (medido em graus ou radianos) entre o eixo polar a o0 segmento OP (figura
16B).

Assim, o ponto P € representado pelo par ordenado (r,6), onde r,0 sao
chamados coordenadas polares de P. Usamos a convencdo de que um angulo é
positivo se for medido no sentido anti-horério a partir do eixo polar e negativo se for
medido no sentido horério:

Figura 16
P=(r,0)
o - r
0 eixo polar
(polo ou origem) 9
Figura A \ -
0
Figura B
Coordenadas Polares

Fonte: O Autor
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Portanto, podemos fazer a representagdo do numero complexos z = (a, b)
usando este sistema de coordenadas. Para isto, vamos denotar a distancia de O até
P como |z| e, usando o teorema de Pitdgoras, podemos determinar a medida do
segmento OP. Além disso, 0 angulo 8 sera chamado de argumento de z e denotado

por 8 = arg(z):

Figura 17
Eixo Imagindrio .
Por Pitagoras:

z=(|z],8 , .

A : ( ’ ) |z| = \/(lﬁ’e(z))'Z + (J’m(z))‘g
|z| | Iz] = Ja? + b?
Denotamos:
0 5 6 = arg(2)
0 a Eixo Real
Representacéo Polar do Nitmero Complexo

Fonte: O Autor

No sistema de coordenadas cartesianas, cada ponto tem apenas uma
representacdo. Mas, no sistema de coordenadas polares, cada ponto tem muitas
representacdes dependendo do seu argumento. Por exemplo, na figura a seguir,

temos trés exemplos de representacdes para um mesmo ponto:

Figura 18

Algumas representagées do ponto P usando coordenadas polares

Fonte: O Autor
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De fato, como uma rotacdo completa no sentido anti-horario € dada por
21 (ou 360°) e um angulo pode ser representado no sentido horario (usando valores
negativos), o ponto representado pelas coordenadas polares (r, 8) pode, também, ser

representado por (r, 6 + 2nm), onde n € qualquer inteiro.

Portanto, para que a representacao usando a forma polar seja Unica, vamos

considerar 6 = arg(z) € [0, 2m).

A relacdo entre as coordenadas polares e as partes real e imaginaria de
um numero complexo pode ser vista ha proxima figura, na qual o polo corresponde ao
namero complexo 0 = (0,0) e o eixo polar coincide com o eixo real. Usando as razes

trigonométricas, temos:

Figura 19
FEixo Imagindrio o
\ No tridngulo ao lado, temos:
a b
Z cos(f)=— e sen(d) =—
) ES— 2] 2]
|z| i
; Ou seja:
0o o
a= |z|cos(8) e b= |z|sen(d)
0 a Eixo Real

Relacdo entre coordenadas cartesianas e polares

Fonte: O Autor

Podemos, entdo, escrever o numero complexo z:
z=(a,b) = a+ bi = |z|cos(8) + |z|sen(B) i

Colocando o médulo |z| em evidéncia e trocando a ordem dos fatores da
parte imaginaria e do seno, temos a forma polar (ou trigonométrica) do namero

complexo z:

z = |z|(cos(0) + isen(H))
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3.6 INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS OPERACOES DE ADICAO
E MULTIPLICACAO DE NUMEROS COMPLEXOS

3.6.1 Adicéo

Considerando a bije¢do entre os nUmeros complexos e 0s pontos do
plano, podemos considerar o numero complexo z = (a, b)) como um segmento
orientado (vetor) OP com origem no ponto 0 = (0,0) e extremidade no ponto P =

(a, b), como ilustra a proxima figura:

Figura 20
eixo imagindrio
A

b|------mnmomemmnesos

1
1
1
1
1
1
1
I
(8] a  eixo real

Representacéio Vetorial do Nitmero Complexo

Fonte: O Autor

Considerando os numeros complexos como vetores, podemos interpretar

geometricamente as operacdes com nimeros complexos.

A adicdo de numeros complexos pode ser visualizada usando a regra do

paralelogramo:

Figura 21

I3 =(a+c, b+d)

Interpretagio Geométrica da Adigdo em (€

Fonte: O Autor
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3.6.2 Multiplicacéo

Antes da interpretacdo geométrica da multiplicacdo entre dois numeros

complexos, vamos efetua-la algebricamente usando a representacao polar.
Dados
7z, = (a,b) = (|z1| cos(6,), |z,|sen(6,)) e 2z, =(c,d) = (|z,]|cos(0,),|z,]|sen(6,)),
temos:
zy+2z,=(a,b) (c,d)y=(a-c—b-d,a-d+b-c)

a-c—b-d=|z]cos(8,)|z;|cos(8;) — |z,|sen(8,) |z,| sen(B;)
a-d+b-c=|z|cos(0,)]|z,|sen(6,) + |z;|sen(6,) |z,| cos(6,)

a-c—b-d=|z]1z3|(cos(0,) cos(6,) — sen(0,) sen(6,))
a-d+b-c=|zl|zy| (cos(0;) sen(6;) + sen(6,) cos(6,))

a-c—>b-d=|z||z,| cos(6; + 6,)
a-d+b-c=|z]l|z,| sen(6; + 0,)

Ou seja:
7,2, = (a,b) - (¢, d) = (|z1]|2z5| cos(8; + 6,) , |z;1||2z,| sen(B8; + 6,)) =
= |z;||z3| cos(01 + 0,) + i |z1||z,| sen(B; + 6,) =
= |z;||z,|[cos(0; + 0,) + i sen(6; + 0,)]

Ou seja, geometricamente, o produto z, - z, representa o nimero complexo

de modulo |z ||z,| e argumento 6, + 6,, como ilustra a figura a seguir:

Figura 22

Na figura, temos:
23 == Zl . 22

Onde:
|23|: |Zl||22|
0;=0,+6,

Interpretacéio Geométrica da Multiplicacédio em C

Fonte: O Autor
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3.7 CONJUGADO DE UM NUMERO COMPLEXO

O conjugado de um numero complexo z = (a, b), denotado por z, € obtido

pela reflexdo de z em torno do eixo horizontal (eixo real) como mostra a figura a seguir:

Figura 23
eixo imagindrio
Pela figura ao lado, observamos que os modulos nio se alteram:
L e _
= 2] = |7
6
0 p a; o Porém, como consequéncia da reflexdo:
| arg(7 )= 2n— arg(Z)
Il | CEEEEEEE 7

Conjugado de um mimero complexo

Fonte: O Autor

Portanto, o conjugado de um numero complexo z = (a, b), é dado por z =
(a,-b).

No caso do nimero complexo que possui a parte imaginaria nula (nUmero

real), o conjugado é o proprio nimero. Ou seja, dado z = (a, 0), temos:
Z=(a,—-0)=(a0) =z

O conjugado possui algumas caracteristicas e propriedades interessantes,

entre elas
1. Conjugado do conjugado: Z =z, Vz € C

Denotando z = a + bi, temos:

=a+bi=a—-bi=a+bi=2z

N

2. Conjugadodasoma: z; +z, =7z; + 7, V21,2, €EC

Sejam 0s numeros complexos z; = a + bi e z, = ¢ + di. Entdo:
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zi+z,=(a+ b))+ (c+di) =

=(a+o)+b+dn=
=(a+c)—-(b+d)i=

=a—bi+c—di=2z1+7,

3. Conjugado do produto: z; ~z, = z; * 75, V 21,2, € C

Sejam 0s numeros complexos z; = a + bi e z, = ¢ + di. Entao:

Z1'Z2=(a+bl)'(C+dl)=

=a-c+(a-di+B-c)+(b-dni?=

=a-c+(@adi+®B-cu+(m-d-(-1)=

=(ac—b-d)+(a-d+b-c=
=(a-c—b-d)—(a-d+b-c)i=
=a-c—b-d—(a-d)i—(b-c)i=
=a-(c—di)—b-d—(b-c)i=
=a-(c—di)+i*h-d—(b-0)i=

=a-(c—di)—bi(c—di)=(a—bi) - (c—di)= 217,

4.z-72=|z|*>, Vz€eC
Denotando z = a + bi, temos:
z-Z=(a+bi) (a—bi)=a?— (bi)>?=a?—-b%-i%2=
=a%?—-b?-(—1) =a? + b? = |z|?

Esta ultima propriedade nos permite obter o inverso de um

complexo como:

ndmero
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De fato, vimos anteriormente que o inverso de um numero complexo z =
(a,b), z # (0,0), é dado por:

a —-b
“~latw
a’+a®’ a®+ b?
Além disso, a multiplicacdo entre um numero real ¢ € R e o complexo z =

(a,b) é dado por cz = (ca,cb) e como

1 1

|z|% - a? + a?

€ um numero real, temos:

1 __( 1 )( b)—( 1 1 b)—( a —b )_”
HE =\ pz) @ “\az+p2 Yaz 12 (=b)) = a2 +b2az+bz) "7
Desta maneira, é possivel definir a divisdo entre dois nimeros complexos:

Z1 1 1 _ 1
_— = Zl - —_— = Z1 . . ZZ [ —
Z3 Z |z, |? |z, |?

71 2

3.8 OS COMPLEXOS E AS TRANSFORMACOES NO PLANO

Uma Transformacgdo no Plano Complexo é uma funcao definida de C em C

que estabelece uma relagéo entre dois subconjuntos de nimeros complexos.

Quando a relacédo é estabelecida biunivocamente, temos um isomorfismo,
isto €, uma transformacao que preserva a forma geral do objeto transformado. Por

exemplo, a Homotetia.

Quando as distancias entre os pontos correspondentes sédo preservadas,
temos uma isometria. S&o exemplos de transformacgfes isométricas: as Translacdes

e as Rotacdes.

3.8.1 Homotetia
Para cada r € R*, a funcdo h,:C - C; z » w, definida por

w=h.(z2)=r-z
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€ chamada homotetia de raz&o r e centro na origem. O argumento de z mantém-se e
0 modulo é multiplicado por r. Trata-se de uma expansdo (se r > 1) ou de uma
contracao (no caso em que 0 < r < 1) a partir da origem. A figura abaixo ilustra duas

homotetias, sendo uma expanséo (r = 3) e uma contracao (r = 0,5):

Figura 24
eixo imagindrio eixo imagindrio
w=h,(7)
3 4
L] S —— : S —— ,
eixo imagindrio 3 A i
Z 0,5b vw=hys(7)
bz E i
a 3a eixo real 0,5a @ ixo real
Exemplos de Homotetias

Fonte: O Autor

3.8.2 Rotacéo

Seja um numero complexo z = (a, b) representado no plano de Argand-

Gauss e uma rotacao aplicada em z:

Figura 25
eixo imagindrio eixe imagindrio
w=(x, }’)
U
rotacdo do complexo g E )
=(a, b) s

R — o : » 2=(a,b)

! 0

/] s X :

eixo real eixo real
Rotagio de centro na origem e dngulo 0

Fonte: O Autor
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Desejamos encontrar as coordenadas (x,y) de w em funcdo das

coordenadas anteriores (a, b) e do angulo 6. Para isto, vamos considerar as seguintes

figuras:
Figura 26
eixo imagindrio o e n
i o Tridngulo 2
1T — W= (%)) Triangulo 1
W r
/o r )
b|---foe-- eeeneency o2 =(a, b) b
g ! r E 13
a; a ‘
X a eixe real
Tridngulos retingulos obtidos pelas coordenadas de 7 e w

Fonte: O Autor

Pelo triangulo 1, temos:
2 =sen(a) e 2_ cos(a)
r r
Ou seja:
b=r-sen(a) ea=r-cos(a)
Pelo triangulo 2, temos:
% = cos(6 + a)
x =1+ [cos(8) cos(a) — sen(f)sen(a)]
x =1 -cos(0) cos(a) — r - sen(f)sen(a)
E, também:
Y sen(0 + a)
r
y =1 - [sen(0) cos(a) + sen(a)cos(6)]

y =1 -sen(0) cos(a) + r - sen(a)cos(0)
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Fazendo as substituicdes das expressdes do triangulo 1 nas expressoes
do tridngulo 2, obtemos:

x =cos(0) -a—sen(8) b

y =sen(0)-a+cos(6) b

Finalmente, as coordenadas de w podem ser expressas por:

w = (cos(0)-a—sen(8)-b,sen(0)-a+cos(@)-b) =

= (cos(0),sen(0))-(a,b) = (cos(@),sen(@)) - Z

Como (cos(0),sen(0)) representa um numero complexo de modulo

unitario e argumento 8, podemos definir a rotacao:

Para cada complexo unitario u = (cos(6),sen(8)), 6 € [0,2r), a funcao

pe:C - C; z » w, definida por
w = pg(z) = (cos(8),sen(h)) - z

€ chamada rotacéo de centro na origem e angulo 6. O médulo de z ndo se altera e,

ao seu argumento, € somado 6.

3.8.3 Translacgao
Para cada v € C, afuncdo 7,:C - C; z » w, definida por
w=r1,z2)=v+z

€ chamada translacéo associada a m. Em termos geométricos, todos os pontos z do

plano sao deslocados na direcao e sentido do segmento orientado 04 que representa
o complexo v de uma distancia igual a |v|. A translacéo afeta apenas a posicéo de
uma figura no plano e pode ser visualizada como a Figura 21 “Interpretagao

Geométrica da Adigado nos Complexos”.
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3.8.4 Homotetia e Rotacgao

Para cada complexo ndo nulo v = |v|(cos(8) + isen(8)), 6 € [0,2m), a

fungéo f,: C = C; z » w, definida por
w = f,(z2) =v-z=|v|[(cos(8),sen(8)) - z] = (cos(8),sen(d)) - (lv|-z);v # 0

traduz-se por uma rotac&o de centro na origem, associada a (cos(@) , sen(e)), seguida
de uma homotetia de centro 0 = (0,0) e razdo r = |v| (ou vice-versa). O modulo de z
€ multiplicado por |v| e, ao argumento de z, € somado o angulo 6 e pode ser

visualizada como a Figura 22 “Interpretacdo Geométrica da Multiplicagdo em C”.
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CAPITULO 4

RELATO DAS ATIVIDADES

4.1 CONTEXTO

O local escolhido para a realizacao da sequéncia didatica foi a 32 série A
do Ensino Médio regular da Escola Estadual André Donatoni da cidade de Ibaté, S&o
Paulo. Sou professor nesta escola desde 2004, quando fui aprovado no concurso
publico do Estado de Sao Paulo.

Nestes 13 anos, a escola sofreu algumas mudancas em sua estrutura. Em
2006, a escola passou a ser de tempo integral (ETI) apenas para o Ensino
Fundamental. O Ensino Médio continuou no periodo da manha e, no periodo noturno,
a escola oferecia aulas para o EJA até 2013.

Quando ingressei, a maioria das minhas aulas era no EJA e, no periodo
regular, so trabalhava com uma turma do Ensino Fundamental no periodo da manha.
Comecei a trabalhar com o Ensino Médio apenas em 2010, devido a remocéo de
outros professores de Matematica.

A sequéncia didatica foi realizada em 7 atividades durante as aulas do més
de agosto, no inicio do 3° Bimestre. Neste ano de 2017, os conteudos foram adiados

por um més, devido a orientacdo dada pela Diretoria de Ensino: as escolas que nao
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alcancaram os indices do SARESP deveriam usar o primeiro més como uma retomada
de conteudos relacionados com as habilidades em defasagem.

Como o Ensino Médio néo alcancou o indice, foram realizadas atividades
de retomada de contetdos envolvendo as competéncias e habilidades em defasagem
no més de fevereiro. Desta maneira, os “Numeros Complexos” que seriam trabalhados
no final do 2° Bimestre, foram trabalhados em agosto, no inicio do 3° Bimestre.

A escolha por esta turma foi consequéncia de algumas reflexdes:

1. As atividades desta dissertacdo deveriam estar relacionadas,
preferencialmente, com os conteddos do Ensino Médio. Como neste ano, tenho
duas turmas do Ensino Fundamental (9° anos) e duas turmas do Ensino Médio
(22 e 32 séries), minhas opcdes ficaram restritas para as duas ultimas.

2. A quantidade de alunos da 32 série € mais indicada para a
realizacdo de uma sequéncia didatica. Sdo 25 alunos, enquanto na 22 série,
39. Ou seja, a atencédo e o feedback dados aos alunos durante as atividades
seriam mais proveitosos, sem dizer que o éxito em realizar as atividades em
grupos seria maior.

3. Esta era uma turma que precisava de uma atengdo especial: além
dos alunos estarem se preparando para o vestibular, esta série realiza as
provas externas (SARESP, Prova Brasil) e, como algumas habilidades e
competéncias precisavam ser resgatadas, uma atividade diferenciada seria de
grande valia.

Em relacdo ao conteldo, tinha algumas opcdes: Geometria Analitica,
Polinbmios ou Numeros Complexos. ApOs algumas pesquisas, percebi que um
desafio seria o tema “Numeros Complexos”. Esta pesquisa foi realizada usando
alguns trabalhos sobre o assunto. Em todos os trabalhos consultados, era ressaltado
o desinteresse apresentado por grande parte dos alunos quando o assunto se tratava
de Numeros Complexos. Refletindo sobre minhas atuagbes em anos anteriores,
lembrei-me que este assunto sempre causou certa “resisténcia” na maioria dos
alunos. Mesmo fazendo um bom planejamento, um estudo sobre o tema, a
apresentacdo deste novo conjunto numeérico ndo despertava o0 interesse que
esperava.

Entre os trabalhos pesquisados, dois me chamaram a atencdo: a
dissertacdo da Claudia Rosana da Costa Caldeira (2013) e de Carlos Nely Clementino

de Oliveira (2010), onde eles relatam como foram aplicadas uma sequéncia didatica
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para os alunos que j& haviam estudado Niumeros Complexos usando uma abordagem
geométrica. Os resultados obtidos foram bem interessantes, pois nos dois trabalhos
0s professores conseguiram gue os alunos tivessem um maior interesse e pudessem
atribuir um significado as operacdes.

Refletindo sobre estas sequéncias didaticas, pensei em introduzir os
nameros complexos usando uma abordagem geométrica também. As atividades
deveriam ser adaptadas, pois diferente dos outros trabalhos, os meus alunos nao
tinham estudado este contetdo. Seria uma atividade de apresentacédo deste conjunto
numeérico.

No curriculo oficial do Estado de S&o Paulo, os conteddos séo organizados
em trés grandes blocos tematicos: “Numeros”, “Geometria” e “Rela¢gdes” como ilustra

a figura abaixo retirada da pagina 39:

Figura 27

@ NUMEROS elqmva].enc ia/ordem B
" simbolizagdo/operacdes

percepgao/concepgao
construcio/representacio

GEOMETRIA {

Naturalmente, os conteldos dos trés
blocos interpenetram-se permanentemente, { medidas/aproximagdes
sendo praticamente impossivel abordar um RELAC.C’ES proporcionalidade/
deles sem a participagao quase automatica interdependéncia

dos dois outros, e € importante mencicnar a

positividade de tal fato.

Blocos Temadticos dos Contetidos Disciplinares de Matemdtica

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo — Matematica e suas Tecnologias, pagina 39

O conteudo “Numeros Complexos” é trabalhado no 2° bimestre da 32 série
do Ensino Médio no bloco tematico “Numeros”. Abaixo segue uma ilustragdo contendo

todos os conteudos e habilidades:

Figura 28
32 série do Ensino Médio

| Coneidos Habildades

Nameros

. . ) ¢ Compreender a historia das equagdes, e Saber expressar o significado dos

Equages algébricas e nimeros complexos com o deslocamento das atencoes das nimeros complexos por meio do plano
g ¢ Equacdes polinomiais férmulas para as andlises qualitativas de Argand-Gauss
2 * Numeros complexos: operacoes e * Conhecer as relacdes entre os c q anificad atri

= P .. B = .

@  representacao geométrica coeficientes e as raizes de uma equagao ompreencer o significado geometrico
2, algébrica das operacdes com numeros complexos,

* Teorema sobre as raizes de uma equacao associando-as a transformacdes no plano

polinomial * Saber reduzir a ordem de uma equacao a
* Relacdes de Girard partir do conhecimento de uma raiz

Contetidos e Habilidades - Curriculo do Estado de SP
Fonte: Curriculo do Estado de Sdo Paulo — Matematica e suas Tecnologias, pagina 69
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No caderno do aluno, os numeros complexos aparecem em dois

momentos:

¢ no final da situacdo de aprendizagem 5 (Equacbes do 3° grau e o
aparecimento natural dos nimeros complexos);
e nasituacdo de aprendizagem 8 (NUmeros complexos: representacao no

plano e significado das operacdes — translacoes, rotacbes, ampliacdes).

Historicamente, o caderno do aluno aborda corretamente os numeros
complexos no contexto das equac¢des do 3° grau. Porém, a forma como as atividades
séo trabalhadas no primeiro contato com os numeros complexos podem causar

desinteresse nos alunos por explorar apenas as regras operacionais.

Novamente, citando o trecho de José Paulo Carneiro na RPM ndmero 55:

“[...] A maneira mais comum de introduzir os
nameros complexos € por meio da seguinte definicdo: Um
namero complexo é um objeto da forma a + bi, onde a e b sédo
reais, i = v—1 e permanecem vélidas as leis da algebral...].
Logo em seguida, passamos a fazer lotes de exercicios do tipo:

1 » N\ 13 2+3.” H Z

calcule (2 +i)(3 + 4i)”, “calcule Tll , etc. [...] Depois que nés
realmente entendemos o que é um namero complexo, sabemos
gue esta definicdo ndo contém nada de errado. Todavia,
introduzir os complexos por esta definicdo é analogo a introduzir

as fracdes, para um estudante que conhega numeros inteiros,
do seguinte modo: “uma fragdo € um objeto da forma%,

onde a e b séo inteiros (sendo b=0), com% = 2 <ad=bc, e

. o d+b
que seguem as seguintes leisda algebra: % + 2 =2 xe 2.5

bd b d

ac H r “ 2 5”
vl Em seguida, passamos aos exercicios: “calcule 3 + 5 etc.

Também néo haveria absolutamente nada de errado com esta
definicdo e ela também permitiria resolver todas as contas
usuais com fracdes. Mas, pergunto: alguém, em plena posse do
seu bom senso e com um minimo de compaixdo com seus
alunos, faria esta barbaridade? Pois é mais ou menos isto que
fazemos com os numeros complexos”

As figuras seguintes mostram a primeira abordagem dos numeros
complexos que acontecem nas paginas 58 a 61 da situacéo de aprendizagem 5. Apés

ser feita a deducdo da férmula de “Cardano-Tartaglia” é trabalhada uma situagéo-

problema que envolve a equacgdo x3 = 15x + 4 e o aparecimento do radical v—121:
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6. Um marceneiro quer construir duas caixas, uma com a forma de um cubo de aresta x, outra
com a forma de um paralelepipedo com a base retangular, de lados 3 m e 5 m, e de altura igual &
altura do cubo. O valor de x deve ser escolhido de tal forma que o volume do cubo seja 4 m?
maior que o do paralelepipedo.

a) Escreva a equagio que traduz a exigéneia a ser satisfeita pelo valor de x.

b) Use a formula de Cardano-Tartaglia para determinar as raizes da equagio do item a. A que
conclusio vocé chega?

¢) Verifique di 1a equago ap da que x = 4 é uma raiz, ou seja, fazendo x = 4 m,
temos o cubo com volume de 64 m* ¢ o paralelepipedo com volume de 60 m?,

!l! Observagao!

Como podemos interpretar o resultado do item b? Serd que a formula de Cardano- Tartaglia
nio funciona sempre? Vocé verd, na situago seguinte, um modo de prosseguir nos cdlculos e en-
contrar o resultado x = 4.

=

Sabemos que o quadrado de qualquer niimero real ndo nulo, positivo ou negativo, é sempre
positivo. Até aqui, em nosso percurso escolar, sempre que nos deparamos com a extragio da
raiz quadrada de um nimero negativo, dizemos que ela ndo existe. Na atividade 5 desta segdo,
tal decisio nos impediu de chegar a uma das raizes da equagio, uma vez que teriamos de extrair
a raiz quadrada de ~121. Faremos, agora, uma atividade de imaginaio: suponha que existam
niimeros estranhos (certamente, nio seriam niimeros da reta real) cujo quadrado seja negarivo.

a) Podemos verificar que, na verdade, bastaria existir um nimero estranho desses, como a raiz
quadrada de -1, para que dele decorressem todas as ourras raizes de negarivos. De fato,
como —121 = 121+(-1), bastaria sabermos quanto vale a raiz quadrada de -1. Como -1 ndo
tem raiz real, vamos considerar que sua raiz é um niimero imagina'rio €0 representaremos
por i. Assim, i é um nimero tal que i*=-1.

b) Retorne ao item b da atividade 6 desta secio. Considere v-121=+121 INELSINEN
Denominando \/—_l =1, escreva 11i no lugar de v-121 e indique a solucio da equagio
¥ - 15x-4=0.

Figura 29
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¢) Usando o fato de que a raiz cubica de um nimero € outro nimero que, elevado ao cubo,
reproduz o primeiro, mostre que 2 + i é uma raiz cibica de 2 + 11i. Ou seja, mostre que
(2 +if =2 +11i. Paraisso, lembre-se de que i? = -1.

d) Retorne & arividade 6 desta segao. Mostre que a solugio x = 4 pode ser obtida a partir da
férmula para as raizes cibicas da equagio x* — 15x— 4 = 0.

\g} LICAO DE CASA [ o]

8. Resolva a equagio 26 - 10x + 12 = 0.

9. Determine uma raiz das seguintes equagoes de 3* grau:

Q) ¥-x-6=0

b) -2 -x+2=0

N

%
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10. Supondo que sdo vilidas as propriedades das operacoes com niimeros reais para os nimeros
formados por uma parte real x e uma parte imagindria yi, sendo i= V=1, efetue as operages
indicadas, apresentando o resultado mais simples possivel:

) (3-40)+ (-5+30) b) (11i+7) - (-5-81)

o (2i-13)-(7-5) d) (13-1) - (13+1)

e) Pai+i f) it

Fonte: Caderno do Aluno — Matematica, Ensino Médio — 32 Série, volume 1, paginas 58 a 61

No caderno do professor, é dada a seguinte sugestao:

Professor, uma sugestio!

Figura 30

Novamente precisamos refletir, pois ndo sabemos calcular a raiz ctbica do estranho
namero 2 + 11i. Tal nimero € “composto™ por uma parte real, que € 2, e por uma par-
te imaginaria, que ¢ 11i. Esses nameros sdo chamados “nimeros complexos™, e serao
estudados a seguir. Por enquanto, vamos supor que possamos continuar a operar com
tals numeros como se opera com Os nameros reais, respeitando-se apenas a novidade
que decorre do fato de termos i* = —1. Por exemplo:

» para somar 3 + 4i com 5 + 7i, somamos as partes reais e imaginarias separadamente e
g obtemos: (3 +4i) + (5+ 71)=(3 +5) + (4i+ 7i) =8 + 11i. ;
» para multiplicar (3 + 41) por (5 + 7i), utilizamos a propriedade distributiva e escrevemos:
! B+4) - G+7)=3-5+3-Ti+4i-5+4i-7i !
» agrupando termos do mesmo tipo, obtemos: (3 + 41) - (5 + 71) = 15 + 211 + 201 + 28i2.
» como i = —1, o resultado final seria o seguinte:
L (3+4i)-(5+7)= 15+41i-28= —13 + 4li. §

Como veremos, essas operagoes envolvendo niimeros imaginarios vao se mostrar recurso
tecundo para superarmos as limitagdes resultantes da impossibilidade de extrair raizes qua-
dradas de nameros negativos. Com base nelas, vamos conseguir harmonizar o fato de saber-
mos que a equagio x* — 15x — 4 = 0 admite efetivamente a raiz real x = 4, ainda que a térmula
resolutiva nos conduza a raiz quadrada de um numero negativo.

Fonte: Caderno do Professor — Matematica, Ensino Médio — 32 Série, volume 1, pagina 67
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Fazendo um estudo mais aprofundado sobre a histéria dos Numeros
Complexos, percebemos que durante muito tempo eles ndo foram aceitos pela
comunidade matematica. Seu reconhecimento, sua “cidadania” s6 aconteceu quando
puderam ser interpretados geometricamente. Portanto, a Histéria da Matematica

ajudaria a identificar e superar os empecilhos que apareceriam neste estudo.

Inclusive, esta é uma das sugestdes das Orientacdes Curriculares:

“A utilizagdo da Historia da Matematica em
sala de aula também pode ser vista como um elemento
importante no processo de atribuicdo de significados aos
conceitos matematicos. [...] A recuperacédo do processo histérico
de construgdo do conhecimento matematico pode se tornar um
importante elemento de contextualizagdo dos objetos de
conhecimento que vao entrar na relac@o didatica. A Histéria da
Matemética pode contribuir também para que o préprio professor
compreenda algumas dificuldades dos alunos, que, de certa
maneira, podem refletir histdricas dificuldades presentes
também na construgdo do conhecimento matematico”. (OCEM,
2006, pagina 86)

Portanto, nesta sequéncia didatica, a primeira atividade consistiu na
resolucdo de uma situacdo-problema que produzisse um conflito cognitivo que
motivasse o0 estudo de um novo conjunto numérico juntamente com a Histéria da
Matematica. Ou seja, os alunos resolveram a situacdo-problema que foi apresentada
nas figuras anteriores (Atividade 6 da pagina 58 do caderno do aluno). Porém, quando

foi feita a modelagem matematica para que usassemos a formula de “Cardano-

Tartaglia”, obtivemos um nimero que néo é real: v—121.

As outras atividades da sequéncia didatica, foram retomadas de conteudos
que sao fundamentais para o estudo dos Numeros Complexos com abordagem
geomeétrica, objetivo principal da situacdo de aprendizagem 8 do caderno do aluno.
Portanto, as atividades que foram realizadas proporcionaram aos alunos os subsidios
para a compreensao geometrica.

Novamente, as atividades no caderno do aluno séo trabalhadas de uma
forma bem resumida e que trazem algumas lacunas que devem ser preenchidas por
atividades extras. Nas figuras seguintes, temos o0s textos e as atividades das paginas
79 a 85 do caderno do aluno, quando os numeros complexos sao trabalhados pela

primeira vez (alguns espac¢os em branco foram recortados):
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Figura 31
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SITUACAO DE APRENDIZAGEM 8

NUMEROS COMPLEXOS: REPRESENTACAO NO PLANO
E SIGNIFICADO DAS OPERACOES (TRANSLAGCOES,
ROTACOES, AMPLIACOES)

\\QC\'/ Leitura e anilise de texto

Complexos, para qué?

E muito frequente ouvir falar “mal” dos m‘]melos oomplexos —aqueles nimeros “estra-
nhos”, formados por uma parte real x e uma parte © xmagmsna ¥i, em que i é um nimero
tal que seu quadrado é igual a—1, ousseja, i* = —1. Os sdo, efeti

“estranhos” ao primeiro olhar. Mas eles podem ser interpretados de modo significativo,
bem como as operagdes que realizamos sobre eles, e, a0 sermos apresentados a tais temas,

li nossa capacidade de a de do de fend que a realidad
nos apresenta. Querer limitar o es(udo da © itica ao de (dos de aplicacd
diara, sem levar em consideragio seu valor expressivo, é coma querer limitar o ensino da
lingua ao da redagio de cartas, de dos, de relatérios, desp por exemplo, a
apreciacio de um poema; afinal, “Para que serve um poema?”. A aprendizagem da lingua,
no entanto, nio pode prescindir de recursos expressivos que deem forca ao texto, da
construgio de imagens metaféricas etc. Nao se trata apenas de ensinar regras de reda-
¢do, mas de desenvolver instrumentos e formas pessoais de expressio, e a literatura, de
modo geral, ¢ fundamental para isso.

ime-

Também no estudo de Matemdrica existem assuntos para os quais ndo vislumbramos
“aplicagtes prdticas” diretas, mas que se mmpoem com os outros, contribuindo para a
construgio de uma forma i de de p 4o dos fend que
observamos. As vezes, um tema de Ma[ema[lm serve apenas de apoio a outro tema, este,
sim, com uma ligagio direta com a prdtica; ambos, tanto o apmador quanto o apolado,
precisam ser estudados. Como serd visto a seguir, os e as op
sobre eles podem ser associados 4 realizagio de movimentos de translacxo, de rotagio, de
ampliagdo etc. Para que isso seja possivel, serd preciso conhecer um novo sistema de repre-
sentacdo de niimeros: o plano complexo, ou plano de Argand-Gauss.

e das

sobre eles

Plano complexo — significado dos compl

perag
Representa-se um nimero real em uma reta numérica, como vocé jd deve ter feito iniimeras
vezes em sua vida escolar. |
_2333. 2 3 7 x
t
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Um ndmero imagindrio como i ndo pode ter as mesmas propriedades de um nimero real parque
nao ¢ um nimero real, ou s¢ja, ndo se encontra na reta real ou entre os reais representados na reta.
Arerareal R -se | hida com os Como
representar, entio, tal nimero i e seus “den\'adns , como toda a familia de imagindrios yi, onde y &
um ndimero real, bem como os ndmeros nus(os ou “complexos”, resultantes da soma dos reais x
com os i de modo a dar significado as

is e os irr

gindrios yi? Como rep os
operagées realizadas com eles?

A ideia de representar os niimeros na forma z = x + yi como pontos de um plano pode parecer
natural, mas permaneceu latente desde os trabalhos de John Wallis (1616-1703), durante muitas
décadas. Wessel e Argand trabalharam com tal ideia em situages concretas, mas somente quando foi
apresentada por Gauss, em 1799, como parte de sua tese de doutorado, tal mplesemag;o ganhou forga

e foi divulgada de modo amplo. Em resumo, a inspiracio fi 1¢a seg

N-(=1) /‘ \ N

0

N-i

N

0

Ni:

[o

* quando se multiplica um ndmero real por -1, sua imagem na reta real ¢ deslocada segundo
um arco de 180° passando da semirreta positiva para a negativa, e vice-versa: N-(-1) = -N
(resultado: rotagio de 180°);

* quando se multiplica um nimero real por i%, ou seja, por —1, é como se tivéssemos multiplicado o
niimera real por i e multi o resultado no por it N-(-1) = N-i-i = —N;

ltad

*seo0 das duas mulcipl idénticas e foi uma rotagio de 1807, seria natural

o ltado de cada uma das multiplicagées parciais por i como resultado de uma rota-

!
t
-3 -2 -1 o 1 2 3

Maremarica — 3 séric — Volume 1

* assim, multiplicar um nimero real por i corresponderia a representar tal nimero em um eixo
perpendicular ao eixo real.
eixo Imaginirio
¥ z=x+yi
Essa pode ter sido a inspiragio para a representagio

do nimero imagindrio i no eixo perpendicular ao eixo
real, o que conduziu 4 representagao de todo

Ni

complexo z = X + yi como um ponto do plano s
gerado pelas unidades real 1 ¢ imagindria i. O
plano em que os complexos sdo representados
constitui uma extensao da reta real e é conhedido

como plano complexo, ou plano de Argand-Gauss.

X eixo Real

s
VOCE APRENDEU?

\\/’

1. Dados os niimeros complexos z, = 3 + 4i; z, = 7; 2, = 7i e z, = 3 — 4i, calcule o niimero
complexo a + bi resultado de:
a) 2, +z, b) z,+7, Q) oz, +z4
d) z, -z, € 7,17, f) z,2,
2 2,2, h) (z,2)* i) (z,+2)?
B (2, —2z) k) (za—zl +2z)? D (czy4z +2)"
2. Dados os pl a seguir, rep -0s no plano pl deter: do 0 médulo e o

argumento de cada um deles:

a) z,=3+3i b) z,=-3+3i o) z,=3-3i d) z,=-3-3i

3. Observe os numeros complexos a + bi representados no plano de Argand-Ganss e determine,
para cada um, a medida do ingulo 6 e do segmento que une o ponto (a; b) 2 origem do sistema.

¢do de 90° N-i = Ni (rotacdo de 90%);

Matemirica — 3# séric — Volume 1

) T b) -
3 9
0] Rel 0 Re
-3
9 = @ =
T
) (1 Rel
Re
IRRERRR: B
T I } !

Forma trigonométrica de um némero complexo

Um nimero complexo z = x + yi também pade ser escrito de outra forma, destacando-se seu

médulo || e seu argumento 8. Sendo 2| = \fx? + y? , basta abservarmos na representago plana
=|z|cosd

dos complexos que | | _|, | g - Substicuindo-se na forma algébrica tais expressoes,

étrica dos niimeros

obtemosz = || (cos + isens). que ¢ chamada forma rigy

be
eixo Imaginirio forma algébrica x =|z|cos®
z=x+yi lz] = Jx*+ ¥ | y = |z|send
i z] 2= |z|(cosd + iseng)
E eixo Real
forma wrigonométrica
1 x

s

\\‘\/‘ VOCE APRENDEU?

4. Retorne ao enunciado da atividade 2. Escreva cada um dos complexos de z, a z, na forma trigo-
nométrica: z = |z (cosd + isend).

Fonte: Caderno do Aluno — Matematica, Ensino Médio —

32 Série, volume 1, paginas 58 a 61
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Portanto, as atividades que sao relatadas a seguir, envolvem os conceitos
apresentados na figura anterior. Porém, como acreditamos que seja mais produtivo,
de forma gradativa e que ofereca aos alunos uma oportunidade de retomada de

conteudos que foram estudados em anos anteriores.

4.2 SEQUENCIA DIDATICA

4.2.1 Atividade 1 — Aparecimento dos Numeros Complexos

Objetivos: Causar nos alunos um conflito cognitivo através da resolucéo de
uma situacao-problema para que os mesmos sejam motivados a estudar um novo
conjunto numérico, os Numeros Complexos.

Conteudos: Representacdo de sélidos geométricos, calculo de volumes,
uso das expressdes algébricas para equacionar um problema e valor numérico.

Material: Caderno, lapis, régua (se necessario) e slides apresentados pelo
professor

Tempo: Duas aulas de 50 minutos

Descricdo da atividade:

A atividade foi realizada na sala ambiente (sala reservada para a
apresentacdes de trabalhos, aulas com recursos multimidia). Neste dia, dos 25
alunos, faltaram 4 alunos. O professor usou uma apresentacdo em Power Point e a

atividade foi dividida em duas etapas.

12 Etapa:

Trabalhamos direto com a situagéo-problema que esta sugerida na pagina

58 do caderno do aluno, como ilustra a figura abaixo:

Figura 32

Matematica — 32 série — Volume 1

6. Um marceneiro quer construir duas caixas, uma com a forma de um cubo de aresta x, outra
com a forma de um paralelepipedo com a base retangular, de lados 3 m e 5 m, e de altura igual &
altura do cubo. O valor de x deve ser escolhido de tal forma que o volume do cubo seja 4 m?
maior que o do paralelepipedo.

Fonte: Caderno do Aluno — Matematica, Ensino Médio — 32 Série, volume 1, pagina 58
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No caderno do aluno, os itens que aparecem para a resolucdo desta

situacao-problema séo:

Figura 33
a) Escreva a equagao que traduz a exigéncia a ser satisfeita pelo valor de x.

b) Use a férmula de Cardano-Tartaglia para determinar as raizes da equagio do item a. A que
conclusio vocé chega?

¢) Verifique diretamente na equacio apresentada que x = 4 é uma raiz, ou seja, fazendo x = 4 m,
temos o cubo com volume de 64 m?® e o paralelepipedo com volume de 60 m?.

Fonte: Caderno do Aluno — Matematica, Ensino Médio — 32 Série, volume 1, pagina 58

Foi feita uma adaptacédo nos itens desta atividade para direcionar os alunos:

a) llustrar os solidos geométricos do enunciado, indicando os seus
respectivos volumes

A maioria dos alunos néo teve dificuldade para realizar este item.
Mas, alguns alunos ndo conseguiram representar os soélidos de maneira
satisfatoria. Como a atividade foi realizada no caderno, sem o uso de folhas
guadriculadas, faltou habilidade para realizar a perspectiva. Abaixo, seguem

duas representacdes que ilustram essa discrepancia:

Figura 34
T N % -
S INQ OO RS v YoSs .
d/usTy Y 7[ 9

P /[ "
| Pocalelepipedo
——

VO lurme-
8.3 S '/f)%

6]

Fonte: Arquivo do Autor
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b) Escrever a equacao que modela este problema

Quase todos os alunos conseguiram fazer este item, pois 0s
volumes ja estavam determinados no item (a). Porém, dois alunos esqueceram
de adicionar quatro unidades ao volume do paralelepipedo. Abaixo, seguem

duas figuras com a equagéao correta e o erro cometido por um dos dois alunos:

Figura 35

Equaces que modelam a situacéo-problema

Fonte: Arquivo do Autor
c) Por inspecdo (tentativas), descobrir uma das raizes da equacao
Aqui, dos 21 alunos, apenas 10 conseguiram chegar na resposta.
Um dos alunos chegou na resposta usando apenas uma tentativa; os outros,

testaram mais numeros. A seguir, uma resolugdo com mais tentativas e a

resolucdo com apenas um valor:

Figura 36
)
= < ¢ R Ly =
f - / : - /|5 D8 + 9
Pevce ZF= 454+ 4= (£
( iy 4 6 ( 3 /j‘fL ¥ 7/ en e SPTNS0N
ranie 0= /50 + 4 (F)
le~54 55=15.5 +4
le (285 = 75 +4 (F)
[c=4] 4?= J=. 4+ 4 -
4 x/(77! 4 Vv /‘
{ NS . S & e o — <
< ¥ o - N ( 2 < S s =
v A q -
Resolugdes por tentativas apresentadas por dois alunos

Fonte: Arquivo do Autor
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Apds o término dos trés primeiros itens, foi pedido para que os alunos
entregassem as folhas com a primeira parte da atividade.

Contextualizac&o Histéria — Parte 1

Figura 37

Registro da aula sobre Histéria dos Nimeros Complexos

Fonte: Arquivo do Autor

Apresentacdo dos matematicos do inicio do século XVI, do contexto
histérico e das curiosidades que antecederam a publicacdo do trabalho de Cardano:
“Ars Magna”.

22 Etapa

Aqui, os alunos usaram a férmula de Cardano-Tartaglia para resolver a
equacao obtida anteriormente. O objetivo desta atividade foi criar um conflito cognitivo:
sabiam que a equacdo tinha uma solucdo (x = 4). Mas, com o uso desta férmula,
chegariam em uma raiz quadrada que ndo era um numero real. Diante disso, seria
necessario o estudo de um novo tipo de nimero para que pudessem justificar este
conflito e, assim, reestabelecer o equilibrio cognitivo.

Segundo Sérgio Antonio Silva, em sua dissertacdo de mestrado sobre
conflito cognitivo:

“O sujeito estd adaptado, ou seja, em equilibrio
guando os dois processos estdo em harmonia ocorrendo
simultaneamente tanto a assimilagdo quando a acomodacéo.
Por outro lado, o desequilibrio seria provocado quando o sujeito,
passando por uma experiéncia em que sua légica ndo pudesse
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dar conta da realidade, se veria obrigado a reformular suas
estruturas cognitivas para a apreensdo do novo. Este
mecanismo, responsavel em produzir uma mudanca em direcao
a um estado superior e mais complexo de equilibrio, foi
denominado de "equilibracdo majorante”. Portanto, a mola
propulsora do desenvolvimento, ou melhor, em extensdo e
complexidade - esta intrinsecamente ligada ao desequilibrio,
obrigando "um sujeito a ultrapassar o seu estado atual e procurar
seja o que for em direcBes novas" (Piaget, 1977, pagina 23). Ou
seja, € o desequilibrio que produz a motivagdo intrinseca
necessaria para o sujeito buscar o conhecimento capaz de
promover o retorno a sua condi¢ao de equilibrio” (SILVA, 2014,
paginas 24 e 25)

Durante a atividade, o slide com a férmula ficou projetado para ndo haver

davidas onde substituir os coeficientes.

Para que todos pudessem chegar no radical v—121, foi usada a seguinte

estratégia: os alunos que haviam conseguido chegar na resposta auxiliavam os que

nao estavam conseguindo realizar as operacdes. Abaixo, segue a resolucdo do aluno

gue conseguiu realizar primeiro e sem ajuda:

UL

e

Aplicacgdo da féormula de Cardano-Tartaglia realizado por um aluno

( 7,;’/,,, Z /7// o~ \,/’:7/;\,/’&‘\/7':{,{'/\

Figura 38
> Z

Fonte: Arquivo do Autor
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Contextualizacao Histéria — Parte 2

Na parte final, a apresentacgéo foi sobre Rafael Bombelli e o seu trabalho
inovador e audacioso que chegava na solucdo conhecida através da formula
“Cardano-Tartaglia”. Além disso, foi comentado sobre o intervalo de tempo e a
resisténcia da comunidade matematica em relacdo aos numeros complexos e 0s
matematicos que contribuiram, através das representacées geomeétricas, para a

aceitacdo destes numeros.

4.2.2 Atividade 2 — Coordenadas Cartesianas e Polares

Objetivos: Representar pontos do plano usando coordenadas polares e
fazer a conversao entre o sistema de coordenadas cartesiana e polar

Conteudos: Localizacao de pares ordenados no plano cartesiano, distancia
entre pontos no plano e razdes trigpnométricas

Material: Folha de atividades fornecida pelo professor, régua, transferidor e
calculadora cientifica

Tempo: Duas aulas de 50 minutos

Descricdo da atividade:

Os alunos trabalharam com Geometria Analitica nos dois primeiros
bimestres. Portanto, o plano cartesiano e a representacéo dos pares ordenados é um
assunto bastante conhecido. Porém, a representacédo de pontos na forma polar ndo
foi trabalhada.

Como uma das representacbes dos numeros complexos é a forma
trigonométrica (polar), foi realizada esta atividade para os alunos se familiarizassem
com este novo sistema de coordenadas antes de qualquer trabalho com os nimeros
complexos.

Inicialmente, foi ilustrado na lousa um exemplo usando o ponto P de
coordenadas (4; 3) no plano cartesiano. Apos a representacdo no plano cartesiano,
foi ilustrado o segmento OP , ligando a origem O = (0;0) ao ponto P e calculada a
distancia usando a relacéo da distancia entre dois pontos do plano. Esta medida foi
chamada de r.

Retomando as razdes trigopnométricas, foram calculados o seno e o

cosseno do angulo formado pelo segmento OP e 0 eixo x. Usando uma calculadora
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cientifica, determinamos qual era este angulo, usando arc sen e arc cos que nas
calculadoras séo representadas por sen™! e cos™1.
Com estas duas informagdes, pudemos representar o ponto P usando
novas coordenadas.
Para converter das coordenadas polares para as coordenadas cartesianas,
bastava fazer uma multiplicagao:
x =r-cos(0) e y =r-sen(8).

Na figura seguinte, temos os registros deste exemplo feito por dois alunos:

Figura 39

Axna

@—," (G, B) =36,87 (4,3 (53¢ 97

Sera™ (0p) = 36

IS

Dois registros sobre a aula de coordenadas polares

Fonte: Arquivo do Autor

Antes do professor entregar a folha de atividades, surgiram algumas
duvidas sobre a utilidade das coordenadas polares e 0 que aconteceria se um ponto
tivesse coordenadas negativas. No caso das coordenadas negativas, foi explicado
que o sinal negativo seria decorréncia das razdes trigonomeétricas para angulos
maiores de 90°, porém a distancia entre a origem (polo) e 0 ponto sempre seria
positiva (o professor representou o ciclo trigonométrico e fez a retomada dos sinais do
seno e cosseno). Ja sobre a utilidade, o professor comentou que as coordenadas
polares sdo usadas para facilitar os calculos em algumas situacées que envolvem
movimentos de objetos em relacdo a um ponto fixo, como o estudo das Orbitas dos
planetas e que estas coordenadas sdo mais comuns no Ensino Superior. Porém, no
contexto da 32 serie do Ensino Médio, as coordenadas polares seriam usadas apenas

no estudo dos numeros complexos.
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A atividade foi realizada com os alunos organizados em duplas, visando
uma otimizacdo nas tarefas: enquanto um aluno fez a representagdo geométrica, o

outro ficou responsavel para registrar os céalculos.

Figura 40

Alunos dispostos em duplas para a 22 atividade

Na figura abaixo, temos a folha de atividades entregue aos alunos:

Figura 41

| Atividade 2 — Coordenadas Cartesianas & Coordenadas Polares

1} Mo plano cartesiano, estdo representados cinco pontos (o pessn O 4§ @ avigasn). Fazer:

3] Representar as coordenadas cartesianas dos
cinco pontos

1

b} Determinar a distincia dos pontos A, B, Ce D
&t & origem. Caso esta medida ndo s2ja exata,
usar uma aproximacio com duas casas
decimaiz

L

cj Usando um transferidor, determinar as
—————p——— medidas dos &ngulos formados peles
EEEL] ; THSE TRRRETERAL. ; e T

segmentas 84, 0F , 00 & OD com o eixo x,
no sentido anti-horrio.

o d}] Representaros pontos A, B, © & D wsando as
Ca 1| coordenadas polares

2] Mas duas figuras, temos o= pares ordenados representados no sistema de coordenadas polares. Em cada

caso fazer:

aj Representar as coordenzdas polares de cads ponto

b} Usande s calculadors cientifics com aproximacio de duss casas decimais, calcular o seno 2 o cosseno

des Engulos
£} Converter as coordenadss polarss do item (a) e coordenadas cartesianas
B A
7
3
140°
55°
- 0 eixe polar
0 eixe polar

3} usando transferidor e cOMpP&asso, representar os pontos # e O, sabendo que 25 suas coordenados polares sdo

P =(4,310%. Depois, converté-las para coordenadas cartesianas & representar o ponto P no glanc
cartesiang, comparando as duas reprasentacdes.

Folha de Atividades

Fonte: O Autor
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Foram formados 12 grupos (11 duplas e um trio). Todos 0s grupos
conseguiram realizar os dois primeiros exercicios. Porém, o exercicio 3, foi realizado
por 8 grupos. Questionados sobre a nao realizagcdo da atividade, os motivos
apontados pelos grupos foi a falta de tempo e a falta de habilidade em manusear o
transferidor para representar o angulo da atividade (o transferidor usado para a
atividade foi o de 180°).

Na proxima figura sao exibidas trés resolucbes do exercicio 3. Nas duas
primeiras, a resolucao esta correta. Porém, uma delas fez as representacfes usando
apenas um sistema de coordenadas. O grupo fez o plano cartesiano sem usar a régua

e, portanto, os pontos ficaram em posicoes diferentes:

Figura 42

3) Usando transferidor e compasso, representar os pontos P sabendo que as suas coordenados polares sdo
P =(4,310°), Depois, converter para coordenadas cartesianas e representar no plano cartesiano.

-

Trés registros do exercicio 3 da segunda atividade

Fonte: Arquivo do Autor
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4.2.3 Atividade 3 — Vetores: Representacéo, Adicao e Multiplicacao por Escalar

Objetivos: Representacado de vetores a partir de pares ordenados, calculo
do modulo e direcéo (angulo) e interpretacdo geométrica da soma e multiplicacdo por
escalar

Conteudos: Localizacao de pares ordenados no plano cartesiano, distancia
entre pontos no plano, razées trigonométricas e regra do paralelogramo (soma de
vetores)

Material: Folha quadriculada fornecida pelo professor, régua e calculadora
cientifica

Tempo: Duas aulas de 50 minutos

Descricdo da atividade:

Como os numeros complexos podem ser representados por vetores, esta
atividade foi realizada com o objetivo de retomar o conceito de vetor que foi estudado
na 12 série, na disciplina de Fisica. Desde entéo, os alunos nao trabalharam mais com
este conteudo.

Nesta atividade, foi realizada a representacao dos vetores — com origem no
ponto O = (0;0) — e calculo dos mdédulos e angulos formados com o eixo x. Foi
apresentada uma nova notacdo para os vetores além dos pares ordenados: as
matrizes colunas. Apés esta primeira etapa, foi realizada a soma dos vetores e a
representacdo geomeétrica usando a regra do paralelogramo. Na parte final, apos os
alunos entregarem as atividades, foi explicado sobre a homotetia e realizado um
exemplo na lousa de uma expanséao (k = 2) de um triangulo. Esta atividade, além de
servir como embasamento para 0s nimeros complexos, seguiu uma das orientacdes
curriculares:

“E desejavel, também, que o professor de
Matematica aborde com seus alunos o conceito de vetor, tanto
do ponto de vista geométrico (colecdo dos segmentos
orientados de mesmo comprimento, direcdo e sentido) quanto
algébrico (caracterizado pelas suas coordenadas). Em
particular, € importante relacionar as operac¢des executadas com
as coordenadas (soma, multiplicagcdo por escalar) com seu
significado geométrico. A inclusdo da nocao de vetor nos temas
abordados nas aulas de Matematica viria a corrigir a distorcao
causada pelo fato de que é um topico matematico importante,
mas que esta presente no ensino médio somente nas aulas de
Fisica. (OCEM, 2002, pagina 77).”

Na primeira parte da atividade, os alunos foram separados em duplas

(neste dia, apenas um aluno faltou) e cada dupla ficou responsavel por dois vetores.
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A escolha dos pares ordenados usados nos exercicios foi aleatéria: cada integrante
da dupla sorteou um par ordenado para representacéo, calculo do modulo e do angulo
formado com o eixo x.

Abaixo, seguem as representacdes de duas duplas. A primeira representou
os pares ordenados, calculou os médulos, mas néo fez a determinacdo do angulo.

Além disso, na figura da direita, houve um erro na escala do eixo y:

Figura 43
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Resolugdes insatisfatorias da terceira atividade

Fonte: Arquivo do Autor

Neste caso, a dupla realizou atividade por completo e de maneira
satisfatoria:

Figura 44

4

Resolugdo completa da terceira atividade

Fonte: Arquivo do Autor
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Na soma, os alunos nao tiveram duvidas em realizar os célculos, porém
houve uma certa dificuldade em representar o vetor soma pela regra do
paralelogramo. Esta dificuldade apareceu por dois motivos: erro ao representar a
escala nos eixos e impericia ao representar os segmentos paralelos aos vetores,

como mostram as figuras abaixo:

Figura 45
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Regra do paralelogramo com erros

Fonte: Arquivo do Autor

No final, os alunos fizeram o registro da explicacdo sobre a multiplicacdo

por um escalar e a interpretacdo geométrica desta operacao:

Figura 46

Dois registros sobre a aula de homotetia

Fonte: Arquivo do Autor
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4.2.4 Atividade 4 — Vetores: Rotacéo

Objetivos: Realizar a rotagéo de vetores em relagéo a origem

Conteudos: Representacao de vetores no plano, multiplicagdo de matrizes,
razdes trigonométricas e ciclo trigpnométrico

Material: Folha quadriculada fornecida pelo professor, régua e calculadora
cientifica

Tempo: Duas aulas de 50 minutos

Descricdo da atividade:

Para a realizagdo desta atividade, foi necessaria um pouco mais de uma
aula para a apresentagdo da matriz que € usada para realizar a rotagéo e a retomada
de conteudos sobre a multiplicacdo de matrizes. Como exemplo, foi realizado a
rotacao do vetor 04 = (4,1) por um angulo de 40° no sentido anti-horario. Além disso,
como a matriz identidade I € o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes, ela foi
definida como a rotacao de 0° (rotacdo nula), enquanto a matriz que realiza a rotacéo

de 90°, foi denotada pela letra i.

Figura 47

Registro sobre a aula de rotagao

Fonte: Arquivo do Autor

A atividade proposta aos alunos foi a rotacdo, em relagcdo a origem 0 =
(0,0), do vetor (5,1) por um angulo de 120°. Nesta atividade, os alunos nao foram
separados em duplas. Dos 21 alunos que estavam presentes, 15 entregaram a
atividade e 6 nao quiseram fazer, alegando né&o ter entendido o exemplo. Mesmo o
professor se colocando a disposicéo para ajuda-los, eles se recusaram a entregar a

atividade.
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Dos 15 que entregaram, 7 estavam totalmente corretos. Nas outras
resolucdes, 6 apresentaram erros no algoritmo da multiplicagédo de matrizes e dois
alunos representaram os vetores sem demonstrar os calculos. Abaixo, seguem duas

resolucdes: uma correta e outra que contém erros na multiplicacdo de matrizes:

Figura 48
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Duas representacgdes da rotagdo usando matrizes

Fonte: Arquivo do Autor

4.2.5 Atividade 5 — Representaces dos Numeros Complexos

Objetivos: Representar um numero complexo usando a forma algébrica,
representacdo geometrica e forma trigonomeétrica.

Conteudos: Razdes trigonométricas, moédulo de um numero complexo,
representacdo de pontos no plano cartesiano e identificacdo dos angulos notaveis.

Material: Caderno do aluno.

Tempo: Trés aulas de 50 minutos

Descricdo da atividade:

Nestas trés aulas, foram trabalhados os exercicios das paginas 83 a 91 do
Caderno do Aluno, onde foram abordadas as diferentes representagdes dos nimeros
complexos. S&o atividades para desenvolver as habilidades de converséo entre as
representacdes algébrica, geométrica e trigpnomeétrica. Além disso, nesta sequéncia

didatica, estes exercicios foram usados para uma retomada dos conceitos
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trabalhados, possibilitando aos alunos uma nova oportunidade para tirar as suas
davidas.

Foi disponibilizado o tempo das trés aulas para a realizacao dos exercicios
e as resolucdes foram registradas no préprio caderno do aluno. Os alunos puderam
escolher realizar as atividades em duplas, trios ou individualmente. Durante as aulas,
figuei monitorando as resolucdes e tirando as eventuais davidas que iam aparecendo

nos grupos.

Nas figuras abaixo, seguem duas resolucdes feitas pelos alunos usando os

conhecimentos vistos em sala:

Figura 49

Dois registros das atividades sobre as representacdes de nimeros complexos

Fonte: O Autor

Enquanto circulava entre os grupos, fazendo a observacdo do trabalho
realizado pelos alunos, a resolucéo do exercicio 3 da pagina 84 (encontrar modulo e
argumento) feita por uma aluna despertou a minha atencao. Abaixo, segue o item (c)

deste exercicio:

Figura 50

Resolucéo usando uma nova estratégia — a tangente

Fonte: Arquivo do Autor
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Nas atividades anteriores, a determinagdo do argumento era realizada
pelas razdes trigonométricas seno e cosseno. Porém, na resolucao apresentada pela
aluna, ela usou a tangente. Elogiei a sua resolu¢cdo, comentando que estratégia usada
para a determinacao do angulo estava correta. Perguntei se ela tinha consultado outro
material didatico que apresentava esta técnica, visto que ndo tinhamos trabalhado
com a tangente. Ela me disse que o professor da monitoria do cursinho pré-vestibular
explicou desta forma e perguntou se nao havia problema em apresentar o exercicio
desta maneira. Comentei que em Matematica podemos chegar na resposta usando
caminhos diferentes e, desde que ndo houvesse duvidas na resolucao, aceitaria esta

apresentacao.

Apoés conversar com esta aluna, pensei em convida-la para resolver o
exercicio na lousa para os colegas. Mas, refletindo sobre o andamento das atividades
da sequéncia didatica, resolvi ndo fazer esta dinamica. Justificando a decisdo tomada:
a ultima atividade é a transformacéao de uma figura usando a multiplicacdo de numeros
complexos. Como a forma trigonométrica é usada para indicar a homotetia e a rotacao,
nao quis comentar sobre uma razao trigonométrica diferente para ndo causar duvidas.
Claro que, se outro aluno fizesse 0 questionamento sobre a resolucdo usando a

tangente, explicaria esta outra estratégia de resolucao.

4.2.6 Atividade 6 — Multiplicacdo de Numeros Complexos

Objetivos: Realizar a multiplicacdo de nimeros complexos usando a forma
algébrica e fazer a interpretacdo geométrica do produto: soma dos argumentos e
multiplicacdo dos médulos.

Conteudos: Representacdo de numeros complexos no plano, razdes
trigopnométricas, modulo de um numero complexo, propriedade distributiva nas
expressodes algébricas e multiplicagdo de nimeros complexos na forma algébrica.

Material: Folha quadriculada fornecida pelo professor, calculadora
cientifica, régua e lapis.

Tempo: Uma aula de 50 minutos

Descricdo da atividade:

Os alunos nao foram separados em duplas e sortearam exercicios

diferentes. Cada aluno sorteou dois nUmeros complexos escritos na forma algébrica
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e deveriam representa-los como vetores no plano, calcular médulo e argumento. Apds
isto, multiplici-los usando a forma algébrica e representar o produto como um terceiro
vetor. Finalmente, deveriam verificar que o modulo e argumento do resultado eram,
respectivamente, o produto dos médulos e a soma dos argumentos dos fatores.
Nesta atividade, apenas um aluno realizou todas as etapas de forma
satisfatoria. A maioria dos alunos fez a multiplicacdo e a representacao no plano, mas
sem determinar os modulos ou argumentos. Abaixo, sdo exibidas trés resolucdes —

uma resolucdo com erros, uma resolucdo incompleta e a resolucdo completa e sem

erros:
Figura 51
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Fonte: Arquivo do Autor
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Figura 53
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Resolugdo completa e sem erros

Fonte: Arquivo do Autor

4.2.7 Atividade 7 — Transformacdo de poligonos usando multiplicacdo de

nameros complexos

Objetivos: Realizar a homotetia e a rotagdo em uma figura poligonal,
através da multiplicacdo das coordenadas dos seus vértices por um ndamero
complexo.

Conteudos: Representacdo de figuras no plano cartesiano, uso da forma
trigopnométrica para representar homotetia e rotacdo, transformacdo da forma
trigonométrica para a algébrica e multiplicacdo de numeros complexos na forma
algébrica.

Material: Folha quadriculada fornecida pelo professor, calculadora
cientifica, régua e lapis.

Tempo: Duas aulas de 50 minutos

Descricao da Atividade:

Na primeira aula, foi retomado o conceito de homotetia e de rotagcdo. Como
nas aulas anteriores estas transformacbes eram realizadas usando matrizes, a
atividade inicial foi a identificacdo destas transformacfes na representacéo

trigopnométrica do numero complexo, onde o mddulo indica a homotetia e os
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parénteses — que contém a soma das razdes trigonométricas — indica a rotacdo. Para
realizar estas transformacdes, as coordenadas dos vértices eram escritas como
nameros complexos e era realizado uma multiplicagdo usando o nimero complexo (ja
transformado na forma algébrica) que representava as transformacdes desejadas.
Foram realizados alguns exemplos de transformacdes, como ilustrado na
figura a seguir, onde foi representada uma expansao usando o fator k = 3 e uma

rotacdo de 70° no sentido anti-horario em relacéo a origem.

Figura 54

//

Registro da aula sobre as transformagdes homotetia e rotagao através da multiplicagdo de complexos

Na segunda aula, os alunos foram separados em duplas para realizar a
Gltima atividade desta sequéncia didatica: aplicar sobre uma figura poligonal uma

rotacdo em relacdo a origem e uma homotetia, através da multiplicacdo por um

ndamero complexo escrito na forma trigpnométrica.
Os alunos poderiam escolher entre duas transformagoes:

1. Dobrar as medidas de um triangulo de vértices A = (2,2);B =
(3,4)eC = (5,2) e aplicar uma rotacdo por um angulo 60° no sentido anti-
horario

2.Em um retangulo de vértices A=(2,1);B=(2,5); C =
(4,5)e D = (4,1) fazer uma reducédo de suas medidas para 70% e aplicar uma

rotacdo de 90° no sentido anti-horario

Como 4 alunos faltaram, foram formadas 10 duplas e um aluno escolheu

nao formar um trio e realizou sozinho as atividades. Para que todos obtivessem éxito
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nesta atividade, segui a mesma estratégia da atividade 1: a dupla que terminava,
auxiliava outras duplas para que todos conseguissem fazer por completo a
transformacado. Nas figuras seguintes, sdo exibidas as solu¢des das duas primeiras

duplas que terminaram antes e sem auxilio dos colegas de outras duplas:

Figura 55
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Fonte: Arquivo do Autor
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CAPITULO 5

CONCLUSOES FINAIS

O trabalho desenvolvido com os alunos foi importante em varios aspectos,
nao apenas por ser uma atividade inédita, mas por despertar um ponto de vista que
muitas vezes ndo € percebido.

Refletindo sobre minha préatica docente e atuacdo em sala de aula, posso
afirmar que as dificuldades enfrentadas em Mateméatica no Ensino Médio tém, na
maioria dos casos, relacdo com as séries anteriores.

No que diz respeito aos Niameros Complexos, um dos maiores obstaculos
enfrentados é o envolvimento de assuntos trabalhados em anos anteriores. Por muitas
vezes, a resisténcia e o desinteresse sdo ocasionados pela deficiéncia nos contetidos
que fundamentam o trabalho deste tema. Podemos citar, por exemplo, a
Trigonometria e as manipulacdes algébricas utilizadas nas operacdes.

Atualmente, com a revolucéo digital, ocorre uma confusdo sobre o que é
informacdo e conhecimento. Na verdade, a velocidade e abundancia no acesso as
informacdes, cria a ilusdo de que o conhecimento ja foi adquirido.

Em Matematica, para atingir este estagio, sdo necessarias algumas
atitudes sine qua non como esforgo intelectual, estudo solitario, disciplina e tempo.
Porém, o que vém de encontro com estas atitudes, s&o comportamentos contrarios
apresentados por esta nova geracéo de alunos.

Entdo, mais do que mero transmissor de informacgdes, o professor precisa
lidar com essa realidade educacional e ser um incentivador, criando situagdes para
que os alunos articulem as informacdes recebidas, como se desenvolvesse um
trabalho de “curadoria”: selecionar, entre tantas informagdes, o que & fundamental
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para ser trabalhado em cada assunto. Pois, seja em qualquer area, o excesso de
informacgdes pode atrapalhar a construgdo do conhecimento.

Com base nisto, voltamos aos questionamentos do primeiro paragrafo
desta dissertacdo: o que é relevante estudar nos anos finais da Educacéo Béasica?

Seja em Numeros Complexos ou em qualquer outro tema, a integracao
entre os diferentes assuntos estudados, mesmo que em séries diferentes, faz o aluno
enxergar um sentido naquilo que ele esta estudando. E foi com este pensamento em
mente que desenvolvemos a sequéncia didatica apresentada neste trabalho.

Portanto, diante de todas as dificuldades enfrentadas no ambito escolar,
sejam elas politicas, estruturais, sociais, comportamentais, etc., o professor precisa
ser um entusiasta, um eterno aprendiz, para que esteja sempre motivado a saber mais
e compartilhar (um verbo tdo praticado na era digital) o seu conhecimento como um
curador — aquele que seleciona e distribui adequadamente algo para determinada
audiéncia.
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