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RESUMO

As curvas conicas ou simplesmente conicas vem sendo estudadas por varios matemé-
ticos, e mesmo observando a utilizacao pratica no nosso cotidiano, e principalmente a
importancia destas na evolugao tecnoldgica, nosso sistema de ensino nao aborda com a
devida importancia o assunto, muitas vezes suprimindo sua aplicagao a casos de geometria
analitica. Vale ressaltar que este assunto é rico, principalmente do ponto de vista dida-
tico, e como sugestao indicamos a apresentacao do contetdo através de trés abordagens
respectivamente distribuidas nos trés anos do ensino médio:

e Geométrica - Apresentando as conicas através de suas caracteristicas geométricas.

o Algébricas - Apresentando as conicas através de suas representacoes algébricas,
definindo-as através de uma equacao do 2° grau.

e Unificada + Espacial - Apresentando as conicas de uma forma unificada colocando
como ponto central sua excentricidade, e exibindo sua representacao através da
interseccao de um cone duplo com um plano, permitindo ainda assim mostrar que
todas as abordagens anteriores representam um mesmo assunto..

Palavras Chaves: Lugar Geométrico, Conicas, Recursos Computacionais e GeoGebra.



ABSTRACT

Conical curves or simply conicals have been studied by several mathematicians and,
besides their practical use in our daily routine, mainly important in evolving technology,
our educational system does not approach the issue with the importance it deserves,
suppressing their use limited to analytical geometry. It is worthy to detail that this is a
rich, vast, field from didactical point of view, and we point out the suggestion to present
its contents through three different ways of approach, distributed along the three years of
high scholarship:

e Geometric - Introducing the conicals by means of their geometrical characteristics.

e Algebraic - Introducing the conicals by means of their algebraic representations,
defining them through 2nd grade equations.

e Unified + Spatial - Introducing the conicals in a unified form, centering in their
eccentricity and displaying their representation by the intersection of a double cone
and a plane, allowing to clarify that all previous approaches refer to the same issue.

Keywords: Locus, Conicals, Computational Resources, Computer Resources and GeoGe-
bra.



RESUMEN

Las Curvas Coénicas o simplemente Conicas han sido estudiadas por varios matemé-
ticos incluso observando la utilizaciéon practica en nuestro dia a dia y principalmente
la importancia de las mismas en la evoluciéon tecnologica, nuestro sistema educativo no
aborda con la devida importancia este asunto, muchas veces relacionando y eliminando
su aplicacion a casos de geometria analitica. Vale resaltar que este asunto es importante,
principalmente desde el punto de vista didactico y como sugerencia recomendamos la
presentacion de contenido a traves de tres ramas respectivamente distribuidas en los tres
anos de educacion medio:

e (Geometria - Presentando las Conicas a traves de sus caracteristicas geométricas.

e Algebraicas - Presentando las Coénicas a traves de sus representaciones algebraicas,
definiéndolas a traves de una ecuacion de segundo grado.

e Unificada + Espacial - Presentando las Conicas de una forma unificada ubicando
como punto central su excentricidad y mostrando su representacion a traves de la
interseccion de un cono doble con un plano, permitiendo asi demostrar que todas
las ramas anteriores representan un mismo asunto.

Palabras claves: Lugar Geométrico , Conicas, Recursos Computacionales e GeoGebra.
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Introducao

"Ensinar nao € transferir conhecimento, mas criar as possibilidades para a sua propria
producao ou a sua construcao.” Paulo Freire

Nao apenas no campo da educagao, mas especialmente nele, hd um sentimento ja bem
aprofundado, quase unanime, de que urge a necessidade de se quebrar esse circulo vicioso
do mau ensino. Aquele em que professor e aluno se colocam em postura diametralmente
opostas, distanciando-se por ideias e ideais, por contetdo e forma, por valores e praticas
efetivas, minando e desagregando todo o sistema de ensino, que deveria ser uniforme e
convergente.

Seguindo este raciocinio, o autor deste trabalho, por ser professor do Ensino Bésico da
Rede Publica e conhecer de perto as muitas inquietagoes dos alunos quanto & compreensao
da praticidade fisica daquilo que lhe é ensinado, entende ser bastante pertinente mostrar
como a matematica ensinada em sala de aula pode ser aplicada ou reconhecida no dia a
dia de suas atividades rotineiras, criando um estimulo a mais em seu aprendizado.

Expressoes como: “Professor, para que serve isso?” e “Onde utilizamos isso?” foram
muitas vezes ouvidas nos anos de experiéncia em sala de aula e constituiram-se em fonte
inspiradora do desenvolvimento dos elementos aqui apresentados, cujo objetivo é o de
entregar aos professores de matemaética e até aos de fisica diversas aplicagoes praticas dos
muitos conceitos estudados em todas as fases do ensino, como ferramenta motivadora de
suas aulas.

Este trabalho é apresentado em 6 capitulos:

O capitulo 1 traz uma introducao ao que tange as bases legais em relacao a utilizacao
de recursos computacionais na educacgao; Traz também a importancia da utilizagao destes
como ferramentas de apoio no ensino da matemaética, assim permitindo uma aproximagao
do contetido matematico com o cotidiano do aluno.

No capitulo 2, realiza-se uma anélise de alguns materiais e livros didaticos utilizados
hoje em dia em relagao seu contetido em relagao ao ensino das conicas bem como sua
adequagao aos PCNs.

No capitulo 3, é feito uma cronologia no desenvolvimento do estudo sobre coénicas no
tempo, bem como exibe os principais mateméticos e suas contribui¢oes no desenvolvi-
mento deste estudo.

Podemos considerar o capitulo 4 como sendo uma introducao aos proximos trés ca-
pitulos, que convergem nas diferentes formas de abordar o estudo sobre as conicas e as
interacoes entre estas diferentes abordagens, que serao o foco deste trabalho. Os contetidos
sao apresentados da seguinte forma: No capitulo 5 Abordagem Geométrica, no capitulo
6 abordagem algébrica e no capitulo 7 varias definigoes (excentricidade e espacial), aqui
é apresentado o estudo das conicas de forma unificada, mostrando que todas elas podem
ser representadas por equagcoes do segundo grau e sua forma é definida pela mudanca de
seus coeficientes e, ainda assim, todas podem ser definidas como lugar geométrico definido
pela intersec¢ao do cone com um plano.



O capitulo 8 é um compilado da utilizacao do conhecimento sobre conicas de uma
forma pratica no nosso cotidiano, fazendo uma conexao da teoria com a prética através
de exemplos de sua utilizacao em diversas areas.

O capitulo 9 é um compilado das atividades tedricas e préticas realizadas em sala de
aula, mostrando o feedback do trabalho desenvolvido com os alunos bem como assimila¢ao
do contetido por parte deles.



Capitulo 1

Cobnicas, recursos computacionals € 0s
PCN’s

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s, ver [30]) nao se resumem a um simples
programa de estudo, mais uma proposta integrante de ensino, através de habilidades e
destrezas necessérias ao processo de aprendizagem, ensinando atitudes e valores essenciais
ao convivio social; ultrapassa, assim, a simples transmissao do saber acumulado por meio
de matérias classicas. Em relacao aos contetidos matematicos podemos destacar:

“O objetivo é adotar a resolu¢ao de problemas como ponto de partida da atividade
matematica, para isso os PCNs propoem que a matematica seja apresentada aos alunos
como um instrumental importante para a compreensao do mundo a sua volta, através de
discussoes, anédlises, argumentos e comprovacoes de questoes matematicas, considerando
em especial as de utilizagao social. Deve levar em conta a necessidade de incorporar
ao ensino da matematica as tecnologias da informacao. Apontam que o aluno devera
aprender a usar da melhor forma os instrumentos tecnologicos disponiveis, tudo isto tendo
em vista o grande desafio de despertar a capacidade de investigacao por parte dos alunos,
tornando prazerosa a atividade de resolugao de problemas.”(PCNs 1996, p.7)

Podemos destacar do exposto acima a utilizacao de tecnologias da informagao como
ferramenta de apoio ao ensino. Ainda neste viés, devemos perceber que os contetudos
apresentados devem fazer sentido para o aluno, ele deve perceber em suas aulas, a mate-
matica estudada contextualizada ao seu dia a dia, os contetidos de matematica devem ser
trabalhados como uma extensao da vida do aluno; permitindo assim que o aluno compre-
enda a matemética de forma natural, sem preconceitos ou frustracoes. Podemos destacar
também a seguinte frase extraida de matematica Contexto e Aplicagao, ver em [6].

“Nao hd ramo da matemdtica, por mais abstrato que seja, que nao possa um dia vir a
ser aplicado aos fenémenos do mundo real.”
Lobachevsky

Os PCNs indicam um caminho para melhorar a qualidade do ensino lancando mao de
recursos de tecnologias da comunicacao, favorecendo ambientes de aprendizagem que pro-
porcionem novas formas de pensar e aprender, permitindo uma aprendizagem significativa
para o aluno. Além de favorecer os ambientes de aprendizagem, inserir novas tecnologias
no cotidiano do aluno permite que ele esteja um passo a frente rumo a sua inser¢ao no
mercado de trabalho, uma vez que atividades deste tipo podem desenvolver nele tanto
as habilidades do manuseio dos instrumentos tecnolégicos quanto formas de raciocinio e
processos (intuigao, indugao, dedugado, analogia, estimativa, etc).



“As tecnologias da informacao e da comunica¢ao sao muito mais rdpidas do que
pensamos. FElas impuseram a sociedade um novo modo de producao as empresas, as
instituicoes e as escolas. Nao hd como fugir disso. Precisamos preparar o corpo diretivo
das escolas, os professores e os alunos a trabalhar com as TICs para seu proprio
beneficio como individuos, cidadaos e profissionais.”

(DUTRA, 2007, apud UNESCO, 2008)

A atividade de uso do computador nao pode ser vista como mera forma de transmitir a
informagao para o aluno (maquina de ensinar) mas conforme ja exposto acima, como uma
ferramenta de apoio para criar condigdes do aluno construir seu conhecimento (tornando
o computador uma ferramenta de complementagao, de aperfeigopamento do ensino). O
desafio hoje é estudar todas essas possibilidades do ensino tecnologico e desenvolver uma
forma mais eficaz de empregar os computadores na educacao.

“O objetivo da inclusao da informdtica como componente curricular da drea de
Linguagens, codigos e Tecnologias € permitir o acesso a todos os que desejam tornd-la
um elemento de sua cultura.” (Pardmetros Curriculares Nacionais)

Paulo Freire

Podemos ver em [35] que “As Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio -OCEM
(BRASIL, 2006)” sao apresentadas em trés focos: a escolha dos contetdos, a forma de
desenvolvé-los e o projeto pedagdgico e a organizagao curricular. A escolha de 33 con-
tetudos precisa considerar os diferentes propositos para a formagao matematica do ensino
bésico, pois é esperado:

que 0s alunos satbam usar a matemdtica para resolver problemas prdaticos do quotidiano;
para modelar fendomenos em outras dreas do conhecimento; compreendam que a
matematica € uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se organiza via teoremas e
demonstracgoes; percebam a matemdtica como um conhecimento social e historicamente
construido; satbam apreciar a importincia da matemdtica no desenvolvimento cientifico
e tecnoldgico.(ver|28| p.69)

Nesse sentido, sugerem entao que o estudo de geometria deve permitir desenvolver as
capacidades dos estudantes em resolver problemas praticos do cotidiano e que no estudo
dageometria analitica, a geometria e a algebra devem estar interligadas ora para resolver
problemas geométricos por meio de equagoes, ora para resolver equacoes por meio de
propriedades geométricas. Para a Geometria Analitica, consideraram como essencial o
estudo da reta e da circunferéncia e que suas equacoes sejam deduzidas com a significacao
de cada parametro e nao apenas apresentadas aos alunos para que sejam memorizadas.
No entanto, as conicas sao consideradas conteidos complementares e que os professores
devem analisar sua pertinéncia. Sugerem entao o estudo das conicas a partir da definigao
de lugar geométrico acompanhado de suas equagoes canonicas, tratando-as como solucao
de uma equacao de segundo grau em duas variaveis e ainda que o ensino de geometria
considere os sistemas de coordenadas polares e esféricas, além do cartesiano, e a construcao
de curvas e superficies de modo a estimular um pensamento matemético generalizador.

Neste trabalho, além de permitir ao aluno entender os conceitos que permeiam os co-
nhecimentos sobre sec¢oes conicas, tentaremos leva-lo a desenvolver tais conhecimentos
de forma natural e progressiva, com auxilio de recursos computacionais apropriados para
o ensino da matematica. Utilizaremos principalmente uma classe de software denominado



de software de geometria dindmica. ver [3]:

“Um software de geometria dindmica é um ambiente que permite simular construgoes
geométricas no computador. Diferentemente do que ocorre com a Tégua € 0 coOmpasso
tradicionais, as construgoes feitas com este tipo de software sao dindmicas e interativas,
o que faz do programa um excelente laboratorio de aprendizagem da geometria. O aluno
(ou professor) pode testar suas conjecturas através de exemplos e contraexemplos que ele
pode facilmente gerar. Uma vez feita a cosntrucao, pontos, retas e circunferéncias podem
ser deslocados na tela mantendo-se as relagoes geometricas(pertinéncia, paralelismos, etc)
previamente estabelecidas, permitindo assim que o aluno (ou professor), ao invés de gas-
tar seu tempo com detalhes de contrucao repetitivos, se concentre na associagao existente
entre os objetos”

Devemos buscar ferramentas proprias para este fim; procurando sempre relacionar os
contetudos apresentados ao cotidiano do aluno. Como escolha do software, optamos pelo
Geogebra, por considera-lo muito além de um software de geometria dindmica, mas sim
um software de matemaética dinamica; podemos sintetizar esta op¢ao através do seguinte
trecho, ver [17].

“Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de matemdtica
dindamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matemdtica nos vdrios niveis de
ensino (do bdsico ao universitario). O GeoGebra reine recursos de geometria, dlgebra,
tabelas, grdficos, probabilidade, estatistica e cdlculos simbdlicos em um unico ambiente.
Assim, o GeoGebra tem a vantagem diddtica de apresentar, ao mesmo tempo, representa-
coes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Além dos aspectos diddticos,
o GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar ilustragoes profissionais para serem
usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel
em portugués, o GeoGebra é multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em com-
putadores com Windows, Linux ou Mac OS."

Segundo os PCNs, os objetivos do Ensino Médio em cada &rea do conhecimento devem
envolver, de forma combinada, o aprendizado tedérico com o desenvolvimento de conheci-
mentos praticos, contextualizados, que respondam as necessidades da vida contempora-
nea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam
a uma cultura geral e a uma visao de mundo. Os PCNs apontam como caminho para
melhorar a qualidade de ensino a construgao de ambientes de aprendizagem que proporci-
onem meios alternativos de pensar e aprender, tornando o aprendizado significativo para
aluno.



Capitulo 2

Material didatico nas escolas

“Dos diversos instrumentos do homem, o mais assombroso €, indubitavelmente, o livro.
Os outros sao extensoes do seu corpo. O microscopio e o telescopio sao extensoes da
vista; o telefone é o prolongamento da voz; sequem-se o arado e a espada, extensoes do
seu brago. Mas o livro € outra coisa: o livro € uma extensao da memoria e da
imaginagao”

Jorge Luis Borges(24 Ago 1899 - 14 Jul 1986)

Lembramos que, embora seja dada nesta se¢do uma importancia para os livros (uma
vez que a maioria das escolas por questoes legais limitam o professor a utilizar somente o
livro indicado), devemos entender que o livro ndo é o material didatico, mas parte dele.
Infelizmente, a maioria dos livros utilizados hoje em dia tanto pela rede publica de en-
sino, quanto pela rede privada, nao atendem de maneira satisfatéria os objetivos legais
explorados nas se¢oes anteriores.

Ao analisarmos os livros destinados ao ensino fundamental e médio, percebemos que
existe uma discrepancia nos contetidos, em relagao ao que indicam os PCNs, uma vez que
nao permitem ao aluno associar os contetudos neles contidos com seu cotidiano, porque
nao ha uma relacao clara dos seus contetidos em relagao as outras disciplinas de sua grade
curricular, nao atendendo, desta forma, ao conceito de interdisciplinaridade sugerido pelos
PCNs, ver [31] pg. 39. Podemos perceber também uma desconexdo entre os livros e
a utilizagao da tecnologia da informagao para o auxilio do ensino na maioria dos livros
analisados. Quando este o faz, utiliza a tecnologia apenas como mera extensao do conteiido
(colegao Conecte [15]), ndao permitindo ao aluno inferir, contruir conjecturas, ou vizualizar
de forma tangivel a construc¢ao do conhecimento pretendido pelo livro.

Em relagao ao nosso objeto de pesquisa em questao, “conicas”, o material destinado
ao segundo segmento do ensino fundamental, apenas trata da circunferéncia, dando a esta
uma abordagem geométrica. Em geral esta abordagem é dada no 6° ano, ainda assim sem
fazer mensao que se trata de uma conica ou o que seriam as conicas. E colocado para o
aluno, neste ponto, as propriedades das circunferéncia, abordagem sobre cordas, relacoes
métricas, e as possiveis relacoes entre esta e um ponto, uma reta e outra circunferéncia.
No 9° ano, o aluno comeca a trabalhar com equagoes do 2° grau e resolugoes destas
equacoes. E apresentado para o aluno, de forma rudimentar, o grafico da equacao do
segundo grau, ainda assim nao se menciona em nenhum dos livros analisados a palavra
conica, e sequer se relaciona esta com a equagao do segundo grau. O mesmo acontece no
1° ano do Ensino Médio, no qual, embora os alunos trabalhem com func¢oes quadraticas,
ainda assim o fazem sem relacionar o grafico (curva) que representa esta fungao com as
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conicas.

Todos os livros analisados s6 abordam o assunto conicas em seu terceiro volume ou
nos livros de volume tnico em suas partes finais, pressupondo que os contetdos sobre
cOnicas devem ser trabalhados no 3° ano do ensino médio, utilizando neste momento a
definicao formal, através de um pouco da histéria da matematica. Pela metodologia neles
encontrada, sempre partindo da definicao da conica como sendo a intersec¢ao de um cone
duplo com um plano, exibindo esta interseccao, apresentando entao a definicao formal da
conica nos moldes da matematica moderna (com simbolos e letras), e a partir dai com o
auxilio de um desenho da conica centrado na origem e suas defini¢coes formais em cada
caso (Circunferéncia, Elipse, Pardbola, e Hipérbole), chega-se a sua equagao geral. Vale
ressaltar, neste ponto, que alguns deles nao exibem para o aluno as necessidades da época
para o desenvolvimento do assunto e nem mesmo onde seriam aplicados na atualidade
este conhecimento, quando apresentam o fazem de forma inadequada.

Procuramos selecionar livros que foram utilizados recentemente por diferentes insti-
tui¢oes de ensino, que normalmente se enquadram na seguinte especificagao: Escolas de
pequeno ou grande porte, particulares ou publicas; visando desta forma representar o ma-
terial didatico utilizado na grande maioria das escolas. Vejamos a lista de livros a seguir
com respectivos comentarios sobre suas metodologias e conformidade com a legislagao
atual.

1. Colegao Matematica Compreensao e Pratica ver [34|. Esta cole¢ao ¢ desti-
nada ao segundo segmento do ensino fundamental, esta dividida em 4 livros sendo
o primeiro para o 6° ano e o ultimo para o 9° ano, utilizada normalmente por insti-
tuicoes particulares, ela permite que o aluno tenha acesso a seu contetdo de forma
digital pelo portal da editora, prometendo oferecer na forma digital diversos recur-
sos como animagoes, videos e atividades interativas interessantes para facilitar os
estudos em casa e na escolas, mostrando atender os PCNs; estas atividades podem
ser acessadas pelo portal da editora através de um cadastro prévio ou através de
um CD que acompanha o livro. Vale ressaltar que estas atividades permitem ao
aluno aumentar seu conhecimento sobre tecnologia da informacao na utilizacao de
microcomputadores; o livro é ilustrado e possui passagens sobre a histéria da ma-
tematica de forma satisfatoria; sua linguagem é atualizada e de facil entendimento
para os alunos, os exemplos e exercicios sao na sua grande maioria contextualizados
ao nosso dia a dia. No topico Lendo e Aprendendo, ele traz textos interessantes
com situacoes reais que enriquecem e explicam o contetdo principal do capitulo;
no topico Trabalhando com a calculadora, ele ensina a manusear e a trabalhar
com a calculadora através de atividades simples relacionadas ao conteudo; no to-
pico Trabalhando em Equipe, ele estimula o trabalho em equipe através de uma
atividade integradora. Embora o livro nao traga topicos especificos sobre interdis-
ciplinaridade, busca de forma natural exemplificar os contetidos trabalhados com
problemas do nosso cotidiano, fazendo assim o aluno perceber que a matematica
esta envolvida em todos os segmentos de nossas vidas.

2. Matematica Teoria e Contexto ver |5]. Esta Colegao é destinada ao segundo
segmento do ensino fundamental da rede Piblica do Estado do Rio de Janeiro e da
cidade do Rio de Janeiro. Esta dividida em 4 livros, sendo o primeiro para o 6°
ano e o ultimo para o 9° ano, distribuido gratuitamente aos alunos. Esta cole¢ao foi
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escolhida pois é utilizada pela maioria dos alunos do ensino fundamental no estado
do Rio de Janeiro, bem como da rede municipal de ensino. O livro nao atende de
forma coerente os PCNs, por nao permitir que o aluno tenha um contato maior
com a tecnologia da informacao e nao atender ao conceito de interdisciplinaridade;
a colegao nao traz consigo informagoes satisfatorias sobre a histéria da matematica
bem como também nao traz os nomes dos matematicos envolvidos nas descobertas
dos assuntos tratados no livro; porém, por meio do tépico A¢ao, o livro traz uma
gama variada de atividades, jogos, experimentos, que permitem um melhor ambiente
de aprendizagem; através do tépico Pensando em Casa e Pense e responda,
a colecao traz atividades um pouco mais relacionadas ao nosso cotidiano, levando
o aluno a resolver problemas do nosso dia a dia através dos contetidos trabalhados
no capitulo estudado; com o topico Vocé Sabia, o livro vem complementando as
informacoes dos textos didaticos a partir de informagoes de jornais e revistas, porém
este topico nao é encontrado na maioria dos capitulos dos livros.

Colecao Matematica Ensino Médio ver [37]. Esta Colecao é destinada ao ensino
Médio da rede Ptublica do Estado do Rio de Janeiro, esté dividida em 3 volumes,
ditribuida gratuitamente aos alunos, esta colecao foi escolhida pois é utilizada pela
maioria dos alunos do ensino médio no estado do Rio de Janeiro. O livro atende de
forma coerente aos PCNs de uma maneira geral e simples. Através dos topicos cha-
mados conexao, ele mostra para o aluno que a matematica esta em diversas areas
de conhecimento, tais como: arquitetura, medicina, artes, etc; com exemplos reais
do nosso cotidiano, atendendo, desta forma, ao conceito de intedisciplinaridade, nao
apenas com outras disciplinas da grade curricular mas também com areas do co-
tidiano do aluno. Nos topicos Caluladora e Computador, permite-se ao aluno
conhecer uma calculadora cientifica, além de apresentar recursos para construir gra-
ficos, fazer planilhas e simulagoes através de softwares gratuitos e destinados a este
proposito, apresentando telas de todos os softwares sugeridos, com exemplos e passo
a passo para se obter os resultados desejados, sugerindo e permitindo que o aluno
infira suas proprias configuracoes de dados para, desta forma, inferir os resultados.
Vale ressaltar que o livro possui passagem da Histéria da Matemética, identificando
os matemaéticos e pessoas envolvidas nas descobertas dos assuntos trabalhados no
livro.

Matematica Paiva ver [29]. Esta Cole¢do ¢ destinada ao ensino médio da rede
publica da cidade do Rio de Janeiro, esta dividida em 3 volumes, ditribuida gratui-
tamente aos alunos; esta colegao foi escolhida pois ¢ utilizada por muitos alunos do
ensino médio na cidade do Rio de Janeiro. O livro atende de forma satisfatoria o
que é sugerido pelos PCNs, ja que possui uma gama extensa de exemplos reais do
nosso cotidiano, com muitas figuras ilustrativas para chamar a atenc¢ao do aluno em
relacao ao conteudo; no tépico matemadtica sem fronteira, ele traz textos interes-
santes com situagoes reais, onde se aplicam os conceitos estudados no capitulo; no
topico Além da Teoria, ele estimula a reflexao sobre um problema contextualizado
a questoes de outras areas de conhecimento, atendendo, desta forma, ao conceito de
interdisciplinaridade, nao apenas com outras disciplinas da grade curricular especi-
fica. O livro nao propoe atividades a serem trabalhadas em sala de aula, além de
nao incentivar a utilizacao de recursos computacionais, sendo estes importantes na
formacao do aluno conforme ja discutido em secoes anteriores. Vale ressaltar que
o livro possui passagem da histéria da matematica, identificando os matematicos e



pessoas envolvidas nas descobertas dos assuntos trabalhados no livro.

5. Colecao Conecte ver [15]. Esta colegao é destinada ao ensino médio, esta dividida
em 3 volumes, utilizada normalmente por intituicoes particulares, devido ao seu
alto valor de mercado, ela permite que o aluno tenha acesso ao seu contetdo de
forma digital pelo portal da editora, prometendo oferecer na forma digital diversos
recursos, como filmes, animagoes, simuladores e links interessantes para facilitar
os estudos em casa e na escola, mostrando atender os PCNs. Porém ao entrar
na plataforma, o que se vé é uma mera extensao de contetido e exercicios extras,
nao ha interatividade Vale ressaltar, é claro, que permite ao aluno aumentar seu
conhecimento sobre tecnologia da informacao na utilizacao de microcomputadores,
mesmo que seja como um repositorio a mais de contetdo. O livro é ilustrado e
possui algumas passagens sobre a historia da mateméatica (embora, em bem poucas
partes do livro); e sua linguagem é distante do cotidiano dos alunos, com poucos
exemplos e exercicios contextualizados ao nosso dia a dia, nao atendendo desta forma
a sugestao dos PCNs. Entretanto o livro é bem ilustrado e colorido, e as curvas sao
apresentadas em cada topico, representando suas respectivas conicas, respeitando,
é claro, as devidas escalas e propor¢oes.

6. Mateméatica Ciéncia e Aplicagao ver [16]. Esta colegao é destinada ao ensino
médio da rede publica do Estado do Rio de Janeiro, esta dividido em 3 volumes,
ditribuido gratuitamente aos alunos; esta colecao foi escolhida pois é utilizada por
muitos alunos do ensino médio no estado do Rio de Janeiro; embora ela nao permita
que o aluno tenha acesso ao seu contetudo de forma digital pelo portal da editora, seu
conteudo é uma copia da cole¢ao “Conecte”, ver [15], com a diferenca de possuir uma
quantidade de exercicios menores, porém nao interferindo em nada na qualidade
do material. Uma outra diferenca que nao podia deixar de ser mencionada é o
custo destas cole¢oes, embora ambas sejam escritas pelos mesmos autores e possuam
conteudo semelhante (excluindo € claro o que ja foi mencionado sobre o conteudo
digital e alguns exercicios a menos), a diferenga de valores ¢ altamente significativa.
A avaliagao desta colecao pode ser resumida como uma copia fiel da cole¢ao conecte.

7. Colegao Matematica Contexto & Aplicagao ver [6]. Esta colegao ¢ destinada
ao ensino médio e é dividida em 3 volumes, esta colecao foi escolhida pois foi utili-
zada como livro didéatico em um colégio federal conhecido como referéncia nacional
situado na regiao metropolitana do Rio de Janeiro. A cole¢ao nao atende de forma
satisfatoria ao que é sugerido pelos PCNs, pois o livro propoe poucas atividades
a serem trabalhadas em sala de aula, através de dinamicas que sempre ajudam os
alunos a compreenderem melhor a teoria, além de nao incentivar a utilizacao de
recursos computacionais, sendo estes importantes na formagao do aluno conforme
ja discutido em secoes anteriores, e também nao apresentam os conceitos de in-
terdisciplinaridade. Apesar do exposto acima a colecao é rica em detalhes sobre a
histéria da matematica, tentando em uma boa parte das vezes envolver o aluno nas
condigoes e motivos que levaram a descoberta dos assuntos estudados, bem como
familiarizando o aluno com os personagens impares nestas descobertas. O livro é
bem ilustrado e colorido, em cada topico as curvas sao apresentadas, e visualmente
as curvas apresentadas representam suas respectivas conicas, respeitando, é claro,
as devidas escalas e proporgoes.

8. Apostilas Plataforma Eleva ver [1|. O material didatico da Plataforma Eleva de
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ensino, foi escolhida por ser indicada como material didatico de grandes sistemas
integrados de ensino. As apostilas sao destinadas para o ensino fundamental e ensino
médio em ambito nacional; ela permite que o aluno tenha acesso a seu contetdo
de forma digital pelo portal da plataforma. Ao entrar na plataforma o que se vé
¢ uma copia do material impresso apenas, nao ha interatividade. Vale ressaltar
que o material incentiva o aluno a ter contato com novas tecnologias. O livro é
bem ilustrado, principalmente na parte de exercicios, que sao contextualizados ao
nosso dia a dia; ele ainda apresenta muitos textos auxiliares que ajudam o aluno a
entender o assunto principal, que utiliza uma linguagem um pouco complexa para
a modalidade de ensino. Ele nao apresenta atividades, como jogos, brincadeiras,
ou trabalho em grupo para ajudar na aprendizagem dos contetidos, além do fato
de nao incentivar o uso de tecnologia de informagao como ferramenta de apoio ao
ensino. Outro ponto negativo em relagao ao que é proposto pelos PCNs, é que nao
se vé um trabalho de interdiciplinaridade em seus contetidos. Logo, pelo exposto
acima, podemos considerar que o material nao atende de forma satisfatoria o que é
proposto nos PCNs.
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Capitulo 3

Um pouco de Histoéria

Os historiadores atribuem ao mateméatico Hipdcrates de Quios (470-410 A.C. apro-
ximadamente) os primeiros estudos sobre conicas quando este tentava solucionar o pro-
blema da duplicagao do cubo. Como era de conhecimento dos gregos a solucao da dupli-
cacgao do quadrado utilizando uma meia proporcional, Hipocrates sugeriu a utilizagao de
duas meias proporcionais, no caso espacial. Sendo mais especifico:

Dado um quadrado de lado 1, devemos determinar utilizando régua e compasso o
comprimento x do lado do quadrado, que tenha a drea duplicada em rela¢cao ao primeiro
quadrado.

S2=2
S1=1

1 X

Figura 3.1: Meia Proporcional

Como a area do primeiro quadrado é um, a area do segundo quadrado devera ser 2
logo:

2’ =

|
wl%aQ‘l\D
)

T
1
x

Este problema se resume em: dados dois comprimentos a e b, encontrar a meia pro-
porcional entre os segmentos dados, onde a = 1 é a &rea do primeiro quadrado e b = 2 é
a area do segundo quadrado. Isto é, encontrar x tal que:

a

(SRR

A solugao de tal problema era conhecida naquela época pelos gregos. Esta linha
de pensamento levou a Hipodcrates a sugerir a inclusao de 2 meias proporcionais para
resolver o mesmo problema no espaco, ficando o problema resumido a achar as duas
meias proporcioais. Isto é, encontrar z e y tal que:
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a Yy
r y b
Desta expressao Hipocrates destacou que
2 = ay
xy = ab
3 = axy
De onde:
2 =axy = a?b
23 b
@  a

Assim, se a = 1 é o volume do cubo menor e b = 2 é o volume do cubo maior, o
valor da aresta deste cubo é justamente x. Concluindo que de fato, se fosse resolvido
o problema das duas meias proporcionais, seria resolvido o problema da duplicacao do
cubo. Porém os matemaéticos da época diziam que Hipocrates reduziu um problema dificil
a outro problema tao dificil quanto, pois os gregos nao conseguiam encontrar as duas meias
proporcionais utilizando régua e compasso.

Apo6s os trabalhos de Hipocrates, o matematico Arquitas (428-347 A.C aproximada-
mente) encontrou uma solu¢ao brilhante utilizando “sec¢oes conicas” e “cilindros”, porém,
embora magnifica, esta nao podia ser demonstrada somente através de régua e compasso.

Em seguida, o mateméatico Menecmo (380-320 A.C aproximadamente), discipulo de
Eudoxio na Academia de Platao, utilizou os estudos de Hipocrates, onde ele transformou
o problema em encontrar a interseccao de duas conicas ! descritas por Hipocrates: A
parabola x? = ay e a hipérbole xy = ab.

Figura 3.2: Solucao de Menecmo

Ele foi o “primeiro” a mostrar que as elipses, as pardbolas e as hipérboles sao
obtidas como seccoes de um cone quando cortado por planos nao paralelos a sua base.

Devemos lembrar que nesta época os mateméticos ndo tinham simbolismo algébrico, ou visdo de
curvas expressadas analiticamente.
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Quando o plano em questao é paralelo a sua base, teremos como resultado da interseccao
uma circunferéncia ou um ponto [8]; ver figura 3.32.

Figura 3.3: Conicas

Porém em seus estudos, Pappus de Alexandria (290-350 A.C), atribuiu ao gedmetra
grego Aristeu “O Anciao” (370-300 A.C) o crédito de ter publicado o primeiro tratado
sobre “Seccoes Conicas”, referindo-se aos 5 livros sobre seccoes conicas de Aristeu. Dei-
xando de lado quem foi o primeiro, o certo é que o trabalho destes sobre conicas foram
superados pelos trés grandes representantes da “Idade Aurea da Matemdtica Grega": Eu-
clides de Alexandria (325-265 A.C.), Arquimedes de Saracusa (287-212 A.C.) e Apolonio
de Perga (262-190 A.C.).

Antes de Apolonio, a elipse, a hipérbole e a pardabola eram obtidas como seccoes de
trés tipos diferentes de cone circular reto, conforme o dngulo do vértice fosse agudo, reto
ou obtuso. Foi Apolénio quem pela primeira vez mostrou que a partir de um tnico cone
é possivel obter as trés espécies de secgdes conicas, apenas variando a inclinagao do plano
de seccao; também provou que o cone nao precisa ser reto, finalmente substituiu o cone
de uma s6 folha por um cone duplo, sendo assim, o primeiro a reconhecer a existéncia dos
dois ramos da hipérbole (ver figura 3.3).

A partir da etimologia das palavaras parabola, do Grego PARABOLE, “comparacao”,
pela nocao de que uma coisa pode ser comparada a outra se for colocada ao lado desta,
elipse que se originou a partir do grego “élleipsis”, que pode ser traduzido como “falta” ou
“defeito” e hipérbole do Grego HYPERBOLE, “exagero, extravagancia”, Apolonio definiu
0s nomes as curvas coOnicas através de seus estudos sobre aplicagao de area conforme
definicao abaixo:

Definicao 3.0.1 Classificamos as aplicacoes de drea de trés formas:

e Aplicacoes parabdlicas:
Dado uma figura qualquer de drea S, um segmento AB e um dngulo «; construir
sobre o segmento AB um paralelograma de drea S e dngulo de base «.

o Aplicacoes elipticas ou por falta:
Dado uma figura qualquer de drea S, um segmento AB e um paralelogramo X\ de
angulo de base «; construir sobre o segmento AB um paralelogramo de drea S com
dangulo de base o, de forma que o que falta para ser coberto no segmento AB, seja
possivel construir wm paralelogramo semelhante ao paralelogramo dado com mesma
altura do paralelogramo construido.

2Referéncia da figura em: https://www.google.com.br /search?biw=1600bih=794tbm=ischsa=1ei=kOkNW-
bLL8GzwATsiKC4Dgq=sec%C3%AT%C3%Bb5es+c%C3%B4nicasoq=sec%C3%A7oes+cogs;
1mg.3.0.0:24k1.10939.17917.0.19885.24.17.7.0.0.0.216.1674.135251.16.0....0...1¢.1.64.9mg..1.20.1409.. 0]35239/€1]0267k1
UGqjwimgre = IsVOuPTV BtGVeM
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o Aplicacoes hiperbolicas ou por excesso:
Dado uma figura qualquer de drea S, um segmento AB e um paralelogramo A de
angulo de base a; construir sobre o segmento AB um paralelograma de drea Sy < S
com dngulo de base «, de forma que seja possivel construir sobre o prolongamento
do segmento AB um paralelogramo jn semelhante ao paralelogramo dado com mesma
altura do paralelogramo construido de forma que Sy + S, seja igual a S.

Como exemplo, Apolonio estabelece um parametro AR para as segoes conicas, o hoje
chamado “latus rectum”, perpendicular ao eixo AB da conica, passando pelo vértice, e a
ele aplica um retangulo de base AQ), sendo ) a projecao de um ponto P da conica no
eixo, e area (PQ)%. Estabelecido o retangulo, Apolonio redefine a nomenclatura das segoes
codnicas conforme o retangulo excede, iguala ou fica aquém do parametro, respectivamente
a hipérbole, a parabola e a elipse.

0R 1
1 R llR
¢
P P P
A Q A Q A Q
(a) elipse (b) Parabola (c) Hipérbole

Figura 3.4: Latus rectum

Apoldnio conseguiu em seus estudos relacionar, de forma geométrica, duas grandezas
de forma similar ao que fazemos hoje, relacionando as grandezas x e y no plano carte-
siano, através de aplicagao de area parabdlica; as demonstracoes podem ser vistas em
[32]. Das obras de Apolénio que nao se perderam, as mais importantes sdo as conicas,
que aperfeicoaram e superaram os estudos anteriores sobre o assunto e introduziram as
denominacoes elipse, parabola e hipérbole. Os estudos de Apolénio contribuiram nao so
para o desenvolvimento da geometria, mas também na astronomia e na fisica. Auxiliou de
forma direta nos trabalhos de Copérnico, Kepler Halley, e Newton, ajudando-os a explicar
fenémenos fisicos como o das trajetorias dos planetas e trajetéria dos projéteis.

A geometria grega, apesar do seu brilhantismo, nao tinha operacionalidade. E isto
sO iria ser conseguido mediante a Algebra, como principio unificador. Somente no século
XVII, a &lgebra estaria razoavelmente aparelhada para uma fusao criativa com a geome-
tria (geometria analitica). Os principais representantes da dita fusdo sdo René Descartes
(1596-1650), filosofo famoso pela sua frase: “penso logo existo”, que estabeleceu relagoes
entre curvas no plano e equagoes algébricas com duas incognitas e Pierre de Fermat (1601-
1665), que associou equagoes a curvas e superficies. Embora as idéias de ambos fossem

14



relacionadas a reducao da geometria a algebra, os escritos de Descartes mostram sua pre-
ocupagao nas construgoes geométricas e as possibilidades de encontrar um correspondente
geométrico para as operacoes algébricas. Ja com relacao & Fermat, o uso de coordenadas
surge da aplicagao da algebra da renascenca a problemas geométricos da antiguidade, mos-
trando, desta forma, que ambos percorreram caminhos diferentes para alcancarem suas
conclusoes. A partir destes trabalhos, houve um grande avanco na matematica que mar-
cou o século XVII, por permitir que esta fosse usada nao apenas como simples aplicacao,
mas que estivesse relacionada as necessidades econémicas e tecnologicas.

Ao serem definidos na geometria analitica como lugares geométricos (Conjunto de
pontos que verificam uma certa propriedade), as secgoes conicas ganharam uma expressao
algébrica, ampliando ainda mais sua importancia e aplicabilidade.

Os estudos sobre conicas ficaram praticamente estagnados até o século XIV, quando
Girard Desargues (1591-1661) em seu trabalho (1639) de “como um plano se encontra
com um cone”, ele unifica os estudos sobre conicas de forma similar ao que foi feito por
Apolbnio, porém utilizando uma “ferramenta projetiva”, isto é, imaginando a conica como
uma circunferéncia.

Blaise Pascal(1623 - 1662) escreveu em 1639 um pequeno livro sobre conicas, Ensaio
Sobre as Conicas, onde introduz o Teorema de Pascal visto abaixo:

Teorema 3.0.1 Teorema de Pascal?
Se um hexdgono € inscrito em uma conica, entao os trés pontos de intersec¢ao do prolon-
gamento do lados opostos sao colineares.

Figura 3.5: Teorema de Pascal

3Ressaltamos que para a validade do teorema, o hexdgono nao pode ter lados opostos paralelos
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Philippe de La Hire (1640-1768) em 1673 foi extremamente inovador ao definir as
conicas no plano, por intermédio de seus focos, como sera visto mais a frente. Exatamente
como 90% dos professores trabalham hoje em dia, nao apenas como a intersec¢ao do cone
com um plano. Ruggero Giuseooe Boscovich (1711-1787) publicou em 1754 um estudo
unificado sobre as conicas por intermédio de sua excentricidade. Jean Victor Poncelet
(1788-1867), também apresentou trabalhos sobre conicas mostrando com quantos pontos
duas conicas se encontram. Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) fez sua contribuigao
ao mostrar que as defini¢ao de conica por intermédio de seus focos é equivalente a defini¢ao
dada pela intersec¢ao de um plano que corta uma superficie conica.

Aproveitamos para destacar que os PCNs apontam a inclusao de histéria da matemé-
tica, porém, o assunto é pouco abordado, as vezes sequer é tratado, em livros do ensino
médio ou mesmo nos introdutoérios do ensino superior. Nao destacamos aqui a necessidade
de contar toda a historia com todos os detalhes e demonstragoes. Porém, devemos elu-
cidar aos alunos como os estudos das conicas se desenvolveu e relacionar historicamente
cada enfoque dado ao assunto.
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Capitulo 4

Estudo das Conicas

Como vimos anteriormente, os livros didaticos atuais nao contribuem de forma plau-
sivel para o ensino das conicas, deixando este contetiddo a margem do conhecimento dos
alunos e nao fornecendo subsidios para o professor trabalhar.

Nosso objetivo é oferecer um material de apoio que sirva como base para o professor
trabalhar com o contetido de forma natural, desde o ensino fundamental ao final do ensino
médio. Como proposta sugerimos, aqui, a introdugao das conicas de forma geométrica,
através da utilizagao de régua e compasso (versao digital: geogebra), permitindo ao aluno
j& no primeiro ano do ensino médio reconhecer os lugares geométricos que representam as
conicas.

Sugerimos o inicio deste contetiddo no primeiro ano do ensino médio, pois acreditamos
que neste ano, o aluno terda a maturidade matemaética suficiente para compreender os
conceitos trabalhados, bem como possuir um conjunto de ferramentas matematicas auxi-
liares ao desenvolvimento e compreensao dos assuntos. A partir dai, o professor podera
trabalhar em cima destes conhecimentos em forma de problemas caracterizados ou nao,
que exigem do aluno um conhecimento sobre a construgao geométrica das conicas. Desta
forma, o aluno terd mais desenvoltura para interpretar algebricamente as curvas conicas.

Proporemos que no segundo ano do ensino médio o professor passe a trabalhar dando
énfase na parte algébrica das conicas, relacionando expressoes algébricas (simples) com
seus respectivos lugares geométricos e aproveitando sempre o apoio do geogebra para
visualizacao das curvas. O software, neste momento, sera de grande utilidade, permitindo
modificar os valores dos coeficientes, de forma a constatar as implicacoes destas mudancas
nas curvas.

Apontamos que no terceiro ano do ensino médio sejam estudas as conicas desde varios
pontos de vista, para elucidar a relagao entre estes e aproveitando sempre o apoio do
geogebra para visualizacao das curvas.

Embora o professor tenha a possibilidade de trabalhar com o desenvolvimento das
conicas através de um enfoque geométrico, no ensino fundamental, sendo o nono ano
mais precisamente (pois os alunos ja teriam maturidade matematica para trabalhar com
os conteudos), sugerimos que este contetdo seja desenvolvido a partir do ensino médio,
conforme cronograma apresentado acima, por permitir uma melhor divisao dos contetidos;
sugerimos ainda que estes topicos sejam trabalhados no meado de cada ano, principalemte
os assuntos que tratam o enfoque algébrico das conicas, como a equagao geral do 2° grau.

Vale ressaltar neste ponto que a linguagem utilizada nas defini¢oes e teoremas trabalha-
dos no ensino fundamental e médio nao necesséariamente precisa ser a mesma utilizada em
cursos de graduagao ou pos-graduagao; conforme podemos ver no livro "O Meu Professor
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de Matemdtica" do professor E. Lima, ver [20]; as defini¢bes e os teoremas devem sempre
ser formulados com as mesmas palavras, facilitando desta forma a memorizagao, sem
grandes esforgos; segundo o autor "Decorar simplifica a vida e é, pelo menos, metade
de compreender”. Os alunos na sua grande maioria preferem defini¢oes expressas por
palavras, que fazem sentido, que possuem significado para o aluno, assim faziam Euclides,
Legendre entre outros. Esta metodologia nao torna apenas os enunciados mais elegantes,
mas também ajuda muito a reté-los na mente, segundo o autor "ninguém pensa por meio
de simbolos, mas com palavras e com as ideias que elas evocam ou representam”. Logo
devemos sempre que possivel, dar preferéncia em utilizar as palavras ao invés de variaveis,
simbolos e letras pretendidos pela matematica moderna. A seguir serd apresentado o
contetdo sobre as conicas separado por capitulos, em que, cada capitulo servira de material
de apoio ao ano que esta sendo recomendado.
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Capitulo 5

Um Enfoque Geométrico (1° ano)

5.1 Circunferéncia

Figura 5.1: Circunferéncia de Centro C' e raio r

Definicao 5.1.1 Uma circunferéncia ¢ de centro C' é o conjunto dos pontos P do
plano m tais que d(P,C) =1 er > 0.

(={PenldPC)=r}.

Embora a definicao acima seja coerente, devemos sempre lembrar o que foi mencionado
no inicio do capitulo sobre utilizacao de palavras nas nossas defini¢oes, quando estivermos
trabalhando com contetidos do ensino fundamental e médio. Logo, a definicao poderia ser
escrita sem perda de informagao da seguinte forma:

Definicao 5.1.2 Clircunferéncia é o lugar geométrico formado por todos os pontos do
plano que estao a uma mesma distancia de um ponto fizado(Centro) no plano.

O ponto fixado é chamado de centro da circunferéncia e a distancia de qualquer ponto
do circunferéncia ao centro é chamado de raio (r) da circunferéncia. Também chamamos
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de raio da circunferéncia a qualquer segmento que liga o centro a um ponto da circunfe-
réncia.

Todo segmento de reta que une dois pontos distintos pertencentes a circunferéncia
¢ chamado de corda; a qualquer corda da circunferéncia que passa pelo seu centro a
classificamos como didmetro.

Podemos ampliar de forma significativa as observagoes sobre circunferéncia com o
auxilio do geogebra, com exemplos dinamicos que possibilitam ao aluno gerar suas pro-
prias construgoes, de forma rapida e, principalmente, com baixo esforgo para alterar suas
caracteristicas. Temos como exemplo o modelo apresentado na figura 5.2 em que o aluno
pode alterar o tamanho do raio da circunferéncia de forma dindmica. Na se¢ao 5.6.1, serao
exibidas algumas atividades que auxiliam os alunos na compreensao destas caractéristicas,
através de construgoes como a que consta na figura 5.2.

o ATV_circunferencia_1ano.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Al >l o]o] <l =] <) -
I
4
r=28
e

P

Entrada:|

Figura 5.2: Modelo de atividades no geogebra
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5.2 Elipse

Figura 5.3: Elipse

Definicao 5.2.1 Uma elipse ¢ de focos F ¢ F, ¢ conjunto dos pontos P do plano T,
cuja soma das distancias a Fy e Fy seja igual a uma constante 2a > 0. Tal constante
¢ maior que a distdncia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo d(Fy, Fy) = 2¢, deve-se
verificar que ¢ < a.

e={P en|d(P,F\)+d(P,Fy) =2a e d(Fy, F3) = 2¢, com ¢ < a}

Equivalentemente, temos:

Definicao 5.2.2 Uma elipse € o lugar geométrico formado pelos pontos do plano tais
que, a soma de suas distdncias a dois pontos fizos seja constante e maior que a distdncia
entre estes dois pontos; estes dois pontos fixos sao chamados de focos da elipse.

A seguir listamos os principais elementos que podemos encontrar na elipse (ver figura

5.3):
e F| e F5 sao os focos

e A, Ay, By e By sao os vértices

| A1 As| = 2a: eixo maior(distancia entre os pontos A; e Ay).

| By Ba| = 2b: eixo menor(distancia entre os pontos B; e Bs).

|F1 Fy| = 2¢: distancia focal(distancia entre os pontos Fy e F)

C' é o centro da elipse e ponto médio de F}Fy

a é a distancia do semi-eixo maior

b é a distancia do semi-eixo menor
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e ¢ ¢ a semidistancia focal

o ANCF|B; e ACF,B5 sao retangulos em C' com hipotenusa de medida a

Relacao Fundamental
Na figura 5.3, aplicando pitagoras ao tridngulo C'F3Bs, retangulo em C, temos:

a’® =b*+ ¢
Observacgoes

1. De acordo com a teoria atomica de Bohr, num atomo, os elétrons descrevem orbitas
elipticas em torno do ntcleo.

2. Da mesma forma que a terra apresenta uma trajetéria eliptica em torno do sol que
é um dos focos, também a lua em torno da terra e os demais satélites em relagao a
seus respectivos planetas apresentam o mesmo tipo de comportamento.

3. O cometa Halley segue uma 6rbita eliptica, tendo o sol como um dos focos.

4. No caso em que F} = F5 = F a elipse pode ser considerada uma circunferéncia, pois

(P, F) = %(d(P, F)+d(P,F)) = %2(1 —q

De forma analoga ao que fizemos com a circunferéncia, podemos ampliar de forma sig-
nificativa as observagoes sobre elipse com o auxilio do geogebra, com exemplos dindmicos
que possibilitam ao aluno gerar suas préprias construgoes, de forma rapida e principal-
mente com baixo esfor¢o para alterar suas caracteristicas, temos como exemplo o modelo
apresentado na figura 5.4, em que o aluno pode alterar o tamanho do semi-eixo maior
ou da semidistancia focal da elipse de forma dindmica. Na se¢ao 5.6.2, serao exibidas
algumas atividades que auxiliam os alunos na compreensao destas caractéristicas, através
de construgoes como se demonstra na figura 5.4.
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. ATV_elipse_1ano.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Al ele]<lN=] <] NN
T

a=2

Entrada:

Figura 5.4: Modelo de atividades no geogebra

5.3 Parabola

Figura 5.5: Parabola

Definicao 5.3.1 Seja d uma reta e F um ponto nao pertencente a d no plano w. A
pardbla p de foco F e diretriz d é o conjunto dos pontos do plano cuja distincia a F €
wgual a sua distdncia a d.

p={P € ld(P, F) = d(P,d)}.
Em outras palavras,

Definicao 5.3.2 Uma pardbola é o lugar geométrico do plano formado pelos pontos
equidistantes de uma reta e um ponto nao pertencente a esta reta.

A seguir listamos os principais elementos que podemos encontrar na parabola, ver
figura 5.5:
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e [ ¢ o foco.

e d ¢é a reta diretriz da parabola.

[ é a reta focal da pardbola e contém o foco F', e é perpendicular a reta diretriz.

e IV é o vértice da parabola, tal que sendo o ponto A a interseccao da reta diretriz
com a reta focal, V' é ponto médio do segmento AF'.

2p = d(d, F') é o parametro da parabola p tal que d(d, V) = d(V, F) ver [7] p.147.

A construgao de uma parabola é dificil de ser obtida utilizando régua e compasso.
Neste caso devemos construi-la de forma aproximada, obtendo alguns de seus pontos,
encontrando sempre o seu vértice. Para que a construgao a “mao livre” seja mais precisa,
optaremos aqui por encontrar alguns pontos pertencentes a parabola.

De forma analoga ao que fizemos com a circunferéncia e com a elipse, podemos am-
pliar de forma significativa as observagoes sobre parabola com o auxilio do geogebra, com
exemplos dindmicos que possibilitam ao aluno gerar suas proprias construgoes, de forma
rapida e principalmente com baixo esforco para alterar suas caracteristicas, temos como
exemplo o modelo apresentado na figura 5.6, em que o aluno pode alterar o tamanho do
raio da circunferéncia de forma dindmica. Na secao 5.6.3, serao exibidas algumas ati-
vidades que auxiliam os alunos na compreensao destas caracteristicas. Estas atividades
estao estruturadas para levar o aluno a perceber a construcao da parabola atraves de
exemplos rudimentares com o auxilo do préprio corpo, ou através de atividades que utili-
zam barbantes, esquadros e réguas, e, por fim, através de geogebra, permitindo ao aluno
perceber a importancia deste iltimo em relacao as outras técnicas utilizadas; através de
construgdes como a exibida na figura 5.6.

Arquivo Editar Exlbir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Rl AL olo]4lN] =]+,

p=13 o 4

&

Entrada:|

Figura 5.6: Modelo de atividades no geogebra
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5.4 Hipérbole

\ ° /
F1 JA1 cl ] A2 F2
I a a |
\
/ b \
/ \
/ \
52 \
C C

Figura 5.7: Hipérbole

Definicao 5.4.1 Uma hipérbole H de focos Fy e F, é conjunto de todos os pontos P
do plano w para os quais o modulo da diferenca de suas distancias a Fy e Fy seja igual a
uma constante 2a > 0, menor que a distdncia entre os focos 2¢ > 0.

1
H= {P S 7T||d(P, Fl) — d(P, Fg)l =2a,0<a<c= éd(Fl,Fg)}

Equivalentemente, temos:

Definicao 5.4.2 Uma hipérbole é o lugar geométrico formado pelos pontos do plano tais
que a diferenca (em mddulo) de suas distdncias a dois pontos fixos, chamados de focos da
hipérbole, seja constante e menor que a distdncia entre os focos.

A seguir listamos os principais elementos que podemos encontrar na hipérbole, ver
figura 5.7:

e [ e F, sdo os focos.

Aq e Ay sa0 os vértices reais da hipérbole.

By e By sao os vértices imaginarios da hipérbole.

|A1As| = 2a: eixo focal ou eixo real(distancia entre os pontos Ay e Ay).

| B1 By| = 2b: eixo nao focal ou eixo imaginario.(distancia entre os pontos By e By).

|F1 F5| = 2¢: distancia focal(distancia entre os pontos Fj e Fy).

C é o centro da hipérbole e ponto médio de F}Fs.

a € a distancia do semi-eixo real.
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e b ¢ a distancia do semi-eixo imaginario.
e ¢ ¢ a semidistancia focal.

o NCA By e ACAyB, sao retangulos em C' com hipotenusa de medida ¢

Relagao Fundamental
Aplicando o Teorema de pitédgoras ao tridngulo retangulo C' Ay By , ver figura 5.7 temos:

A=ad>+boubl=c*—-a?

Observacao 5.4.1 Uma hipérbole é chamada equildtera, quando distincia do semi-eixo
real € 1qual a distancia do semi-eixo imagindrio, ou seja quando a = b.

Com o auxilio do geogebra, podemos elaborar uma construgao que permita ao aluno
visualizar estas propriedades. Podemos também elaborar uma construcao que permita
ao aluno visualizar as caracteristicas geométricas da hipérbole. Temos como exemplo o
modelo apresentado na figura 5.8, em que o aluno pode alterar o tamanho do semi-eixo
real e semidistancia focal da hipérbole de forma din&mica.

ATV_hiperbole_1ano.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Al b ojo]4lN]=] ) =
T e

Entrada:

Figura 5.8: Modelo de atividades no geogebra
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5.5 Translacao, rotacao e propriedades de reflexao das
cOnicas

Nas proximas secoes, iremos exibir para os alunos que uma conica pode ser transla-
dada, ou rotacionada ainda assim permancendo com suas caracteristicas originais que a
definem como conica. Com o auxilio do geogebra, através de uma construgao simples, é
possivel modificar o posicionamento da conica em questao com um esfor¢go minimo, per-
mitindo ao aluno verificar de forma imediata que ainda se trata da mesma conica, s6 que
transladada ou rotacionada. Como neste momento ainda nao estamos trabalhando com
sistema de coordenadas, serd bem mais expressiva a modificacao visual de uma rotacao
devido ao fato de modificar a conica em relagao ao nosso sistema de referéncia natural;
porém, do ponto de vista didatico, é interessante exibir para os alunos que a nova constru-
¢ao esta localizada em um posicao diferente do plano de desenho. As ideias desenvolvidas
aqui sao similares para todas as conicas e por conta disto iremos trabalhar com a elipse
entendendo que seria analogo as outras conicas.

5.5.1 Translacao

Observe as figuras abaixo:

L]

Ponto Qualquer

(a) Posicao A

L]

Ponto Qualquer

(b) Posigao B

Podemos facilmente notar que, dado um ponto qualquer, como nas figuras acima,
como referéncia, que as elipses, embora tenham seu eixo focal no mesmo sentido, estao
centradas em posicoes diferentes no plano de desenho. Esta modificacao fica mais clara
com auxilo do geogebra pois pode-se com movimento do mouse posicionar a coOnica em
qualquer posi¢ao do plano com uma simples acao de segurar e arrastar a conica até o local
desejado.
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5.5.2 Rotacgao

Observe as figuras abaixo:

°
Ponto Qualquer

(a) Posicao A

°
Ponto Qualquer ©

(b) Posigao B

°
Ponto Qualquer

e

(¢) Posigao C

Podemos facilmente notar que, dado um ponto qualquer como nas figuras acima como
referéncia, embora a distdncia de seu centro ao ponto de referéncia nao sofra alteracao,
observamos que o movimento de rotagao é caracterizado pelo deslocamento que os pontos
da elipse realiza em torno de seu proéprio centro, modificando desta forma a inclinagao da
reta suporte de seu eixo focal. Esta modificagao fica mais clara com auxilio do geogebra
pois pode-se, com movimento do mouse, posicionar a conica em qualquer posicao do plano,
com uma simples agao de segurar e arrastar a conica até o local desejado, permitindo ainda
contruir animagao para que se tenha um efeito mais dinamico.

5.6 Atividades do primeiro ano

Apresentaremos algumas atividades como material complementar para abordagem das
conicas na sala de aula. O principal interesse é levar o aluno, através de experimentacoes
empiricas, a adquirir recursos que o permita entender a construcao de uma conica. Nas
atividades podemos destacar trés métodos para tragar a curvas, o primeiro que utiliza
instrumentos com fios esticados criados por Kepler (1571-1630), o segundo usando régua
e compasso na busca de alguns de pontos das curvas procuradas e o terceiro através do
software de geometria dinamica, sendo escolhido o geogebra pelos motivos mencionados
anteriormente.

As atividades desta secao estao voltadas para que o aluno visualize as conicas como
objetos geométricos, mostrando ao aluno que cada atividade sugerida tem como resultado
um lugar geométrico que pode ser desenhado com as ferramentas adequadas. Algumas
das atividades sao acompanhadas com suas respectivas demonstracoes, outras ficaram a
cargo do leitor exibir a solucao desejada.
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Praticamente todas as atividades podem ser adaptadas, com muita facilidade para
utilizacao do geogebra, manusear ferramentas, e situagoes ludicas para um melhor enten-
dimento dos contetdos apresentados. A ferramenta computacional em todas as atividades
atua como apoio para uma facil compreensao das caracteristicas de cada contrugao; e com
um menor esforco possivel, permite alteragoes e feedback em tempo quase instantaneo.
Aconselhamos aqui sempre que possivel deixar ocultos os eixos na janela de visualizagao
e a janela de algebra, para que o aluno tenha inicialmente uma experiéncia geométrica
das conicas, nao as relacionando com equagoes ou sistemas coordenados.

5.6.1 Circunferencia

1. Reconhecendo a circunferéncia.

(a)

(b)

Solicitar que uma parte dos alunos fiquem de maos dadas, requisitando que
estes, estendam seus bragos ao maximo possivel, de meio a formar uma corrente
fechada, de modo que automaticamente eles cosntituam uma roda.

Apos conseguirem formar a roda, solicitar aos alunos que classifiquem a forma
geométrica composta pelos alunos. Neste momento, o professor podera escla-
recer as diferencas entre circulo e circunferéncia, através de exemplos praticos,
colocando alguns dos alunos dentro da circunferéncia, esclarecendo a diferenca
dos que pertencem a circunferéncia, pontos (P;), daqueles que pertencem ao
circulo.

Solicitar a um aluno da sala que se posicione a uma distancia simétrica a todos
os participantes da roda, auxiliando caso haja duvidas; pode-se, ainda assim,
solicitar a duas pessoas diferentes que facam o mesmo simultaneamente, cons-
tatando assim, através de conclusoes orientadas pelo professor, que s6 existe
um lugar que satisfaz tal pedido. Conclui-se assim, explicando sobre centro da
circunferéncia O.

Reflexao sobre a atividade

e O que todos os pontos Ps por onde passa a circunferéncia tem em comum?

e O que é uma circunferéncia?

Elementos da circunferéncia nesta atividade

e Ponto O: centro da circunferéncia.

e segmento PO: raio da circunferéncia da circunferéncia.

e segmento P, P,,: corda da circunferéncia.

2. Construgao da circunferéncia usando um compasso, dado o centro e um
de seus pontos.

(a)
(b)

()

Tome o compasso com abertura de forma que a distancia entre as pontas dos
compassos coincidam com os pontos dados.

Com a Ponta seca do campasso sobre o ponto escolhido como centro gire o
compasso deixando a ponta grafitada sempre em contato com o plano(folha),
até completar uma volta.

O desenho formado sera nossa circunferéncia de raio dado centrada no ponto
escolhido.
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Figura 5.9: Construgao da circunferéncia utilizando um compasso

3. Construgao da circunferéncia usando geogebra, dado o centro C' e um de
seus pontos P.
(a) Selecione a ferramenta circulo.

(b) Na janela de visualizagao, ja com os pontos exibidos, clicar com o mouse no
ponto que sera o centro da circunféncia, e, em seguida, clicar no ponto que
pertence a circunferéncia.

(¢) O desenho formado sera nossa circunferéncia de raio dado centrada no ponto
escolhido.

Figura 5.10: Construcao da circunferéncia utilizando geogebra

Reflexao sobre a atividade
e Podemos, de forma imediata, modificar as caracteristicas da nossa circunferén-
cia, tais como cor, espessura, tamanho, nomear, etc.

e Podemos transladar a circunferéncia sobre o plano com um simples arraste
do mouse, alterar a posicao do centro bem como do ponto que pertence a
circunferéncia.

4. Dada uma circunferéncia qualquer determinar seu centro.
Resolucao:

(a) Tome 3 pontos distintos pertencentes pertencentes a circunferéncia, sejam este
pontos P, P, e Ps.
(b) Construa as mediatrizes m; e my dos segmentos P, P, e P, P3 respectivamente.

(c¢) Considere o ponto C' a intersegao de m; e ma.
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O ponto C' é o centro da circunferéncia.

Reflexao sobre a atividade

e Temos que m; e moy sao didmetros da circunferéncia dada.
e Como todo o didmetro passa pelo centro da circunferéncia, o ponto de interse-

¢ao entre my e mo & 0 ponto procurado.

Construa uma Circunferéncia dados 3 pontos nao colineares no plano.
Resolucao:

(a) Considere os 3 pontos sendo Pi, Py ¢ Pj.

(b) Construa as mediatrizes m; e my dos segmentos P, P, e P, P3 respectivamente.

(c) Considere o ponto C' a interse¢do de my e my.

A circunferéncia procurada possui centro em C' e raio C'P;.
Obs: 3 pontos nao colineares determinam uma circunferéncia.
Seja P, P, uma corda de uma circunferéncia, e seja o segmento r com
tamanho igual ao raio desta circunferéncia. Determine a circuferéncia.
Resolucao:

(a) Determine a reta m mediatriz do segmento P;P.

(b) Com centro em P e raio r marque dois pontos C; e Cy em m.

As solugoes procuradas sao duas circunferéncias centradas em C; e Cs respectiva-
mente com raio 7.

Dado um ponto P, na circunferéncia ( tragar a reta tangente que passa
neste ponto.
Resolucao:

(a) Determine a reta m que contenha os pontos P, e C, onde C' é o centro da
circunferéncia dada.
(b) Com centro em P; e raio r = d(C'P;) marque o ponto P, em m tal que P, # C.

(¢) Com centro em P e em C respectivamente determine duas circunferéncias com
raio s,s > r.

(d) Marque os dois pontos de interse¢ao destas duas circunferéncias, sejam estes

pontos A e B.

A reta determinada pelos pontos A e B é a reta tangente a circunferéncia no ponto
Pr.

Dado um ponto P, fora da circunferéncia ( tracar a reta tangente a ( que
passa neste ponto.
Resolucao:

(a) Determine o segmento C'P;.

(b) Determine o ponto médio M do segmento C'P;.
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(c¢) Centrado em M com raio MC determine uma circunferéncia w.
(d) Determine os pontos de intersegao entre ¢ e w sejam estes os pontos A e B.

As retas t; e ty definidas respectivamente pelos pontos: A Py, e, B P; sao as retas
tangentes procuradas.

9. Determinar as tangentes a uma circunferéncia ¢ paralelas a uma reta m
externa a (.
Resolugao:
(a) Tragar uma reta [ perpendicular a m que passa pelo centro C' de (.
(b) Determinar os pontos Py e P, de intersecc¢ao entre ( e [.
(c) Tragar as retas m; e my paralelas a m passando pelos pontos P; e P, respec-
tivamente.

As retas my e my sao as tangentes procuradas.

10. Determinar a area de alcance do sinal de uma torre.
Considere a praca abaixo! como sendo o local onde ser4 instalada a torre.

Figura 5.11: Praga Publica

e O sinal deveré atingir de forma circular a maior area possivel da praca.
e Considere que a praca tenha 200m de lado.

e O sinal nao devera ultrapassar os limites da praca.

11. Determinar a area de alcance do sinal de uma torre.
Considere a praga abaixo como sendo o local onde seré instalada a torre.

Figura 5.12: Praca Ptblica

'Referéncia da figura em: https://www.google.com.br /search?biw=1600bih=805tbm=ischsa=1ei=aYMdW 0 E4K
modelos + de + pra%C3%A7a + publicaoq = modelos + de + pra%C3%AT7a + publicags; =
img.3...9873.14182.0.14305.15.13.2.0.0.0.175.1245.248.10.0....0...1¢.1.64.img..3.0.0....0 OH ktQV h H Qu8imgrc =
Jjm8683nr2D5V M : spf = 1528660857007
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O sinal devera atingir de forma circular toda a area da praga.
Considere que a praca tenha 200m de lado.

O sinal deveréd atingir a menor area possivel, porém todas as pessoas dentro

da praca deverao ser atendidas.

5.6.2 Elipse

A construgao de uma elipse nao é possivel utilzando régua e compasso. Neste caso, de-
vemos construi-la de forma aproximada através de concordancia de arcos ou obtendo o
maior nimero possivel de seus pontos, encontrando sempre seus vértices, para que a cons-
trucao a “mao livre"seja mais precisa. Optaremos aqui por encontrar a maior quantidade
de pontos pertencentes a elipse.

1. Reconhecendo a elipse.

(a)
(b)
()

(d)
()

Posicione um aluno “Pedro” no centro da sala
Trace a reta r passando por O e paralela a parede maior da sala.

Posicione um aluno F; do lado direito de “Pedro” e outro F5 do lado esquerdo
de “Pedro”, sobre a reta r e distantes 3 metros de “Pedro” cada um.

Fornecer aos alunos uma corda de comprimento maior que a distancia entre F}
e F5, solicitando que ambos segurem cada extreimidade da corda.

Solicitar que outro aluno estique a corda maximo possivel, e se movimente
permitindo que a corda deslize pela sua mao de forma que a corda esteja sempre
esticada; conforme este aluno caminha outros alunos vao se posicionando por
onde ele passar.

Destes alunos destacar como A; e Ay dois alunos que coincidam sobre a reta
r.

Apos conseguirem fechar a figura, solicitar aos alunos que classifiquem a forma
geométrica formada pelos alunos. Neste momento, o professor podera esclare-
cer /reforgar que a distancia da corda é invariante.

Caracterizar a figura formada como elipse, os lugares onde os dois primeiros
alunos ficaram fixados como focos, o aluno O do centro como centro da elipse
e os alunos A; e Ay como os vértices da elipse.

Através de exemplos praticos, exibir os vértices da elipse e mostrar com ajuda
de outros pedagos de corda as propriedades da elipse, classificando seus ele-
mentos, inclusive os vértices B; e By nao pertencentes a reta r.

Reflexao sobre a atividade

e O que tem em comum os pontos por onde passa a elipse 7 O que é uma elipse?

Elementos da elipse nesta atividade

e Ponto “Pedro”: centro da elipse.

e Pontos A;, Ay, By e By : Vértices da elipse
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e Segmento A;A; : eixo maior
e Segmento By B; : eixo menor

e Pontos F) e F;, : Focos da elipse
2. Construcgao da elipse usando um fio inextensivel.

(a) Marque dois pontos distintos quaisquer em um plano.

(b) Tome um fio inextensivel de comprimento maior que a distancia entre os dois
pontos marcados e fixe cada uma de suas extremidades nesses pontos.

(c) Com a Ponta do lapis, estenda o fio no plano mantendo-o sempre esticado ao
maximo e entao movimente o lapis de um lado para outro.

Figura 5.13: Construgao da elipse utilizando um fio inextensivel

Podemos destacar em sala as mesmas conclusoes ja apresentadas na atividade an-
terior.

3. Determinagao dos pontos de uma elipse utilisando régua e compasso.
Esta construcao podera ser trabalhada com o auxilio de um software de geometria
dindmica, em particular em todos exemplos utilizamos o geogebra.

(a) Marque dois pontos Fj e Fy distintos no plano.

(b) Trace uma semi-reta de origem em Fj e que passe por F.

(¢) Marque um ponto A na semi reta FyFy nao pertencente ao segmento Fi Fy.
(d) Com o auxilio de um compasso, trace uma circunferéncia de centro Fj e raio

d(Fy, A); Defina d(Fy, A) = 2a.

(e) Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia e trace uma reta s pas-
sando pelos pontos I e D.
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(f) Trace o segmento F5D.
(g) Trace a mediatriz m do segmento FyD.

(h) Considere P a intersecao da mediatriz m com a reta s.
Reflexao sobre a atividade

e P é um ponto da elipse com focos F} e F5.

e Como P € m, P é equidistante de F, e D temos que PF, ~ PD.

Logo d(F1D) = 2a e d(Fy, P)+ d(P, F3) = 2a que nos garante que P € a elipse
de focos Fi e F5.

Para se obter todos os pontos P da elipse, basta repetir o procedimento esco-
lhendo diferentes pontos D, sobre a circunferéncia.

Assim, quando D percorrer toda a circunferéncia de maneira dindmica, o lugar
geométrico determinado pelos pontos Py serd uma elipse de focos F} e Fy, conforme
ilustra a figura 5.14 abaixo:

(a) Contrugéo por régua e compasso (b) Lugar geométrico do pontos P

Figura 5.14: Construcao da elipse

. Tragar uma elipse conhecendo-se o eixo maior e a distancia focal.
Para se construir uma elipse é necessario que determinemos seus focos. Neste caso,
¢ valido lembrar as seguintes propriedades:

e Os focos, além de pertencerem ao eixo maior, sao equidistantes do centro.

e Os eixos da elipse sao perpendiculares e se encontram no ponto médio, assim
um eixo esta contido na mediatriz do outro eixo.

e Pela definigao de elipse os vértices do eixo menor estao a uma distancia do foco
que corresponde a metade do comprimento do eixo maior

Eixo maior

Distancia Focal

Resolucao:
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Tome A; A, igual ao eixo maior.

(a)

(b) Trace a mediatriz de A;As, identifique o ponto médio C.
) Marque C'F} = C'Fy e que sejam metade da distancia focal dada.
)

Tragando circunferéncias com centros em F e F; e raio igual a d(A, C') obtem-
se By e B, na mediatriz de AB. O segmento B;Bs é o eixo menor da elipse.

(e) Tome um ponto qualquer £ em C'Fj e com o centro em Fj e raio d(A, E) trace
um arco.

(f) Com o centro em F; e raio BE, trace outro arco que corta o anterior nos pontos
P e P,, que sao dois pontos da elipse.

(g) Com o centro em Fy e raio d(A, F), trace um arco.

(h) Com o centro em F} e raio d(B, E), trace outro arco que corta o anterior nos
pontos P3 e Py, que sao dois pontos da elipse.

Para um ponto marcado sobre o segmento C'F}, como o ponto E, obtemos quatro
pontos que pertencem a elipse. Marque quantos pontos ache necessario para obter
a construcao aproximada.

. Dada uma elipse, determinar seu centro.

Como sabemos, os pontos médios das cordas paralelas a uma direcao dada definem
um didmetro e o ponto médio de cada diametro da elipse coincide com seu centro, ver
[8], Proposicao 7.18(Simetrias das elipses e hipérboles). Assim, para encontrarmos
o centro da elipse dada, basta efetuarmos as seguintes contrucoes:

Resolucao:

(a) Trace uma reta secante a elipse e trace uma outra reta paralela a esta que
também seja secante a elipse.

(b) Ache os pontos médios das cordas obtidas pelas retas secantes. Trace a reta
determinada pelos pontos médios.

(¢) Ache o ponto médio C' da corda obtida pela reta determinada pelos pontos
médios das cordas paralelas.

O ponto C' é o centro da elipse.

. Dada uma elipse, determinar os focos e os dois eixos.

Um retangulo é inscritivel em uma elipse se seus lados sao paralelos aos eixos da
mesma e seu centro coincide com o centro da elipse. Entao, para resolvermos o
problema basta efetuarmos as seguintes construgoes:

Resolucao:

(a) Determine o centro C' da elipse, conforme ja mostrado no problema 5.

(b) Com o centro em C' e raio qualquer trace uma circunferéncia que corte a elipse
em 4 pontos consecutivos F, G, H e I.

(c¢) Trace o retangulo EGHI onde EG||HI e GH sendo uma das diagonais, e por
C trace as paralelas a FG e GH, formando os diametros A;As e B; By, onde
A1A2 > B Bs.
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(d) Com o centro em Bj e raio d(C, A;) obtém-se os pontos Fy e F, sobre o eixo
Ay As.

Os segmentos A; Ay e BBy serao os eixos e os pontos F; e Fy serdao os focos.

. Tragar uma tangente e uma normal a elipse no ponto P da elipse.
Resolugao:

(a) Encontre os focos F} e Fy da elipse conforme atividade 6.

(b) Determinar as retas suporte dos segmentos PF; e PFy.

(c¢) Determinar as bissetrizes dessas retas.

A bissetriz interna ao triangulo F} PF, serd a normal e a bissetriz externa sera a
tangente.

. Construcgao de um alambrado eliptico. Considere o campo de futebol conforme
a figura abaixo?

Figura 5.15: Campo de futebol

As areas entre o alambrado e a demarcacao do campo sao utilizadas pelo pessoal téc-
nico, como ponto de espera dos jogadores reservas, para aquecimento de jogadores,
atendimento médico e posicionamento de equipamento de filmagens das emissoras
de televisao.

e A menor distancia entre o alambrado e a demarcacao do campo devera ser de
2 metros.

e O campo possui uma medida oficial® de 105x68 metros.

e Considere as marcas de pénalti sendo os focos desta elipse.

2Referéncia: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Campo_de_futebol medidas.jpg
3 As medidas oficiais de um campo variam entre 90-120m x 45-90m
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9. Construgao de uma chocadeira, utilizando lampada e material reflexivo.
Nesta atividade desenvolva com seus alunos uma chocadeira de forma que a radiacao
emitida pela lampada seja recebida com aproveitamento maximo no ponto onde
ficard o ovo.

e Consideremos que deva existir uma distancia minima entre a lampada e o ovo,
para evitar que este nao receba uma radiacao forte diretamente em um tnico
lado. Para isto, consideraremos que a distancia entre a lampada e o ponto onde
ficaria o ovo ¢é de 30cm.

e A chocadeira devera projetar a radiacao emitida pela lampada o mais unifor-
memente possivel.

e A chocadeira devera ter um tamanho maximo definido para que nao haja perda
de calor consideréavel(comprimento e largura da caixa), neste caso consideremos
as dimensoes da caixa da chocadeira como sendo 40cmx30cm.

e A lampada e o ponto onde fica o ovo formam uma linha com mesmo sentido
que o lado maior da caixa.

e A parede refletora deve deixar a maior area livre possivel no interior da choca-
deira para circulacao do calor.

Um modelo feito pelo geogebra para representar as barreiras internas da chocadeira
é dado na fig. abaixo:

Figura 5.16: Chocadeira

O professor pode em sala pedir para os alunos identificarem as propriedades que
classifcam a figura como eliptica, assim como determinar os focos o eixo maior, eixo
menor, etc.

5.6.3 Parabola

1. Reconhecendo a parabola.

(a) Posicione um aluno V' no centro da sala

(b) Trace a reta r passando por V e paralela a parade maior da sala
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(¢) Posicione um aluno D do lado direito de V. E outro F' do lado esquerdo de V;
pertencentes a reta r, e distantes 1 metros de V.

Trace uma reta d ortogonal a r passando por D.
Recorte uma dupla de pedagos de barbante com tamanho maior que 1,5m.
Coloque uma ponta do pedaco do barbante com o aluno F' e construa um arco.

Posicione uma das pontas do outro pedago de barbande sobre a reta d, de
forma que o barbante fique paralelo a reta r, e a outra ponta toque no arco
contruido anteriormente.

(h) Marque os pontos, posicionando alunos sobre estes lugares.

(i) Repita os 3 ultimos passos usando pares de pedagos de barbantes, com distancia
cada vez maiores como por exemplo 2m e 2,5m, 3m ....

(j) Trace uma curva que passe pelos pontos encontrados.

Reflexao sobre a atividade

e O que tem em comum os pontos por onde passa a pardabola?

e O que é uma parabola?

Elementos da parabola nesta atividade

Ponto V: Vértice da parébola

Segmento F'D: Parametro da parabola

Ponto F': Foco da parédbola.

d é a reta diretriz da parabola

r é a reta focal da paréabola.

2. Construcao da parabola usando esquadro e um fio inextensivel.?

Figura 5.17: Construcao da parabola utilizando um esquadro e um fio inextensivel

1Referéncia da figura ver [18].
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(a) Tome um esquadro na forma de um tridngulo retangulo escaleno.
(b) Trace uma reta no plano.

(¢) No mesmo plano marque um ponto F' nao pertencente a esta reta tal que a
distancia entre a reta e o ponto seja menor que a medida do cateto maior do
esquadro.

(d) Tome um fio inextensivel de forma que seu comprimento seja igual a medida
do cateto maior do esquadro.

(e) Prenda uma das extremidades do fio no ponto marcado F' e prenda a outra no
esquadro conforme a figura 5.17.

(f) Apoie o cateto menor do esquadro sobre a reta tragada e use a ponta do lapis
para manter o fio sempre esticado e em contato com o cateto maior conforme
na figura 5.17.

(g) Movimente o esquadro deslizando o cateto menor sobre a reta tragada, de forma
a manter o fio sempre esticado com a ponta do lapis.

(h) Os pontos da curva obtidos por esta constru¢ao pertencem a uma parébola
pois, para cada ponto P sobre a curva a distancia entre P e a reta tragada é
igual a distancia entre P e o ponto marcado.

(i) A reta tragada é a reta diretriz da parabola e o ponto fixado ndo pertencente
a diretriz ¢ o foco.

3. Determinagao dos pontos de uma parabola usando régua e compasso.

(a) Trace uma reta d e marque um ponto F' nao pertencente a d.

(b) Trace uma reta s perpendicular a reta d passando por um ponto D qualquer
de d.

(c) Trace o segmento F'D.

(d) Com o auxilio do compasso, desenhe a mediatriz m do segmento F'D.

(e) Considere P a interse¢ao das retas s e m.
P é um ponto da parabola de foco I’ e diretriz d. Para obter os demais pontos P

da paréabola basta repetir o procedimento escolhendo diferentes posi¢oes para ponto
D sobre a reta diretriz d conforme ilustra a figura abaixo.
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(a) Construgao por régua e compasso

S

(b) Lugar geométrico do pontos P

Figura 5.18: Construcao da parabola

4. Tracar a parabola dada a diretriz e o foco.
Resolucao:
Seja d a reta diretriz e F' o foco.
(a) Por F trace o eixo focal perpendicular a d.

(b) Sobre o eixo focal encontre o vértice da parabola V', sendo este o ponto médio
entre d e F.

(c) Para encontrar diversos pontos da parabola trace uma reta s paralela e nao
congruente ao eixo focal.

(d) Indique por D o ponto de interse¢ao entre s e d.

(e) Em s marque os pontos {A;, A, A3, Ay, A5, A..} no mesmo semi-plano de F
tal que d(d, V) < d(d, Ay) < d(d, Ay) < d(d, As) < d(d, A...).

(f) Trace asretas {ay, as, ag, a4, as, a...} ortogonais a s pelos pontos { Ay, A, Az, Ay, As, A...}.

(g) Com o raio d(D, A;y) e centro em F' construa um arco interceptando a reta a;
nos pontos P, e P, que pertencem a parabola.

(h) De forma anéloga repetimos este processo para os pontos {As, Az, Ay, A5, A..}
obteremos diversos pontos da parabola, bastando liga-los.
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5. Tracar uma parabola através de dobradura de uma folha de papel man-
teiga.

Utilizar uma folha de papel-manteiga e prosseguir da seguinte forma:

—~
&

Tragar uma reta diretriz d.

>

Marcar um ponto F' fora dessa reta, que sera o foco da parabola.

Tomar um ponto D da reta d.

o~
& o

Tragar a reta s perpendicular a reta diretriz passando pelo ponto D.

Dobrar a folha fazendo sobrepor o ponto D ao ponto F' (foco).

—~
—

Tracar uma reta m coincidindo com a dobra feita.

Marcar o ponto P de intersecao de m com s pertencente a parabola.

N
= 0”

Repetir o processo, tomando outros pontos sobre a reta d;

)
N N N

Ligar os pontos obtidos;

~~
— e

Figura 5.19: Dobradura de papel

Reflexao sobre a atividade

e Temos que para qualquer ponto D escolhido o triangulo DPF' é isosceles em
P.

e Logo a distancia de P a d ¢ igual a distancia de P a F'.

e Por definicao o ponto P pertence a pardbola de diretriz d e foco F'.

6. Tracar uma parabola através de dobradura de uma folha de papel man-
teiga com o auxilio do software geogebra.

(a) Construir uma reta horizontal d, diretriz da parabola.
(b) Marcar o ponto F' foco da parabola fora da reta d.

(¢) Marcar um ponto D sobre a reta d.
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(d) Construir a mediatriz m do segmento DF'.
(e)
(f)
()
(h)

Construir a reta s perpendicular a d passando pelo ponto D.
Marcar o ponto P de intersecao de m com s.
Selecionar a mediatriz m e habilitar seu rastro.

Habilitar a animagcao sobre o ponto D.

Com esta atividade os alunos terao o mesmo efeito obtido na atividade 5, porém a

rapidez com que a atividade é executada e a qualidade do efeito obtido com auxilio
do geogebra sao bem melhores conforme pode ser observado na figura abaixo.
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7. Tragar as retas tangente e normal & pardbola num ponto P desta, conhe-
cendo a diretriz e o foco.

Resolucao:

Seja P o ponto tomado na curva

(a) Una P a F e trace por P uma perpendicular a diretriz d interceptando-a em
um ponto D.

(b) A bissetriz interna do tridngulo F'PD relativa ao vértice P serd a tangente
pedida e a reta normal sera a perpendicular & bissetriz em M.

8. Determinar um portal Parabdlico.

Pedro é um Estudante do ensino médio, e ficou intrigado com a curva parabdlica;

tao intrigado que quer construir a porta do seu quarto em forma de um portal
parabolico conforme descrito abaixo.

e Pedro possui 1,72m de altura e gostaria que quando passasse pela porta sua
cabeca coincidisse com o foco do portal.

e Pedro gostaria que houvesse um espaco aproximado de 30cm entre sua cabeca
e o vértice portal.

Ajude Pedro a Esbogar o croqui da porta (desenho).
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9. Construcao de uma ponte Pénsil.

Uma Ponte Pénsil ou suspensa (ver figura 5.21%), sao pontes que permitem os
maiores vaos, nelas o tabuleiro continuo é sustentado por varios cabos metéalicos
atirantados ligados a dois cabos maiores, que por sua vez ligam-se as torres de
sustentacao.

Os cabos comprimem as torres de sustentacao que transferem os esforcos de com-
pressao para as suas fundacoes.

torre de sustentacéo

/| )
¥

(11 AN
ffﬂ ( | | T ”IQ( ﬂ‘l'lﬂ"ﬂ Dﬁ@

= L —— L ==

tabuleiro pendurais

Figura 5.21: Esquema de pontes Pénseis

Nas Pontes Pénseis, os tirantes sao espagados uniformemente, entao a carga da ponte
¢ uniformemente distribuida nos cabos e estes formam uma parabola.

Apolonio foi solicitado para ajudar a construir uma ponte Pénsil sobre um rio ex-
tenso; como ele é um estudante aplicado e obteve conhecimentos sobre as conicas
sugeriu que fosse feita uma ponte observando as seguintes condic¢oes:

e O rio em questao possui 50 metros de largura.

e As torres de sustentacao deverao possuir 30m de altura e estar posicionadas a
margem do rio.

e A altura livre entre o tabuleiro da ponte e o rio devera ser de 5m.
e Considere que o tabuleiro da ponte contenha as retas diretrizes das parabolas

formadas pelos cabos que ligam as torres de sustentagao.

Ajude Apolénio a fazer um esbogo do projeto da ponte (Desenho).

5.6.4 Hipérbole

1. Reconhecendo a hipérbole.

(a) Posicione um aluno O no centro da sala
(b) Trace a reta r passando por O e paralela a parade maior da sala

(¢) Posicione outros alunos F; do lado direito de O, e F, , do lado esquerdo de O,
pertencentes a reta r e distantes 3 metros de O.

(d) Posicione o aluno A; do lado direito de O e Ay do lado esquerdo de O, perten-
centes a reta r e distantes 2m do ponto O.

(e) Recorte dois pedagos de barbante, um de 6m de comprimento e outro de 2m.

SReferéncia da figura ver [21]
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(f)

Coloque uma ponta do pedaco de barbante de tamanho 6m sobre F; e uma
ponta do pedago de tamanho 2m sobre F;, . Trace circunferéncias e encontre os
pontos onde a ponta de cada um dos barbantes se encontra. Marque os pontos,
posicionando alunos sobre estes lugares. Eles estao na hipérbole.

Repita os 2 tdltimos passos usando pares de pedagos de barbantes, todos com
4m de diferenca do pedago maior para o pedago menor, por exemplo pedacos
de tamanhos 8m e 4m, 10m e 6m, 12m e 8m.

Trace uma curva que passe pelos pontos onde as pontas de barbante se encon-
tram.

Tente tracar uma curva simétrica a curva tragada no item anterior, repetindo
os tltimos 4 passos, porém colocando uma ponta do barbante de 6m sobre Fj
e uma ponta do pedaco de tamanho 2m sobre F .

Reflexao sobre a atividade

O que tem em comum os pontos por onde passa a hipérbole?

O que é uma hipérbole?

Elementos da hipérbole nesta atividade

Ponto O: centro da hipérbole.
Segmento A; A, : eixo real ou eixo transverso da hipérbole.
Pontos A; e Ay : vértices da hipérbole.

Pontos F; e F, : focos da hipérbole.

2. Construcao da hipérbole usando uma haste e um fio inextensivel.’

Marque dois pontos distintos num plano.

Tome uma haste rigida de comprimento maior que a distancia entre os pontos
marcados.

Tome um fio inextensivel de forma que seu comprimento seja menor que o
comprimento da haste. E necessario que a diferenca entre esses comprimentos
seja menor que a distancia entre os pontos fixados.

Prenda uma das extremidades do fio numa das extremidades da haste.

Fixe a extremidade livre da haste em um dos pontos de forma que a mesma
possa girar em torno desse ponto.

Fixe a extremidade livre do fio no outro ponto marcado. Com o ponta do lapis
aproxime o fio na lateral da haste conforme a figura 5.22.

Mantendo o fio sempre junto a haste rotacione-a no plano no sentido horario
até que o fio fique totalmente extendido.

Rotacione a haste no plano no sentido anti-horario até que o fio fique novamente
estendido.

Execute novamente os ultimos 6 passos, s6 que agora fixando a extremidade
da haste no outro ponto marcado.
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Figura 5.22: Construcao da hipérbole com auxilio de haste e um fio inextensivel

()

Assim determina-se trechos de uma curva com dois ramos nos quais observa-se
que todo ponto P desses ramos satisfazem a definicao da hipérbole.

Podemos destacar em sala as mesmas conclusoes jé apresentadas na atividade an-
terior.

3. Determinagao dos pontos de uma hipérbole usando régua e compasso.

(1)

Marque dois pontos Fi e F5 distintos no plano.
Trace uma semi-reta de origem em Fj e que passe por Fj.
Marque um ponto A na semi-reta I} F5 pertencente ao segmento F 5.

Com o auxilio de um compasso, trace uma circunferéncia de centro Fj e raio

d(Fy, A), defina d(Fy, A) = 2a.

Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia e trace a reta s passando
pelos pontos I} e D.

Trace o segmento FyD.
Trace a mediatriz m do segmento FyD.

Considere P a interse¢ao da mediatriz m com a reta s. Essa interseccao se
dara no prolongamento a direita ou a esquerda do segmento F D dependendo
da escolha de D.

P é um ponto da hipérbole com focos F; e Fy conforme a figura 5.23 abaixo.

Reflexao sobre a atividade

e P em, P é equidistante de Fy e D.

6Referéncia da figura ver [18]
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Figura 5.23: Construcao da hipérbole

e Como PF, ~ PD e d(F\D) = 2a.

d(F1,P)—d(P,Fy) = (d(PD)+ d(DF,))— d(PF)
d(F,P)—d(P,Fy) = (d(PD)+ d(DF,))— d(PD)
d(F1,P)—d(P,F,) = d(PD)+ d(DF,)— d(PD)
d(F,P)—d(P,Fy) = d(DF))

d(F,,P)—d(P,Fy) = 2a

que nos garante que P € a hipérbole de focos F e F5.

e Para se obter todos os pontos P da hipérbole basta repetir o procedimento
escolhendo diferentes pontos Dy sobre a circunferéncia.

4. Construir a hipérbole dadas as medidas do eixo real e a distancia focal.
Resolucao:
Seja A1 As = 2a a medida do eixo real e 2¢ a distancia focal:

(a) Trace o ponto médio C' do segmento A;A; e marque sobre tal segmento os
pontos Fi e Fy tais que C'Fy =CF, =c¢

(b) Toma-se um ponto qualquer F Fora do segmento F}F5 e pertencente a reta
determinada pelo focos F e F5.

(¢) Com o centro em Fj e raio d(A;, E) trace um arco.

(d) Com o centro em Fj e raio d(A,, E), trace outro arco que corta o primeiro em
M, ponto da hipérbole, pois:

d(Al, E) — d(AQ, E) = d(Al, Ag) = 2a

(e) Aprovoveitando-se o raio A, E, faz-se centro em Fj e F, e trace arcos para
cima e para baixo de F}F5, o mesmo fazendo com o raio A;F e centro em Fj
e I3, obtendo-se assim quatro pontos da curva.
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(f) Tomando-se outros pontos analagos ao ponto E, repeten-se as mesmas cons-
trugoes e pode-se obter varios pontos da hipérbole.

Unindo-se todos os pontos, obtém-se a hipérbole.

5. Tracar as retas tangente e normal & hiperbole no ponto P dados os focos.

Resolucao:
Seja P o ponto dado da curva, F; e F, os focos da hipérbole.

(a) Una P a F; e Fy e trace as bissetrizes interna e externa " do triagulo FyPF,
no vértice P.

A bissetriz interna é a reta tangente e a bissetriz externa é reta normal da hipérbole
no ponto P.
6. Construcao de uma ponte.

Maério foi solicitado a dar ideias para construir uma ponte sobre o rio que corta a
propriedade de sua familia; como ele é um estudante aplicado e acabara de obter
conhecimentos sobre as conicas, sugeriu que fosse feita uma ponte observando as
seguintes condigoes:

e O rio que cruza a propriedade possui 50 metros de largura.

e [Existem duas ilhas bem no centro do rio localizadas a 50m de distancia uma
da outra.

e A ponte passara entre as duas ilhas.

e As laterais da ponte possuirao a forma de uma hipérbole onde os focos sao as
duas ilhas.

e Na parte mais estreita a largura da ponte sera de 10m.

Ajude Mario a fazer um esbogo do projeto da ponte.

7O conceito de bissetriz é visto no ensino fundamental, como exemplo ver [5] 8° ano p.166
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Capitulo 6

Um Enfoque Algébrico (2° ano)

Nesta secao tentaremos exibir para os alunos que a mesma estrutura apresentada e
trabalhada na segao anterior pode ser vista por um outro aspecto, partindo do geométrico
para o algébrico, deixando sempre claro que se tratam de representacoes diferentes de
um mesmo assunto. Nesta parte, o software serd um potencializador no entendimento do
aluno, permitindo a este interpretar de forma dinamica as tradugoes entre a fronteira do
que é geométrico para o que é algébrico.

6.1 Circunferéncia

A partir da definicdo de circunferéncia, vamos obter sua equagdo em relagdo a um
sistema de eixos ortogonais O XY para alguns casos especiais. Sabemos que a circuferéncia
é o lugar geométrico de todos os pontos equidistantes de um ponto fixo, denominado centro
da circunferéncia (ver Defini¢ao 5.1.1).

(={PenldPC)=r}

Figura 6.1: Circunferéncia de Centro C' e raio r
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Segundo a defini¢ao de distancias (ver a equagao 9.1), se o ponto C' tem coordenadas
cartesianas (zo, o), € 0 ponto P tem coordenadas cartesianaos (z,y), entao:

dop =@ 2P T (=0l = r
Ve =202+ @y —v)? = 7

Assim,

(x —20)” + (y —w0)* =17 (6.1)

A equacao acima é denominada equacao reduzida da circunferéncia ou equagao cano-
nica da circunferéncia.

6.1.1 Equacgao Reduzida da circunferéncia com centro na origem

Quando a circunferéncia centrada na origem (zo,yo) = (0,0), temos a seguinte equagao:

(z—20)*+(y—w)® = r
(-0 +(y—0?2 = r?
z? + y2 = r

(6.2)

6.1.2 Equacao geral da circunferéncia

A equacao geral da circunferéncia é obtida a partir do desenvolvimento da equagao redu-
zida 6.1:

(x—20)° + (y —w)* = r?
? —2xwo+ag+yt —2yyotyy = 1
22 4y — 2wox — 2oy + (1:?) + yg — r2) =0 (6.3)

Através da janela CAS do geogebra, podemos utilizar a equagao 6.1 como modelo para
verificar a equivaléncia das equagoes acima, utilizando as ferramentas fatorar e expandir.
Ja na janela de visualizacao, através da caixa de entrada, podemos digitar ou copiar da
janela CAS as equagoes, para desta forma termos o desenho da equagao, considerando os
valores de xg, yo € r como controles deslizantes onde poderemos de forma rapida alterar
seus valores e ter de imediato o desenho modificado, permitindo assim que o aluno expe-
rimente e conjecture sobre as possiveis formas do desenho em funcao das caracteristicas
da equagao. Neste ponto, é importante ratificar que sao maneiras de trabalhar em cima
de um mesmo objeto, visto unicamente através de desenhos no primeiro ano, agora visto
como equacoes. O geogebra entra como elemento facilitador deste entendimento deixando
claro que o desenho visualizado esta relacionado com a equagao digitada.
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Arquivo Editar Exibir Opgtes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B RS ERANEE :
» Janela CAS Iy Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
o (D — Conica
1 (x-a)"2+(y-b)"2=r"2 Jlecx+y=a ¥. =0
Farorar: (x =1 +(y—1)" =1 ; .Nlirmfrg _970— 5
® X, = 0 _3_
2 $1 1lLe Vo =0 r=2 4
Expandir x> —2x4y* —2y4+2=1| - Porto ——
i1 ®cCc=(0,0 3
3 i@ P=(17 1.05)
|~ Segmento

®f=2
4 P
B ~
- )
4]

Entrada:|

Figura 6.2: Modelo de atividades no geogebra

6.2 Elipse

A partir da definicao de elipse, vamos obter sua equacao em relacao a um sistema de
eixos ortogonais OXY para alguns casos especiais. Segundo a Defini¢ao 5.2.1, a elipse ¢
¢ o lugar geométrico dos pontos (P) do plano tais que satisfazem a equagao abaixo:

1
€= {P S H|d(P, Fl) —|—d(P, FQ) =2a,a >c= §d<F1,F2) > 0}

6.2.1 Elipse ¢ com centro na origem e reta focal coincidente com
o eixo OX

Se imaginarmos a elipse centrada em um sistema ortogonal OXY onde os focos da
elipse estao sobre o eixo O X e os elementos da elipse tem coordenadas definidas da seguinte
forma:

F1 = (-C, 0), F2 = (C, 0), C= (0,0), A1 = (—CL,O),
A2 = (CL,O), Bl = (0, —b) € BQ = (O,b)
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Figura 6.3: Elipse

Logo se P = (x,y) € ¢, temos que:

d(P(z,y), Fi(—c¢,0)) + d(P(z,y), F5(c,0)) = 2a

De onde,

V(E+e)+(y—02+(@—c?+(y—0)? = 2,
(+02+12 = 20— /(z—c)+17
(+’+y° = (20— V(w =+
dre = 4a2—4a\/m,

a> —cx = a\/(v—c)2+ 93
(a® —cx)* = a*((z—c) +y%),
a* —2d*cx + F1? = (2 — 2xc+ F + ),
(@ = A? + %P = at— PP
(CL2 - 62)1‘2 4 a2y2 — CL2(CL2 o 02)

Da Relacao fundamental da elipse (a? = b? + ¢?) temos que,

b2$2 +a2y2 — CL2b2

Dividindo toda expressao por a?b? temos:

2 2
T Y
@ et
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6.2.2 Elipse transladada ¢ com centro C diferente da origem e
reta focal paralela com o eixo OX

Vamos supor que o eixo focal é dado por y = yg, que é paralelo ao eixo OX, logo os
elementos da elipse tem suas coordenadas definidas da seguinte forma:

Fy = (20 — ¢, m0), Fo= (w0+c,50), C=(x0,%), A1 = (z0o—a,),

Ay = (zo+a,y0), Bi = (20,90 —b) e By = (x0,y0+ b)

Figura 6.4: Elipse
Logo, se P = (z,y) € ¢, temos que:

d(P(z,y), Fi(zo — ¢, v0)) + d(P(x,y), Fa(zo + ¢, %)) = 2a

Se tomarmos o sistema coordenado OXY', centrado no ponto (g, 7o), temos que nossa
elipse (continua a ser elipse) neste sistema tem eixo focal OX e é centrada na origem
0 = (0, y0), logo, pelo que vimos anteriormente, a equagio da elipse é

=2 2
Zz )
atET!

Lembrando a relagao existente entre os sistemas coordenados: T =+ —x¢ e § = y — ¥o,
temos que a equacgao da elipse é:

2 2
( — x0) (v — wo) _
5 + 5 =1 (6.5)
a b

De forma analoga a circunferéncia, podemos com o auxilio do geogebra explorar a
transicao entre o geométrico e algébrico e vice e versa, além de permitir uma facil mo-
dificacao nas caracteristicas dos objetos, ainda assim possibilitando ao aluno perceber

imediatamente os resultados das alteracoes.
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6.2.3 Elipse ¢ com centro na origem e reta focal coincidente com
o eixo OY

Se imaginarmos a elipse centrada em um sistema ortogonal OXY ', em que os focos da
elipse estao sobre o eixo OY e os elementos da elipse tem suas coordenadas definidas da
seguinte forma:

Fi=(0,—¢), Fy=(0,¢), C=(0,0), A= (0,—a),
AQ = (0,&), Bl = (—b, O) € BQ = (b, 0)

Figura 6.5: Elipse

Logo se P = (x,y) € ¢, temos que:

d(P(z,y), F1(0, —c)) + d(P(z,y), F5(0,¢)) = 2a

De onde,

V=02 +(y+c)+v(@-02+(—c? = 2,
JEEGE - 20 /TG
P+ y+e)? = (2a— 22+ (y—c)?)?,
dyc = 4a® —4dar/(y —c)? + 22,

a’—cy = ay/(y—c)?+ a2
(@ cyf = @ly— P+,

at —2a%cy + Py? a®(y* — 2yc + & + 2?),

a* — 2a’cy + *y? a’y? — a*2yc + a*c® + a*a?,

2 a2 — A + a’a?,

at —a*? = (-

a* — 2a’cy + a*2yc — a’c
A)y? + a’a?,
a2(a2 —02) — (CL2 - CZ)y2 —i—CLQIZ

Da Relacao fundamental (a? = b* + ¢?) da elipse, temos que:

54



CL2b2 — b2y2 —|—CL2£C2

Dividindo toda expressiao por a?b? temos:

)
=+ 5 (6.6)
6.2.4 Elipse transladada £ com centro C' diferente da origem e

reta focal paralela com o eixo OY

Vamos supor que o eixo focal é dado por = = xy, que é paralelo ao eixo OY, logo os
elementos da elipse tem suas coordenadas definidas da seguinte forma:

Fy = (Ioayo - 6)7 Fy = (xo,yo + 0)7 C= ($07y0)7 A = (xo,yo - a),

Ay = (37073/0 + a), B, = (560 — b, yo) e By = (370 + b, yo)

Figura 6.6: Elipse

Logo se P = (x,y) € ¢, temos que:

d(P(x.y), Fi(20, yo — ¢)) + d(P(, ), Fa(wo, yo + ¢)) = 2a

Se tomarmos o sistema coordenado OXY', centrado no ponto (zg, ) temos que nossa

elipse (continua a ser elipse) neste sistema tem eixo focal OY e é centrada na origem
0 = (0, 40), logo pelo que vimos anteriormente a equagao da elipse é
=2 2
z )
R
Lembrando a relagao existente entre os sistemas coordenados: T=x—xg ey = y — Yo,
temos que a equacgao da elipse é:

(v — 1’0)2 (y — y0)2 _
" = (6.7)




Podemos utilizar aqui uma construgao idéntica a trabalhada sobre circunferéncia atra-
vés da janela CAS e da entrada de texto da janela de visualizacao do geogebra.

x elipse_definicao_cas.ggb
Arquivo Editar Exlbir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . A= (o Te]
I AL D O O 4 N =2 4, -
LibreOfFice Impress .| Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
xex_0)"2)a"2+((y-y 0)~2)b~2 =1 | Conlea
. ((x-x_0)"2) ((y-y_0)"2) e Ex/16+y/a=1
oo ( E>2+ 25 (, 1y Jimere
1521 10 121 2 ®b=2
c =3.46
$1 ®%x,=0
2 =
oy 1002025, ;yﬂ—o
spandirs —= X" — === X+ == ¥ | onto
1521 117 1217 | g°c= (0, 0)
3 i e F,=(-3.46, 0)
e F,=(3.46, 0)
5
-3
-4
-5
4] i IO
Entrada:|

Figura 6.7: Modelo de atividades no geogebra
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6.3 Paribola

A partir da definicao de parabola, vamos obter sua equacao em relagao a um sistema de
eixos ortogonais O XY para alguns casos especiais. Segundo a defini¢cao 5.3.1, a parabola
p € o lugar geométrico dos pontos (P) do plano tais que satisfazem a equagao abaixo:

p=A{PemnldP,F)=d(Pd)}

6.3.1 Parabola p com vértice na origem e reta diretriz d paralela
ao eixo OX e concavidade ! para cima

Se imaginarmos a parabola com seu vértice centrado em um sistema ortogonal O XY,
em que os focos da parabola estao sobre o eixo OY e sua reta diretriz d seja paralela ao
eixo OX, os elementos da parabola tem as seguintes coordenadas:

F=(0,p) V=(0,0)e d:y=—p.

Figura 6.8: Parabola
Logo, se P = (z,y) € p (ver a equagao 9.2), temos que:

d(P(z,y), F(0,p)) = d(P(z,y),d)
De onde,

[\

V4 (y—p)? = |y+pl
Va2 + @y —p?2)°* = (y+p)°

x2+(y

p)? = v +2py+p°
2 2_2 2 2 2 2
2 +y —2py+p° = y 4 2py+p’
= Y+ 2py+pt —yP 4 2py —p
2 = 2py+2py
2% = dpy (6.8)

LA convavidade é a qualidade ou propriedade do que é céncavo, este conceito é trabalhado no ensino
fundamental como podemos ver em [22]
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6.3.2 Parabola p com vértice na origem e reta diretriz d paralela
ao eixo OX e concavidade para baixo

Com ajuda do geogebra, vemos que a parabola, neste caso, pode ser obtida por uma
reflexao da figura 6.8 entorno do eixo x.

F=(0,-p) V=(0,00ed:y=p.

Figura 6.9: Parabola

Logo, se (z,y) € p, entdao (x,—y) € p, onde p é uma parabola como a estudada
anteriormente, dai

z® = 4p(—y)

Logo, a equacao da parabola neste caso é

x? = —4py

6.3.3 Parabola transladada p com vértice V(xzg,yy) e reta diretriz
d paralela ao eixo OX e concavidade para cima

Se tomarmos o sistema coordenado OXY', centrado no ponto V' = (¢, yo), temos que
nossa parabola (continua a ser parabola) neste sistema tem reta diretriz paralela ao eixo
OX e tem vértice na origem 0 = (70, y0). Se a parabola tem concavidade para cima,
pelo que vimos anteriormente, os elementos da parabola tém coordenadas:

F=(x0,y0+p) V= 1(20,%) € d:y=1yo—p.
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F(Xp Yo +
')‘.(Oyo p)

=]l

diy=yy-p

V(Xq.¥o)

Figura 6.10: Parabola

72 = 4py

Lembrando a relagao existente entre os sistemas coordenados: T =z —xg e ¥y = y — o,
temos que a equacao da parabola é:

(z —20)* = 4p(y — ¥o)

(6.9)

Se a parabola tem concavidade para baixo, pelo que vimos anteriormente os ele-
mentos da parabola tém as coordenadas:

F=(x0,y0—p) V =(x0,%) e d:y=1yo+p.

diy=yo+p

Figura 6.11: Parabola

T2 = —4py
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De onde, a equacao da parabola é:

(z —x0)® = —4p(y — o) (6.10)

6.3.4 Parabola p com vértice na origem e reta diretriz d paralela
ao eixo OY e concavidade para direita

Se imaginarmos a parabola com seu vértice centrado em um sistema ortogonal OXY,
onde os focos da parabola esté sobre o eixo OX e sua reta diretriz d seja paralela ao eixo
OY, os elementos da parabola tém coordenadas:

F:(p70)7 V:(O,O), ed:x=—p

\

P(x,y)

PRt

v(0,0) |

‘ F(p,0) X

Figura 6.12: Parabola
Logo, se P = (z,y) € p (ver a equagao 9.2), temos que:

d(P(z,y), F(p,0)) = d(P(z,y),d)
De onde,

VYP+ (@ —p)? = |r+pl,

(Vy? +(fﬂ— p?? = (Ja+p)?
v+ (r—p)? = 2°+2px+p°
Y2+ 2 = 2pr +p* = 2+ 2px + PP,
y2 = 224+ 2z + p? — 2% + 2px — p?
vt = 2pc+ 2px
P = dpx
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6.3.5 Parabola p com vértice na origem e reta diretriz d paralela
ao eixo OY e concavidade para esquerda

Com ajuda do geogebra, vemos que a parabola, neste caso, pode ser obtida por uma
reflexao entorno do eixo Y.

F=(—p,0) V=(0,0)e d:z=np.

Figura 6.13: Parabola

Se (z,y) € p, implica que (—z,y) € p, onde p é uma parabola como a estudada
anteriormente, entao

y* = 4p(—x)

Logo, a equacao da parabola neste caso é

y* = —dpx

6.3.6 Parabola transladada p com vértice V(zg,y,) e reta diretriz
d paralela ao eixo OY e concavidade para direita

Se tomarmos o sistema coordenado OXY', centrado no ponto V' = (g, yo), temos que
nossa parabola (continua a ser parabola) neste sistema tem reta diretriz paralela ao eixo
OX e tem vértice na origem 0 = (z9,%0). Se a parabola tem concavidade para direita,
pelo que vimos anteriormente os elementos da parabola tém coordenadas:

F=(xo+p,9) V=_(v0,10)e d:x=u1x—p.
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d: x =|X,-p
P(x,y)
5
p p X
} }
V(X(y\/o) F(><0+p,y0)

()\(Hl

Figura 6.14: Elipse

Y = 4pT
Lembrando a relacao existente entre os sistemas coordenados: T =z —xp ey = y— o,
temos que a equacao da parabola é:

(¥ — y0)* = 4p(x — x0) (6.11)

Se a pardabola tem concavidade para esquerda, pelo que vimos anteriormente os
elementos da parabola tém coordenadas:

F = (20 —p,y0) V= (20,%) ¢ d:x=1x0+p.

o g Y
d: x 5 x,+p
P(x.y)
P P z
} }
Fixg+P.Yyo) V(xg.¥q)
X
O,

Figura 6.15: Parabola
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y = —dpT

De onde, a equagao da parabola é:
(y — Z/o)2 = —4p(z — x) (6.12)

Podemos utilizar aqui uma construgao idéntica a trabalhada sobre circunferéncia atra-
vés da janela CAS e da entrada de texto do janela de visualizacao do geogebra.

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda

IS a
DREENEERENEE
¥ Janela CAS [X]:|» Janela de Algebra » Janela de Visualizacdo
(x-% 0)"2=4+pHy-y 0) i~ Conica
i - Py |~ ® pix2 =88y
, 24 |~ Numero
- X" = ? y g ®p=22
i@ x%x,=0
$1 4 ey, = o]
2 4 i~ Ponto
T S ®F=(022)
Expandir: x 5 y lev=1(00
|~ Reta
3 e dy=-22

Entrada:|

Figura 6.16: Modelo de atividades no geogebra

6.4 Hipérbole

A partir da defini¢ao de hipérbole, vamos obter sua equagao em relacao a um sistema
de eixos ortogonais OXY para alguns casos especiais.

Segundo a Definigao 5.4.1, a hipérbole H ¢é o lugar geométrico dos pontos (P) do plano
m que satisfazem a equacao abaixo.

1
H= {P € Wl‘d(P, Fl) — d(P, F2)| = 2@,0 <a<c= §d(F17F2)}

6.4.1 Hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente
com o eixo OX

Se imaginarmos a hipérbole centrada em um sistema ortogonal OXY, onde os focos
estao sobre o eixo O X, seus elementos tem as seguintes coordenadas:

Fi = (=¢,0), Fy=(c,0), C=(0,0), A =(—a,0),
Ay = (a,0), By =(0,—b) e By = (0,b)
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Figura 6.17: Hipérbole

Logo se P = (x,y) € H, temos que:

|d(P(2,y), Fi(=¢,0)) = d(P(z,y), F2(c,0))| = 2a

De onde,

Vet + -0 =V(r—¢+(y—0? = +2a
(z+e)2+12—V(r—c)2+12 = +2a,
VET T = P i Ea

+
to)l +y? = (V(z—c)?+y?+20)

Temos:
4ac — 4a* = +4a/(x — )% + y2

Dividindo por 4 e elevando novamente os membros ao quadrado:

rvec—a® = day/(z—c)? +y?

’c? —2d*cx +a* = a*- (2® — 2cx + A +y?)
22c? — 2d%cx + ' = a*2® — 2dPcx + a*? + a*y?,
222 — a2t — %y = a2 —
(02—a2)-a:2—a2y2 — a2‘(02_a2)

Como ¢ = b + a? (relagao fundamental), temos que

022? — a2y? = a2b?

Dividindo toda expressao por a?b? temos:
2?2
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Observacao 6.4.1 Assintotas sao as retas y = m - x, que contém as diagonais do re-
tangulo de lados 2a e 2b, onde o coeficiente angular m destas retas € m = ig.

Podemos utilizar aqui uma construcao idéntica a trabalhada sobre circunferéncia atra-
vés da janela CAS e da entrada de texto da janela de visualizacdo do geogebra.

6.4.2 Hipérbole transladada H com centro O(zg, ) diferente da
origem e reta focal paralela com o eixo OX

Se tomarmos o sistema coordenado OXY', centrado no ponto (zo, yo), temos que nossa
hipérbole (continua a ser hipérbole), possui reta focal coincidente com o eixo OX e esta
centrada na origem 0 = (g, o). Pelo que vimos anteriormente, sua equac¢ao no sistema

coordenado OXY é:

B, /
/
\ C
\ b //
\
z LA e | a A, F
* p= *
| Ouog) |
. . \\
\
\
By
c C c \

O0,0)

Figura 6.18: Hipérbole

2 -2
© 7,
a?  b?

Lembrando a relagao existente entre os sistemas coordenados: T =z —xg ey = y — Yo,
temos que a equacgao da hipérbole é:

(z — 170)2 (y — yo)2 _
p — 2 =1 (6.14)

6.4.3 Hiperbole H com centro na origem e reta focal coincidente
com o eixo OY

Neste caso os elementos da hipérbole sao:

F1 = (O, —C), F2 = (O,C), C = (0,0), Al = (0,—0),
Ay = (0,a), Bi=(—b,0) ¢ By = (b,0)
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Figura 6.19: Hipérbole

Logo,

WV +e)+(@—02=(y—cP+(@-0?2 = 2

VOTPt @ —0F— - P+ @02 = +2

Vi +o?+a?—/(y—o?+a? = £,
Viy+e+2 = Jy—e?+22+2a

(y+c)P+22 = (V(y—c)?+ 22 £ 2a)?

De onde,
dyc — 4a® = +dar/(y — ¢)? + 22
Dividindo por 4 e elevando ao quadrado:
yc—a* = +ay/(y—c)? + a2
vy’ —2acy +at = a*- (y* —2cy + A + 2%

it — 2a’cy +at = d®y? — 2d%cy + a*c? + a*a?,
v’ —a%y? — a®? = o’ —
(CQ—QQ)'yQ—CL2$2 — CLQ'(CQ—GQ)

Como ¢? = b? + a? (relagdo fundamental), temos que:

By? — a2e? = a2’

Dividindo toda expressao por a?b? temos:

2 2

Y x
6.4.4 Hipérbole transladada H com centro O(zg, ) diferente da

origem e reta focal paralela com o eixo OY

Neste caso, tomamos o sistema coordenado OXY centrado no ponto (20, %0), logo
nossa hipérbole possui reta focal coincidente com o eixo OY e esta centrada na origem
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0=

<|

(20, Y0). Pelo que vimos anteriormente, sua equagao no sistema coordenado OXY é:

8l

De onde,

O0,0)

Figura 6.20: Hipérbole

P — a7 = a2b?
(y - y0)2 + (fE B ‘TO)2 -1
b2 a? N

(6.16)

Podemos utilizar aqui uma construgao idéntica a trabalhada sobre circunferéncia atra-
vés da janela CAS e da entrada de texto do janela de visualizacao do geogebra.

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
DR EEE PN EE Lad = ]
» |anela CAS » Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
-x_0)"2)a"2 -y 0)"2ybn2 =1 Cénica =15 =
(e 07 2)a7 2+ ly-y 0)72) ® H: %2 /2.25- (y +0.1)2/ 1.44 2 Xg 0
L 2 Numero
B U AL B RE Yam 01
1521 10 121 Y72 — —
$1
2
Expandir 100 x? 20 x4+ 5 y2 it H
wpandir: o X0 — 0o 57 nto
1521 117 121 e C=(0,-0.1)
B e F, =(-1.92, -0.1)
e F,=(1.92, -0.1)
FJ F al
5 ) 3 9 1 1 5= 3 ]
4] I I K| il Dy
Entrada:|

Figura 6.21: Modelo de atividades no geogebra
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Podemos destacar que as conicas estudadas em 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 podem ser represen-
tadas por uma equacao do segundo grau da forma

ar? +bry + ey +dr4ey+ f=0 (6.17)

onde um dos coeficientes a, b ou ¢ é nao nulo 2, e, segundo os valores de a, b e ¢, temos
uma circunferéncia, elipse, parabola ou uma hipérbole; essas conicas sao obtidas a partir
da equagao 6.17 acima completando quadrados. Para mais detalhes ver [8] p.106

Definicao 6.4.1 Uma Coénica degenerada é uma equacao do sequndo grau a duas va-
ridveis em que o conjunto de solugoes reais € vazio ou nao € uma circunferéncia, nem
uma elipse, nem uma hipérbole e nem uma pardbola ver [8] p.107.

6.5 Atividades do segundo ano

Gostariamos de ressaltar neste ponto, que o software de geometria dindmica nao serve
como ferramenta de demonstracao e sim como ferramenta de apoio; ainda assim devemos
sempre que necessario exibir para o aluno o desenvolvimento algébrico da questao.

Vale ressaltar que o uso do software geogebra é para conferir as contas e nos permite de
forma rapida estabelecer a equivaléncia com a visao geométrica abordada no ano anterior.

6.5.1 Circunferéncia

1. Vamos determinar a equacao da circunferéncia de centro na origem e raio
r=3.
Resolucao:
Neste caso em particular, como o centro da circunferéncia coincide com a origem, a
equacao é da forma 2 + y? = r%. Sabendo que r = 3, podemos escrever:

P4y =33=>2"+y"=9

Utilizando o geogebra

(a) Com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, selecionar a
ferramenta “Circulo dados Centro Raio”.

(b) Clique na origem dos eixos coordenados (0,0), em seguida serd exibido uma
caixa de didlogo para entrada do valor do raio, que neste caso seria 3.

(¢) A constru¢ao da circunferéncia requerida se dara de imediato na janela de

visualizacao, e a sua equacao na janela de algebra.

A principal vantagem de utilizar o geogebra é a facilidade de alterar as caracteristicas
da circuferéncia e de obter a nova equacao na janela de algebra na mesma hora.

2Alguns autores preferem escrever a frase “Onde a? + b? + ¢ # 07
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2. Sendo (C(2,3) o centro da circunferéncia de raio r = 4, vamos determinar
as equacoes reduzidas e geral da cicunferéncia.
Resolucao:
Observamos que a sequéncia para solucao desta atividade é a mesma utilizada na
atividade 1. Sendo C'(2,3) = C(a,b) e r = 4. A equagao reduzida é dada por:

(x—a)+(y—0b? = r°
(x=2?%+(y—-3)° = 4,
(—2)P%+(@y—3)?* = 16

A equacao geral é dada por:

22 +y* —2ra —2yb+a* +b* —r? =
Pyt —2-0-2-2-y-3+22 432 -4 =
2y —dr—6y+4+9—-16 =

Py —4r—6y—3 =

o o o o

Utilizando o geogebra

(a) Com o geogebra exibindo a janela de algebra e a janela de visualizacao, seleci-
onar a ferramenta “Circulo dados Centro e Raio”.

(b) Cliclar com o botao esquerdo do mouse sobre o ponto (2,3). Em seguida sera
exibido uma caixa de didlogo, onde se pode colocar o valor do raio, que neste
caso seria 4.

(c) A construcao da circunferéncia requerida se dara de imediato na janela de
visualizacao, e a sua equacao na janela de algebra.

(d) Para alterar a visualizagao da equacao reduzida pela equagao geral, basta cli-
car com o botao direito do mouse sob a circunferéncia e selecionar a opc¢ao
requerida; que sua equagao aparece de imediato na janela de algebra.

3. Sendo (C(2,3) o centro da circunferéncia e P = (1, 1) um ponto pertencente
a circunferéncia, vamos determinar as equacoes reduzidas e geral da cir-
cunferéncia.

Resolucao:

Sendo C(2,3) = C(a,b) e P = (1,1). Temos que distancia d(C, P) = v/2

(zr—a)+@y—-0?* = r
(z—2)*+ (y — 3)? (v2)?
(x—2°+(y—3)7 = 2

A equacao geral é dada por:
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2?4+ y? —2xa —2yb+a® + b2 —1? =

P4yt —2-2-2-2-y-3+22+3 - (V2)? =
Py —4dr—6y+4+9-2 =

2y —dr—6y—11 =

c o o o

Utilizando o geogebra

(a) Selecionar a ferramenta “Circulo dados Centro e Um de seus Pontos”.

(b) Clicar com o botao esquerdo do mouse sobre o ponto (2,3), em seguida sobre
o ponto(1,1).

(¢) A construcao da circunferéncia requerida se dara de imediato na janela de
visualizacao, e a sua equacao na janela de algebra.

4. Determine o centro C' e o raio r da circunferéncia ( definida pela equagao
geral: 22+ 9y? — 22 — 2y — 7 = 0.
Solucgao
Sendo a equacao geral da circunferéncia definida em 6.3 por:

x2+y2—2ax—2by+(a2+62—r2):O

Temos que 2ax = 2x = a =1 e 2by = 2y = b = 1 logo C' tem coordenada (1,1).
Além disso a? + b* — r? = —7, assim:

(14+1-7%) = -7,
2—-7%) = -7,
—r° = —=7-=2
—r? = -9,
r? =9

Entao r = £3, como r é a distancia do centro C' um ponto qualquer P da circunfe-
réncia (, e a distancia entre dois pontos é sempre positiva, concluimos que r = 3.
Com o auxilio do geogebra, digitando na caixa de entrada a equacao da circunfe-
réncia automaticamente vai ser exibida sua construcao e na janela de algebra sera
exibida sua equacao. Desta forma, o aluno podera de forma rapida verificar se sua
resposta esta correta.

Neste ponto, o professor podera utilizar algumas atividades do ano anterior com a
finalidade de fixar ideias e ver a equivaléncia dos pontos de vista.

5. Determinar a area de alcance do sinal de uma torre.

e O sinal deveré atingir de forma circular a maior area possivel da praca.
e Considere que a praca tenha 200m de lado.
e O sinal nao devera ultrapassar os limites da praga.

e Considere o centro da praga coincidente com o sistema de eixos coordenados.

Considere a praga abaixo como sendo o local onde seré instalada a torre.
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Figura 6.22: Praca Publica

6. Determinar a equacao da circunferéncia que representa o alcance do sinal
de uma torre.

e O sinal deveré atingir de forma circular toda a area da praga.
e Considere que a praca tenha 200m de lado.

e O sinal devera atingir a menor area possivel, porém todas as pessoas dentro
da praca deverao ser atendidas.

e Considere o centro da praca coincidente com o sistema de eixos coordenados.

Considere a praga abaixo como sendo o local onde seré instalada a torre.

Figura 6.23: Praca Ptublica

6.5.2 Elipse

1. Determinagao da equagao da elipse, centrada na origem, com distancia
focal 2 e que passa pelo ponto (0,1) e eixo focal paralelo ao eixo OX.
Resolucao:

Neste caso em particular, como o centro da elipse coincide com a origem, a equagao
T

i 2 2 .
é na forma % + % =1 e que a®> = b> 4 ¢*. Pelo enunciado temos que c=1,b=1e

a = v/2; logo podemos escrever:

Utilizando o geogebra

(a) Com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, selecionar a
ferramenta “Elipse”, selecione dois focos, e depois, um ponto da elipse.

(b) Pelas propriedades vistas em 5.2 clique nos pontos F;(—1,0), F»(1,0) e B1(0, 1).

(¢) A construcao da elipse requerida se dara de imediato na janela de visualizagao,
e a sua equagao na janela de algebra.
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2. Determinar a equagao da elipse centrada na origem, sabendo que a dis-
tancia do eixo maior é 6 e os focos coincidem com os pontos (—2,0) e (2,0).

Resolucao:

Neste caso em particular, como o centro da elipse coincide com a origem, a equagao
¢ na forma f;—; + z—j =1 e que a® = b> + 2. Pelo enunciado temos que c =2, a =3 e
b = /5; logo podemos escrever:

Utilizando o geogebra

(a) Com o geogebra exibindo as janelas de dlgebra e de visualizagao, selecionar a
ferramenta “Elipse”, selecione dois focos, e depois, um ponto da elipse.

(b) Pelas propriedades vistas em 5.2 clique nos pontos F;(—2,0), F»(2,0) e A1(3,0).

(¢) A construcao da elipse requerida se dara de imediato na janela de visualizagao,
e a sua equagao na janela de algebra.

3. Dada a elipse “922 + 5y? — 362 — 40y = —71” determinar seus focos e centro
da elipse.
Resolucao:
completando quadrados temos:

922 + 5y% — 36z — 40y = —TI,
9(z® —4x +4) +5(y* =8y +16) = —T71+ 36+ 80
9(z® —4x +4) +5(y* — 8y +16) = 45

9z —2)2 +5(y—4) = 45,
I(z —2)° + 5y —4)°

45 45 =1

(x—2)7  (y—4)?*
5 T 9 =1

(:U—2)2+(y—4)2 _

NG 3
(96*900)2 y*yo)2 — 17

Neste caso particular, a equagao pode ser escrita na forma =~ + ( =

onde Iy = (zg,y0 — ¢), Fy = (z0,y0 + ¢), C = (x,90) € a* = b* + ¢*. como ¢ =
2, a=3, b=+/5, 19g=2, yo =4, temos F} = (2,2), F,=(2,6), C=(2,4);
Utilizando o geogebra:

(a) com o geogebra exibindo as janelas de élgebra e de visualiza¢do, no campo de
entrada, digitar a equacao da conica pedida “9z2 + 5y — 36x — 40y = —71".

(b) A construgao da elipse requerida se dara de imediato na janela de visualizagao,
e a sua equacao na janela de algebra, mostrando de forma clara os valores

Zo, Yo, a, b7
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4. Determine a equacgao da elipse, centrada na origem, com distancia eixo
maior 4 distancia do eixo menor 3, com eixo focal paralelo ao eixo OY.
Resolucao:

Neste caso em particular, como o centro da elipse coincide com a origem, a equagao
é na forma ”g—; + Z_z =1 e que a®? = b + 2. Pelo enunciado temos que a = 2, b = % e
c= g; logo podemos escrever:

N
N

wlwwl&
+
SN

Utilizando o geogebra

(a) Com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, selecionar a

ferramenta “Elipse”, selecione dois focos, e depois, um ponto da elipse.
(b) Pel(as I;ropriedades vistas em 5.2 clique nos pontos Fj(0, 4), F5(0, —g) e
B4(0,2).

(¢) A construcao da elipse requerida se dara de imediato na janela de visualizagao,
e a sua equagao na janela de algebra.

5. Dada a elipse de equacao 362 + 64y* — 216z — 256y = —436. Determinar os
focos e as distancias dos seus eixos.
Resolucao:
Completando quadrados temos:

3622 + 64y — 216z — 256y = —436,
922 4+ 16y* — 54z — 64y = —109
9(x? — 6x) + 16(y* —4y) = —109,
9(2* — 62 +9)+16(y* —4y +4) = —109+ 81+ 64

9(x* —6x+9)+16(y* —4y+4) = 36
9(x? — 62 +9) N 16(y* — 4y + 4)

=1
36 36
9(z* — 62 +9) N 16(y* —4y+4) .
36 36 B
(e—3° -2 _
36 3%
9 16
x — 3)? -2
(z =3 (v : ) _ 4
4 (1)
x —3)? -2
( 2) LW - ) _ 4
V2 (5)
Neste caso particular, a equagao pode ser escrita na forma (x_aﬁo)Q + (y‘bgW =1, onde

Fy = (zog—c,y0), Fo=(z0+¢,10), C = (x0,y0) ea®=0b>+c? comoc=+72, a=
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2, b=3, 1o=3, yo =2, temos F} = (3—/72,2), Fy = (3+/72,2), C = (3,2);
Utilizando o geogebra:

(a) com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualiza¢do, no campo de
entrada, digitar a equacao da conica pedida “3622+64y>—2162—256y = —436".

(b) A construcao da elipse requerida se dara de imediato na janela de visualizagao,
e a sua equacao na janela de algebra, mostrando de forma clara os valores

Zo, Yo, a, b7

Novamente sugerimos utilizar as atividades do ano anterior para fixar as ideias.

6.5.3 Parabola

1. Determinacao da equacao da parabola, centrada na origem, com paréa-
metro® 2 e concavidade voltada para cima.
Resolucao:
Neste caso em particular, como o vértice da parabola coincide com a origem e a
equagao ¢ na forma 2% = 4py e que F = (0,p) V = (0,0) e d : y = —p. Pelo
enunciado, temos que F' = (0,1) V =(0,0) e d:y = —1; logo, podemos escrever:

Utilizando o geogebra:

(a) com o geogebra exibindo as janelas de éalgebra e de visualizagdo, selecionar a
ferramenta “Parabola”.

(b) Clique nos pontos F(0,1), e na reta diretriz D : y = —1.
(c) A construcdo da parabola requerida se dara de imediato na janela de visuali-

zacao, € a sua equacao na janela de algebra.

2. Determine a equacao da parabola cuja diretriz é a reta d : y = 2 e seu
foco é o ponto (0, —2).

Resolucao:
Neste caso em particular, a concavidade da parabola é para baixo, o vértice da
pardbola coincide com origem e a equacao é na forma 2? = —4py. Ainda F =

(0,—p) V = (0,0) e d : y = p. Pelo enunciado temos que F' = (0,—-2) V =
(0,0) e d:y = 2; logo podemos escrever:

2= —4py

? = -8y

Utilizando o geogebra:

32p = d(d, F) é o parametro da parabola p tal que d(d, V) = d(V, F) ver |7| p.147
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(a) com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizacdo, selecionar a
ferramenta “Parabola”.

(b) Clique nos pontos F'(0,—2), e na reta diretriz D : y = 2.

(¢) A construgao da parabola requerida se dara de imediato na janela de visuali-
zagao, € a sua equagao na janela de algebra.

3. Determinar o foco e a reta diretriz da parabola c:y = 2% — 62 + 8.
Resolucao:
Completando quadrados temos:

y=a2® —6x+8,
y+1=2>—6x+9
y+1=(x-3)°

Logo, a equagao ¢ na forma (z — x9)* = 4ply — ) e F = (vo,y0 +p) V =
(xo,%0) € d:y=yo—p. Pela equagdo acima, temos F' = (3, —%) V=(3-1)ed:
y=—}%

Utilizando o geogebra:

(a) com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, digite na caixa
de entrar a equacao y = 2% — 6z + 8.

(b) A construgao da parabola requerida se dara de imediato na janela de visuali-
zagao, € a sua equagao na janela de algebra.

4. Determinar a equagao de um portal Parabélico.
Pedro é um estudante do ensino médio e ficou intrigado com a curva parabélica;
tao intrigado que quer construir a porta do seu quarto em forma de um portal
parabolico conforme descrito abaixo.

e Pedro possui 1,72m de altura e gostaria que quando passasse pela porta sua
cabeca coincidisse com o foco do portal.

e Pedro gostaria que houvesse um espago aproximado de 30cm entre sua cabecga
e o vértice portal.

e Considere o sistema de eixos coordenados de forma que o eixo OY seja coin-
cidente com o eixo de simetria do portal, que o eixo OX estaja contido no
plano.

Considerando este sistema coordenado exiba a equacao da pardbola que contenha
este portal. Ajude Pedro a definir a equacao que modele este portal.

Resolucao:
Neste caso em particular, a concavidade da parabola é para baixo, e o vértice nao
estd centrado na origem, logo a equacao é na forma (z — z¢)? = —4p(y — yo) e

que F' = (zo,y0 — p), V = (zo,%) e d : y = yo + p. Pelo enunciado temos que
F=(0,1.72), V =(0,2.02), ed : y = 2.02 + 0.30 = 2.32; logo podemos escrever:

(z —0)* = —4-0.30(y — 2.02)
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2% = —1.2(y — 2.02)
Utilizando o geogebra:

(a) com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizacao, selecionar a
ferramenta “Parabola”.

(b) Clique nos pontos F'(0,1.72), e na reta diretriz D : y = 2.32.

(¢) A construgao da parabola requerida se dara de imediato na janela de visuali-
7agao e a sua equagao na janela de algebra.

5. Determinar a equagao de uma ponte Pénsil.

Esta atividade foi elaborada na atividade 9 do ano anterior no qual podemos
verificar as propriedades geométricas da parabola na construgao de uma ponte.
Aqui vamos refazer nossa atividade dando enfase & parte algébrica. Neste momento,
vamos traduzir para o algébrico, com o auxilio do geogebra, as construcoes feitas
anteriormente. Relembrando o que foi sugerido na atividade do primeiro ano:

e O rio em questao possui 50 metros de largura.

e As torres de sustentagao deverao possuir 30m de altura e estar posicionadas a
margem do rio.

e A altura livre entre o tabuleiro da ponte e o rio devera ser de 5m.
e Considere que o tabuleiro da ponte contenha as retas diretrizes das parabolas

formadas pelos cabos que ligam as torres de sustentagao.

Além do que foi pedido anteriormente ajude Apolonio a determinar as equacoes que
modelem o tabuleiro como se fosse a reta diretriz e os cabos que ligam as duas torres
como uma parabola.

Resolucao:
Neste caso em particular, a concavidade da parabola é para cima, o vértice da pa-
rdbola nao coincide com origem e a equagao ¢ na forma (z — zo)? = —4p(y — yo) €

que F' = (zg,y0 +p), V = (z0,%) e d : y = yo — p. Pelas propriedades vistas em 5.3
e pelo enunciado temos que F' = (0,30), V = (0,17.5) ed : y = 17.5 — 12.5 = 5; logo
podemos escrever:
(x—0)? =4-12.5(y — 17.5)
r? = 50(y — 17.5)

Utilizando o geogebra:

(a) com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizacao, selecionar a
ferramenta “Parabola”.

(b) Clique nos pontos F(0,30) e na reta diretriz D : y = 5.

(¢) A construgao da parabola requerida se dara de imediato na janela de visuali-
7agao e a sua equagao na janela de algebra.
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6.5.4 Hipérbole

1. Determinacao da equagao da hipérbole, centrada na origem, com distan-
cia focal 10, eixo focal 8 e paralelo ao eixo OX.
Resolugao:
Neste caso em particular, como o centro da hipérbole coincide com a origem, a
equacao ¢ na forma 2—3 — 4p* = 1 e que ¢ = a® + b*. Pelo enunciado temos que
c=>5,b=3ea=4;logo podemos escrever:

Utilizando o geogebra:

(a) Com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, selecionar a
ferramenta “Hipérbole”, selecione dois focos, e depois, um ponto da hipérbole

(b) Pelas propriedades vistas em 5.4, clique nos pontos F;(—5,0), F»(5,0) e A;(4,0).

(¢) A construgao da hipérbole requerida se dara de imediato na janela de visuali-
zagao, e a sua equacgao na janela de algebra.

2. Determine a distancia focal da hipérbole de equagao 2522 — 9y? = 225.
Resolucao:
Reescrevendo na forma reduzida temos:

252% — 9y? = 225,

252°  9y*

225 225
2 2
r_Y
9 25
$2 y2 - 1
32 52

Pela equacao reduzida ,temos: a = 3, b =5 e ¢ = v/34; como a distancia focal igual
a 2c temos a distancia focal igual a 2+/34.
Utilizando o geogebra:

(a) Com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, digitar no
caixa de entrada a equacio 25x% — 9y? = 225.

(b) A construgao da hipérbole requerida se dara de imediato na janela de visu-
alizagao, e a sua equacgao na janela de algebra, permitindo de forma visual
indentifcar os vértices reais e imaginarios da hipérbole.

(c) Com a ferramenta “Segmento” selecionada, clicar em um vértice real e em um
vértice imaginério, como exemplo nos pontos (a,0) = (3,0) e (0,b) = (0,5).

(d) O segmento possui distancia ¢ = v/34, logo podemos obter a distancia focal 2c.
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3. Construgao de uma ponte.
Utilizando os dados da atividade 6 do ano anterior, determine sua equagao consi-
derando a hipérbole centrada na origem com eixo focal paralelo ao eixo OX.

O rio que cruza a propriedade possui 50 metros de largura.

Existem duas ilhas bem no centro do rio localizadas a 50m de distancia uma
da outra.

A ponte passara entre as duas ilhas.

As laterais da ponte possuirao a forma de uma hipérbole, onde os focos sao as
duas ilhas.

Na parte mais estreita, a largura da ponte seréa de 10m.

Considere o centro da ponte coincidente com o centro do nosso sistema eixo
coordenado.

Resolucao:
Pelo enunciado do problema temos: 2¢ = 50 = ¢ = 25, 2a = 10 — a = 5, logo
b = 10v/6, logo podemos escrever:

xQ y2

2 Q0voRE

De forma analoga as atividades anteriores, podemos utilizar o geogebra pra chegar
& mesma conclusao.

4. Seja a hipérbole de equagao 522 — 4y? — 20z — 8y — 4 = 0, determine sua
equacgao reduzida e seus focos
Resolucao:
Completando quadrados temos:

Neste casSo particular a equa(;éo pode Ser escrita na forma 22
F1 —

V5,

Sx? — 4y — 200 — 8y —4 = 0,
5(z° —4x) —4(y* +2y) = 4,
52 —dx+4) — 4P +2y+1) = 4+20—4
5(z—2)% —4(y+1)* = 20,
5(x —2)2  4(y+1)32

20 20 =1

(x=20? (+1* _
4 5

(-2 W+1)* _ |

22 \/52

(z—z0)?  (y—yo0)?
2

=1, onde
(mo — ¢, 40), Fo = (z0+¢,90), C = (z0,50) e ¢ =a’?+ V. comoa=2, b=
C = 3, Ty = 2, Yo = —1, temos F1 = (—1, —1>, F2 = (5, —1>, C = (2, —1),

Utilizando o geogebra:
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(a) Com o geogebra exibindo as janelas de algebra e de visualizagao, no campo de
entrada digitar a equacdo da conica pedida “5z? — 4y? — 200 — Sy — 4 = 0"

(b) A construgao da hipérbole requerida se dara de imediato na janela de visuali-
zagao, e a sua equacao na janela de algebra, mostrando os de forma clara os
valores xg, vo, a, b;
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Capitulo 7

Varias defini¢oes (3° ano)

Neste ano, sugerimos abordar o estudo das conicas desde vérios pontos de vista.
Indicamos que sejam lembradas as defini¢coes geométricas e algébricas estuadas nos anos
anteriores com a ajuda do geogebra, logo serao apresentadas novas definigoes das conicas
e as mesmas serao comparadas com o auxilio do geogebra. Primeiro apresentamos as
coOnicas por intermédio de sua excentricidade “e”:

7.1 Definicao das conicas através de sua excentricidade

Definicao 7.1.1 Dados uma reta d e um ponto F nao pertencente a reta. A elipse, a
pardbola e a hipérbole podem ser definidas como lugar geométrico dos pontos cuja razao
das distincias ao ponto F e a reta d € uma constante real positiva que depende de cada
curva. FEsta constante serd chamada de excentricidade,“e”. A reta d serd chamada de
diretriz e o ponto F' serd chamado de Foco.

Teorema 7.1.1 Dada uma reta d, um ponto F fora de d e um escalar e, o conjunto
formado por todos os pontos P do plano tais que:

d(P,F)=e-d(P,d)
Serd uma:
1. Elipse, quando 0 < e < 1.
2. Pardabola, quando e =1

3. Hipérbole, quando e > 1.

s

Observacao 7.1.1 A reta d é chamada diretriz, o ponto F' é chamado de Foco, e o
escalar e € chamado de excentricidade Note que caso e = 1, coincide com a defini¢ao
5.3.1 ja estudada. Logo, podemos considerar o teorema como uma nova forma de definir
as coOnicas de maneira unificada.

Sejam d a reta diretriz, F' o foco e P um ponto qualquer da curva. Entao a interpre-
tagao geométrica da definicao 7.1.1 pode ser dada pela figura 7.1, onde €1, e € e3, sao as
excentricidades da elipse, parabola e hipérbole, respectivamente.
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N

(P, F)
d(P,.d)

o~

S

(a)e<1 (c)e>1

Figura 7.1: Propriedades das Conicas

Agora vamos elucidar as equivaléncias entre as defini¢coes desde o ponto de vista algé-
brico, para isto vamos considerar o sistema de coordenadas cartesianas OXY, em que o
eixo OY coincida com a reta diretriz d e o eixo OX seja a reta perpendicular a d passando
pelo foco F. Considere F' com coordenadas (2p,0) onde p > 0, Conforme a figura 7.2.

d:x=0

P(x,y)

¢ F = (2p,0)

2p

Figura 7.2: Definigao foco-diretriz e plano cartesiano

Seja P = (z,y) um ponto qualquer sobre qualquer uma das conicas, pela defini¢ao
7.1.1 tem que:

d(P, F)
d(P,d)

= e (7.1)

Onde e ¢ a excentricidade da conica; Temos que d(P, F) = y/(z — 2p)2 + y® e d(P,d) =
|z|. Rescrevendo a equagao 7.1 e desenvolvendo em coordenadas cartesianas teremos:

V=202 +y2 = e|a]
@—2P =

(1—eHa? —dpr+y* +4p* = 0 (7.2)

Que é a equacao geral de uma coédnica em funcao de sua excentricidade. Para
determinar cada uma das trés conicas serao analisado os valores da excentricidade e nos
seguintes casos. Observe que o caso e = 1, ja foi estudado.
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Caso0<ex<1

Para 0 < e < 1, entao 1 — e? > 0 dividindo a equacao 7.2 por 1 — e? teremos:

4p Y —4p?
2
x° — x =
1—e2 + 1—e2 1—e?
4 4 2 2 4 2 4 2
RN U S P A
1—e? (1—e2)2 1-—¢2 (1—e2)2 1—¢?
2p o, Y dpe?
=) -
1—e? 1—e? (1 —e€2)?
2
(z — 1—1062)2 y? - 1
(Z=)? (Ea)
Que é a equagao da elipse centrada em (%, O) com a = ff’:z eb= %.

Focos e diretrizes da elipse em funcao de ‘“e”.
Observe que nas coordenadas XOY com origem O = (%, O) temos:

e Coordenadas do foco:

Fl = (2p7 0)7
— Qp
k= (2p - 1 270)
— 2pe?

F = (—ae0)

e Equacao da diretriz:
d:x = 0,
2p
d:T = 0—
1—e?’

d:T = —(ae+2p),

Como:
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—(ae+2p) = —
—(ae+2p)(1—¢?) = —2p
2p — 2pe? 4+ ae — ae® = 2p,
—2pe? 4+ ae —ae® = 0,
e*(—2p + g —ae) = 0,
—2p + e = 0,
e
a

— = 2p+ae
e
Logo:
T = —(2p+ae),
_ a
T = —=
e

2p
1—e?

e A representacao geométrica no sistema XOY com origem O = ( ,0) é como na

figura abaixo:

Figura 7.3: Sistem OXY e conica com excentricidade 0 < e < 1

No sistema OXY nota-se que F} e d; estao situadas a esquerda da origem O conforme
mostra a figura 7.3. Considere agora os simétricos de Fy e r; em relacdo ao eixo OY
ou seja Iy = (ae,0) e areta dy : T = 2. Entao Fy e ds sao respectivamente o outro
foco e outra diretriz da elipse. Isto é, se P = (Z,7) um ponto qualquer da elipse com
excentricidade e dada anteriormente e se Fy e dy sao respectivamente o foco e a diretriz

desta elipse, entao, a defini¢ao:
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d(P, F
AP L 4p Fy) = ed(P,dy)

d(P,ds)
Em coordenadas cartesianas no sistema OXY temos:
a
\/(E—ae)Q—i—g2 = el|- —E)
e

2
(T —ae)+7° = ¢ <9 —f)
(&
1—-e?+7* = (1—eHa
72 72

A
a2+(1—62)a2

Porém (1 —e?)a? = (1 — €?) (12_1’:2)2 = b%, daf concluimos que:

T
a b
Assim a elipse é uma conica que possui dois focos e duas diretrizes conforme ilustra a
figura 7.4.

d 1 Y dg

Fy =(—ae.0)

Figura 7.4: Focos e diretrizes da elipse
A relagao entre a distancia focal e a excentricidade da elipse

Seja 2c¢ a distancia focal de uma elipse dada pelo comprimento do segmento FjFs.
Considerando o sistema cartesiano anterior, onde Fy = (—ae,0) e Fy = (ae,0), entdo,
d(Fy, Fy) = 2ae, segue que,

C
2c =20 = e = —
a

Ou seja, a excentricidade e pode ser expressa pela razao <. Note que esta razao mede o

quanto os focos se afastam ou se aproximam do centro O da elipse, justificando a palavra
excentricidade.
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Casoe > 1

Para e > 1 entdo e — 1 > 0. Dividindo a equacao 7.2 a por e? — 1 e invertendo os
sinais dos termos de ambos os lados teremos:

4p y? 4p?
2 —_ —
x—|—€2_1x e2—1 e? —1
4p 4p? y? 4p? 4p?
2 —_ —
x+62—1x+(62—1)2 e2 —1 ez—l—i_(ez—l)2
2p 2 y? 4p?e?
T+ — =
e2 —1 e2 —1 (e2 —1)?
Dividindo membro a membro por (327’22)2 = (eif’fl) tem-se
2p 2 2
(I‘ + 6271) Yy
e 2 T PEE T 1 (7.3)
(6271) e?—1
2 2
(I + 6251) y2 o
- =1 (7.4)
(E)Q 2pe 2
e2—1 < 6271>
(7.5)
Que é uma hipérbole de centro (—%, 0) e com a = eipfl eb= \/2120%1'

Focos e diretrizes da hipérbole em fungao de “e”.

Definindo F' = F} e d = dy em que F = (2p,0) e d : © = 0, apos a translagao para o
sistema OXY tem-se:

e Coordenadas do foco: Fy = (2p + ;—fl, 0) = <2p62 0) = (ae,0)

217

2p
e2—1

2p  __

e Equacao da reta diretriz: dy : 7T = 755 = ¢ =x +

e

e Representacio geométrica no sistema OXY, de origem O = (—eff T 0).

Yoo |di=y
Play)
2% 2pe
el—1llel —1
ol O a Fi = (ac,0) T==x
2p
_9 _
7
2pe? a? b2
el -1

Figura 7.5: sistema OXY com conica com excentricidade e > 1
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No sistema OXY, nota-se que F} e d; estdo situados a direita da origem O conforme
mostra a figura 7.5. Considere agora os simétricos de F; e d; em relagao ao eixo i ou
seja o ponto Fy = (—ae,0) e dy : T = —2 sao respectivamente o outro foco e a outra
diretriz da hipérbole. Seja P = (Z,y) um ponto qualquer da hipérbole de excentricidade
e no sistema OXY considerado anteriormente. Se I3 e dy sao respectivamente o foco e a
diretriz dessa hipérbole entao, a definicao 7.1.1 é satisfeita, ou seja,

d(P, Fy) . _
B - d(P, F») = ed(P, d»)

Em coordenadas cartesianas no sistema OXY tem-se:
\/(§+ae)2 +7° = e

— 2, 2 _ o f—, 0\?
(T+ae)*+7° = e T+~

_a
T+ —
e

1—-e)?+7* = (1-eHa
(e —1)7* -7 = (e* —1)a?

f2 y?

a?>  (e2—1)a?

Como (e? — 1)a® = (e? — 1) (62%61)2 = b% | obtemos:

52 y2

2 !

Logo a hipérbole é uma conica que possui dois focos e duas diretrizes como ilustra a figura
7.6.

T=x

Fy = (ae,0)

Figura 7.6: Focos e diretrizes da hipérbole

Relagao entre a distancia focal e a excentricidade da hipérbole

Seja 2¢ a distacia focal de uma hipérbole dada pelo comprimento do segemnto F} F5.
Considerando o sistema cartesiano anterior de F; = (ae,0) e Fy, = (—ae,0), entao
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d(Fy, F2) = 2ae. segue que:

c
2c = 20 = e = —
a

ou seja, a excentricidade da hipérbole pode ser expressa pela razao .

Familia de curvas

Note que da defini¢ao 7.1.1, uma vez fixada uma reta e um ponto nao pertencente a
ela, determina-se uma tunica parabola que estara associada a excentricidade 1. Para a
elipse e para a hipérbole, tem-se uma familia de curvas, ou seja, para cada numero real
no intervalo 0 < e < 1 determina-se uma elipse, e para e > 1 uma hipérbole, conforme

ilustra a figura 7.7.

Figura 7.7: Familia de Conicas

Com o auxilio do geogebra, através da construgao da figura 7.8, podemos de forma
dindmica alterar de forma rapida a excentricidade da conica e termos de imediato o
resultado visual bem como a equagao da curva. O aluno podera conferir que independente
da reta diretriz “d” , o foco “f” e a excentricidade “e” tem-se uma conica.
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Figura 7.8: Atividade sobre Excentricidade

7.2 Definicao das Conicas através da Interseccao do
plano com o cone duplo

A seguir apresentamos a definicao das conicas através da interseccao do plano com o
cone duplo, o que faz alusao ao nome “conicas”.
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Circunferéncia

A intersecc¢ao do plano 7 com o cone reto, quando o plano é paralelo a base do cone,
é o lugar geométrico denominado circunferéncia.

Figura 7.9: Circunferéncia

Elipse

A interseccao do plano m com o cone reto, onde os angulos # e a sao respectivamente
os angulos do plano 7 com plano que contém a base do cone e da reta geratriz com plano
que contém a base do cone, satisfazendo a seguinte propriedade 0 < 6 < «, é o lugar
geométrico denominado elipse.

Figura 7.10: Elipse

7.2.1 Parabola

A interseccao do plano 7w com o cone reto, onde os angulos 6 e o sao respectivamente
os angulos do plano 7 com plano que contém a base do cone e da reta geratriz com plano
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que contém a base do cone, satisfazendo a seguinte propriedade 0 < 6 = «, é o lugar
geométrico denominado parabola.

\. \

RTAV/aN

Figura 7.11: Parabola

7.2.2 Hipérbole

A interseccao do plano 7 com o cone reto, onde os angulos 6 e « sao respectivamente
os angulos do plano 7 com plano que contém a base do cone e da reta geratriz com plano
que contém a base do cone, satisfazendo a seguinte propriedade 90 > 6 > «, é o lugar
geométrico denominado hipérbole.

0&\&0

Figura 7.12: Hipérbole

A definicao abordada aqui complementa as defini¢coes apresentadas anteriormente, o
estudo possui um ponto de vista geométrico, porém, em uma perspectiva “3D”, onde é
possivel visualizar as conicas estudadas como sendo a intersecgao do plano com o cone.
Esta abordagem permite ao aluno reconhecer a forma da conica através de ativides simples
com modelos reais, de cones feitos de isopor(ou outro material solido de livre escolha) ou
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com um modelo digital desenvolido pelo aplicativo geogebra

confome figuras abaixo:

ne_intersecao_plano.ggh

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

com a funcionalidade “3D”

=] AL > [ Pla] ] 4@ <] N

» Janela de Algebra B > Janela de Visualizacéo 3D

® a: 12,57
® g 1257
Cérica
€ X =(0, 0, 0) +(2 coslt), -2
di X =(0, 0, 4.95) + (1.3 cos(
hi X =(0, 0, 6) + (2 cos(t), 2
® I X =(0.37, 0.16, 4.49) + (0.
Plano
® & 0.77x + 0.33y - 1.362 = -5.
Ponto
A=(0,0,0)

G =(0.83,
H indefinido
I indefinido
) indefinido
Kindefinido
£:X=(0,0,0)+1(0, 0, 3)
§t X = (1,91, -0.11, 5.87) +A (

Superficie

® ;22,65

] T E—

Entrada:|

(a) Modelo feito no geogebra

(b) Modelo de isopor (c¢) Modelo de isopor

Figura 7.13: Interseccao do plano com o cone
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7.3 Atividades do terceiro ano

Nestas atividades, daremos énfase as conicas através do seccionamento do cone por um
plano, exibindo que as intersecgoes da superficie do cone com o plano geram as conicas
ja estudadas. Além disso, vamos mostrar que podemos gerar todas as conicas utilizando
uma Unica equagao em fungao da excentricidade. Como nesta se¢ao estamos interessados
em mostrar o relacionamento das conicas através de uma defini¢ao unificada, teremos um
tnico bloco de atividades exibindo todas as conicas através de um mesmo ponto de vista.

7.3.1 Conicas através de suas excentricidades

1. Reconhecendo as formas da elipse em relagao a sua excentricidade.
Nesta atividade, exibiremos uma construgao do geogebra a fim de permitir ao aluno
visualizar o lugar geométrico da elipse, relacionado a sua excentricidade.

Parametro = 2
o 10

Excentricidade = 0.7 d
[}

d(P,F)/d(P,d) = 6.24/8.92 = 0.7

-20 -15 -10 -5

-5

Parametro = 2

o 10
Excentricidade = 0.8 d(P,d) p
[ ] 5 °
d(P,F)/d(P,d) = 10.28/12.85 = 0.8 d(P,F)

T T T T 0
20 -15 -10 5 0

25 30 35 40

-5

Parametro = 2
[ 10 d(P,d) P

Excentricidade = 0.9 d ¢
[}

5

d(P,F)
d(P, F)/d(P,d) = 22.28/24.76 = 0.9

0

20 -15 -10 -5 0

Figura 7.14: Elipses com excentricidades diferentes

Nesta atividade, os alunos podem constatar através de observagoes o comportamento
geométrico relacionado & excentricidade.
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2. Reconhecendo as formas da parabola.
Nesta atividade, exibiremos uma construgao do geogebra a fim de permitir ao aluno
vizualizar o lugar geométrico da parabola, relacionado a sua excentricidade.

d(p,d) /
10

Parametro = 2 c
[ ]

Excentricidade = 1
() 5 d(P,F)

d(P,F)/d(P,d) = 14.93/14.93 = 1
0

-10 -5 0 F5 10 15 20 25 30 35

5 -20 -15

-5

-10

Parametro = 2

[ ]
Excentricidade = 1

[}
d(P,F)/d(P,d) = 9.71/9.71 = 1

-20 -15 -10 -5 25 30 35

-10

Parametro = 2

[ )
Excentricidade = 1
[ ]

d(P,F)/d(P,d) = 5.38/5.38 = 1

25 30 35

-20 -15 -10 -5

-104

Figura 7.15: Parabola sempre com excentricidade 1

Nesta atividade, os alunos podem constatar através de observacoes o comportamento
geométrico relacionado a excentricidade; além de poderem constatar que a razao

% = e = 1 independente do ponto escolhido da parabola.

3. Reconhecendo as formas da hipérbole em relagao a sua excentricidade.

Nesta atividade, exibiremos uma construgao do geogebra a fim de permitir ao aluno
vizualizar o lugar geométrico da hipérbole, relacionado a sua excentricidade.

93



Parametro = 2

[ ]
Excentricidade = 1.2
[ ]

 F)/d(P,d) = 13.28/11.07 = 1.2

-15 -10 35 40
-5
-10
-15
Paraméla\= 2
°
&(\entricidade =14 20
°
d(P,F)/d(P,d) = 9.26/6:¢1 = 1.4 1s
10
5
d(P,F)
0
-35 -30 25 0 F5 10 15 20 25 30 35 40
-5
-10
-15
Parametro = 2
[ ]

Excentricidade = 2 20

() d

d(P,F)/d(P,d) = 12.72/6.36 = 2 .

d(P,d)
10
c
5 d(P,F)

0 F5 10 15 20 25 30 35
-5
-10

Figura 7.16: hipérboles com excentricidades diferentes

e O professor podera selecionar atividades propostas nos anos anteriores com o ob-
jetivo de fixar os contetidos e entender a equivaléncia entre as defini¢oes indicando

que é o mesmo objeto de estudo.
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7.3.2 Interseccao do plano com cone

1. Vamos determinar o lugar geométrico da circunferéncia a partir do corte
de um cone por um plano perpendicular a seu eixo.
Resolugao:
Nesta atividade utilizaremos cones cortados como os da figura 7.17, para demonstrar
um exemplo da circunferéncia.

Figura 7.17: Modelo da intersec¢ao de um plano com cone

Aqui temos um modelo construido com o geogebra, onde podemos construir variados

modelos de circunferéncia.

. 6> N~
e ==

Figura 7.18: Modelo da interseccao de um plano com cone, no geogebra

i __
I
1
1
1
1
1
1
1

2. Determinacao de uma elipse utilizando modelo de cone de isopor cortado
por um plano.
Resolugao:
Nesta atividade, utilizaremos cones cortados como os da figura 7.19, para exempli-
ficar um exemplo da elipse.

Figura 7.19: Modelo da intersec¢ao de um plano com cone

Aqui temos um modelo construido com o geogebra, onde podemos construir variados
modelos de elipse.
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Figura 7.20: Modelo da intersec¢ao de um plano com cone, no geogebra

3. Determinagao de uma parabola utilizando modelo de cone de isopor cor-

tado por um plano.

Resolucao:
Nesta atividade utilizaremos cones cortados como os da figura 7.21 para exemplificar

um exemplo da parabola.

Figura 7.21: Modelo da intersecgao de um plano com cone

Aqui temos um modelo construido com o geogebra, onde podemos construir variados
modelos de parabola.

4

< |
\ '\ n 1
\ 1
g 1
'
1
|
1

&
1
1
1
1
1

Figura 7.22: Modelo da intersec¢ao de um plano com cone, no geogebra
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4. Determinagao de uma hipérbole utilizando modelo de cone de isopor
cortado por um plano.

Resolucao:
Nesta atividade, utilizaremos cones cortados como os da figura 7.23 para exemplificar
um exemplo da hipérbole.

ﬂl ke

Figura 7.23: Modelo da intersec¢ao de um plano com cone

Aqui temos um modelo construido com o geogebra, onde podemos construir variados
modelos de hipérbole.

Figura 7.24: Modelo da intersec¢ao de um plano com cone, no geogebra

Destacamos, neste ponto, mais uma vez a importancia do software, dando uma énfase
“Janela de visualizacao 3D” e o conjunto de ferramentas 3D, na eleboragao de modelos
dinamicos, simples na tentativa de auxiliar na compreensao do aluno, conforme exibido
na figura 7.24.
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Capitulo 8

Aplicacoes praticas de conhecimentos
sobre conicas

Breve introducgao: As conicas no nosso cotidiano

Se observarmos em nossa volta, perceberemos que as conicas fazem parte do nosso
cotidiano, a aplicagao de seu conhecimento se faz presente desde areas como medicina a
areas como telecomunicagoes. Nesta se¢ao, exibiremos algumas aplicagoes praticas de uso
cotidiano que utilizam conhecimento sobre conicas.

Superficies refletoras elipticas

Refletores Odontolégico

Os dentistas usam refletores elipticos que tem como objetivo concentrar o maximo de
luz onde se esta trabalhando. Assim, o refletor usado neste caso tem uma lampada situada
no foco mais préoximo da superficie do espelho onde os raios luminosos sao emitidos em
diregao ao outro foco situado no local onde o iré atuar o dentista.

(H
'

Figura 8.1: Refletor Odontolégico

Litotripor

Outra aplicagao de uma superficie refletora eliptica acontece no tratamento de calculo
renal, através do procedimento chamado de litotripsia extracorpoérea por ondas de choque.
Neste procedimento, as ondas de choque criadas fora do corpo viajam através da pele e
tecidos até encontrarem os calculos mais densos, pulverisando-os. O litotriptor possui
um espelho eliptico que concentra os raios emitidos num determinado ponto com grande
precisao, onde o ponto de emissao e o ponto de concentracao estao situados na posicao
dos focos da elipse, veja figura 8.2.
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Fragmentagéo do Célculo Renal

iy

calculo
renal

— ondas
sonoras

itotriptor N A7 || eliptico

Figura 8.2: Litotripor e espelho eliptico

Superficies refletoras paraboélicas

Raio da morte

Embora o problema apresentado abaixo nao seja de nossa atualidade, acredito ser
de extrema importancia, nao s6 pela engenhosidade ao utilizar o conhecimento sobre
cOnicas em uma aplicagao pratica, mas também pela divida existente até hoje entre varios
historiadores quanto a viabilidade técnica da época para a construgao do “raio da morte”.
Luciano de Samosata, escritor do século II, escreveu que durante o cerco de Siracusa
(214-212 a.c.), Arquimedes( 287 a.c - 212 a.c) destruiu os navios inimigos com fogo. Os
gregos instalaram na costa um conjunto de espelhos planos e direcionaram os raios do
sol refletidos contra os barcos romanos. Estes espelhos estariam dispostos coletivamente
como um refletor parabélico concentrando a luz solar em navios que se aproximavam,
levando-os a pegar fogo.

Shore

tdirrar
Archimedes
Heat Wirrar
Ray
dirrar
-4
&
(a) Arquimedes (b) Posicionamento dos espelhos

em forma de parabola

Figura 8.3: Raio da morte de Arquimedes

Vérias outras invenc¢oes com o mesmo principio ainda sao utilizados no nosso cotidiano
conforme se mostraré a seguir.

Isqueiro Solar

Utilizando o mesmo principio do raio da morte, porém, com um tunico espelho
parabdlico, é possivel construir um pequeno incinerador solar. Pela proposicao 9.0.2,
observa-se que os raios de luz ao encontrarem um espelho paraboélico convergirao para o
foco deste espelho.
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Figura 8.4: Esqueiro solar

Forno Solar

Pela proposi¢ao 9.0.2, observa-se que os raios de luz ao encontrarem um espelho pa-
rabolico convergirao para o foco deste espelho. Esta propriedade é aplicada nos coletores
solares, onde a termperatura no ponto focal pode atingir 3.500°C'; neste ponto é colocado
um dispositivo que ira utilizar a energia concentrada. Esta energia pode ser utilizada para
gerar eletricidade, derretimento de aco, fazer combustivel de hidrogénio, ou nanomateri-
ais. O maior forno solar do mundo esta em Odeillo nos Pirinéus Orientais, na Franca,
inaugurado em 1970, veja a figura 8.5.

Figura 8.5: Forno solar

Usina Solar

Ha alguns anos o departamento de energia dos EUA, junto com um grupo de empresas,
construiu uma estagao de “Torre do poder solar” no deserto de Mojave, perto de Barstow,
Califérnia, para demonstrar a viabilidade de aproveitamento deste tipo de energia. A
estacao é composta por uma matriz de espelhos que refletem o sol para uma torre no
centro do campo. No topo desta torre, h4 um alvo grande usando sal fundido para
absorver o calor e transferi-lo para uma caldeira de d4gua no chao. A caldeira cria vapor
que entao movimenta turbinas e geradores, com uma planta de poder regular para produzir
eletricidade. A planta pode produzir 10 megawatts usando quase 2000 espelhos, que se
movimentam sob o controle do computador, rastreando o sol e refletindo sua luz para a
torre.
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Figura 8.6: Usina solar

Microfone Parabélico

Um microfone paraboélico ou microfone direcional é um dispositivo para escuta a dis-
tancia, ele pode ser considerado um amplificador estéreo de alta sensibilidade pois diminui
o nivel de ruidos e oferece um facho de captagao de sinal o que o torna seletivo em relagao
ao que se quer gravar, podendo ser usado para ouvir sons bens distantes. Ele é muito
utilizado na captura de sons de animais, em seus habitat natural com interferéncia mini-
ma do homem na hora de registrar os sons. Basicamente é o mesmo principio da antena
parabdlica para captacao de sinais de satélites. Estes sinais sao de baixissima intensidade
e a antena funciona como um concetrador de sinais.

Superficies refletoras hiperbdlicas

Telescopio

O espelho hiperbélico é muito utilizado em telescopio, sendo este o espelho secundario,
ou seja além do espelho parabdlico principal. Sua importancia esta em redirecionar a
luz do foco principal para um ponto mais conveniente, colocando-se um espelho refletor
hiperbolico (posicionado sobre um dos ramos da hipérbole) com o seu foco coincidindo
com o foco do espelho principal. Seu objetivo é fazer com que a imagem, apos ser refletida,
seja formada na posicao do foco do outro ramo da hipérbole. Essa construgao foi proposta
por Cassegrain em 1672; anteriormente o espelho secundario era uma espelho plano.

Atualmente, a maioria dos telescopios utilizam esta configuracao incluindo o telescopio
Hale.
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Figura 8.7: Espelho Hiperbélico

Mesa de bilhar hiperbélica

Uma outra forma interessante de observar as propriedades de reflexao das conicas seria
através de jogos de mesa de bilhar (podendo ser aplicado em qualquer uma das curvas). A
mesa de bilhar hiperbdlica possui um de seus lados no formato de uma folha da hiperbole
com o posicionamento de seu respectivo foco, fora da mesa de bilhar. No segundo foco
posiciona-se o buraco da mesa de bilhar. O jogo consiste em uma tnica tacada em dire¢ao
ao lado da mesa de bilhar em formato da folha da hipérbole, e devendo a bola cair no
buraco ap6s recochetear uma tnica vez no lado com formato da folha da hipérbole.

Figura 8.8: Bilhar Hiperboélico
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Capitulo 9

Atividades em sala de aula

Inicialmente estas atividades aconteceram no Colégio Estadual Machado de Assis,
com turmas do segundo e terceiro anos do ensino médio regular, no segundo semestre
de 2017. A proposta seria fazer uma revisao sobre geometria analitica, ensinar conceitos
basicos do geogebra e por fim trabalhar o contetido conicas.

O periodo para realizar as primeiras duas partes foi muito extenso, aproximadamente
um meés, devido a dificuldade dos alunos nos contetudos relacionadas & matematica basica,
uma parcela consideravel dos alunos nao tinham conhecimentos minimos, como: opera-
¢oOes aritméticas, expressoes literais simples, valor nimerico de uma expressao, etc. No
desenvolvimento sobre o geogebra a dindmica foi similar, muitos deles tiveram dificulda-
des em utilizar o software, por nao conhecer suas funcionalidades, ou por nao conseguirem
reconhecer os objetos gerados no software como sendo modelos criados no computador
representando um objeto matemético. Muitos nao conseguiam chegar a conclusao das
construgoes sugeridas em sala de aula pois nao tinham familiaridade com localizacao de
pontos no plano cartesiano.

Nao pude chegar a falar com esses alunos sobre o motivo principal do projeto que seria
o estudo das conicas, pois o horario alocado para o projeto teve que ser remanejado para
que os alunos voltassem a ter aulas de matematica. Infelizmente, os alunos ja estavam
desde o inicio do ano sem professor de matemética e com a chegada de um professor subs-
tituto, foi solicitado pela coordenacao que todo tempo livre dos alunos fosse dedicado as
aulas de matematica a fim de concluir os contetidos obrigatorios do ano letivo. Vale res-
saltar, neste momento, que o resumo sobre geometria analitica e sobre as funcionalidades
do geogebra de uma certa forma atrapalharam o desenvolver do projeto. O resumo sobre
geometria analitica na realidade tirou o foco principal do trabalhao que, era estudar as
cOnicas e permitir que os alunos manipulassem o geogebra de forma mais livre, consumiu
um tempo excessivo de sala de aula.

Em 2018 as atividades em sala foram realizadas com alunos do terceiro ano do ensino
médio regular, de uma escola particular na cidade de Magé, situada na regiao metropoli-
tana do Rio de Janeiro. As atividades foram focadas no assunto conicas, e as atividades
do geogebra foram construidas pelo professor permitindo aos alunos que estes apenas ma-
nipulassem as varidveis relaconadas a cada atividade. As atividades foram trabalhadas
num total de 4 dias, distribuidos da seguinte forma:

1. Apresentagao da proposta, aplicagao da avaliagao diagnostica e enfoque geométrico.
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2. Enfoque algébrico.
3. Outras definigoes(excentricidade e intersec¢ao do plano com o cone).

4. Resolucao de algumas atividades, reaplicacao da prova diagnostica e avalaliacao do
aluno em relagao ao trabalho desenvolvido.

Inicialmente, a proposta foi apresentada para os alunos como metodologia de ensino
que se dispoe a melhorar o desenvolvimento do assunto sobre ensino das conicas no ensino
médio. Apods uma breve conversa com eles, ficou nitido que uma grande parte deles ja
havia escutado o nome conicas de uma maneira formal em aulas passadas; os que nao
lembraram do nome conicas, mostraram grande familiaridade com os termos parabola,
elipse e hipérbole e de forma unanime, todos relacionaram a parabola a uma equagao
do segundo grau(e apenas ela).

A primeira atividade proposta foi aplicar uma avaliacao diagnostica para avaliar o
nivel de conhecimento da turma sobre o assunto. Embora os alunos tenham demostrado
ja terem estudado o contetido, o resultado da prova foi baixo; a média da turma ficando
em 0% de aproveitamento. No mesmo dia da aplicacao da prova, foi trabalhado com os
alunos o enfoque geométrico das conicas, e como reconhecer através do desenho se a figura
representaria uma conica. Foram realizadas algumas atividades como as apresentadas em
5.6, sempre deixando claro através das atividades a estrutura geométrica de cada conica
e anotando diferencgas entre elas.

No segundo dia, foi apresentado aos alunos o enfoque algébrico relacionando o de-
senho da conica com sua equagao, permitindo assim que perceberem que as mudancas
no desenho da conica representavam mudancas na sua equacao. As atividades foram
fundamentais para constatacao por parte dos alunos que: o desenho aprendido na aula
anterior poderia ser representado por uma equacgao matematica, que a parte algébrica é
um enfoque diferente de um mesmo objeto ja estudado, como no exemplo de ativdade
representado na figura 6.7.

No terceiro dia, trabalhamos a excentricidade das conicas. Exibimos como a sua forma
se modifica com a mudanca de sua excentricidade, através de exemplos e atividades, como
os exibidos na atividade representada na figura 7.8, e, neste momento, também foi mos-
trado que as mesmas curvas poderiam ser obtidas através da interseccao do cone com
um plano. Como exemplo temos a atividade representada na figura 7.17, onde é possivel
visualizar a intersec¢ao do cone com um plano gerando uma circunferéncia.

No quarto dia, foram trabalhadas algumas atividades para reforgar a assimilacao do
conteudo; pediu-se para que os alunos refizessem a avaliacao para comparar se houve
alguma melhora.

No desenvolver das aulas, foi nitida a surpresa dos alunos com as diferentes formas de
representar uma conica, além do fato de eles entenderem que “uma equagao do segundo
grau nao necessariamente é uma parabola”; e, principalmente, que nao se precisa utilizar
forma de Bhaskara para resolver as equagoes. Embora os alunos ja tivessem visto o con-
tetdo, na avaliacao diagnostica inicial tiveram dificuldades para responder as perguntas,
porém, apoés as realizacoes das atividades, obtiveram notas razoaveis, conforme distribui-
cao das notas apesentadas abaixo:
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Notas % de alunos

0a2b 37.5%
25ab.0 0%
50a 7.5 25%

7.5 a 10.0 37.5%

Outro fato importante a ser destacado é a surpresa que eles tiveram ao utilizar o
geogebra como ferramenta de apoio, por meio do qual eles puderam vizualizar as trans-
formacoes que ocorrem na representacao geométrica quando se alterava tanto a equagao,
como a excentricidade da conica.
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Consideracoes finais

A proposta deste trabalho, evidentemente, nao é de trazer a solucao para os muitos
problemas que a educagao em nosso pais atravessa, mas, apenas, o de apresentar aos
educadores uma ferramenta motivadora que possa ser aplicada em suas aulas. Buscou-se,
ao longo deste trabalho, repensar formas nao convencionais de lidar com a situagao de
desinteresse por parte dos alunos de diversos conceitos ministrados em sala de aula. Foi
nesse viés que a proposta se desenvolveu numa perspectiva de melhorias da abordagem
dos diversos conceitos. Relacionando o assunto com diversas situacoes do dia a dia, com
exemplos, com aplicacoes praticas, nao apenas com um contetido abstrato e muitas vezes
nao tao bem aproveitado pelos alunos.

A opcao de estruturar o trabalho na ordem apresentada é para permitir aos alunos de-
senvolverem de forma gradativa os conhecimentos, estimulando seu interesse e garantindo
a continuidade do aprendizado, sem rupturas no processo de aprendizagem. Destacam-se
as atividades propostas e suas respectivas solugoes contempladas no apéndice desse tra-
balho, que podem ser perfeitamente utilizadas em sala de aula pelos professores como
um caderno de atividades. Cabe ressaltar que estas atividades sao apresentadas como
sugestoes. A ideia maior deste trabalho é provocar também a criatividade dos educadores
tendo como ferramenta as pecas apresentadas.

Também ¢ objetivo desta dissertacao, além de ser usada como suporte por professores
de matematica em sua pratica diaria, estimular a participagao dos alunos no processo de
formagcao do proprio conhecimento, pois fazer parte das indagacoes e estar em constante
procura é um dos fundamentos da vida.

Para finalizar, cumpre dizer que tudo que aqui esta sendo apresentado tem o objetivo
de se somar a outros recursos que possam convergir para dar uma resposta bem justificada
as muitas duavidas por vezes suscitadas em sala de aula, ampliando a visao e, portanto, o
horizonte dos alunos em relacao aos diversos aspectos praticos do ensino académico.
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Apéndice

Avaliacao diagnoéstica

As avaliagoes sugeridas foram utilizadas pra avaliar o conhecimento prévio que os alunos
tinham sobre o assunto, podendo ser aplicado a qualquer série, pois possui uma finalidade
diagnostica. Sugerimos reaplicar estes testes, quando os alunos ja tiverem visto todo
o conteiido a fim de obter um feedback da assimilacao dos mesmos sobre os assuntos
apresentados, a seguir temos as seguintes como exemplo:
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Prova sobre circunferéncia

1. Dada a figura abaixo, determine:

(a) o centro?

(b) Sua equagao reduzida?

(¢) Sua equagao estendida?

2. Determine a equacao da circunferéncia que possui como didmetro o segmento AB
onde A= (2,-2) e B = (6,2).

3. Qual é a equacao reduzida da circunferéncia que tem raio 3, tangencia o eixo das
abscissas no ponto A(4,0)?

4. Qual o nome do lugar geométrico caracterizado pela interseccao de um plano 7 com
o cone reto, quando o plano é paralelo & base do cone?
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Prova sobre elipse

1. Dada a figura abaixo determine:

(a) As coordenadas dos focos?
(b) Sua excentricidade?
(c) A equagao da elipse?

2. Calcule a distancia focal e a excentricidade da elipse \ : 2? + 3y? = 6. Esboce o
lugar geométrico.

3. Qual a equagdo do conjunto de pontos P(z,y) cuja soma das distancias a F7(0,—1)
e F5(0,1) é 8?7 Esboce o lugar geométrico.

4. Qual o nome do lugar geométrico caracterizado pela interseccao de um plano 7 com
o cone reto, onde os angulos # e o sao respectivamente os angulos do plano 7 com
plano que contém a base do cone e da reta geratriz com plano que contém a base
do cone, satisfazendo a seguinte propriedade 0 < 6 < a?
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Prova sobre Parabola

1. Dada a figura abaixo determine:

|3/2

13/2

(a) A coordenada do foco?
(b) Seu parametro?
(¢) A equagao da pardbola?

2. Qual é a equacao da diretriz da pardbola de equacdo 222 — 7y = 0? Esboce o lugar
geométrico da paréabola.

3. Qual a equagao do conjunto de pontos P(x,y) que sao equidistantes do ponto F'(0, 5)
e da reta d : y = 27 Esboce o lugar geométrico.

4. Qual o nome do lugar geométrico caracterizado pela interseccao de um plano 7 com
o cone reto, onde os angulos ¢ e a sao respectivamente os angulos do plano 7 com
plano que contém a base do cone e da reta diretriz com plano que contém a base do
cone, satisfazendo a seguinte propriedade 0 < § = a?

110



Prova sobre Hipérbole

1. Dada a figura abaixo determine:

(a) As coordenadas dos focos?
(b) Sua excentricidade?
(¢) A equagao da hipérbole?

2. Qual é a excentricidade de equagao - % = 17 Esboce o lugar geométrico da

12
hipérbole.

3. Esboce o lugar geométrico das conicas \ : 22 — 3% = 1 e y?> — 22 = 1. Estas equacoes
sao coincidentes?

4. Qual o nome do lugar geométrico caracterizado pela intersec¢cao de um plano 7 com
o cone reto, onde os angulos # e o sao respectivamente os angulos do plano 7 com
plano que contém a base do cone e da reta diretriz com plano que contém a base do
cone, satisfazendo a seguinte propriedade 90 > 6 > «o?
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Preliminares

Coordenadas no Plano

Um Sistema (ortogonal positivo) de coordenadas cartesianas no plano, con-
siste da escolha de um ponto O do plano denominado origem e duas retas ortogonais
concorrentes em O, denominados eixos OX e OY, sob cada uma das quais hd uma coépia
da reta real R satisfazendo as seguintes propriedades:

e O zero de cada copia de R considerada coincide com o ponto O.
e O plano que contém estes eixos é denominado plano OXY ou 7.

e Escolhemos um dos semi-eixos do eixo OX para ser o semi-eixo positivo; e o semi-
eixo positivo do eixo OY ¢é obtido pela rotagao de 90° do semi-eixo OX positivo, no
sentido anti-horario, em torno da origem.

Por convengao o eixo OX é denominado eixo horizontal e o eixo OY', eixo vertical.
A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre os ponto do plano OXY e os pares ordenados de nimeros reais do con-
junto:

R? = {(2,y)|z,y € R}

Em relagao ao sistema de coordenadas cartesianas OXY, cada ponto P do plano é
caracterizado por uma dupla de nameros reais (z,y) denominados coordenadas do ponto
P no sistema OXY. De fato, ao ponto P € OXY fazemos corresponder o par orde-
nado (x,y), onde x é a coordenada do pé da perpendicular ao eixo OX que passa por P e
y € a coordenada do pé da perpendicular ao eixo OY que passa por P conforme figura 9.3.

P'L.U
) :______,L v)

Figura 9.1: Coordenadas x e y do ponto P

Os nameros x,y € R do par ordenado (z,y), associado ao ponto P, sdo as coorde-
nadas cartesianas do ponto P: x ¢é a abscissa ou primeira coordenada de P e y é
a ordenada ou segunda coordenada de P. Na figura 9.2 ilustramos alguns pontos do
plano 7 com suas coordenadas em relacao ao sistema OXY'.
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e - . — — — — — — —

Figura 9.2: Pontos no plano

O complementar dos eixos no plano é a uniao de quatro regioes denominadas qua-
drantes e enumeradas como na figura 9.3. Observe que os pontos do eixo OX tém
coordenadas (z,0), os pontos do eixo OY tém coordenadas (0,y) e os quadrantes, dados
em coordenadas sao:

e 1° Quadrante = {(z,y) € R*|z >0 e y > 0}

e 2° Quadrante = {(z,y) € R*|z <0 ey > 0}

e 3° Quadrante = {(z,y) € R*lx <0 e y < 0}
(z,y)

e 4° Quadrante = {(z,y) € R*|z > 0 e¢ y < 0}

2°Quadrante 1°Quadrante

3°Quadrante 4°Quadrante

Figura 9.3: Quadrantes do sistema OXY

Distancia
Distancia entre dois Pontos

A distancia entre dois pontos = e y de uma reta numérica é dada pelo modulo da
diferenca das coordenadas |y — x|. Podemos identificar retas horizontais e verticais com a
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reta numérica, de modo a definir a distancia entre dois pontos (do plano) nestas retas. Por
exemplo, se tomamos P, = (x1,y;) e R = (21, y2) numa reta vertical (ver Figura 9.4), te-
mos que a distancia entre P, e R (denotada por d(Py, R)) ¢ |y2—y1|. De forma anéloga, se
tomamos Py = (z2,92) ¢ R = (1, y2) numa reta horizontal temos que d( Py, R) = |zo—x1].

R=(x1,y;)

Figura 9.4: Distancia entre Pontos no plano =

Com o auxilio das medidas acima e do teorema de pitagoras, podemos definir a distan-
cia entre dois pontos P; e P; de coordenadas cartesianas (1, 41) e (9, y2) respectivamente,
por:

d(Py, Py) = \/(371 — 29)% + (y1 — y2)? (9.1)

Ja que tal distancia representa a hipotenusa do triangulo retangulo P, P, R de catetos
PR e P,R (ver Figura 9.4), logo:

d(P,,P)) = +/d(P,,R)?+ d(P,, R)?
AP, Py) = (1 —22)2+ (y1 — 92)?

Distancia entre um ponto e uma reta

Seja r uma reta e P um ponto do plano. A distancia de P a r que denotaremos por
d(P,r) ¢ assim definida: Tomamos a reta que passa pelo ponto P e é perpendicular a reta
r, esta reta intersecta r em um tnico ponto Pp. Logo, a distancia de P a r é a distancia
de P a F,.

d(P,r) =d(P, R)

Ou seja, definimos a distancia de um ponto P a uma reta r, como a menor distancia
entre P e um ponto da reta r. De fato, se P € r entao d(P,r) = 0, pois Py = P, que ¢
a menor distancia de P a qualquer outro ponto de r. Agora, se Q) € r , Q # Py, entao
a distancia de P a () é maior que a distancia de P a F,, pois no triangulo PFP,Q o lado
PQ ¢ oposto ao angulo reto, sendo, portanto, o maior dos lados deste triangulo.
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Vejamos agora como obter uma féormula para calcular a distancia de um ponto P =
(x1,71) a uma reta r : ax + by + ¢ = 0. Lembramos que duas retas sdo perpendiculares se
o produto de seus coeficientes angulares é igual a -1. Logo, a reta s que passa por P e é
perpendicular a r tem equagoes paramétricas:

telR

s r=ux +at
L y=wn bt

Como Fy = rnNs, o ponto Fy é um ponto de s. Logo existe um ntimero real ¢y, tal que
Po = (x1 + ato,y1 + bty). Pela defini¢do de distancia entre um ponto e uma reta temos:

d(P,r) = d(P,PR)

d(P,r) V(@1 + atg — 21)2 + (y1 + bto — y1)?
d(P,r) = +/(ate)? + (bto)?

d(P,r) = /a?t + b3

d(P,r) = |to|Va? +b?

Resta encontrarmos o valor de t,. Como F, € r as suas coordenadas satisfazem a
equacao 7, isto é:
a(zy + aty) + b(y1 + bty) = ¢
Desenvolvendo esta igualdade encontraremos o valor de ty:
axy + a’ty + by + b*t, = c

to(a®> + %) = c—ar; — by
c—ary — by

T P—

0 a? 4+ b2

b —(azy + by, — )
0 a? 4+ b2

Substituindo este valor de t; na equagao 9.2 da distancia de P a r, obtemos:

d(P,r) = |to|Va®+ b?
Py = |ZUn ol e

a? + b2
laxy +by1 — | 5
d(Pr) = FE RSV
laxy + by, — |

N

Destacamos o resultado obtido da seguinte maneira:
Proposicao 9.0.1 A distancia do ponto P = (x1,y1) d retar :axr+by —c =0 é:
_ laxi 4+ byr — |
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Tangéncia

O problema da tangente consiste em encontrar a equagao da reta tangente passando

em um certo ponto de uma

curva que é grafico de uma fungao y = f(x). Seja f(x) uma

funcao e seja x = xo um ponto do seu dominio seja 1 = xg + h.
Observe o grafico de f(z), onde tragamos uma reta secante que passa pelos pontos P =

(w0, f(20)) € Q = (21, f(z1))

Y

flay)g--mmmmmmmo o2

b — — — ——————

/

—~
I
(=)

I X

Tomando h cada vez mais préoximo de 0, obtemos pontos (); mais proximos de P, que
definem retas secantes que cortam a curva nos pontos P e (); cada vez mais préximos um
do outro. Fazendo h cada vez menor é possivel obter uma reta que passa pelo ponto P a
partir das secantes construidas obtendo a reta tangente.

Quando h se aproxima d

e 0, se o quociente

f(wo +h) — f(x0)

h

que representa o coeficiente angular da reta secante que passa por (xq, f(xg) e (x¢ +
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h, f(xg + h), se aproxima de um determinado valor, esse intuitivamente, devera ser o
coeficiente angular da reta tangente.

Definicao 9.0.1 Reta Tangente
A reta tangente a uma curva que € grdfico de y = f(x), em um ponto P = (xo, f(xg)),
€ a reta que passa por P e cujo coeficiente angular € dado por

f'(x0) = lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h

se o limite existir

Podemos, de forma intuitiva, perceber a reta tangente a uma curva y = f(z) no ponto
P como sendo a reta que mais se aproxima do comportamento de f(z) neste ponto. Se
olharmos através de uma lupa, perceberemos que, quanto mais dermos um zoom no ponto
P = (zg, f(x)), mais esta curva se assemelha a reta tangente conforme podemos ver na
figura abaixo:

Y

f(zo)
f(zo)

1
&

[

(a) Tangente (b) Tangente
(-0.42, 0.5)
P
P
(0.37, 0.18) / i (0.22,0.31)
(c) Tangente (d) Tangente
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Translacao dos eixos coordenados

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O = (zg, %) um ponto no plano e OXY
o sistema cujo eixos OX e OY sejam paralelos aos eixos OX e OY respectivamente.
Designamos por (7,7) as coordenadas do ponto P no sistema de eixos OXY e por (z,y)
as coordenadas do ponto P no sitema de eixos OXY. Se e; = (1,0) e & = (0,1) sio os
vetores unitarios na dire¢do e sentido, respectivamente dos eixos OX e OY (e portanto
dos eixos OX e OY) segue:

OP = uel+ye
—_—
OP = Tei +7es
—
00 = zye + 3/06_2>
Como: IO
OP = 00 + 0P
Obtemos que:
vei +yes = (woeq +yoes)+ (Ee_f +§€_2>)
Treq —|—ye_2> §+x0)61+(y+yo)€_2>

Logo, as coordenadas do ponto P no sistema OXY e OXY sao relacionadas pela
expressao:

{ r=71T+ xg N { T =x— X
Y=Y+ Y=Y—"%
Propriedades de reflexao das conicas
Pelas leis de reflexao da luz tem-se que:
1. O raio incidente R;, a reta normal n, e o raio refletido Rr sao coplanares.
2. O angulo de incidéncia 6; é igual ao angulo de reflexao 6,
A seguir enunciamos algumas propriedades da reflexao:

Proposicao 9.0.2 Se a fonte de luz estiver situada no foco de um espelho parabdlico
todos os seu raios refletidos serao paralelos ao eixo de simetria. Se os raios chegarem a
superficie deste espelho paralelamente ao eizo de simetria serao refletidos no foco.
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§: Superficie plana S: Superficie curva

(a) Superficie Plana (b) Superficie Curva

Figura 9.5: Leis da reflexao da luz

reflatora

Figura 9.6: Superficie refletora parabdlica

Proposigao 9.0.3 Se a fonte de luz estiver situada em um dos focos de um espelho elip-
tico, todos os raios refletidos por este espelho se concentrarao no outro foco.

superficie
.., refletora

Figura 9.7: Superficie refletora eliptica

Pelas propriedades da reta tangente a uma conica, ja apresentada nas secoes anteriores,
temos os seguintes resultados:

1. A reta tangente & elipse num ponto P forma angulos iguais com os segmentos que
une P ao focos.

2. A reta tangente a parabola num ponto P forma angulos iguais com a reta que passa
por P, paralela ao eixo de simetria e com o segmento que liga P ao foco.

3. A reta tangente a hipérbole num ponto P forma angulos iguais com os segmentos
que unem P aos focos.

Observacao 9.0.1 Podemos observar em toda pardbola que:
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reta tangente \\ /

(a) elipse

(c) Hipérbole

Figura 9.8: Propriedades da reta tangente

e (s pontos médios de suas cordas paralelas a uma reta tangente dada determinam
uma reta paralela ao eixo focal chamada de didmetro da pardbola, que intersecta a
pardbola no ponto de tangéncia Py, ver figura 9.9a para mais detalhes ver [35], o
segmento definido pelos pontos Py, e F é denominado raio vetor associada ao ponto
P;.

e Por consequéncia da proposicao 9.0.2, as retas tangente e normal a pardabola num
ponto dado da curva sao as bissetrizes das retas suporte do raio vetor e do didmetro
que passam por este ponto, ver figura 9.9b

Uma analise da excentricidade da elipse e da hipérbole

Como j4 haviamos mencionado acima, Ruggero Giuseooe Boscovich(1711 - 1787)*
publicou em 1754 um estudo unificado sobre as conicas por intermédio de sua excentri-
cidade. Buscamos aqui deixar como material extra, que as equagoes desenvolvidas no
capitulo 6, satisfazem as mesmas propriedades em relagao a excentricidade vistas no ca-
pitulo 7, permitindo assim ratificar que se trata de um mesmo assunto, embora haja a
possibilidade de abordé-lo através de enfoques diferentes.

lyer Capitulo 3
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normal

/
~

\ raio vetor /

\ diametro /
dismetro

|
/
/

d

/ .
angente

(a) Cordas paralelas (b) Tangente e Normal

tangente P+

Figura 9.9: Propriedade das parabola

Estudo da elipse através de sua excentricidade

Como ja foi definido, a equagao da elipse 6.4, onde a elipse em questao possui seus
focos sobre o eixo x, conforme figura abaixo:

d:x=a+(a-c)/e

Figura 9.10: Elipse

Agora vamos considerar, como na fig 9.10, nossa reta diretriz d : v = a + ¢, onde ¢
¢ a excentricidade da elipse.

Proposicao 9.0.4 Todo ponto P € ¢ satisfaz d(P, F) = e - d(P,d).

Vejamos a validade do teorema 7.1.1 para alguns pontos especificos da elipse e depois
demonstraremos ser valido para todos os pontos da elipse. Consideremos primeiro sendo
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P = A, neste caso temos que P = (a,0)

Como:

Temos que:

-d(P,d) = e-
e-d(P,d) = a—c
e-d(P,d) = d(PF)

= d(Ay,d)
a
—_= a —|—

:CL+

a—=cC

e

(9.3)

(9.5)

Logo o teorema é valido para o ponto A,. Vamos demostrar que o teorema é valido
para todo ponto P € €. Seja P, ) € € considerando ainda F' = Fy ed:z =a+ “>¢, da

equacao 5.2.1 temos que:

d(P, Fy) + d(P, F3)
d(P, F1) +d

da equacao 6.4020203 temos que:

Logo:

QU QL &

= 2a

2a

= 2a—d(P,F)

= 2a—+/(x+c)?2+y?

= 2a — /224 2zc+ 2 + 2.

Y
, ba?
= V-

Substituindo este valor na equagao 9.6 teremos:

d(P, F)

b2 2
2a—\/3:2+23:c+02+b2——x.

a?
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Do teorema fundamental da elipse temos que:

o= at = (9.10)
substituindo em 9.9 teremos:
2 _ 2,2
d(P,F) = 2“‘\/x2+2$0+62+a2—02—(a—;)x
a
2,2 _ 272
d(P,F) = QG—\/Iz—i-Qxc—i—aQ—w
a
2.2
d(P,F) = 2a—\/x2+2xc—l—az—x2+%
2.2
d(P,F) = 2a—\/¢¥+2xc+%
a
dP,F) = 2a—,/(a+ “x)
a
d(P,F) = 2a—|a—|—£x\
a
d(P7F> = ’2a_a/—€]}|
d(P,F) = l|a—ex|
(9.11)

Podemos observar que d(P,d) pode ser encontrada conforme desenvolvimento abaixo:

d(P.d) = |r—(a+"5)
d(P.d) = |r—a—"|
d(P,d) = |z —a— 2"
d(Pd) = |r—a—2+¢
e e
dPd) = jz—a—2+5
otz
a
d(P,d) = |x—a—g+a|
d(P,d) = |z-Y
e
(9.12)
Multiplicando d(P, d) por e teremos:
e d(P,d) = e]a:—g]
e-d(P,d) = lex—al
(9.13)
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Se |ex| > a temos que:

d(P,F) = |a— ex|
d(P,F) = —(a—ex)
d(P,F) = er—a
(9.14)
Se |ex| < a temos que:
d(P,F) = |a— ex|
d(P,F) = a—ex
e-d(P,d) = lex— al
(9.15)

Demonstrando assim que o teorema é valido para todo P € ¢.

Estudo da hipérbole através de sua excenticidade

Como ja foi definido, a equacao da hipérbole 6.13, onde a hipérbole em questao possui
seus focos sobre o eixo x, conforme figura abaixo:

y

d: x= a+(a-c)/e

d(P,d)

Figura 9.11: Hipérbole

Agora vamos considerar como na figura 9.11, nossa reta diretriz d : x = a + =<, onde
e ¢ a excentricidade da hipérbole.

Queremos demonstrar que todo ponto P € H satisfaz d(P, F') = e-d(P,d). Vejamos a
validade do teorema 7.1.1 para alguns pontos especificos da hipérbole e depois demonstra-
remos ser valido para todos os pontos da hipérbole. Consideremos primeiro sendo P = As,
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neste caso temos que P = (a,0)

d(P,d) = d(Ay,d)

d(P,d) = |a+ -5 —g
e
a—c
d(P,d) = .
(Pa) = 122
Como:
d(P,F) = |a—¢.
Temos que:
a—c
. Pd =
e (Pd) = o
e-(Pd) = a—c
e-(P,d d(P,F)

(9.16)

(9.17)

(9.18)

Logo o teorema é valido para o ponto A;. Vamos demonstrar que o teorema é valido para
todo ponto P € H. Seja P, € H considerando ainda F'= Fy e d: v = a + “=¢. Temos

que:
d(P,F) = d(Pay) Flap
d(P,F) = (x —¢)? +y?
d(P,F) = /22 —2zc+ 2 +y?

Da equacao 6.13 temos que:

A
a2 2
Logo:
b2x?
2 _ 2
o= m !

Substituindo este valor na equagao 9.19 teremos:

b2x?
d(P,F) = (/2> —=2zc+ -0+ —

a?
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Do teorema fundameltal da hipérbole temos que:

¢’ = b +ad
(9.23)
substituindo em 9.22 teremos:
2 _ 212
d(P,F) = \/x2—2xc+a2+62—b2+w
a
2,2
d(P,F) = \/a:Q —2xc+a? —x2+%
c2x?
d(P,F) = \/&2 — 2xc+ R
d(P,F) = Va2 —2xc+ e2x?
d(P,F) = +/(a—ex)?
d(P,F) = |a— ez
(9.24)
Podemos observar que d(P,d) pode ser encontrada conforme desenvolvimento abaixo:
d(P.d) = |o—(a+ =)
d(P.d) = |r—a— "]
dPd) = |r—a-""5
dPd) = |lr—a-245
e e
d(P, d) :|x—a—g+§
d(P,d) = |z —a—=+al
d(P,d) = |z-Y
e
(9.25)
Multiplicando d(P,d) por e teremos:
e-d(P.d) = elr— 2
e-d(P,d) = lex—al
(9.26)
Se |ex| > a temos que:
d(P,F) = |a— ex|
d(P,F) = —(a—ex)
d(P,F) = er—a
e-d(P,d) = l|er—al
e-d(P,d) er —a (9.27)
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Se |ex| < a temos que:

d(P,F) = |a— ex|
d(P,F) = a—ex
e-d(P,d) = l|ex—a|
e-d(P,d) = —(ex—a)
e-d(P,d) = a-—ex.
(9.28)
Concluindo, em ambos os casos, que:
e-d(P,d) = d(P,F).
(9.29)

Demonstrando assim que o teorema ¢ valido para todo P € H.
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