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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de abordagem
dos conceitos de area de superficies e volume de sélidos que podem ser
obtidos pela rotacdo de uma curva, ou figura, no Ensino Médio. As praticas
correntes mostram gque a apresentacdo desses conceitos no Ensino Médio
se da, em geral, pelo uso de formulas. Com a intencdo de colaborar com
novas propostas e possibilidades de trabalho com esses conceitos no
Ensino Médio, nesse trabalho foi realizada a proposta de uso das
aplicacdes dos teoremas de Pappus a partir de conceitos conhecidos dos
alunos desse segmento de ensino, sem a necessidade do uso de recursos
matematicos mais sofisticados necessarios nas demonstracdes dos
Teoremas, ambientados no Calculo Integral. A partir disso, foram
elaboradas e aplicadas atividades com alunos da 32 série do Ensino Médio
em uma escola na cidade de Bauru. A percepcao do pesquisador, frente as
atividades realizadas pelos alunos e o dialogo estabelecido com eles,
evidenciou boa receptividade em relagcdo ao método utilizado e a aparente

compreensao do conteudo de modo satisfatorio.

Palavras-chave: Teoremas de Pappus. Area de superficies. Volume.

Célculo integral.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a proposal to approach the concepts of
surface area and volume of solids that can be obtained by the rotation of a
curve, or figure, in High School. The current practices show that the
presentation of these concepts in High School is usually by the use of
formulas. With the intention of collaborating with new proposals and
possibilities to work with these concepts in High School, in this work, the
proposal was to use the applications of Pappus theorems from concepts
known to the students of this segment of education, without the need of
more sophisticated mathematical resources involving the demonstrations of
theorems, such as integral calculus. From this, activities were carried out
and applied to students of the 3rd grade of High School in a school in the
city of Bauru. The researcher's perception of the activities carried out by the
students and the dialogue established with them showed a good
acceptance to the method used and the apparent understanding of the

content in a satisfactory way.

Keywords: Pappus theorems. Surface area.Volume. Integral calculus.
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1 INTRODUCAO

O estudo da area de superficies e do volume de sélidos que podem
ser obtidos a partir da rotagédo de uma figura em torno de um eixo ocorre
tanto no Ensino Médio quanto no Ensino Superior. Revisando a literatura,
€ possivel notar que, no Ensino Médio, muitas das praticas correntes dos
professores de Mateméatica apontam a apresentacdo de formulas aos
alunos para o trabalho com esses contetdos. No Ensino Superior, esse
estudo fica mais abrangente e complexo, ja que tais assuntos sao
aprofundados com o uso de recursos do Calculo Integral.

A partir desse contexto, identificamos a possibilidade de utilizar os
Teoremas de Pappus para trabalhar o calculo de volume e da area no
Ensino Médio, tentando aproximar essas duas formas de abordagem desse
conteudo. Assim, o intuito dessa dissertacdo é o de fazer uma proposta
diferente para o calculo da area de superficies e do volume de soélidos
obtidos a partir da rotacdo de uma figura em torno de um eixo, a partir das
aplicacoes dos Teoremas de Pappus, sem a necessidade do uso de
recursos matematicos sofisticados envolvidos nas demonstragées,
ambientados no Célculo Integral.

Com base nessa proposta, foram elaboradas atividades relativas a
esses conteudos para trabalhar com alunos do Ensino Médio. Optamos por
trabalhar com a 32 série, pois ja possuem 0S conceitos prévios de
Geometria necessarios para a abordagem dessa teoria: areas de
poligonos, conceito de circulo e semicirculo e o calculo de suas areas,
definicdo de distancia, rotagéo de uma figura em torno de seu eixo e centro
de massa de uma figura. Essas atividades elaboradas foram aplicadas
auma turma com 35 alunos de uma escola na cidade de Bauru, 0os quais

receberam convite para participar das atividades.
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Uma contextualizacdo temporal dos objetos abordados neste
trabalho € feita no capitulo 2, por meio de uma apresentacdo sucinta da
historia de Pappus de Alexandria e a sua contribuicdo para o ensino da
Matematica. No capitulo 3, apresentamos 0s conceitos de integral para
determinar area entre curvas e comprimento de arcos.

No quarto capitulo, abordamos os conceitos de célculo de volume,
utilizando aproximacéo por cilindros e por cascas, calculo de areas de
superficies de revolucdo, determinacdo de centro de massa e algumas
demonstracdes dos Teoremas de Pappus com o auxilio doCalculo
Integral.Por se tratar de um texto voltado para professores do Ensino
Médio, apresentamos um texto mais sucinto, omitindo demonstracdes e o
rigor matematico exigido em um curso de Célculo para o Ensino Superior.

No quinto capitulo, apresentaremos uma proposta de abordagem
deste conteudo no Ensino Médio, a partir dos Teoremas de Pappus, por
meio de atividades que elaboramos, utilizando como recurso facilitador o
softwarelivre de geometria dinamica GeoGebra. Ainda, descrevemos como
foi a aplicagcdo dessas atividades com os alunos e a percepcdo do
pesquisador quanto aos resultados.
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2 HISTORIA DE PAPPUS

Neste capitulo faremos um breve resumo da vida e da obra de
Pappus de Alexandria, que foi importante gedmetra da civilizagdo antiga
grega e dentre as muitas de suas contribuicdes, demonstrou os teoremas
gue abordaremos nestetrabalho.

Segundo Boyer (1974), Pappus de Alexandria nasceu na Grécia no
final do século Il d.C. Os teoremas de Pappus para area de superficies e
volume de solidos de revolugdo sdo encontrados em Varios livros de
Célculo. Sucessor de grandes nomes da época como Ptolomeu, Apolonio,
Euclides e Arquimedes, que fizeram parte da primeira fase da Escola de
Alexandria, Pappus de Alexandriafez parte da segunda fase da Escola de
Alexandriaeé considerado por muitos como um dos ultimos grandes
matematicos gregos. No ano 320 d.C. escreveu “A Colecdo Matematica”,
considerada sua principal obra e que originalmente era composta por oito
livros. “A Colecdo Matematica” € um resumo de alguns conhecimentos
anteriores, enriquecida de comentarios e novas proposi¢cées e foi o ultimo
tratado matemético antigo significativo, pois a tentativa do autor de
ressuscitar a Geometria ndo teve sucesso. Obras matematicas
continuaram a ser escritas por mais de mil anos, mas os autores que vieram
depois de Pappus nunca chegaram ao seu nivel. A morte de Pappus teve
forte impacto em Alexandria, tanto que foi considerado por muitos como o
fim de Alexandria como grande centro de Matematica.

Desta colecdo destaca-se o livro VII, chamado Tesouro da Analise,
onde, entre outras coisas, Pappus faz afirmacdes sobre area de superficies
e volume de solidos de revolugéo. Trata-se de afirmagdes, pois o livro ndo
traz nenhuma demonstracao. Heath (1921) relata que tais demonstracdes

estariam num possivel décimo segundo livro da cole¢do. Sendo assim,
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imagina-se que a obra completa de “A Colecdo Matemética” continha 12
volumes, porém os demais livros nunca foram encontrados. Com as
afirmacdes feitas por Pappus, era possivel determinar o volume um solido
de revolucdo conhecendo a sua area e a distancia de seu centro de
gravidade até o eixo de rotacdo. Assim como também era possivel
determinar a area de sua superficie conhecendo seu perimetro e a
distancia de seu centro de gravidade até o eixo de rotacao.

No livro VII consta um teorema, ndo demonstrado, que diz: “Se uma
curva plana fechada gira em torno de uma reta no mesmo plano que nao a
corta, o volume do soélido gerado é obtido tomando-se o produto entre a
area da regido limitada pela curva dada e a distancia percorrida durante a
revolucao pelo centro demassa da area”.

Com este teorema, conhecendo-se o volume do sélido de revolugéo
e a area da secdo transversal da figura que gerou este solido, é possivel
obter a localizacdo do centro de massa desta figura.

Neste mesmo volume VII de “A Colecdo Matematica” se encontra
um teorema anélogo que diz: “a &rea da superficie gerada pela revolucao
de uma curva em torno de uma reta coplanar que nao a corta é igual ao
produto do comprimento da curva pela distancia percorrida pelo centro de
massa da regidodefinida pela curva durante a revolucao”.

Paul Guldin (1577-1643),autor de “Centrobaryca”, obra cujo foco
principal era o estudo dos centros de gravidade de figuras geométricas,
demonstrou os dois teoremas (BUSARD, 1970).Nesse estudo, nao
traremos suas demonstracdes, mas as faremos utilizando o Calculo

Integral.
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3 NOCOES DE CALCULO INTEGRAL E OS TEOREMAS DE
PAPPUS

Neste capitulo apresentaremos o0s conceitos de Integral de
Riemann, Area entre curvas e Comprimento de Arcos. Tais conceitos s&o
fundamentais para a compreensdo dos assuntos abordados e para as

demonstracdes dos Teoremas de Pappus.

3.1 Integralde Riemann

De modo geral, a area da regiao R delimitada pelo grafico de uma

funcéo positiva f : [a,b] — R pode ser definida via um processo de limite.
Dado nUIN, escolhemos (a,b): X, =a<x, <x,<..<x,=b, que

formam uma partigcéo de [a,b],que é ilustrada na Figura 1.

Figura 1 - ParticGes de uma fungéo positiva

Fonte: FRIEDLI, 2013, p. 145.
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- * -
Em seguida, escolhemos um ponto x; em cada intervalo [x,_;,x;],

(j=1,2,..., n)e definimos a soma de Riemann/, por:
=Y F(x;)x, (1)
j=1

Sendo f uma fung&o positiva, /, aproxima a area abaixo do gréafico

de f pela soma das areas dos retangulos, em que oj-ésimo retangulo tem

como base Ax; =x; —x,_,, e como altura o valor da fungéo no ponto X;, ou

-1
seja, f(X;) (Na Figura 1, os pontos x, foram escolhidos equidistantes).

A integral definida de f em [a,b]é obtida considerando /, para uma
sequéncia de particdes em que o tamanho dos intervalos ij tende a zero
na medida em que n - 0.

Definicdo 1. A fungéo f: [a,b] - IR € integravel se o limite lim/,

n—o
existir, qualquer que seja a sequéncia de particoes em que max; ij -0,
e qualquer que seja a escolha de X; D[xj_l,xj]. Quando f for integravel, o

limite lim/ & chamado de integral (de Riemann) de f, ou integral definida

n— oo

de f e denotada por:

lim/ = L" Flxdx  (2)

n—oo

Os numeros a e b sdo chamados de limites de integracao.

Se a fungao f assumir valores positivos e negativos, como na Figura

2, entdo a soma de Riemannéa soma das areas dos retangulos que estao
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acima do eixo xeo oposto da soma das éareas dos retangulos dos

retangulosque estéo abaixo do eixox.

Figura 2 - Funcéo f que assume valores positivos e negativos

Va

y = f(x)

T
0| a W b x

Fonte:STEWART, 2013, p. 338.

Observacéo 1 . Estabelecemos a integral definida para uma funcéo
integravel, masnem todas as fun¢des séo integraveis. O teorema a seguir
mostraque a maioria das func¢des que ocorrem comumente sédo de fato

integraveis.

Teorema 1. Se f for continua em [a,b], ou tiver apenas um nimero

finito dedescontinuidades de saltos, entdo f € integravel em [a,b], ou seja,

a integral definida Lbf (x)dx existe.

A demonstracao desse teorema é realizada para cursos avancados,

nao sendo o foco deste trabalho.
3.2 Area entre duas curvas

Consideremos uma regido S localizada entre os graficos de duas

funcoes f(x) e g(x), eentre as retas verticais x =g ex=b, onde f e g
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séo funcdes continuaste f(x) = g(x), para todo x em [a,b]. Dividimos S em
n faixas de larguras iguais e, entdo, aproximamos a i-ésima faixa por um
retangulo com base Ax e alturaf(xf) —g(xf), conforme mostra a Figura 3.
Poderiamos ainda tomar todos 0s pontos extremos direitos e esquerdos
como pontos de amostragem e, neste caso, x;, = x,* . A soma de Riemann(3)

€, portanto, uma aproximacao intuitiva do valor da area de S:

j[f(x;‘)—mx;‘ )| A 3

Figura 3 - Integral para area

y=glx)

s={(x,y)/asx<b, gx)<y < f(x)}

Fonte: STEWART, 2013, p. 382.

1 De acordo com Stewart (2013), uma fungédo f é continua em um nimero a se
lim f(x) = f(a). Implicitamente, essa definicdo requer trés coisas para a continuidade de f
X-a

em a:
* f(a) esta definida (isto é, a esta no dominio de f);
* lim f(x) existe;

X-a

* lim f(x) = f(a)

X-a
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Figura 4 - Retangulo tipico e retangulos aproximantes

y y

:

( Flx¥)]

-4 Ij-l' i 'l[

(a) Retiangulo tipico (b) Retangulos aproximantes

Fonte: STEWART, 2013, p. 382.
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Essa aproximacéao parece melhorar quando n — o,

Definicdo 2. Dadas as fungbes f e g nas condi¢Oes estabelecidas

anteriormente, definimos a area Ada regido S como o valor-limite da soma

das areas desses retangulos aproximados, isto é:
A=lim Y [f(x)-gix))] ax 4)
=

Reconhecemos o limite em (4) como a integral definida de f —g em
[a,b].A area da regido limitada pelos graficos dasfuncdes f(x) e g(x), as
retas Xx=a e x=b, onde f e g sdo continuas e f(x)Zg(x) para todo x

em [a,b], é denotada por:
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Observacao 2. No caso especial ondeg(x)=0,S é a regido sob o

grafico de f, e a nossa definicdo geral de area (4) é reduzida a seguinte

definicéo:

Definicdo 3. A area A da regidao S que esta sob o grafico de uma

funcdo continuae positiva f é o limite da soma das areas dos retangulos

aproximantes:
A=lim > [£(x))]ax (6)
R

Observacdo 3. No caso em que f e g forem ambas positivas,

podemos ver na Figura 5 por que a Definigédo 2 é valida:

A= [érea soby = f(X)] —[érea soby = g(x)] =
= [ £(x)ax - [g(x)ax = [[£(x) - g(x)] dx )

Figura 5 - Funcao positiva

/,/ --\\\ -\' — f(_\"

y=gx) __

Ol a b X

Fonte: STEWART, 2013, p. 382.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos.
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Exemplo 1. Encontre a area da regido limitada por cima por y =e”*, e por

baixo por y = x, e limitada pelos lados por x =0 e x=1.

Figura 6 - Retangulo tipico

Fonte: STEWART, p. 383.

Solucdo: A regido é mostrada na Figura 6. A curva limitante superior

é y =e" e a curva limitante inferior, y = x . Entdo, usamos a férmula (5) da

areacom f(x)=e”, g(x)=x, a=0e b=1:

h 1,7 1
A= X =le¥=-= 2:| ze—---1=e-1,5
'([(e x)dx {e 5% O e~ e

Na Figura 7, desenhamos um retangulo aproximante tipico com
largura Ax que nos lembra do procedimento pelo qual a area é definida em
(2). Em geral, quando calculamos a area por meio de uma integral, é Util

esbocar a regido para identificar a curva superior y,, a curva inferior y, e
um retangulo aproximante tipico, como na Figura 7. Entdo, a area de um
retangulo tipico é (yT ~ Vs )Axe a equagdo seguinte resumem O

procedimento de adicdo (no sentido de limite) das areas de todos os

retangulos tipicos:



24

A:"mZ(yT _yB)AX:j(yT _yB)dX (8)

-
-
-y

0 a b

Fonte: STEWART, p. 383.

Observe que na Figura 7 o limite esquerdo se reduz a um ponto,
enquanto na Figura 5 o limite direito é que se reduz a um ponto. No proximo
exemplo, ambos os limites laterais se reduzem a um ponto, de modo que a

primeira etapa € encontrar a e b.

Exemplo 2. Encontre a &rea da regido formada pela interseccéo das

pardbolasy =x* e y =2x — x”.

Solugao: Primeiro, vamos encontrar os pontos de intersecgdo das
parabolas, resolvendo suas equac¢fes simultaneamente. Isso resulta em
x> =2x—x* ou2x®> —2x = 0. Os pontos de interseccéo s&o (0,0) e (1,1).

Verificamos na Figura 8 que os limites superior e inferior sao:

y, =2x—x* ey, =x".
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Figura 8 - A area de um retangulo tipico

Yr=2x—x*

Ax
10, 0) \ x

Fonte: STEWART, p. 383.

A area do retangulo tipico é;

(yr _yEz)AX:(ZX_X2 _XZ)AX

e encontra-se entre aregido x =0 e x =1. Entdo, a area total é:
A=
2 3 2 3t
JX XX :z(l_ljzl
2 3] 2 3] 2 3) 3

Observagéo 4. Para encontrarmos a areaSde f :[a,b] - IR continua,

(2x —2x2)dx = Zj (x —xz)dx =
0

O ey

determinada pelos graficos das funcbesy=f(x) e y= g(x), onde
f(x) = g(x) para alguns valores de x, mas g(x) = f(x)para outros valores

de x, dividimos determinada regidoSem vérias sub-regides Si, Sz, ...com

areas Az, Az, ..., como mostrado na Figura 9.
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Figura 9 - Funcdo néo positiva
y=gix)
S, /s A

y= flx)
0 a b

o |

Fonte: STEWART, 2013, p. 384.

Em seguida,definimos a area Ada regido S como a soma das areas das

regibes menores S, S, ,...,0U seja,A(S) = A(Sl)+A(SZ)+.... Considerando:

f(x)—g(x),onde f(x) = g(x)
- — 9
£ =900 {g(x) - F(x),onde g(x) = £(x) ®)

temos a seguinte expressao para A:
b
A =[] f(x) —glx) dx (10)

No entanto, ao calcular a area conforme a expressao (9), ainda temos que

dividi-la em integraiscorrespondentes a A1,Az, ....

Exemplo 3. Encontre a &rea da regido formada pela interseccéo das

n
curvasy =senx,y=cosx,x=0 e X:E'

Solucéo: Os pontos de intersec¢cdo ocorrem quandosenx =cos X,
. . /g . T 2
isto é, quando x:Z(conS|derando que 03xs;j. A regido é esbocada

na Figura 10.
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Figura 10 - Area de fungdo n&o positiva

y =Cosx y=senx

0

Fonte: STEWART, 2013, p. 385.

T
Observe que cosx=senx, quando 0<x<-—,mas Senx=cosXx,
4

Vg Vg . . o

guando 2 <x< By Assim, a area requerida é:
) 7 4 2

A= “ cosx—senx|dx = A, +A, = '[(cosx—senx)dx+ j(senx—cosx)dx =
0 0 4

4 2
=[senx +cos x| * +[~cos x —senx 24 =

As vezes pode ser dificil, ou mesmo impossivel, encontrar os pontos
exatos de interseccao de duas curvas. Nestes casos podemos utilizar uma
calculadora grafica ou um computador para encontrar valores aproximados

para os pontos de interseccao e, entdo, prosseguir como anteriormente.

3.3 Comprimento de um arco
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Uma maneira pratica para medirmos um arco € colocar um pedaco
de barbante sobre uma curva, como na Figura 12, e entdo medir 0

comprimento do barbante com algum instrumento de medicao.

Figura 11 -Comparativo de medicdo

Fonte: STEWART, p. 488.

Mas isso pode se tornar complicado, dependendo da curva.
Precisamos de uma definicdo exata para o comprimento de um arco de
uma curva, da mesma maneira como desenvolvemos definicbes de area e
volume.

Se a curva é uma poligonal, podemos facilmente encontrar seu
comprimento apenas somamos 0s comprimentos dos segmentos de reta
gue formam a poligonal. Definiremos o comprimento de uma curva geral
primeiro aproximando-a por uma poligonal e, entdo, tomando o limite
quando o numero de segmentos da poligonal aumenta. Esse processo é
familiar para o caso de um circulo, onde a circunferéncia é o limite dos

comprimentos dos poligonos inscritos (veja a Figura 13).
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Figura 12 - Limite comprimentos dos poligonos

Fonte: STEWART, p. 488.

Agora, suponhamos que uma curva C seja definida pela equacao

y = f(x), onde f é continua e a<x<b.. Obtemos uma poligonal de
aproximagao para C dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos com
extremidades X,,X,,...,X, e com larguras iguais a Ax. Se y, = f(x,),
entdo o ponto P.(x,,y,) estd em C e a poligonal com vértices Py,P,,...,P,,

ilustrada na Figura 13, € uma aproximacao para C.

Figura 13 - Aproximacao para C

L |
X P -
p y= fio)
i e |
:."'l | i"‘: 'P:' 1 P I'._.r" =
4 | | |.'\-\. ! '-.'“ | .-'TP.':
.'.r | | | x\.!l _.-.-":T | |
[ 3 o
T
F R T O T T A
| | | | | | | 1 .
0 ' Xi_ g X b X

Fonte: STEWART, p. 488.
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O comprimento L de C € aproximadamente o mesmo dessa poligonal

e a aproximacao fica melhor quando n aumenta. Veja a Figura 15, onde o

arco da curva entre P_, e P. foi ampliado e as aproximagdes com valores

sucessivamente menores de Ax sdo mostradas.

Figura 14 -Aproximacao poligonal

Ja-f'.

Fonte: STEWART, p. 488.

Definicdo 4. Definimos comprimento L da curva C com equacao
y:f(x), a<x<b, como o limite dos comprimentos dessas poligonais

inscritas (se o limite existir):

L:Iimi
==

P.P|a)

Observamos que o procedimento para a definicdo de comprimento
de arco é muito similar aguele que usamos para definir a area, dividimos a
curva em um numero maior de partes pequenas e, entdo, encontramos 0s
comprimentos aproximados das partes pequenas e 0S Somamos.

Finalmente, tomamos o limite comn — oo,
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A definicdo de comprimento de arco dada pela Equacgéo (11) ndo €
muito conveniente para propoésitos computacionais, mas podemos deduzir
uma férmula integral para L no caso em que ftem uma derivada continua

em [a,b].

Se tomarmosAy, =y, —y,_,, entao,

i-17

‘Pi—lpi‘ :\/(Xi _Xi—l)2 +(yi _yi—l)z :\/(Axi)z +(Ayi)2 (12)

Aplicando o Teorema do Valor Médio? para f no intervalo [x,_,,x;]

descobrimos que existe um numero x; entre x,_, e x, tal que
£l) = £les) = £ g = x,), (13)
isto &,
By, = f'(x}) .. (14)

Entdo, temos:

PP = + (0, P =) + [0 =1+ [0 ax,ja
que Ax >0.

Logo, pela Defini¢ao 4,

L=lim 2|P,._1P,.| =Li[gi 1+ [f' (X,-* )]ZAX(15)

2Seja f uma fungéo que satisfaca as seguintes hipéteses:
1. f € continua no intervalo fechado [a,b].

2. f é derivavel no intervalo aberto (a,b).
Entao, existe um nimero ¢ em (a,b) tal que f(b) - f(a) = f'(c)(b—a) .
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Reconhecemos essa expressédo como igual a:

val + [f'(X)]ZdX(la)

Pela definicdo de integral definida, essa integral existe porque a

funcdo g(x)=y1+[f'(x)]* é continua. Entdo, demonstramos o seguinte

teorema:

Teorema 2. Férmula do Comprimento do Arco.

Se f'for continua em [a,b], entdo o comprimento da curva

y=f(x), asx<b, é

L :qull + [f'(x)]zdx 17)

Observacgao 5. Se usarmos a notacgéo de Leibniz para as derivadas,

podemos escrever a formula do comprimento de arco da seguinte forma:

b dy Y
L= L 1+ (d—yj dx (18)

X

Antes de iniciar o Capitulo 4, apresentaremos um exemplo da teoria

abordada nesta secao.

Exemplo 4. Calcule o comprimento de arco da parabola semicubica

y> =x> entre os pontos (1,1) e (4,8), (veja a Figura 15).

Figura 15 - Arco da parabola semicubica



=2
9

*(4,8)

(1,1

Fonte: STEWART, p. 489.
Solucgéo: Para a porgéo superior da curva, temos,

3 1
y:x2 — ﬂ:éXZ
dx 2

E, assim, substituindo na formula do comprimento de arco,

4 dy 2 4 9
L:J 1+ — dx:J 1+—xdx
! dx ! 4

Se substituirmos y =1+ %x ,entdodu = %dx .

Quando x=1,u= 14—3; quando x =4,u=10. Portanto,

3

13/4

9 3 27 4

33

370 3 -
N «/u_du:{ﬂ&zruz} =8 1107 —[Ejz =2—17(80\/E—13\/1_3)
13/ 4
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Observacdo 6. Se uma curva tem a equagao x :g(y), c<y<d, e
g'(y) € continua, entdo, pela mudanca dos papéis de x na Equacao (17)

ou Equacéo (18), obtemos a seguinte férmula para seu comprimento:

=[O ar=[ 14 % v g
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4 VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Neste capitulo seréo apresentadas algumas formas de determinar o
volume de um solido de revolucéo, utilizando aproximacédo por cilindros e
aproximacéo por cascas. Além disso, apresentaremos também area de
superficie, centro de massa e as demonstracdes dos Teoremas de Pappus

para area e volume.

Consideremos uma funcéo positiva no intervalo[a, b], f: [a,b] - IR,.
Seja R aregido delimitada pelo grafico de f, pelo eixo x e pelas retas x =a,

x =b, como ilustrado na Figura 16:

Figura 16 - Funcéo positiva

flz)

R

a :

Fonte: FRIEDLI, p. 160.

Sabemos que a area de R é dada pela integral de Riemann:

dgrea(R) = _[b f(x) dx (20)

a

Consideremos agora o solido S obtido girando a regido R em torno
do eixox, como na Figura 17:
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Figura 17 -Regiéo R em torno do eixo x

Fonte: FRIEDLI, p. 160.

Sdélidos que podem ser gerados dessa maneira, girando uma regiao
em torno de um eixo, sdo chamados soélidos de revolugdo . Veremos
situagcdes em que a regido ndo precisa ser delimitada pelo grafico de uma
funcdo e que o eixo nao precisa ser 0 eixo X.

Vamos desenvolver métodos para calcular o volume V(S) de um

sélido de revolucéo S.
Antes de comecar, consideremos um caso particular, que sera
também usado para o caso geral.

Exemplo 5. Suponha que f é uma constante em [a,b], isto é:

f(x)=r>0, paratodo x O[a,b], conforme ilustrado na Figura 18:

Figura 18 - Funcao constante

Fonte: FRIEDLI, p. 161.
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Neste caso, o0 solido gerado S € um cilindro. A sua base é circular de
raio r, e a sua altura € b—a. Pela formula ja conhecida do volume de um
cilindro, V(S)=(drea da base)x (altura) = 7rr*(b—a).

Queremos agora calcular V(S) para um soélido de revolugdo

qualquer.O procedimento sera o0 mesmo que levou a prépria definicdo da
Integral de Riemann: aproximaremos S por solidos mais elementares.

Usaremos dois tipos de sdlidos elementares: cilindros e cascas.

4.1 Aproximagéao por cilindros

Voltemos para o sélido de revolucao da se¢éo anterior. Um modo de
decompor o sélido S é aproxima-lo por uma unido de fatias verticais,

concentradas no eixo x, como ilustrado na Figura 19:

Figura 19 - Fatias verticais

Fonte: FRIEDLI, p. 161.

Cada fatia é obtida girando um retangulo cujo tamanho é

determinado pela funcéo f. Para ser mais preciso, escolhemos pontos no
intervalo [a,b], x, =a<x, <x, <...<x, =b, e a cada intervalo [x,,,x,]

associamos o retangulo cuja base tem tamanho (x, - x,_,) e cuja altura é
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f(x,). Ao girar em torno do eixo x, cada um desses retangulos gera uma

fatia cilindrica F,, como no Exemplo 5 (ver Figura 20).

Figura 20 -Retangulo cilindrico

Fonte: FRIEDLI, p. 162.

Mas, como a fatia /, € um cilindro de raio f(x,) e de altura
Ax; =x, —x,_,, 0 seu volume é dado por V(F,)=7f(x, )’ Ax, . Logo, o volume

do sélido S pode ser aproximado pela soma dos volumes das fatias, que é

uma soma de Riemann:

n

ZV(F;)ZZ’” 0 )" 8% 21

j=1

Quando o0 numero de retangulos n — ode maneira de

simultaneamente Ax, — 0, esta soma converge para uma Integral de

Riemann que permite calcular o volume do sélido S:

V(S) :Lb le(X)ZdX 22)
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Exemplo 6. Seja R a regido delimitada pela curva y =sen x, pelo eixo

X, € pelas duas retas verticais x =0 e x =71. Vamos calcular o volume do

sélido S obtido girando R em torno do eixo x (ver Figura 21).

Figura 21 - Retas verticais

i
Fonte: FRIEDLI, p. 162.

Solucéo: Utilizando a férmula (22), o volume do sélido é dado pela

integral:

% =joﬂ nt(senx)*dx = 77[i _&(Zx)} '

O método permite calcular volumes classicos da geometria.

Exemplo 7.Seja r>0 fixo e R a regido delimitada pela

semicircunferéncia y =+r’> —x* , entre x=-r e x=+r, e pelo eixo x. O
sélido S obtido girando R em torno do eixo x € uma esfera de raio r centrada
na origem, conforme é mostrado na Figura 22. Vamos calcular o seu

volume.
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Figura 22 - Esfera de raio r centrada

l \ /_JJI\
|, ; .,
Fr

.

HH

Fonte: FRIEDLI, p. 163.

Solucéo: O volume da esfera é dado pela integral:

— [ _ — A — — —X_3 N :i
V—J-_r 77(\/r2 XZ)ZdX—ITJ-_r (r2 xz)dx ﬂ{rzx 3} 37Tr3

4.2 Aproximagao por cascas

Os exemplos considerados na secdo anterior partiam de uma
decomposicao do solido usando fatias cilindricas. Veremos agora outro tipo
de decomposic¢éo, usando cascas.

Exemplo 8. Consideremos a regido R do primeiro quadrante,
delimitada pelo grafico da funcéo f(x) =1-x*. Consideremos os sélidos S,
e S,, obtidos rodando R em torno, respectivamente, do eixo x e y, e calcule

o volume.
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Figura 23 - Aproximacao por cascas

Fonte: FRIEDLI, p. 163.

Solugéo: Vamos calcular o volume V(s,) com uma integral obtida a

partir de uma soma de cascas. Cascas sdo obtidas pela rotacdo de

retangulos verticais, em torno do eixo y, como ilustrado na Figura 24.
Figura 24 -Retangulos verticais

C

Fonte: FRIEDLI, p. 165.

O volume da casca C, pode ser calculado pela diferenca dos

volumes de dois cilindros: o externo tem raio x;, o interno tem raio x,_,, €

i-17

ambos tém altura f(x,). Logo,

V(Ci):nxiz f(Xi)_nXiz—l f(X,.):IT (X,Z _Xiz—l)f(xi):: n(xi +Xi—1)(xi _Xi—l)f(xi)
Quando Ax, =x, —x,_, for muito pequeno, isto €, quando x;, e x,_,

forem muito préximos, podemos aproximar x; + x,_, por 2x,. Logo,
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v(c;) C2m,f(x; )x,.

Essa formula € facil de entender observando que a casca C; pode

ser obtida torcendo um paralelepipedo cuja base € um retangulo de base

(x, —x.,)f(x,) e de altura dada pelo comprimento da circunferéncia do
circulo de raio x, , isto &, 27x,. (Atengéo: esse raciocinio € correto somente

se a base do retangulo é pequena em relacdo a sua distancia ao eixo de
rotacao).
Portanto, o volume do solido S, pode ser calculado via integral

associada as somas de Riemann dos V(C,), isto é:

v(s,)= Jo 277x f(x)dx 23)

Assim, teremos:
v(s,)= Il 27T (1 -xz)dx =7
0 2

Com isso, podemos concluir que podemos calcular volumes de

sélidos de revolucao usando cilindros ou cascas.
4.3 Areas de superficies de revolucéo

Suponhamos que se queira calcular a area A(S) da superficie do

sélido S obtido girando a regido R em torno do eixo X, como mostramas

Figuras 25 e 26 (sem os dois discos de frente e de tras).

Figura 25 - Areas de superficies



43

@ b

Fonte: FRIEDLI, p. 160.

]

Figura 26 - Areas de superficies

Fonte: FRIEDLI, p. 160.

Aproximaremos a éarea A(S) por uma soma de &reas mais
simples.Para decompor a area em areas mais elementares, foi escolhida a
particdoa =x, <x, <---<x, =b, de [a,b] e para cada subintervalo
[x,,,x,], consideremos o anel J, obtido girando o segmento ligando

(x,,, f(x,,) @ (x,,(x,)) em torno do eixo x (ver Figura 27):
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Figura 27 -Areas mais elementares

o7 \a.

Fonte: FRIEDLI, p. 169.

Pode ser verificado que o anel J, tem uma area dada por:

A(‘Ii): ﬂ\/(xi _Xi—l)z +(f(xi)_f(xi—1))2 (f(xi)+f(xi—1))‘ (24)

Quando Ax; =x, —x,, for suficientemente pequeno, e se ffor
continua, f(x,)+ f(x,_,) pode ser aproximada por 2f(x,). Logo, colocando

Ax; em evidéncia dentro da raiz, temos:

"(25)

A(J,) D27 £ (x, )\/1+(f )= (X"l)JzAx

AXi

f(Xi)_f(Xi—l)

Quando Ax; for pequeno, o quociente T pode ser

i
aproximado por f'(x,.). Logo, a area total pode ser aproximada pela soma

de Riemann:

> A ) Oy 2o N (7 e JF

i=1

(26)



45

Quando n — co e todos os Ax, — 0, a soma de Riemann acima

converge para a integral:

A(s)= [T 27 f (W 1+ (F (<)) dx o7

Definicdo 5. Dada uma fungdo positiva no intervalo [a,b],
f: [a, b] — IR, ,definimos a area da superficie obtida pela rotacdo da curva

y, = f(x,), em torno do eixo x como:

A(s)= [ 26N+ (7 (o o

(28)

Exemplo 9. Considere a superficie gerada pela rotacdo da curva

y :\/; em torno do eixo x, entre x =0 e x=1. Calcule a sua area.
Solucdo: A sua érea € dada pela integral:

3

As)=[ 2,1 +($)2dx = 1], 1+ 4x dx :%T(SZ —1j

4.4 Centros de Massa

Iremos encontrar aqui o ponto P no qual uma placa de qualquer

formato se equilibra horizontalmente, como na Figura 28.
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Figura 28 - Ponto P

Fonte: STEWART, p.503.

Esse ponto é chamado centro de massa ou centro de gravidade
da placa. Inicialmente, consideramos a situagdo mais simples mostrada na

Figura 29, onde duas massas m, e m, séo presas a um bastdo de massa

desprezivel em lados opostos e a distancias d, e d, do apoio.

Figura 29 - Massa de gravidade da placa

l—d, I d, I

m.

[

Fonte: STEWART, p.503.

O bastdo ficara em equilibrio se m,d, =m,d,.Este € um fato
descoberto experimentalmente por Arquimedes e chamado Lei da

Alavanca. Agora suponhamos que o bastédo esteja ao longo do eixo x com

m, em x, € m, em x, e 0 centro de massa em x, como ilustrado na Figura
30.
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Figura 30 - Divisédo pela massa total

Fonte: STEWART, p.503.

Se compararmos as Figuras 29 e 30, vemos que d, =x—Xx, e

d, =x, — x e, portanto, teremos:

m, (x=x, )= m. s, ~x)

m,x +m,x=m,x; +m,x,

mlxl + mZXZ

X= (29)

m, +m2

Os numeros m,x, € m,x, sdo denominados momentos das massas
m, e m, (em relagdo a origem) e a Equacéo (29) diz que o centro de massa
x é obtido somando-se os momentos das massas e dividindo pela massa
total m=m, +m,.

Em geral, se tivermos um sistema de n particulas com massas
m,, m,,..., m localizadas nos pontos x,, X,,..., X, sobre 0 eixo X,
podemos mostrar analogamente que o centro de massa do sistemax_1 esta

localizado em (30), aim = Zm, € a massa total do sistema, e a soma dos

n
momentos individuaisM =) m,x, é chamada momento do sistema em
i=1

relacdo a origem.
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n n
> mx, > mx, v

)_(: i=1 — i=1 :_(30)

Zm,- m m

Entdo, a Equacéo (30) pode ser reescrita como mx =M ,que diz que,

se a massa total fosse considerada como concentrada no centro de massa

X, entdo seu momento deveria ser o mesmo que o momento do sistema.

Figura 31 - Concentracdo de massa

Fonte: STEWART, p.504.
Agora, consideremos um sistema de n particulas com massas

m,, m,,---, m_nos pontos (x,,y,), (x,,y,)....(x,,y,) no plano-xy como

mostra a Figura 32. Por analogia com o caso unidimensional, definimos o

momento do sistema com relag&o ao eixo y como:
n
M, => mx, (31)
—
E o momento do sistema com relagéo ao eixo x como:

MX = imiyi (32)

i=1
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Entdo, M, mede a tendéncia de o sistema girar em torno do eixo y
e M, mede a tendéncia de ele girar em torno do eixo X.

Como no caso unidimensional, as coordenadas (;, )_/)do centro de

massa sdo dadas em termos dos momentos pelas formulas seguintes,

n — _
onde m =) m, é amassa total. Como mx=M, e my =M, , onde o centro
i=1

de massa (};) € 0 ponto em que uma Unica particula de massa m teria os
mesmos momentos do sistema.
- M
x=—=
m €(33)

<

* (34)

<
I
3

Exemplol10. Calcule os momentos e os centros de massa do sistema
de objetos que tém massa 3, 4 e 8 nos pontos (-1, 1), (2, -1) e (3, 2),

respectivamente.

Solucdo: Usamos as equacbes (31) e (32) para calcular os

momentos.

3(-1)+4(2)+8(3)=29

My
M, =3(1)+4(-1)+8(2)=15

Como m=3+4+8=15, usamos as equacgdes (33) e (34) para
obter:

;: :_ey:_:_:]_

M, 29 - _Mm,_15
m 15 m 15

Entdo, o centro de massa é ?, 1).



50

Consideramos, agora, uma placa plana com densidade constante

. u.m. n .
uniforme p(—jque ocupa uma regido /Rdo plano. Desejamos
u.a.

encontrar o centro de massa da placa, chamado centroide ou centro
geométrico de IR Ao fazermos isso, usamos 0s seguintes principios fisicos:
o0 principio da simetria diz que se IR é simétrica em relacdo a reta I, entdo
o centroide de IR encontra-se em |. Logo, o centroide de um retangulo é
seu centro. Os momentos devem ser definidos de maneira que, se a massa
total da regido estéd concentrada no centro de massa, entdo seus momentos
permanecem inalterados. Além disso, 0 momento da unido de duas regides

sem interseccao deve ser a soma dos momentos das regifes individuais.

Figura 32 - Regido entre as retas x=a, x=b,acima do eixo x e abaixo do gréafico da funcao

continua y =f(x)

¥ = fix)

Fonte: STEWART, p.505.

Figura 33 -Aproximacéo da Figura 32 por retangulos

LIATAY
v\
a \
> N\ -
I‘l R, \ -\i AL
"R X

Fonte: STEWART, p.505.
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Suponha que a regido R seja do tipo mostrado na Figura 32; isto é,

[ esteja entre as retas x =ae y = b, acima do eixo x e abaixo do grafico
de f, onde f é uma fungdo continua. Dividimos o intervalo [a,b] em n
subintervalos com extremidades x,,X,,...,X, € larguras iguais a Ax.

Escolhemos o ponto amostral x; como o ponto médio x, do i-ésimo

+ X

X : . . ~ .
~. Isso determina a aproximagéao poligonal

subintervalo, que é x, ==

de [ , mostrada na Figura 33. O centroide do i-ésimo retangulo aproximante

. —1
x = +r é seu centro C,(xi,Ef(x

i

)J .Sua area e f(x_,)Ax .Assim, sua massa

e
7 (x, Jox (35)

O momento de R, em relacdo ao eixo y € o produto de sua massa

pela distancia de C,, ao eixo y, que éXi. Logo,
M, (R)= [,Of(x_,) JX_/ = px_,f(x_,)Ax (36)

Somando esses momentos, obtemos o0 momento da aproximagéo
poligonal de [ e, entdo, tomando o limite quandon — o, obtemos o

momento da propria regido [1 em relacéo ao eixo y:

M, =1im - o o Je = of o (e 57

De maneira analoga, calculamos o momento R, em relagéo ao eixo

X como o produto de sua massa e da distancia de C; ao eixo x:
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m,(8,)=[or b )= 2 [ e g,

Novamente somamos esses momentos e tomamos o limite para

obter o momento de [J em relag&o ao eixox:

A e

Como no caso do sistema de particulas, o centro de massa da placa
é definido de maneira que mx=M, e my = M, . Porém, a massa da placa

€ o produto de sua densidade por sua area:

m= pA= pr £(x)dx. (40)

E, assim,

M, P abxf(x)dx _ bef(x)dx
m el f(ax [ f(x)ax 4D

X =

M. ,OLb;[f(x)]zdx ) J.: i [£ ()] ax
m p_[:f(x)dx )

Observemos o cancelamento dos p's. A posicdo do centro de
massa independe de sua densidade. Em resumo, o centro de massa da

placa ou centroide de [0 sera localizado no ponto (;?) onde
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A% 2 ' (44)

Exemplo 11 . Calcule o centro de massa de uma placa semicircular

de raio r e densidade uniforme constante.

Figura 34 - Centro de massa

NA

y=yri—x?

( 4r)
D - (‘”. T_'_l

Fonte: STEWART, p.506.

Solugéo: Para usarmos as equacdes (43) e (44), colocamos o
semicirculo como na Figura 34, de modo que f(x) =Jr’-x* ea=-re

b =r. Neste caso ndo ha necessidade de usar a férmula para calcular X

porque, pelo principio da simetria, o centro de massa deve estar sobre o

. — . ., , 1 .
eixo y, e, dessa forma, x =0. A &rea do semicirculo é A :Eﬂrz, e assim,
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. . ar
Portanto, o centro de massa esta localizado no ponto (0, 3—)
m

4.5 Teorema de Pappus — Volume

A seguir, apresentamos 0 Teorema de Pappus para o calculo do

volume de sdlidos de revolugéo.

Teorema 3. Se uma figura plana de area A, de centro de gravidade
(;, ?) é rotacionada emtorno de um eixo que ndo a intersecta, entdo o

volume do sélido de revolugédo gerado € dadopelo produto entre a rea A
da figura rotacionada e o comprimento da circunferéncia cujo raioé a

distancia entre o centro de gravidade dessa figura e o eixo de rotacao.
Inicialmente, demonstraremos para 0 caso em que a regido A é

rotacionada em torno do eixo y utilizando método de aproximagédo por

cascas e o centro de massa.

V= ZHIubx[f(x)—g(x)]dx (ver (23), p. 42)

V= (zm)% [ x[£(x)-g(x)]ex (ver (43), p. 52)
vV = (278)x
V =271xA (45)

Portanto,V =271d A, onde 271d é o perimetro da circunferéncia cujo

raio d =x é a distancia do eixo de rotacdo y ao centro de gravidade da

regido, de area A, que foi rotacionada.
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Para 0 caso em que a regido é rotacionada em torno do eixo X,

utilizaremos o método dos anéis circulares:

v=r[f(x)-g(x) [ dx  (ver(22), p. 38)

V= (ZHA)% j:%[ F(x)-g(x)F dx (ver (44), p. 53)

Vv =(2mA)y
V=2myA
V=2ndA (46)

Portanto, V =271d A, e nesse caso 271d representa o perimetro da
circunferéncia cujo raio d =y é a distancia do centro de gravidade da

regido de area A ao eixo de rotagao x.
A demonstracdo para o caso em que a regido € rotacionada em torno

de uma reta paralela a um dos eixos é analoga.

Exemplo 12. Encontre o volume do sélido obtido pela rotacéo, em

torno do eixo y, da regidoR do 1° quadrante limitada pela funcdo definida
por f(x)=x*, pela reta x=1 e pelo eixo x, conforme pode ser visto na

Figura 35:

Figura 35 - Solido gerado pela rotagdo da regido R
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Y
/
|
\
v

Fonte: RAUTENBERG, p.45.

Solugédo: Utilizaremos o Teorema de Pappus para o volume, por

meio da férmula (46). Para calcular a area, fazemos:

1

3
A:Il xidx =| 2 -1
0 3 3

0

Vamos determinar as coordenadas do seu centro de gravidade
usando (43) e (44):

- 1n s, Ix® 1_
X—Zjoxf(x)dx—,%jox dx—37 =

— 1alr, e, ool .. 3[x] 3
y=_1 E[f(x)] dx —3J.0 EX4dX —E{—}

Assim, as coordenadas do centro de gravidade da regido R sao

3 3 - oA :
—,— |, em que x=drepresenta a distancia desse ponto ao eixo de

4’10

rotacdoy. Usando (46) para calcular o volume do sélido gerado, temos:
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V=2771d A :zﬂ(éj(lj -7
4 )\ 3 2

4.6 Teorema de Pappus — Area

A seguir, apresentamos o Teorema de Pappus que relaciona
comprimento e centro de gravidadede arcos com a area da superficie de

um sélido de revolucao:

Teorema 4. Se um arco, de perimetro L, que tem centro de gravidade
(;, V) € rotacionadoem torno de um eixo que nao o intersecta, entdo a area

da superficie gerada € dada pelo produtoentre o perimetro L do arco e o
comprimento da circunferéncia cujo raio € a distancia entre ocentro de

gravidade desse arco e o0 eixo de rotacao.

Para o caso de rotacionarmos em torno do eixo y, teremos:

— b 1 2
A= 2”-[: Wi [f (X)] ax (&rea obtida pela rotagdo em torno do eixo y)*

A= (277L)%j:x\/1 +[f'(x)]’ dx (coordenadas do centro de massa)*

3Proposicdo 3.5: Seja y = f(x) uma fungédo definida no intervalo fechado [a,b]. Se f(x)=0
ef’ sdo continuas nesse intervalo, entdo a area A da superficie obtida pela rotacdo de
y = f(x),com x D[a,b] , em torno do eixo y é dada por:

b
A= 2nj xy1+[F' ()] dx (RAUTERBERG, 2013, p. 36)
a
4Proposicdo 3.8: Seja f uma fungdo continua, com derivada continua no intervalo [a,b].
Sejal o comprimento do arco da funcéo f, de extremos (a,f(a)) e (b, f(b)). O centro de
massa, oucentroide ()_(,;/) desse arco é dado por:

X= %J.bxwll +[fPdxey = %J.bf(x)w/l +[f(]?dx  (RAUTERBERG, 2013, p. 39)
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A= (2mL)x

A=271xL

A=2ndL(47)
Portanto,

A=2ndlL,

OndeL representa o perimetro do arco rotacionado e 271d é o comprimento

de uma circunferéncia cujo raio d =x é a distancia entre o centro de
gravidade do arco e o eixo0 y.

De maneira equivalente aquela mostrada no caso do teorema para
o volume de um sélido de revolucdo, podemos obter a férmula da area de
uma superficie de um sélido de revolugédo quando a rotacdo do arco é feita

em torno do eixo X. Nesse caso, teremos:

A=27] f(x1+[F ()P ax

A= (zm)% [ W1+ [F () o

A=(2mL)y
A=27myl
A=2ndlL

Desta forma, temos que A=27dL, onde 271d representa o

comprimento de uma circunferéncia cujo raio d =y é dado pela distancia

do centro de gravidade (;, )_/) ao eixo X, enquanto que L é o perimetro, ou

comprimento, do arco rotacionado. Aqui, novamente, a prova para 0 caso
em que um arco € rotacionado em torno de uma reta paralela a um dos

eixos é obtida de forma analoga ao que foi demonstrado.
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Exemplo 13. Qual é a &rea da superficie gerada pela rotacdo de um

segmento AB,como mostrado naFigura 36, com A=(4,1) e B=(4, 9)

pertencentes a reta vertical x =4, em torno do eixo y?

Figura 36 - Area lateral de um cilindro

4 4 X 0 X

Fonte: RAUTENBERG, p.51.

Solucdo: O centro de gravidade dosegmento AB é dado pelas

coordenadas do seu ponto médio, ou seja, (x,7)2(4, 5). Comoesse

segmento € paralelo ao eixo de rotacdo, teremos que d=4. Utilizando o

Teorema de Pappus para o célculo de area, obtemos:

A=2mdL=2m(4)(8) =64

Mais aplicacdes dos teoremas de pappus podem ser encontradas

em Rautenberg (2013).
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5 APLICACAO

A partir dos conceitos apresentados a respeito do célculo da area de
uma superficie e do volume de um sélido gerado a partir da rotacdo de uma
curva, realizamos o levantamento de algumas aplicacdes que poderiam ser
trabalhadas com alunos do Ensino Médio. Assim, neste capitulo, iremos
descrever as atividades trabalhadas com os alunosenvolvendo os
conceitos dos Teoremas de Pappus para area de superficie e volume de
um solido de revolucdo, bem como as teorias envolvidas.

Com uma turma de 35 alunos, foi realizada uma retomada de
conceitos basicos de Geometria como 0s tipos de poligonos e suas areas,
definicdo de circulo e semicirculo e como calcular suas areas, a definicao
de distancia, o que significa rotacionar uma figura em torno de um eixo de
rotacdo, o conceito de centro de massa de uma figura e como determina-
lo.

Em seguida, apresentamos aos alunos os Teoremas de Pappus,
para calculo da area de uma superficie e do volume de um sdlido de

revolucao, conforme foi apresentado no capitulo 4, que sao:

1) Teorema de Pappus para célculo de area:
A=271xL, onde:

x = Distancia entre o centro de massa da curva e o eixo de rotacao.

L =Comprimento da curva rotacionada.

2) Teorema de Pappus para calculo do volume:
% ZZIT)TA, onde:

x = Distancia entre o centro de massa da figura e o eixo de rotacao.
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A = Area da figura rotacionada.

Os teoremas enunciados anteriormente consideram rotacdo de
360° Caso a rotacdo ndo seja esta, o volume ou are a da superficie do

sélido gerado sera proporcional ao do comprimento do arco de rotagéo.

5.1 Atividades propostas

Foram elaboradas atividades a serem exploradas com o uso do
software de geometria dinamica, Geogebra, com a intencéo de tornar as
atividades atraentes e facilitar a compreenséo dos alunos, aplicadas pelo
pesquisador. A seguir, apresentaremos as atividades que foram propostas:

5.1.1Atividade 1

A primeira atividade proposta aos alunos teve o objetivo de verificar
a veracidade dos Teoremas. Vale ressaltar que a atividade néo se trata de
uma demonstragdo, e sim mostrar aos alunos que tais teoremas sao validos
em casos particulares facilmente aferiveis. Assim, com o auxilio do
softwareGeoGebrarotacionamos um retangulo com lados medindo a e b
em torno do eixo das ordenadas, de modo que o lado b coincidisse com o
eixo das ordenadas. Assim, o soélido gerado foi um cilindro reto com raio
medindo a e altura medindo b, conforme pode ser observado nas Figuras
37, 38 e 39:

Figura 37 - Retangulo noR?



al
A D
40 L
3
2
E: I-\_r'
19 L
[u} 1 2 3 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 38 - Retangulo no R*

A

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 39 -Cilindro gerado pela rotacéo do retangulo.

62
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir dos Teoremas de Pappus pudemos encontrar as formulas ja

conhecidas pelos alunos de volume e area lateral:

Volume de um cilindro de raio a e altura b:

Figura 40 - Area do retangulo no R?

Fonte: Elaborado pelo autor

>
I

x|
I
N|lQ 9

V:2ﬂab%:>V:7Tazb
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Area lateral de um cilindro com raio a e altura b

Figura 41 - Area lateral do cilindro de raio a e altura b

Ji"r'“

L 4

Fonte: Elaborado pelo autor

O mesmo procedimento foi realizado para o cone. Rotacionamos um
triangulo retangulo de catetos medindoa e b. Ao rotacionarmos esse
triangulo em torno do eixo das ordenadas, de modo que o cateto b
coincidisse com esse eixo, obtemos um cone reto de raio a e altura b,

conforme pode ser verificado nas Figuras 42, 43 e 44:



Figura 42 - Triangulo retadngulo no R’

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 43 -Triangulo retdngulo no R?

b

\

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 44 - Cone gerado pela rotacéo do triangulo retadngulo

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.2 Atividade 2

A segunda atividade realizada foi a de determinar o volume e area
da superficie de alguns sélidos que geralmente ndo sao estudados durante
0 ensino médio. Utilizamos, nessa atividade,a rotacdo de figuras
geomeétricas ja conhecidas pelos alunos, iniciando pelo circulo (ver Figuras
45, 46 e 47):

Figura 45 - Circulo no R’

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 46 - Circulo no R?

)

\

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 47 - Toro gerado pela rotacéo do circulo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da construcao, foi realizado o calculo do volume do toro com

os alunos.
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Volume do toro

V=27x A
x=2
A=m’=rm
V=2m2r
V=4n’

Area da superficie do toro:

A=27x1L
x=2
L=2m
A=2mr212m7
A=81T

Foi realizado um procedimento analogo para triangulo equilatero, o

quadrado e o retangulo. Os dois primeiros casos sao ilustrados a sequir:

Figura 48 - Triangulo equilatero no R’

4
3 o
2 @
B
1 ]
[u} 1 2 3 4

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 49 - Triangulo equilatero no R?

A

\‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 50 - Sdlido gerado pela rotagdo do triangulo equilatero

Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 51 - Quadrado no R*

A D
@ L
B C
L @
1 2 3 4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 52 - Quadrado no R?

A

\t

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 53 - Sdlido gerado pela rotagéo do quadrado

.Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1.3 Atividade 3

Na terceira atividade, determinamos o centro de massa de um
semicirculo.

Com auxilio do GeoGebra,foi mostrado aos alunos que ao
rotacionarmos um semicirculo de maneira conveniente obteremos uma
esfera. Utilizamos o Teorema de Pappus para o calculo de volume, e a
férmula ja conhecida pelos alunos de volume da esfera, para determinar o

centro de massa do semicirculo (ver Figuras 54, 55 e 56).

Figura 54 - Semicirculo no R?

o 1 2 2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 55 - Semicirculo no R?

A

\‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 56 - Esfera gerada pela rotacdo do semicirculo

Fonte: Elaborado pelo autor.

Calculos realizados com os alunos:

Volume de uma esfera usando teorema de Pappus

_ 2
V=2mxA,onde A= 7R
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Volume de uma esfera

ATTR?
V= .
3
Logo,
— JTR> _4mR> - 4R — 4R
ZiTxEL: i S XT=— =X =—.
2 3 3 3n

Antes de propor aos alunos a quarta atividade, apresentamos a eles
um conceito simples para determinar o centro de massa de uma figura

composta.
5.1.4 Centro de massa de figuras planas compostas
Para calcular o centro de massa de figuras planas compostas,

devemos considerar cada parte da figura individualmente, encontrar os

seus centros de massa e, em seguida, utilizar o processo que segue:

X_lml +X_2D42 +"'+ZD:\
A +A ++A

X = " (48)

Onde:
X,,X%5,...,X,S80 as distancias entre os centros de massa e 0 eixo de
rotacao;

A, A,,---, A séo as areas das figuras.

Na atividade 4, utilizamoso conceito de centro de massa e o
Teorema de Pappus para o célculo de volume. Assim, pudemos determinar
o volume de alguns sélidos que sao gerados a partir de figuras compostas
(ver Figuras 57, 58 e 59):
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Figura57 - Figura composta no R*

4
3 P
E D
2 o] @
B C
1 @ @
u] 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 58 - Figura composta no R?

A

— e

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 59 - Sdlido gerado pela rotagéo do poligono composto

Fonte: Elaborado pelo autor.

Célculo realizado com os alunos utilizando as medidas do plano

cartesiano:

Figura 60 - Area da figura composta

D

(2]

1] 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborado pelo autor

Decompondo a figura em um triangulo e um retangulo, temos:

1) Area do triangulo (A1):
_201_
2

A 2
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Centro de massa ()_(1)

- _1+1+3 5
X1 =——=—
3 3
2) Area do retangulo (A2):
A, ,=411=4
Centro de massa ()_(z):
— _1+1+45+5
Xy =———=3
4
5 10 46
— + 4+ S
__3D 4B_ 12_3 4623
X_ —_ - ==
2+4 6 6 18 9
1
A=2+4=6

v:zm?A:>v:2n§m:>v:%T

5.2 Relato da apresentacao das atividades

A apresentacao dos conceitos foi feita aos alunos do terceiro ano do
ensino médio do Colégio particular Coolidge, localizado na cidade de Bauru
e teve duragdo de aproximadamente 3 horas e meia. Escolhemos
apresentar os conceitos aos alunos da 32 série do Ensino Médio, pois estes
ja possuem o0s conhecimentos prévios que seriam necessarios para o
desenvolvimento das atividades, principalmente em relacdo aos volumes

de sélidos. O convite foi feito aos 38 alunos da turma, sendo que destes 35
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participaram. Antes do inicio das atividades, 0s alunos se mostraram muito
receptivos e interessados em conhecer o0s conteddos que seriam
trabalhados. No entanto, durante a apresentacéao, foi possivel observar que

alguns ndo demonstravam muito interesse no conceito apresentado.

5.2.1 Apresentagédo dos Teoremas

O conteudo teorico foi apresentado aos estudantes por meio de uma
apresentacao de slides, as figuras e os solidos foram construidos e
apresentados utilizando osoftware de geometria dinamicaGeoGebra e os
calculos foram realizados no quadro branco.

Inicialmente, foi realizada uma breve introducdo do contexto
histérico, depois levamos ao conhecimento dos alunos os teoremas
estabelecidos por Pappus e explicamos do que se trata cada uma das
variaveis e como utiliza-las. Nao apresentamos nenhum tipo de
demonstracao, ja que elas envolvem conceitos matematicos abordados no
Ensino Superior,tendo sido realizadas justificativas intuitivas. Houve um
questionamento sobre a ndo demonstracdo das formulas, e justificamos
gue o conteudo utilizado na demonstracao nao faz parte da matriz curricular

do Ensino Médio.

5.2.2 Apresentacéao e resolucao da atividade 1

Utilizando o GeoGebra apresentamos um retangulo num plano
cartesiano, onde um de seus lados coincidia com o eixo das ordenadas. Foi
pedido aos alunos que né&o utilizassem as medidas dos eixos coordenados
como base para executar os calculos. Sendo assim, consideramos que 0
retdngulo possuia base com medida a e altura b. Ao questionar os alunos
sobre qual soélido seria gerado com a rotacdo em torno do eixo das
ordenadas, alguns alunos se mostraram confusos. Aomostrar a revolugéo,

alguns se mostraram bastante impressionados. Verificaram, entdo, que o
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sé6lido era um cilindro com raio medindo a e altura medindo b. Com o auxilio
do Teorema de Pappus para calculo de volume, mostramos a equivaléncia
entre o teorema e a formula que eles ja conheciam. Ao utilizarmos 0 mesmo
procedimento para o calculo da superficie, muitos alunos tiveram
dificuldade em determinar a distancia do centro de massa ao eixo de
rotacdo. Eles imaginavam que seria utilizadaa mesma figura, isto é, o
retangulo. Assim, tivemos que esclarecer que o determina a superficie
lateral do cilindro é o lado de medida b do retangulo que néo coincide com
0 eixo das abscissas.

Em um segundo momento, apresentamos um triangulo retangulo
num plano cartesiano, onde um de seus catetos coincidia com o eixo das
ordenadas. Usando a mesma estratégia de usar valores genéricos,
solicitamos que os alunos determinassem apenas a equivaléncia entre o
teorema para o célculo de volume e a formula. Alguns conseguiram finalizar
a tarefa rapidamente e com sucesso.

Para as proximas atividades o procedimento foi analogo, isto €,
sempre mostrando a figura num plano cartesiano e posteriormente o solido

gerado com sua rotagao.

5.2.3 Apresentacgéao e resolucao da atividade 2

Na atividade 2, mostramos os solidos gerados com a rotacdo de um
circulo, um quadrado e um triangulo equilatero em torno do eixo das
ordenadas. Nesta atividade, os sélidos ndo tinham nenhum ponto em
comum com o eixo de rotacdo. Com a apresentacéo feita, foi proposto aos
alunos que determinassem o volume e area da superficie apenas do Toro,
sélido gerado pela rotacédo do circulo. Utilizamos um circulo de raio unitario

e centro no ponto (2,2). Consideramos a atividade realizadasatisfatoria,

pois a maioria dos alunos demonstrou bastante interesse e realizou todas

as etapas com sucesso.
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5.2.4 Apresentacéao e resolucao da atividade 3

O desafio da atividade 3foi o de determinar o centro de massa de um
semicirculo. Assim, foi apresentado aos alunos um semicirculo com
didmetro coincidindo com o eixo das ordenadas. Muitos alunos ja
concluiram que a rotacdo do semicirculo em torno do eixo das ordenadas
iria gerar uma esfera. Porém, poucos chegaram a conclusdo que
poderiamos determinar o centro de massa a partir da formula ja conhecida
por eles para o calculo do volume da esfera. Apesar disso, apds breve
debate todos conseguiram compreender o que atividade propunha e a

maioria conseguiu efetuar os calculos necessarios.

5.2.5 Apresentacéao e resolucao da atividade 4

Antes de apresentarmos a atividade 4 aos alunos, trabalhamos um
método para determinarmos o centro de massa de figuras compostas. Essa
teoria foi apenas apresentada a eles, sem nenhum tipo de demonstracéo.
Alguns deles mostraram conhecimento do conteddo, pois ja haviam
trabalhado o conceito em fisica. O método se encontra na sec¢édo 4.4. De
modo geral,foi possivel perceber que todos conseguiram entender.

Na atividade 4, os alunos tinham que determinar o volume do sdlido
gerado pela rotacdo de um pentagono ndo convexo. Os veértices do
pentagono foram posicionados nos pontos A =(1;3), B= (1; 1), C=(5;1),
D= (5;2) e E= (3;2) .Conforme era esperado, os alunos fizeram a

decomposicédo da figura de maneiras diferentes, o que facilitou a realizacéo
da atividade. Alguns relataram como haviam feito a decomposi¢cdo e como
obtiveram o resultado. Uma parte dos alunos conseguiu determinar o
resultado de maneira correta. Constatou-se, ainda, que alguns alunos que

nao conseguiram determinar o resultado correto acabaram errando em
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calculos. Poucos ndo conseguiram desenvolver a atividade. Porém,
mesmos esses que nao conseguiram desenvolver atividade, ao participar
da discusséo conseguiram entender como os demais haviam procedido na

resolucao.

5.3 Percepcdes a respeito da aplicacao das atividad es

Ao final das atividades, os alunos foram gquestionados quanto ao
entendimento dos conceitos de maneira geral. Os comentarios dos alunos
evidenciaram que a maioria da turma apresentou bom entendimento do
contetudo proposto.

Os alunos também foram questionados sobre a possibilidade de
abordar essa forma de trabalho com esses conteudos no Ensino Médio e
foi quase unéanime a resposta positiva, inclusive alguns relataram
considerar o método bem simples.

A nossa percepcao, frente as atividades realizadas pelos alunos e o
dialogo estabelecido com eles, evidenciou boa receptividade em relacéo ao
meétodo utilizado e a aparente compreensdo do conteudo de modo

satisfatorio.
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6 CONCLUSAO

Apresentamos uma proposta de abordagem para o trabalho com os
sélidos geométricos gerados a partir da revolucédo de uma curva ou figura,
no Ensino Médio. Para a elaboracdo dessa proposta, utilizamos os
Teoremas de Pappus para o calculo da area e do volume. Passando por
um breve relato sobre a vida e a obra de Pappus de Alexandria —
consideradoum dos principais gedmetras em sua €poca, apresentamos 0s
conceitos de calculo integral relacionados ao assunto abordado na
pesquisa. Tais conceitos foram utilizados na demonstracado dos teoremas
de Pappus para céalculo de area de superficie e volume, tema principal do
nosso trabalho.

Posteriormente, apresentamos os Teoremas de Pappus para o
calculo da area e do volume, que sao abordados tanto no Ensino Médio
qguanto no Ensino Superior, ondeo estudo fica mais abrangente e complexo,
pois sao aprofundados com o uso de recursos do Célculo Integral. Por isso,
nesta pesquisa, selecionamos aplicacdes possiveis de serem realizadas no
Ensino Médio, com o uso dos conceitos prévios de Matematica que ja
possuem, e com o cuidado de ndo adentrar nas demonstragdes, pois
utilizam recursos abordados no Ensino Superior.

As aplicacbes dos Teoremas de Pappus trabalhadas na pesquisa
foram reunidas em 4 atividades, propostas aos alunos de uma turma com
35 alunos da 32 série do Ensino Médio, com a utlizagdo do
softwareGeoGebra. Estimamos, no inicio da pesquisa, que essas
aplicacoes pudessem dispor umaabertura a um trabalho diferente com os
conceitos e calculos de area e volume no Ensino Médio, de modo que nao
se reduzam somente as férmulas ja utilizadas nas praticas pedagodgicas

correntes.
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Apés a aplicacdo das atividades com os alunos, pudemos confirmar
a nossa estimativa, que foi verificada através da participacao e relato dos
alunos deque as atividades podem se configurar como uma proposta
diferente para o Ensino Médio. De modo geral, podemos dizer que ficou
evidente uma boa receptividade em relacéo a proposta feita ea participagéo
dos alunos nas atividades indicou a aparente compreensao do contetdo de

forma satisfatoria.
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