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RESUMO

Este trabalho foi formulado, visando diminuir as dificuldades apresentadas na aprendizagem
da geometria, e também, proporcionar aos professores da area mais um recurso didatico para
trabalhar este assunto que é de total relevancia no ensino da Matematica. Vivemos em um
mundo real e ndo abstrata. Além de demonstracdes virtuais das figuras planas e espaciais,
podemos muitas vezes, construi-las e torna-las reais manualmente, e assim, colaborar com o
desenvolvimento das habilidades de construgdo dos educandos, além do que a aprendizagem
se torna mais prazerosa e mais pratica. Nosso objetivo geral é reafirmar que a geometria esta
presente em toda parte, que tudo o que nos cerca tem formas geométricas, tanto na natureza
guanto nas coisas produzidas pelo homem no decorrer da evolucdo da espécie humana. E
nosso objetivo especifico tem como estrutura os seguintes pensamentos: facilitar uma maior
compreensdo da geometria plana e espacial para os alunos do Ensino Fundamental e Médio,
através de construcdes geométricas; desenvolver um estudo mais aprofundado sobre esta
tematica, visando colaborar com o trabalho do professor que atua no ensino de geometria;
oferecer um recurso didatico adicional para facilitar a exposicao do contetido de geometria.

Palavras-chave: Geometria. Construcdes Geomeétricas. Ensino de Matematica.



ABSTRACT

This work was formulated aiming to reduce the difficulties presented in the learning of
geometry, and also to provide to the teachers of this field an extra didactic resource to work
on this subject which is of total relevance in the teaching of Mathematics. We live in a real
world, not in a virtual one. In addition to virtual demonstrations of flat and spatial figures, we
can often construct them and make them real by hand, and thus collaborate with the
development of the students' construction skills, and the learning becomes more pleasurable
and more practical. Our general objective is to reaffirm that geometry is present everywhere,
and everything around us has geometric forms, both in nature and in things produced by man
in the course of the evolution of the human species. And our specific objectives are structured
as follows: facilitate a better understanding of flat and spatial geometry for elementary,
middle and high school students through geometric constructions; develop a more detailed
study on this subject, aiming to collaborate with teachers who work in the teaching of
geometry, and offer an additional didactic resource to facilitate the exposure of the geometry
contents.

Keywords: Geometry. Geometric Constructions. Mathematics Teaching.
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1 INTRODUCAO

Desenvolver uma pesquisa relacionada a esse tema, visa elencar elementos para
colaborar com o profissional da area da Matematica, no desenvolvimento de seu trabalho
quando este vai apresentar aos seus alunos a construgdo geométrica de figuras espaciais e
planas em Geometria. Nossa sociedade educacional, atua com base em parametros
curriculares e curriculos que direcionam o ensino de geometria de forma que muitas vezes ndo
permitem que o aluno compreenda de forma significativa o objetivo da aprendizagem destes
conceitos. Vivemos em um mundo em que podemos enxergar a geometria em tudo. Temos
um laboratério natural ao nosso redor. Como ignorar 0s prismas hexagonais construidos pelas
abelhas, os pentdgonos da casca do abacaxi, as flores cujas pétalas formam quadrados,
hexagonos, octdgonos e outros, os troncos cilindricos e conicos? Sem falar das esferas
representadas por laranjas, melancias, uvas, etc.? E das medidas que obedecem a um mesmo
padrdo, que é o nimero de ouro? E os caracdis que possuem medidas relacionadas a
sequéncia de Fibonacci? Sem falar de um gomo de laranja com casca para representar uma
cunha esférica? E as construcbes feitas pelo homem? Tudo tem formas e teve um projeto
plano para obté-las.

A base curricular dificulta a compreensdo dos nossos alunos, quando partimos de
elementos abstratos para o ensino da geometria tendo que tornar concreto conceitos como
ponto, reta e plano sendo que o aluno tem ao seu redor uma infinidade de figuras espaciais,
gue deveriam ser vistas no todo para os elementos menores, ou seja, esmiucar os sélidos a
partir de sua totalidade, para depois destacar entdo os elementos mais especificos. Como a
utilizacdo de construgcdes geométricas pode auxiliar no ensino de geometria plana e espacial?
Quando construimos figuras planas e espaciais saimos de um mundo abstrato e virtual, para
um mundo real e concreto. E através das construcdes que passamos a compreender melhor os
elementos geomeétricos euclidianos, propriedades, medidas, teoremas, superficies e
capacidades. Muitas figuras planas e objetos espaciais quando construidos, tornam reais as
suas propriedades e elementos, permitindo que o sujeito que as constroi, possa explorar todos
0s seus sentidos, pois podera visualizar, manusear e observar estas formas.

Sentimos otimismo quanto ao ensino da Geometria Plana e Espacial, por sabermos
que mais pesquisadores se interessam pelo tema e o resultado € que apds o ano de 2010, de
acordo com o Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacdo Matematica — GREPEM da

Universidade Federal de Juiz de Fora, o qual fez um levantamento sobre as publicacdes de
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trabalhos nesta area, mostrou que é evidente o nimero crescente de pesquisas voltadas para o
ensino da Geometria.

Percebe-se também, que comeca a haver um resgate do desenho geométrico, que
desde 1990 desapareceu das grades curriculares, e inclusive, dos livros didaticos. Pensamos
que seja bom que isso esteja acontecendo, visto que construir figuras planas usando régua e
compasso, ou solidos geométricos partindo de suas planificagGes, significa fazer sentido e a
partir dai o aluno comeca a desenvolver habilidades, compreensdo, raciocinio que facilitam a
resolucéo de problemas.

De acordo com nossa experiéncia profissional, notamos uma grande dificuldade dos
alunos na resolucdo de problemas geométricos. Muitas vezes ndo conseguem imagina-los e
interpreta-los, entdo propomos a estes alunos que facam uma construcdo dos desenhos
geométricos no plano, e a partir dai, os elementos se tornem mais significativos, e os alunos
conseguem resolver o problema proposto com outro olhar, dimensionando a resolugdo para
uma perspectiva em que a abstracdo se materializa de forma a colaborar ainda mais com a
aprendizagem desse aluno.

Notemos entdo a grande importancia do desenho geométrico plano com o uso de
régua, compasso, esquadros e transferidor, pois com isso conseguimos dar sentido as
resolucbes dos problemas. Esses desenhos planos que sdo construidos servirdo como base
para o estudo da Geometria Espacial, sobretudo em relagdo aos sélidos geométricos. A unido
do desenho geométrico plano e os projetos planificados de sélidos geométricos que serdo
dobrados e montados, tem uma expressiva significancia dos conceitos que serdo estudados,
como: superficie total, volume e diagonais dos sélidos.

A presente pesquisa pretende resgatar a importancia do desenho geométrico usando
materiais simples como réguas, transferidores, compassos, softwares como o GeoGebra e as

construcdes dos solidos geométricos para o ensino da geometria no ensino médio.

Olhar, classificar, comparar sdo principios da Matematica. Se alguém estender uma
mao cheia de balas e outra com poucas para que uma crianga escolha, ela reconhece
a diferenca de quantidades e vai optar pela mao cheia. Isso é uma aplicacéo
cotidiana e pratica da Matematica. [D’AMBROSIO, 2002].

As figuras tridimensionais, quando vistas em um plano se tornam muito abstratas, e
qguando construimos, obtemos um maior entendimento, facilitando a visualizacdo e os
resultados obtidos. E por isso que nesse momento 0s materiais concretos sdo indispensaveis.

Em muitos trabalhos de pesquisas, livros didaticos e artigos cientificos, os autores
ressaltam a grande dificuldade de ensinar geometria, que dentre os assuntos abordados da

Matematica, ¢ o mais complicado. Essa dificuldade fica bem clara no artigo de Eduardo
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Pereira de Santana e Eduardo Alves (2008) “A dificuldade de ensinar geometria”, apresentado
a Universidade Estadual Vale do Acarau — SE.

Podemos notar que ha certa rejeicdo por parte de alguns professores para trabalhar
esse assunto e, em nosso ponto de vista, discordamos destas visfes e opinides, pois
encontramos grande facilidade e notamos que a maioria dos alunos compreendem e gostam de
aprendé-la. E para isso que mais uma vez voltamos a afirmar que tais dificuldades s&o
minimizadas quando construimos e tornamos 0s problemas abstratos em situacdes concretas,
palpaveis e reais.

Torna-se evidente e necessaria a intensificacdo das pesquisas e desenvolvimentos de
metodologias alternativas para o ensino da geometria com construgdes de solidos partindo de
um projeto planificado cujas figuras planas foram desenhadas com o uso de régua, compasso,
esquadros e transferidor, e também, o uso de softwares que auxiliam tais constru¢fes, como o
GeoGebra.

Tudo o que olhamos a nossa volta tem formas, medidas e ocupam um espago e a
maioria sdo construidas pelo homem. Entdo, como podemos ignorar a geometria plana e
espacial, sendo que a mesma vem sendo desenvolvida pelo homem ha milhares de anos? E
através da geometria que passamos a compreender muitos assuntos de Matematica. Podemos
dizer que uma das formas de aplicarmos e entendermos a Matematica é através da geometria.
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2 UM POUCO DA HISTORIA DA GEOMETRIA

Apresentaremos um resumo da historia da geometria desde os tempos mais antigos
até os dias atuais. Esse resumo mostra a contribui¢do de povos do mundo todo, sobretudo das
civilizagbes mais antigas que se tem conhecimento. As informag¢fes mais antigas foram
documentadas em papiros, escritas em argilas, em desenhos nas grandes construgdes e estdo
em muitos museus, espalhados em varios paises.

A Geometria vem do grego antigo, onde geo = terra € metron = medicdo e surgiu
com a necessidade do homem em medir, ocupar espago. A geometria era um dos campos da
matematica pré-moderna, sendo que o outro campo era a aritmética, que traz o estudo dos
ndmeros.

E notavel que o ensino da Geometria é um desafio na maioria das escolas, sobretudo
nas escolas publicas. Muitos professores da area ndo detém os conhecimentos geométricos
necessarios para a realizacao das suas praticas pedagogicas.

A Geometria esta quase ausente da sala de aula e ndo recebe a mesma importancia
em relacdo as outras partes da matematica. Podemos notar isso nos livros didaticos, entre
professores, alunos, etc.

As demonstragdes sdo baseadas no raciocinio ldgico dedutivo que prevalecem, isso
ndo quer dizer que ndo seja importante, mas existe uma omissdo dos conceitos basicos e da
pratica geométrica, incluindo suas aplicacdes e construcdes.

Nota-se que em grande parte, 0 ensino da Matematica de um modo geral, ainda busca
sua esséncia nos moldes arcaicos utilizados no passado, baseando-se apenas na resolugédo de
problemas e deixando de lado a exploracdo de desenhos geométricos, construcbes e

representacdes de figuras planas e poliédricas.

A “geometria” dos babildnios e egipcios era essencialmente uma geometria métrica,
isto é, preocupada em calcular comprimentos, areas e volumes. Para isso, eram
utilizadas algumas propriedades geométricas de figuras planas e de solidos
geométricos, sem que saibamos como chegaram a estes resultados. Como ainda hoje
acontece na Matematica escolar, os exemplos de problemas babil6nios e egipcios as
vezes sdo bem artificiais, modelos simplificados de situacdes reais, proposto para
exercitar ou verificar as habilidades de calculo dos escribas. (ROQUE;
CARVALHO, 2012, p. 45)

E simplesmente maravilhoso conhecer um pouco da histéria da matematica,
sobretudo no campo da Geometria. Centenas de constru¢des milenares existem no mundo,
todas com suas peculiaridades e regularidades que até hoje o homem contemporaneo nédo
consegue entender. Sabemos que o0s pesquisadores citariam as pirdmides, que

surpreendentemente, estdo pelo mundo todo, sobretudo as pirdmides egipcias. Se viajarmos
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para o continente asiatico, ndo podemos deixar de citar a Grande Muralha da China
(aproximadamente 20 séculos de constru¢do — 215 a.C. a 1568), além de outros templos, que
séo verdadeiras obras de arte.

Devemos também, citar a india com suas contribuicdes fenomenais nas construcoes
de templos, que marcam a capacidade do homem no decorrer da historia. Pouco sabemos
sobre os Impérios Inca e Maias, mas, 0 que temos, é suficiente para concluirmos que suas
construcdes e templos mostram a beleza e capacidade humana de realizar obras incriveis, com

uma precisdo incontestavel.

“’[...] Os registros primordiais mais antigos da geometria podem ser atribuida a
povos primitivos, que descobriram triangulos obtusos no antigo Vale do Indo (ver
a matematica dos harappeanos), e antiga Babildnia (ver matematica babilénica) em
torno de 3000 a.C.. Geometria primitiva era uma colecdo de principios
empiricamente descobertos em matéria de comprimentos, angulos, areas e volumes,
que foram desenvolvidos para satisfazer alguma necessidade pratica em
agrimensura, construcdo, astronomia e varios oficios. Entre estes estavam alguns
principios surpreendentemente sofisticados, e a um matematico moderno pode ser
dificil derivar alguns deles sem o uso de célculo. Por exemplo, tanto os antigos
egipcios como  0s babildnios estavam cientes de versfes doteorema de
Pitagoras cerca de 1500 anos antes de Pitagoras; egipcios tinha uma férmula correta
para o volume de um tronco de uma pirdmide de base quadrada”. (WIKIPEDIA,
2017)

E perceptivel o grande conhecimento matematico e geométrico em tudo isso. Medir,
construir e repartir sdo necessidades naturais do ser humano, e dai é que surgiram todas essas
maravilhas. Ndo poderiamos deixar de citar as construcfes realizadas pelo homem moderno,
seus arranha céus que desafiam as leis da natureza, e que determinam formas geométricas que
fogem dos padrBes classicos e representam a grande capacidade do homem na cadeia

evolutiva do conhecimento.

Descobertas e criacdes de grandes gedmetras
Segundo informac@es do site Mundo Educacdo, ao longo da histdria da Geometria,
que se constituiu como ciéncia organizada na Grécia Antiga, destacaram-se gedmetras como
Arquimedes, Descartes, Tales de Mileto, Euclides (considerado o pai da Geometria), entre
outros. A esses estudiosos, que formularam axiomas, postulados e teorias, podemos atribuir
descobertas e criagdes como:
= A area sob o arco de uma parabola (Arquimedes);
Arquimedes foi um célebre cientista, matematico e inventor grego que é
muitas vezes lembrado pelo Principio de Arquimedes. E atribuida a
Arquimedes a notavel determinacdo da area de um segmento parabolico.

Provou que a area da figura formada por um arco de parabola e um segmento
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de reta é igual a 4/3 da area de um triangulo cuja base seja 0 mesmo
segmento e cujo terceiro vértice seja a interseccao de uma tangente a parabola

que seja paralela ao segmento dado AC da Figura 1.

Figura 1 — Arco de Parabola e o Tridngulo ABC

= A aproximacdo do valor numérico do nimero Pl (Arquimedes);

Os primeiros indicios escritos sobre o Pl datam de 1900 a.C. Babildnios e
egipcios tinham uma ideia do valor aproximado. Precisamente, os babil6nios
estimaram o Pl em uma relacdo de 25/8, enquanto os egipcios chegaram a um
valor de 256/81.

O matematico grego Arquimedes de Siracusa (287 — 212 a.C.) é considerado
a primeira pessoa a calcular o valor de PI com mais precisdo. Ele partiu da
ideia de encontrar a area de dois poligonos encaixados na circunferéncia, um
inscrito e outro circunscrito. Arquimedes ndo chegou ao valor exato, mas
conseguiu uma Otima aproximacdo. Ele usou poligonos de 96 lados para

encontrar um valor médio de 3,1485.

= O volume de superficies de revolucdo (Arquimedes);
Sobre a esfera e o cilindro é o mais profundo de todos os tratados escritos por
Arquimedes, pois contém, entre outras coisas, uma prova rigorosa de suas
grandes descobertas do Volume e da Area da superficie de uma esfera. No
tratado sobre conoides esferoides, Arquimedes examina sélidos de revolucao
gerados por parabolas, hipérboles e elipses em torno de seus €ixos.

= Sistema de coordenadas: René Descartes (1596 - 1650);

= A unido da geometria com a algebra, o que resultou na geometria analitica
(Descartes);

= O diametro que divide o circulo em duas partes iguais: Tales de Mileto (624-
546 a.C.).
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= Os angulos opostos pelo Vértice sdo iguais (Tales de Mileto);
= Geometria euclidiana: Euclides (aproximadamente século 11l a.C.)

Segundo Larissa Zuniga: “A Geometria € a mais antiga manifestacdo da atividade
matematica conhecida. Ja cerca de 3000 a. C. os antigos Egipcios possuiam os conhecimentos
de Geometria necessarios para reconstituir as marcacdes de terrenos destruidos pelas cheias
do rio Nilo, bem como para construir as célebres piramides”.

Alguns séculos mais tarde, por volta do ano 500 a.C., houve na Grécia um grande
desenvolvimento do interesse pela ciéncia e varios sabios se dedicaram ao estudo da
Geometria. Um dos mais importantes foi Tales de Mileto, que usou propriedades de figuras
geométricas para a determinacdo de distancia sobre a superficie terrestre.

Quase ao mesmo tempo viveu Euclides de Alexandria, o mais célebre dos gedmetras
de todos os tempos. Euclides sintetizou toda a geometria conhecida na sua época no seu
tratado “Elementos”, composto por 13 livros, que ainda hd poucos anos era o principal
instrumento de trabalho dos estudantes de Geometria. Este define termos como: pontos,
linhas, planos, etc, mas nao define outros tais como: comprimento, distancia ou declive que
hoje tanto se usa atualmente nas aulas.

A influéncia desta obra foi tdo grande que durante quase 1500 anos poucos
progressos se fizeram na geometria, a ndo ser a aplicagdo dos conhecimentos existentes ao
tracado de mapas e Astronomia.

S6 cerca do ano de 1600 o matematico francés René Descartes introduziu uma
verdadeira inovacdo na Geometria: descobriu que havia uma relagéo estreita entre as figuras
geométricas e certos calculos numéricos — Geometria Cartesiana — que ¢ algébrica, embora se
conheca por Geometria Analitica. Assim, foi possivel resolver facilmente, através do calculo,
problemas que eram muito dificeis & luz da geometria. E o método inventado por Descartes
que permite, por exemplo, que um computador represente imagens e lhes dé movimento.

Desargues com a sua Geometria Projetiva (perspectiva) e Monge com Geometria
Descritiva apresentam, pela primeira vez em muitos séculos, as primeiras verdadeiras
“alternativas” a Geometria Euclidiana sem que isto signifique, contudo, que os principios
desta tenham sido questionados com as alternativas criadas.

O matematico portugués José Anastacio da Cunha viveu na época do Marqués de
Pombal e notabilizou-se por ter escrito um tratado de Geometria no qual, a exemplo de

Euclides, sintetizou os conhecimentos da época sobre essa ciéncia.
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No fim do século passado, o caminho iniciado por Euclides teve mais um ponto de
viragem. O matematico alemdo David Hilbert escreveu um livio — “Fundamentos de
Geometria” — em que colocou sobre bases rigorosas e modernas a Geometria. A partir do seu
trabalho houve grandes progressos na Geometria e, hoje em dia, usam-se métodos muito
variados para resolver problemas também muito variados e interessantes.

Zuniga ainda destaca algumas conceituagdes sobre Angulos e Figuras: “Tanto entre
0S SUMErios como entre 0s egipcios, 0s campos primitivos tinham forma retangular. Também
os edificios possuiam plantas regulares, o que obrigava os arquitetos a construirem muitos
angulos retos (de 90°). Embora de bagagem intelectual reduzida, aqueles homens ja resolviam
0 problema como um desenhista de hoje. Por meio de duas estacas cravadas na terra
assinalavam um segmento de reta. Em seguida prendiam e esticavam cordas que funcionavam
a maneira de compassos: dois arcos de circunferéncia se cortam e determinam dois pontos
que, unidos, secionam perpendicularmente a outra reta, formando os angulos retos. O
problema mais comum para um construtor € tracar, por um ponto dado, a perpendicular a uma
reta. O processo anterior nao resolve este problema, em que o vértice do angulo reto ja esta
determinado de antemdo. Os antigos gedmetras, o solucionavam por meio de trés cordas,
colocadas de modo a formar os lados de um triangulo-retangulo. Essas cordas tinham
comprimentos equivalentes a 3, 4 e 5 unidades respectivamente. O teorema de Pitdgoras
explica porque em todo tridngulo-retangulo, a soma dos quadrados dos catetos € igual ao
quadrado da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto). E 32+42=52, isto ¢, 9+16=25.

Qualquer trio de numeros, inteiros ou ndo, que respeitem tal relacdo definem tridangulos-
retangulos, que ja na antiguidade foram padronizados na forma de esquadros”.

Zuniga também fala das Novas figuras: “Por volta de 500 a.C., as primeiras
universidades eram fundadas na Grécia. Tales e seu discipulo Pitdgoras coligiram todo o
conhecimento do Egito, da Eturria, da Babilénia, e mesmo da india, para desenvolvé-los e
aplicad-los a matematica, navegacdo e religido. A curiosidade crescia e os livros sobre
Geometria eram muito procurados. Um compasso logo substituiu a corda e a estaca para
tracar circulos, e o novo instrumento foi incorporado ao arsenal dos gebmetras. O
conhecimento do Universo aumentava com rapidez e a escola pitagdrica chegou a afirmar que
a Terra era esférica, e ndo plana. Surgiam novas construcbes geométricas, e suas areas e
perimetros eram agora faceis de calcular. Uma dessas figuras foi chamada poligono, do grego
polygon, que significa "muitos angulos”. Atualmente até rotas de navios e avides sdo tracadas
por intermédio de avancados métodos de Geometria, incorporados ao equipamento de radar e

outros aparelhos. O que ndo é de estranhar desde os tempos da antiga Grécia, a Geometria
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sempre foi uma ciéncia aplicada, ou seja, empregada para resolver problemas préaticos. Dos
problemas que os gregos conseguiram solucionar, dois merecem referéncia: o célculo da
distancia de um objeto a um observador e o calculo da altura de uma construcdo. No primeiro
caso, para calcular, por exemplo, a distancia de um barco até a costa, recorria-se a um curioso
artificio. Dois observadores se postavam de maneira que um deles pudesse ver o barco sob um
angulo de 90° com relacdo a linha da costa e o outro sob um angulo de 45°. Isto feito, a nave e
os dois observadores ficavam exatamente nos vértices de um triangulo isosceles, porque os
dois angulos agudos mediam 45° cada um, e portanto os catetos eram iguais. Bastava medir a
distancia entre os dois observadores para conhecer a distancia do barco até a costa. O calculo
da altura de uma construgdo, de um monumento ou de uma arvore é também muito simples:
crava-se verticalmente uma estaca na terra e espera-se 0 instante em que a extensdo de sua
sombra seja igual a sua altura. O tridngulo formado pela estaca, sua sombra e a linha que une

0s extremos de ambos € isosceles. Basta medir a sombra para conhecer a altura”.
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3 TECNOLOGIA NO ENSINO DA GEOMETRIA

Além das construgdes manuais, podemos pensar em explorar também as
representacdes geométricas através da tecnologia, que € um grande atrativo no ensino
contemporaneo, servindo como ferramenta para atrair a aten¢do dos jovens estudantes.

Dentre estas alternativas tecnoldgicas, temos conhecimento da existéncia de
softwares para computadores e aplicativos para smartphones e tablets. Alguns desses
programas ja estdo instalados nos aparelhos, mas outros, através da internet podem ser
baixados e instalados. Esses recursos permitem a resolucédo de problemas mais complexos de

uma maneira mais rapida e precisa.

Além do Excel é possivel encontrar outros programas interativos, conhecidos como
Softwares Livres, que podem ser acessados pela internet de qualquer computador.
Obté-los é uma questdo de liberdade e ndo de preco. No que se refere a essa
liberdade temos o0s seguintes conceitos: - A liberdade de executar o programa, para
qualquer propésito; - A liberdade de estudar como o programa funciona, e adapta-lo
para as suas necessidades; - A liberdade de redistribuir copias de modo que vocé
possa ajudar ao seu proximo; - A liberdade de aperfeicoar o programa, e liberar os
seus aperfeicoamentos, de modo que toda a comunidade se beneficie. (SILVA,
2016, p. 31)

Uma opcéo que vem sendo muito utilizada como software livre é o GeoGebra, que
também esta disponivel em formato de aplicativo para celulares, e explora uma infinidade de

possibilidades de constru¢cdes Matematicas tanto algébricas, quanto geomeétricas.

O GeoGebra se tornou um lider na area de softwares de matematica dinamica,
apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e
Matematica. Disponibiliza recursos para desenvolver contedos de Geometria,
Algebra e Planilha de Calculo estando interconectadas e sendo totalmente
dindmicas. (SILVA, 2016, p. 34-35)

Dentre estas possiveis construcdes, podemos destacar algumas relacionadas a

geometria:

I- A ferramenta Poligono possibilita construir poligonos a partir de pontos ja
construidos na Janela de Visualizagcdo ou mesmo a partir de pontos criados no momento do

uso da ferramenta (Figura 2).
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Figura 2 — Poligonos

Fonte: O GEOGEBRA. Apostila. Capitulo 5. p. 15. Disponivel em:
http://ogeogebra.com.br/arquivos/05-poligonos.pdf. Acesso em: 15 jul. 2017.

I1- Na simetria de translacdo obtém-se uma imagem da figura original deslocada uma
medida ¢ dada, a qual pode ser representada por um vetor.

Na simetria de reflexdo ha um segmento passando pela figura ou fora dela que atua
como espelho, refletindo a imagem desenhada. Esse segmento recebe o nome de eixo de
simetria.

Na simetria de rotacdo, obtemos a imagem de um objeto por meio de um giro em

torno de um ponto fixo, chamado de centro de rotacgéo.

SIMETRIA DE TRANSLAGAO SIMETRIA DE REFLEXAO
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Figura 3 —TransformacBes Geométricas e Isométricas no Plano

Fonte: O GEOGEBRA. Apostila. Capitulo 6. p. 18-22. Disponivel em: http://ogeogebra.com.br/arquivos/06-
isometriasnoplano.pdf. Acesso em: 15 jul. 2017.



I11- Conicas: Circunferéncia e Elipse. Obtencao de um arco.

Arquivo Editar Exbir Opgdes Femamentas Jansa Ajuda Entrar. Arquivo Editar Exbir Opedes Femamentas Janea Ajuda Entrar
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Entraca. o) Entraca V@

Considere uma elipse e e dois pontos Ae B.
Note que A pertence a curva da elipseee B
nao pertence a curva da elipse e.

@ Digitamos o sequinte comando na Entrada: Arcole, A, B]

e obtemos um arco sobre a elipse e delimitado pelo
angulo de vértice em (0,0) e semirretas por Ae B.

Figura 4 — Circunferéncia, Elipse e Obtencdo de Arco

Fonte: O GEOGEBRA. Apostila. Capitulo 10. p. 36-38. Disponivel em: http://ogeogebra.com.br/arquivos/10-
circuloarcosetor.pdf. Acesso em: 15 jul. 2017.

IVV- Alguns solidos de revolucdo que sdo obtidos apos a rotagdo completa de uma

figura plana, em torno de um eixo que pode ser um de seus lados ou altura (Figura 5).

cilindro

cone tronco de cone

Figura 5 — Cilindro, Cone e Tronco de Cone

Fonte: O GEOGEBRA. Apostila. Capitulo 15. p. 64-65. Disponivel em:
http://ogeogebra.com.br/arquivos/15_3d.pdf. Acesso em: 15 jul. 2017.

Ndo é questdo de saudosismo quando temos que falar de algumas técnicas e
experiéncias desenvolvidas por alguns pesquisadores. Algumas préaticas pedagogicas tém-se
mostradas muito eficazes no que se diz respeito a aprendizagem. Mais uma vez citamos
trabalhos de pesquisas que reforcam essa ideia. Sabemos que muitas pesquisas estdo focadas
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no uso de softwares para auxiliar o trabalho do professor e a melhor compreensdo do aluno.
Para Sardinha, em sua pesquisa sobre O Uso do Geogebra no Ensino de Desenho Geométrico

nos Anos Finais do Ensino Fundamental, diz:

[...] o Geogebra, ndo tem pretensdo nenhuma de substituir por completo o uso das
ferramentas usuais, ou seja, os materiais didaticos manipulaveis, tais como régua e
compasso. Ndo que seja isso seja algo errado ou anti-didatico. Cabe nesta questéo, o
bom senso de cada professor responsavel e o contexto em que a ferramenta grafica
sera aplicada. (SARDINHA, 2014, p. 35).

Ainda podemos citar outros pesquisadores que reforcam essa ideia. Para Lorenzato:

O uso do material didatico manipulavel ainda tem-se mostrado uma eficiente
ferramenta para muitos alunos que, por ndo compreenderem a mensagem visual
expressa pela tela do computador, recorrem ao material didatico disponivel e entdo
prosseguem sem maiores dificuldades com o0 uso do recurso computacional.
Portanto, para muitos alunos, o material didatico ainda desempenha uma importante
funco de pré-requisito para que se dé a aprendizagem por meio do uso de recursos
computacionais. (LORENZATO (org.), 2010).
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4 GEOMETRIA NO CURRICULO DO ENSINO BRASILEIRO

No que se refere a geometria plana, sabemos que Desenho Geométrico permaneceu
oficialmente por 40 anos consecutivos nos curriculos escolares de 1931 a 1971.

Em 1971 os curriculos escolares sofreram grandes mudancgas com a promulgacao da
Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional n® 5692. A partir dai o0 Desenho Geométrico
tornava-se uma disciplina optativa e praticamente foi abolida dos vestibulares da época e da
grade curricular da maioria das escolas. Exemplo disso, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) de Matematica de 1998 ressalta com pouca importancia o uso da régua e do compasso
no ensino da Geometria Plana.

Atualmente é facil observarmos a grande dificuldade dos discentes nos cursos de
Engenharia e Arquitetura, por exemplo, por ndo saberem usar e manusear um compasso e
uma régua em suas construcoes.

Ensinar Geometria utilizando desenhos e construgfes permite que o educando
concretize 0s conhecimentos tedricos, confirmando graficamente as propriedades das figuras
geométricas com o desenho. O educando aprende a linguagem grafica, precisa e concisa. O
desenho geométrico desenvolve capacidades importantes como: organizacdo, autodisciplina
iniciativa, serenidade e capricho, além de estimular a conexdo de neurbnios cerebrais,
desenvolve-se a viséo espacial.

Costa (1981) destaca que:

“[...] a falta da geometria repercute seriamente em todo o estudo das ciéncias exatas,
da arte e da tecnologia. Mas o desenho geométrico foi afetado na sua propria razao
de ser, ja que em si € uma forma gréafica de estudo de geometria e de suas aplicaces.
Muito antes de desaparecer, como matéria obrigatdria no ensino do 1° grau, o
desenho geométrico j& havia sido transformado numa colecdo de receitas
memorizadas, onde muito mal se aproveitava o mérito da pratica no manejo dos
instrumentos do desenho, pois geralmente estes se reduziam a régua e compasso.”
(COSTA, 1981, p.89-90).

Na Geometria Espacial € indispensavel o uso de solidos, de preferéncia os que sdo
construidos pelos préoprios alunos, como: poliedros, piramides, cones, cilindros e outros. O
contato com estes objetos, permite uma maior compreensdo sobre o espaco tridimensional,
capacidades e superficies destes solidos e o estabelecimento de relagbes simples envolvendo
0s elementos componentes.

Tais problemas de Geometria Espacial, somente serdo resolvidos se o0 aluno tiver um
conhecimento em Geometria Plana e suas propriedades. Dai a importancia destas duas

disciplinas andarem juntas.
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Portanto, pensa-se que é de grandiosa importancia que o ensino de Matematica,

resgate o ensino de Geometria de forma mais dindmica e pratica para:

Elevar os conhecimentos a respeito dos objetivos geométricos planos e da esfera;
desenvolver a intuicdo geométrica e seu uso na resolucdo de problemas; aumentar o
raciocinio matematico através do exercicio de inducdo e dedugdo de conceitos
geométricos; visualizar os objetos planos e espaciais; fundamentar e examinar a
evolugdo histérica dos conceitos de geometria espacial; conceituar e definir as
principais no¢bes de geometria espacial (D'AMBRQOSIO, 2009, p. 17).

Assim a Geometria Espacial permite a representacdo e visualizacdo de partes do
mundo real, possibilitando um conhecimento geométrico para a leitura, compreensdo e agdes
a serem tomadas sobre a realidade, tudo isso é importantissimo numa escola e na formacéo

dos discentes, o que reforca Lorenzato (1995):

Sem estudar Geometria as pessoas ndo desenvolvem o pensar geométrico ou o
raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirdo resolver as
situacbes de vida que forem geometrizadas; também ndo poderdo utilizar a
Geometria como fator altamente facilitador para a compreensdo e resolugdo de
questdes de outras areas de conhecimento humano. (LORENZATO, 1995)

Segundo a pesquisadora Lynk dos Santos Cardia (2014):

Em grande parte das instituicGes, o ensino da Geometria parece ficou esquecido das
séries iniciais do Ensino Fundamental e até mesmo na grade curricular do Ensino
Superior. Hoje, na grade curricular da Licenciatura em Matematica, temos poucas
disciplinas associadas ao Ensino de Geometria. Na propria Arquitetura, temos um
nimero infimo de disciplinas voltados para essa area. Podemos citar diversos
fatores, dentre eles: a ma& formacdo de alguns professores (que o Mestrado
Profissional em Ensino de Matemética veio a tentar solucionar grande parte do
problema), o desconhecimento da matéria, a ma organizacdo das estratégias de
ensino e a organizagdo dos contetdos na maioria dos livros didaticos, que deixam
esta matéria reservada para os Ultimos capitulos. O problema é mais frequente nas
séries do Ensino Fundamental, gerando, portanto, uma defasagem no ensino da
Geometria Plana, que aumenta com a entrada dos alunos no Ensino Médio; onde se
inicia o estudo da Geometria em terceira dimensdo, cujo pré-requisito necessario é a
Geometria Plana. Nesta fase o problema torna-se acumulativo. Portanto é necessaria,
a implementacdo de uma metodologia diferenciada de ensino, que possibilite aos
educandos compreenderem as duas geometrias de uma forma natural e instigante,
que estimule a curiosidade e gere a motivacdo para a aprendizagem de novos
contelidos. A concepgdo construtivista deu o suporte teérico para o desenvolvimento
deste trabalho, que tem como principal objetivo o ensino da Geometria Espacial,
propiciando que o educando construa seu proprio conhecimento. Com a cria¢do e
manipulacdo dos objetos em terceira dimensdo os alunos descobriram os conceitos
de forma significativa, respeitando o tempo de aprendizagem de cada um. A
abordagem historica do tema exposto, amplia os horizontes e permite que os leitores
percebam que a Matematica, principalmente a Geometria, ndo foi criada, mas sim
descoberta e decodificada pela sua linguagem e, pelo homem, propiciando a quebra
do mito de que a Matematica € inalcancavel e distante da realidade.

O que nos leva a concluir o qudo importante € a Geometria no Ensino de Matematica
e como é grande a necessidade de resgatar um olhar mais cuidadoso para esta parte, para
colaborar com os estudantes de forma com que consigam ampliar a capacidade de
compreensdo do mundo que os cerca, e principalmente, conseguirem ter uma compreenséo

significativa do contetdo de Geometria ensinado na escola.
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5 A IMPORTANCIA DAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS

O objetivo deste capitulo é destacar a importancia das construcbes geométricas
planas e espaciais no aprendizado dos educandos, sobretudo os que estdo no ensino médio.
Para isso, elencamos vérios trabalhos desenvolvidos nesta vertente, que tomaremos como
referéncia para o desenvolvimento desta pesquisa, onde destacaremos a grande importancia
das construcdes, planas e espaciais, no processo de ensino e de aprendizagem dos estudantes
de Matematica.

De acordo com Nascimento, Rehfeldt e Quartieri (2016) no artigo “A construcéo de
solidos geométricos a partir de materiais alternativos”, conclui-se que “CONSTRUIR” ¢
mais interessante do que simplesmente ler, interpretar e calcular. Os préprios alunos
relataram que as aulas praticas de construcdes sdo muito mais atrativas e o aprendizado é
praticamente certo, uma vez que temos uma aula diferente. Construir algo real e concreto
facilita a compreensdo das propriedades que antes eram muito abstratas. Ndo importa o
material a ser usado, de preferéncia podemos optar por aqueles de menor custo, o que importa
¢ que os alunos adquiram uma maior percepcdo e base para compreenderem melhor a
disciplina. Fica muito claro que através desse artigo e com suas experiéncias praticas em
construces geométricas os alunos saem ganhando e ndo ficam presos a tantas formulas, e
naturalmente conseguem identificar seus elementos e relaciona-los. H4& um verdadeiro
crescimento de ambas as partes, inclusive dos professores. Entdo, vale a pena ensinar esse
conteddo fazendo as construcdes e tornando as aulas mais atraentes e praticas.

Outro trabalho de pesquisa que chamou nossa atengdo foi o artigo cujo tema ¢é “A
Geometria Trabalhada a Partir da Construcéo de Figuras e
Solidos Geométricos” de Altair Baldissera. Segundo Baldissera, o projeto teve a pretensdo de
incentivar o conhecimento e o gosto pela geometria, fazendo com que os alunos se sentissem
envolvidos pelo trabalho e perceberam durante seu desenvolvimento que a atividade com
formas geométricas pode ser agradavel e bem compreendida.

E para colaborar novamente com a nossa pesquisa, outro trabalho de grande
relevancia foi a dissertagdo de mestrado da pesquisadora Lynk dos Santos Cardia (2014), cujo
titulo é: “Uma Abordagem do Ensino de Geometria Espacial: A Otimizagdo de Embalagens
como Contextualizagio do Conceito de Areas de Figuras Planas e Volumes dos Solidos

Geométricos”, neste trabalho ela traz algumas contribuigdes conforme seguem:

A Matematica € uma das principais linguagens utilizada para o crescimento
tecnoldgico e social. O desenvolvimento do trabalho de campo confirmou as
hipoteses deste trabalho: o uso de uma metodologia diferenciada para o ensino,
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propiciou o reconhecimento das embalagens como solidos geométricos e seus
elementos, calculo da area, explorando a Geometria plana, e o célculo de volume,
explorando a Geometria Espacial. A participacdo ativa dos estudantes nas atividades
propostas e a busca pelo conhecimento mostrou para toda a equipe de matematica o
qudo importante é uma atividade como essa. Os resultados sugerem que é possivel o
ensino da Geometria de forma pratica, sem comprometer a qualidade do ensino e
dos conteldos abordados, quebrando um outro paradigma quando tratamos de
projetos, que é a questdo do cumprimento do planejamento. A gama variada de
grupos, fez com que surgissem variados tipos de embalagem, explorando os diversos
tipos de situa¢Oes problema encontrados na manipulacéo e necessidade de resolucéo
desses problemas, para o desenvolvimento do produto que eles proprios tiveram a
ideia da criacdo. Através da analise dos resultados, concluimos que, a metodologia
abordada, para o ensino do tema, gerou o resultado esperado, pois os alunos ficaram
comprometidos com o trabalho e focados nas atividades propostas, ndo havendo
dispersdo. Conseguimos também, uma evolucdo significativa dos rendimentos
qualitativos e quantitativos. A relacdo professor x aluno, também foi um ponto
positivo do projeto. A confianga, a procura do saber, a troca e a admiragcdo mutua,
ficaram evidenciadas durante todo o ano. Nos professores, passamos a entender e
nos aproximar mais do universo dos nossos alunos, que por sua vez, passam a
perceber que podem contar com o professor em qualquer problemética relacionada a
disciplina que possa aparecer. Muitos alunos apresentaram dificuldades em
Geometria, e na maioria dos relatos, esse problema parece ser resultante da auséncia
de visdo geométrica e associacdo do concreto com o abstrato. Portanto, ao
acompanhar esses grupos de alunos na série seguinte, percebesse a facilidade e o
desenvolver dos contedidos de uma forma surpreendente. Os professores, nas escolas
de modo geral, representam figuras de trés dimensdes, em desenhos nos quadros, em
segunda dimensdo, o0 que empobrece 0 aprendizado, uma vez que 0s alunos precisam
desenvolver a visdo espacial, e ndo sejam obrigados a decorar formulas e reproduzir
exercicios modelos. (CARDIA, 2014)

Outra pesquisadora que muito contribui com nossa pesquisa € Mariangela
Assumpcdo de Castro (2013), com sua dissertacdo: “A Construcdo e a Desconstrugdo das
Ideias Geométricas: Intervencdo no Ensino e na Aprendizagem na Perspectiva da
Matemadtica Inclusiva”. Castro deixa muito clara a importancia das construcdes geométricas
planas e espaciais no processo de aprendizagem dos alunos do ensino fundamental e médio,
tornando mais facil a compreensdo e assimilacdo do contetdo. Sem falar na inter-relacdo
entre professor e aluno que tornam cada vez maior a confianca e o respeito entre as partes.
Tudo isso é um ganho enorme para o crescimento de professor e aluno. Entdo, vale a pena
ensinar esse contetdo de Geometria Espacial através de construgdes, partindo de suas formas
planificadas, que sdo projetos que necessitam de desenho geométrico plano.

Chamamos a atencéo para a pesquisa de mestrado de Bruno Augusto Eloi da Costa
sobre a “Constru¢do de Solidos: Uma Aplica¢do de Atividades”, na qual Costa (2013)
destaca que as habilidades dos alunos do segundo ano do ensino médio em manipular e
construir solidos cresceu significativamente, propiciando uma maior compreensao, facilitando
a aprendizagem. Além do mais, ficou claro que o desempenho dos alunos cresceu, quando

comparado com anos anteriores, conforme podemos comprovar em sua pesquisa.
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A pesquisa de José Kilmer Tavares Silva, intitulada: “Um Estudo Complementar dos
Poliedros Voltado para Professores e Alunos do Ensino Basico”, nos traz a clareza de que 0s
livros e apostilas adotados no ensino fundamental e médio séo ineficientes quanto ao assunto
e a abordagem do tema é muito pouco explorada ou muitas vezes nem é citado. Segundo
Tavares, essa parte da geometria espacial € importantissima para o desenvolvimento e
compreensdo do contetdo. De acordo com Tavares 0s conteidos relacionados a geometria
espacial podem ser inseridos com mais profundidade no curriculo do ensino médio e com isso

nossos alunos teriam uma melhor compreensao e visualizacdo das formas geométricas.

Este trabalho aborda alguns tépicos que néo sdo apresentados nos livros adotados no
ensino médio. Isto evidencia a deficiéncia de tais livros, ao tempo que mostra que é
possivel fazer um estudo mais detalhado sobre Poliedros. Na verdade o assunto é
amplo e merece um tratamento mais completo e rigoroso. Uma visdo mais ampla no
estudo dos poliedros certamente iria minorar a ojeriza que os estudantes tém da
Geometria Espacial. A principal motivacdo deste trabalho foi gerar um material mais
amplo, mais rigoroso acerca dos poliedros. Foram definidos e classificados os varios
tipos de poliedros. Uma atencdo especial foi dada aos poliedros convexos.
Demonstramos o Teorema de Euler e a existéncia de apenas cinco tipos de poliedros
de Platdo. Calculamos a area e o volume destes poliedros. A principal concluséo é
que, ndo sO os tdpicos acima, mas todos os contelidos deste trabalho deveriam e
poderiam ser inseridos no curriculo do ensino médio de nossas escolas. Com eles a
compreensdo e a visualizacdo das formas geométricas poderiam ser melhor
entendidas. (SILVA, 2014)

No Encontro Regional de Estudantes de Matematica da Regidao Sul, mais uma vez foi
ressaltado a importancia de trabalhar geometria com construcdes e materiais concretos. O
aluno passa a construir seu préprio conhecimento, tendo sempre o professor como um
mediador dos fatos. As pesquisadoras Mohr e Pacheco (2014) com o artigo “Poliedros Duais

e a Geometria Sendo Ensinada de Forma Construtiva”’, compartilham que:

Diante de estudos percebe-se que o ensino da Matematica, em especial o da
Geometria, tem alto indice de rejei¢do tanto por parte do professor quanto do aluno,
pois muitas vezes por ser trabalhada de forma mecénica, exigindo um grande
empenho do professor para tentar demonstrar a ligagdo dos conceitos com o
cotidiano. Para que o conhecimento do educando seja construido de forma
satisfatoria o professor precisa estar capacitado conseguindo ser o mediador de
informacdes, tendo a fungdo de estimular situacdes que promovam a atualizacdo e a
expansdo das potencialidades intelectuais do aluno, desenvolvendo o espirito critico
e a capacidade de construcdo do conhecimento. Portanto a aprendizagem precisa
acontecer no aluno e ndo para o aluno, pois quando ele interage, participa e traz
consigo tudo o que Vé, vive e ouve, estd construindo o seu conhecimento. Sendo
assim, fica evidente a grande importancia da utilizacdo de materiais concretos na
Educacdo Matematica, pois tal recurso € uma possibilidade de proporcionar ao aluno
uma aprendizagem significativa por constituir-se como um material potencialmente
significativo, de acordo com a definicdo de Moreira (1999). Obtemos como
resultados que o estudo dos poliedros duais pode ser uma alternativa
viavel para a visualizacdo dos esqueletos dos sélidos e suas propriedades
geomeétricas, tornando a Geometria um estudo agradavel. Desse modo, os educando
poderdo ter a possibilidade de perceber que na Matematica, tudo é construido
progressivamente. Para desenvolver uma aula é extremamente necessério um
professor qualificado, pois o sucesso do trabalho esta na confianca, no conhecimento
do educador sobre o potencial dos recursos educativos. Diante destes estudos, temos
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a oportunidades de levantar questionamentos incentivando os educandos a buscarem
através da pesquisa 0 gosto pela Matematica, em especial a Geometria. (MOHR;
PACHECO, 2014)

Baldissera confirma mais uma vez a importancia de trabalhar com materiais
concretos na geometria espacial. De acordo com as suas experiéncias como educador esses
trabalhos praticos deixa a matematica mais atraente, significativa e presente, tornando mais

facil o aprendizado. Eis o seu relato:

Este estudo tem como objetivo principal uma alternativa metodoldgica de ensino.
Assim, a partir desta confeccdo ensinar a geometria espacial aos alunos para que
possam descobrir as formas e as representacfes espaciais, com o intuito de tornar
mais significativa e presente a matematica na sala de aula, valorizando os saberes
prévios dos alunos. Nesse projeto foi observado que os alunos compreenderam com
maior facilidade os contelidos estudados quando utilizado o material concreto que o0s
ajudou a desenvolver ideias sobre as situacGes propostas. Ao manipular esse
material a percepg¢do espacial dos alunos foi ampliada, haja vista que os mesmos
estavam em contato direto com o0s objetos. Notou-se também que os alunos
aprenderam a fazer as construcGes a eles propostas, permitindo assim resolver
problemas utilizando os conceitos mais basicos, evitando, desta forma, decorar as
formulas. (BALDISSERA, 1987)

N&o poderiamos deixar de citar a importancia do Desenho Geomeétrico Plano, com o
uso de régua e compasso. Essa disciplina, mais conhecida como desenho geométrico,
praticamente esta extinta do curriculo das maiorias das escolas, sobretudo da rede pablica. E
lamentavel que essa disciplina deixou de existir, pois auxiliava no aprendizado e fazia com
que o conteudo fizesse sentido para o aluno. Além do mais, construir significa manipular o
concreto. O aluno passa a construir seu proprio conhecimento. A Matematica e a Geometria
ficam mais atrativas e interativas. E muito triste a realidade de termos alunos que nio sabem
usar um compasso, esquadro ou transferidor. A tecnologia também € uma grande parceira e
disponibiliza véarios recursos para trabalharmos as construcbes e demonstrarmos suas
propriedades. Dentre eles podemos citar 0 GeoGebra que tem auxiliado muitos professores a
desempenharem suas atividades com mais eficacia.

Segundo o pesquisador Jailson Pimentel, em sua dissertacdo: “O Ensino de

Geometria por meio de Construgoes Geométricas”, fica evidente em sua concluséo que:

Durante esses 18 anos de trabalho, como professor de Matematica, tive a
oportunidade de ensinar aos alunos do 8° e 9° ano um pouco de construcfes
geométricas com o uso de régua e compasso. Percebi muitas dificuldades no inicio.
No entanto, no decorrer do processo era facil de perceber a satisfacdo dos alunos
diante de atividades diferenciadas e envolventes. Notei grande interesse e bom
desempenho dos alunos, atingindo satisfatério aprendizado em Geometria plana e
espacial, pois construimos poligonos e alguns poliedros como o cubo, o prisma
triangular reto e a piramide de base quadrada, sempre evidenciando as propriedades
geomeétricas aplicadas nas construgdes. (PFIMENTEL, 2013)
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O que nos chama a atencdo € que o interesse em ensinar geometria a partir de
construcdes planas e espaciais vem crescendo. O Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao
Matematica — GREPEM - da Universidade Federal de Juiz de Fora realizou uma pesquisa
documental a partir dos artigos publicados em periddicos da area de Educacdo Matematica no
periodo de 2000 a 2014. Neste trabalho h&d um levantamento de dissertacfes que tem como
tema o estudo da geometria. O resultado foi o seguinte:

Observamos que a maioria dos trabalhos (11 deles) foi publicado depois do ano de
2010, indicando um aumento no interesse pela tematica ensino e aprendizagem da
geometria. Além disso, as categorias conteldos de geometria euclidiana e
geometrias ndo euclidianas sdo as que mais tem artigos (seis cada uma). Os
trabalhos discutem diferentes aspectos relacionados a geometria, como a resolucéo
de problemas, os livros didaticos, as dificuldades dos estudantes, os conteldos
geométricos e diversas geometrias ndo-euclidianas. De certa forma, esse leque de
abordagens evidencia a preocupacdo com 0 ensino e a aprendizagem desses
conceitos e contetdos, principalmente, aqueles referentes a geometria ndo-
euclidiana que comumente ndo sdo abordados em sala de aula. Contudo, ainda
parece haver uma abordagem axiomatica da geometria. Mesmo os trabalhos que
apresentam de maneira pratica esses contetdos, de alguma forma, apoiam-se nos
postulados de Euclides. Por mais que se tente pensar 0s elementos geométricos, isso
S0 acontece pelo viés tedrico, tornando-se dicotdmico, o que também influencia o
processo de ensino e de aprendizagem. Dessa forma, embora ainda existam lacunas
e probleméaticas que precisam ser discutidas e investigadas, consideramos um
avanco, visto que até a década de 1990, os pesquisadores da area relatavam questfes
do abandono do ensino de geometria. (CLEMENTE, 2014)

Fechamos esta secdo percebendo a importancia de ensinarmos construcdes
geométricas aos alunos. Vivemos rodeados de representacfes geométricas, nosso mundo é
espacial, e infelizmente percebemos uma dificuldade imensa por parte dos nossos alunos em
compreender esta parte da Geometria.

O fato do estudo do desenho geométrico ter deixado de ser uma disciplina escolar e
ter sido diluido entre as disciplinas de Matematica e muito suscintamente para a disciplina de
Artes, tira a esséncia que era dar um olhar mais especifico para este segmento. Os professores
de Matematica e Artes podem ensinar muito bem a estrutura das construcées, porém ficara
vaga a questdo do aprofundamento das construgdes geométricas planas e espaciais, 0 que
poderia ajudar o aluno a encontrar de forma mais clara as relagdes geométricas com 0s

calculos matematicos.
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6 CONSTRUCOES GEOMETRICAS PLANAS E ESPACIAIS

Neste capitulo apresentamos algumas construcfes planas e espaciais feitas pelos
alunos com a supervisdo e orientacdo do professor Silvio. Partimos de modelos planos, feitos
com régua e compasso para obtermos os solidos geométricos, depois de feitas as dobraduras e

colagens.

6.1 Algumas Construcdes Elementares com Régua e Compasso

Segundo Eduardo Wagner,

“As construgdes geométricas continuam até hoje a ter grande importancia na
compreensdo da matemdtica elementar. Seus problemas desafiam o raciocinio e
exigem sélido conhecimento dos teoremas de geometria e das propriedades das
figuras e ndo é exagero dizer que ndo ha nada melhor para aprender geometria do
que praticar as constru¢des geométricas”. (WAGNER, 2015).
Para obtermos alguns poligonos regulares, dentre eles o triangulo equilatero, o
pentagono, quadrado, hexagono e decagono, partimos de constru¢des mais simples para que o

aluno adquira seguranca e dominio das ferramentas. Eis algumas construcgdes:

1- Construcao da mediatriz de um segmento de reta AB.

Considere um segmento de reta AB. A reta mediatriz do segmento AB é a reta perpendicular
ao segmento AB gue passa pelo seu ponto médio, que iremos denominar de M.

Com a orientacdo do professor, foram seguidos 0s seguintes passos:

I- Com centros em A e B, tracar dois circulos de mesmo raio, dado que esse raio tenha
comprimento maior que a metade da medida do segmento AB. Os circulos se interceptam em

dois pontos que denominaremos de P e Q.

I1- Com a régua tracar a reta que passa pelos pontos P e Q. Essa reta € a mediatriz do
segmento AB (Figura 6).

E facil justificarmos, basta notar que os pontos P, A, Q e B sdo vértices de um losango, pois
PA = AQ = QB = BP. Assim, sabemos e podemos provar por congruéncia de triangulos que
as diagonais de um losango séo perpendiculares entre si e se interceptam nos seus respectivos

pontos médios.
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Figura 6 — Mediatriz de um Segmento de Reta AB

2- Construcdo de uma reta paralela a uma reta dada que passa por um ponto P exterior.

Considere uma reta r e um ponto P exterior a reta r. Podemos tracar uma reta t, que passa por

P e € paralela a reta r . Para isso devemos seguir 0S passos:

I- Utilizando o compasso centrado em P tracar um arco de circunferéncia que intercepte a reta

r em um ponto que sera denominado de Q.

II- Com centro em Q e raio igual ao do arco anterior, tracar um arco que intercepta r num

ponto que chamaremos de R.

I11- Com centro em R e raio PQ tragar um arco que intercepte o arco de circunferéncia de raio

PQ inicial. Chamaremos de D este ponto.

IV- Tracar a reta t que passa por P e D, ela sera a paralela a reta r (Figura 7).

A justificativa é simples, note que PQ = QR = RD = DP. Assim, PQRD ¢é um losango e PD ¢

paralelo ao segmento QR. Logo, aretat € paralelaaretar.

Figura 7 — Reta t paralelaaretar
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3- Dado um segmento AB, construa o tridngulo equilatero ABC (Figura 8).

E um exercicio simples e de grande importancia. Até entdo, muitos alunos tinham

dificuldades para desenhar um triangulo equilatero. Veja e siga cada passo:
I- tracar um segmento AB, de qualquer medida.

I1- Colocar a ponta seca do compasso em A e abri-lo até B, ou seja, podemos tracar um arco

de circunferéncia de raio AB.

I11- Manter a abertura do compasso, raio AB, colocar a ponta seca do mesmo em B e tracar

um arco de circunferéncia, de modo que intercepte o anterior em C.

IV- E s6 ligar com a régua os segmentos AC e BC e obter o triangulo equilatero ABC. Ver
figura 7.

Figura 8 — Construcao do Triangulo Equilatero ABC

4- Construcgéo de um pentagono regular (Figura 16).
Siga 0s passos:

I- Construa uma circunferéncia de centro O de raio qualquer (Figura 9).

Figura 9 — Construcdo de uma Circunferéncia de Centro O
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II- Trace, agora, dois seguimentos de retas perpendiculares entre si, interceptando-se no
centro O da circunferéncia. Nas intersec¢6es com a circunferéncia, marque os pontos E, Fe G
(Figura 10).

Figura 10 — Circunferéncia com Retas Perpendiculares

I11- Use os conceitos de reta mediatriz e trace a reta mediatriz do segmento OF, passando por
H (Figura 11). e

Figura 11 — Mediatriz do Segmento OF

IV- Com centro em H, descreva uma circunferéncia de raio HE e seja | a interseccdo com

segmento OG (Figura 12).

Figura 12 — Trago da Circunferéncia com Centro em H e Raio HE
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V- O segmento El é o comprimento do lado do pentagono (Figura 13).

Figura 13 — Segmento EI como lado do Pentagono Regular

VI- Coloque a ponta seca do compasso em E e, com abertura El, tragar um arco de
circunferéncia, de forma que o mesmo intercepte a circunferéncia de centro O, no ponto A
(Figura 14).

Figura 14 — Traco da Circunferéncia com Centro em E e Raio El

VII- Mantendo a medida de abertura do compasso El, partindo do A, marque os pontos B, C e

D na circunferéncia de centro em O (Figura 15).

Figura 15 — Divisdo da Circunferéncia de Centro O em Arcos de Comprimento EA
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VI1I- Unindo os pontos D e E, formamos o pentagono ABCDE:

Figura 16 — Pentagono Regular ABCDE

Além do Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo devemos citar o Teorema dos Cossenos
que pode ser aplicado em qualquer triangulo. A demonstracdo é bastante simples e é uma
aplicacdo do proprio Teorema de Pitdgoras nos triangulos ABH e BCH da Figura 17, que
resulta em:

a%> = b? + ¢® — 2bccos(BAC). Dados: AB =c¢, BC=a, AC=b, AH=xeBH =h.

I- ABCH: a2 = h? + (b-x)?, onde CH = b — x

Il - AABH: x* + h? = ¢?

111 — AABH: cos (A) = x/c

De I, Il e 11l, vem: a® = b? + ¢ — 2bccos(A)

Figura 17 — Triangulo ABC

Justificativa:

O

0 =72°

I- A medida do angulo interno do pentagono regular é

I1- Na figura 16 devemos aplicar Pitagoras no tridngulo EOH e calcular EH. Encontramos EH

= @ , considerando que OE=re OH = % :
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I11- Notamos que HE = HIl e Ol = % - % = %(\/3 -1).
IV- Aplicando Pitagoras no triangulo retangulo EOI, encontramos El = %(-2\/5 + 10).

V- Temos que EI = EA = %(-2 J5 + 10), que representa o lado do pentagono regular.

VI- Aplicando o teorema dos cossenos no triangulo AOE, sabendo que AO = OE =,

EA = %(-2 J5 + 10) e que o0 angulo AOE = 72°, obtemos cos 72° = _12\/5 .
VI1I- Agora, vamos justificar que cos 72° = _12‘/5 .

VI1II- Considere na Figura 18 o triangulo isdsceles KOF, em que o angulo KOF = 36°e que o0s
lados KO e FO sdo iguais a r. Logo, podemos notar que os angulos OKF e OFK séo iguais a
72°.

IX- Tragamos a bissetriz interna do angulo OKF, de forma que essa bissetriz intercepte o lado
OF no ponto N. Note que os angulos OKN e FKN s&o iguais a 36°.

X- Observamos que os triangulos OKN e FKN séo isésceles. Dai, temos que ON = NK = KF.
XI- Notamos também que Ol da Figura 15 é a medida do lado de um decagono regular

inscrito numa circunferéncia de raio r de centro O. Aplicando o Teorema dos cossenos no
A . - r
triangulo KOF encontramos a medida de KF, que € igual a > (\/5 -1).

XI11- Notamos que a medida do segmento KF é igual a medida do segmento Ol da Figura 15.
XI1I- Aplicando o Teorema dos cossenos no triangulo KOF, encontramos uma expressao para
0 cosseno de 72°. Assim, (KO)? = (OF)? + (KF)? — 2.(OF).(KF).cos72°. Desenvolvendo 0s

~1++5

calculos com os devidos valores de cada segmento, obtemos cos 72° = YR

KOF =36°

iy
N

Figura 18 — Circunferéncia de Centro O e o Tridngulo Destacado KOF
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Portanto, fica justificado que o segmento El da Figura 15, representa a medida do
lado do pentégono regular.
N&o podemos deixar de citar a medida do segmento Ol da Figura 15 que representa a

medida do lado do decagono inscrito na circunferéncia de centroem O e raio r.

5 — Construcgéo do quadrado inscrito numa circunferéncia de raio r.

Siga 0s passos:

| — Construir uma circunferéncia de centro O e raio r (qualquer medida).

Il — Marcar a diagonal AB que também ¢ didmetro da circunferéncia.

Il — Construir a reta mediatriz do segmento AB. Obviamente essa reta também passaré pelo
centro O da circunferéncia. Faca com que essa reta intercepte a circunferéncia nos pontos P e
Q.

IV — Ligando os pontos P, A, Q e B obtemos o quadrado AQBP.

A

Figura 19 — Quadrado APBQ

Justificativa: o segmento PQ esta contido na reta mediatriz do didametro AB, portanto, PQ ¢
perpendicular a AB, ou seja, a medida do angulo AOQ =90°e AO=0B=0P=0Q=r.

6.2 Alguns Modelos Planificados para a Construgdo dos Solidos Geométricos

Figura 20 — Forma planificada de um tetraedro regular
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P —

Figura 21— Forma planificada de um cubo

Figura 22 — Forma planificada de uma pirdmide quadrangular regular

Figura 23 — Forma planificada de um prisma pentagonal regular

Figura 24 — Forma planificada de um prisma triangular regular



Figura 25 — Forma planificada de um dodecaedro regular

Figura 26 — Forma planificada de um icosaedro regular

O
O

Figura 27 — Forma planificada de um cilindro reto

e\
g g

2mr

Figura 28 — Forma Planificada da Lateral de um Cone Reto a Partir de um Setor

Circular de Raio g e Centro em V
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Figura 29 - Ponto A se Aproximando de B

Figura 30 - Cone Circular Reto

Figura 31 — Forma Planificada de uma Pirdmide Triangular Regular
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Figura 32 — Forma Planificada de um Prisma Hexagonal Regular

Figura 33 — Forma Planificada de uma Pirdmide Hexagonal Regular
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7 ABORDAGEM METODOLOGICA E PEDAGOGICA DAS CONSTRUCOES
GEOMETRICAS COM OS ALUNOS

Depois de verificar a importancia de construcfes planas e espaciais para explicar
geometria, foi feita a experiéncia com os alunos da segunda e terceira séries do ensino médio
dos colégios Cristo Rei e Criativo, ambos de Marilia - SP. Primeiramente propomos aos
alunos a construcao dos poliedros de Platdo com o uso de papel cartéo.

Para obtermos os solidos geométricos, foi decidido que os alunos teriam que fazer os
seus projetos planificados com o uso de régua e compasso. Estas construgdes serviriam para a
fabricacdo dos moldes planificados, que posteriormente, apds serem dobrados, representaram
os principais poliedros feitos pelos alunos.

Os poliedros (poli = varios, edros = faces) sdo solidos limitados por superficies
planas. As superficies do poliedro sdo poligonos planos e denominam-se faces do poliedro.
Os lados das faces chamam-se arestas e os vértices das faces sdo os vértices do poliedro.
Sendo assim, se os poliedros tivessem todas as arestas iguais e faces congruentes entre si,
permitiria uma compreensdo mais detalhada e significativa dos poliedros regulares. Foi nesse
momento que surgiram algumas perguntas: Como construir um quadrado, um tridngulo
equilatero, um pentagono regular com o uso de compasso e régua? E nesse instante que a
mediacdo do professor faz a diferenca e o aprendizado comeca a acontecer de forma
significativa e eficaz. As perguntas seguintes foram: Qual a forma planificada de um tetraedro
regular? De um hexaedro? De um octaedro? Do dodecaedro? E de um icosaedro? Como
colocar no papel o projeto desses poliedros, para depois dobrarmos e obtermos o poliedro?

Tudo isso é extremamente enriquecedor, pois é a partir dai que o aluno comeca a
construir seu préprio conhecimento.

Com isso, depois dos poliedros prontos, foi possivel discutir a Relacdo de Euler
(NUmero de Vertices V + nimero de faces F = numero de arestas A+ 2), a soma S dos angulos
das faces (S = (V — 2).360°) e o conhecimento real e pratico sobre faces, vertices e arestas de
um poliedro.

Com os poliedros regulares construidos pudemos conhecer os Poliedros de Platdo e
fazer a diferenca entre eles. Foi mais um momento de aprendizado, pois a teoria foi colocada
em prética. Pois para ser de Platdo um poliedro tem que:

1° Obedecer a relacédo de Euler;

2° Todas as faces tém que ter o mesmo nimero de arestas;

3° Todos os vértices tém que ter o mesmo numero de arestas.
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A partir dai, chegamos a conclusdo que todo poliedro regular € de Platdo, mas todos
os poliedros de Platdo, ndo necessariamente séo regulares.

Com isso, foi possivel introduzir o contetdo dos principais poliedros convexos que
sdo explorados e existentes no nosso meio, dentre eles 0s prismas e piramides.

Foi feita uma oficina de construcgdes, onde cada grupo de cinco alunos construiu,
com papel cartdo, um prisma triangular regular, quadrangular regular e hexagonal regular.
Mais uma vez veio a importancia do desenho geométrico plano, que foi extremamente usado.
Foi pedido que esses prismas e piramides tivessem uma medida padréo para as arestas da base
e lateral. Assim, com os objetos prontos, foi possivel entender bem melhor a Relagdo de
Euler, o calculo do volume e da &rea da superficie total desses poliedros. Foi possivel notar a
satisfacdo dos alunos em construir e formar o préprio conhecimento. Tudo ficou mais facil.

Com o uso do GeoGebra, foi possivel explicar as sec¢des planas que podiamos fazer
nesses sélidos além dos segmentos como diagonais, apdtemas e altura. Com esse recurso
tecnoldgico ficou mais fécil a visualizacdo dos triangulos retangulos, sec¢des, rotacdes e seus
calculos. Aproveito para destacar a grande ajuda desses recursos tecnoldgicos servem para
complementar e enriquecer o processo de aprendizagem. A maioria deles € de livre acesso e
séo disponibilizados gratuitamente. S&o os famosos Softwares Livres.

Silva explica sobre os Softwares Livres:

“[...] é possivel encontrar outros programas interativos, conhecidos como Softwares
Livres, que podem ser acessados pela internet de qualquer computador. Obté-los é
uma questdo de liberdade e ndo de preco. No que se refere a essa liberdade temos os
seguintes conceitos: - A liberdade de executar o programa, para qualquer proposito;
- A liberdade de estudar como o programa funciona, e adapti-lo para as suas
necessidades; - A liberdade de redistribuir copias de modo que vocé possa ajudar ao
seu proximo; - A liberdade de aperfeicoar o programa, e liberar os seus
aperfeicoamentos, de modo que toda a comunidade se beneficie. (SILVA, 2016).

Ainda referente a construcdo de prismas, foi feito um estudo particular sobre o
Paralelepipedo Reto-Retangulo e do Cubo. Como ja tinhamos construido o cubo,
aproveitamos embalagens no formato de paralelepipedos para explorar seus elementos,
capacidade e superficies.

Os alunos comprovaram que € melhor compreender e ndo simplesmente decorar
formulas.

Construimos também solidos de revolucao, ou sélidos redondos, como cilindro, cone
e esfera. O cilindro e o cone circulares retos foram construidos com papel cartdo e foi um
sucesso. Foi estabelecida uma medida padrdo para o raio da base e para as geratrizes. Partindo
de uma construcgdo plana foi possivel construir as superficies desses dois sélidos. Ficou muito

facil para os alunos entenderem os elementos, areas e volumes. Assim, atraves dos projetos
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planificados ficou constatado que a compreensdo dos célculos das areas dos dois solidos
passou a ter significado para os alunos. Em seguida usamos o GeoGebra, para mostrar a
montagem e destacar os elementos, sobretudo fazer as seccGes meridionais e transversais
desses solidos e os seus devidos calculos.

Para o estudo da esfera (sélido limitado por uma superficie esférica fechada e que
tem todos os seus pontos a mesma distancia de um ponto em seu interior) foi pedido que os
alunos trouxessem qualquer objeto que a representasse, como: bola de sinuca, de gude, de
futebol, além de algumas frutas que foram escolhidas por representarem uma esfera quase
perfeita: uma uva, laranja e melancia. Ficou simples para o aluno entender que a casca da
laranja € um bom exemplo para explicar a superficie esférica, assim como, o couro da bola de
futebol ou a casca da melancia. Aproveitamos para obter e explicar as seccdes feitas em uma
esfera e suas areas. Quando foi retirado um gomo da laranja e um pedaco da melancia, 0s
alunos puderam compreender o que significa uma cunha esférica com facilidade, o que
significa fuso esférico e sua superficie e o volume da cunha. Foi possivel fazer uma relagéo
entre o planeta terra e uma esfera, que permitiu explorar os conceitos estudados em geografia
relacionados ao nosso planeta, tais como: linha do equador, polos, os paralelos de cancer e
capricornio, meridiano, calotas e anéis esféricos. Tao simples e dindmico, que além de
aprender o contetido, os alunos, no final, degustaram as frutas que tinham levado.

Para fechar o trabalho com os alunos, foi pedido para cada grupo resolver cinco
problemas. Esses problemas propostos tém como objetivo relacionar areas, volumes, arestas,
alturas entre sélidos equivalentes (volumes iguais) e inscricdo e circunscricdo de solidos na

esfera.

Problema 1- Séo dados os seguintes solidos: cubo de aresta “a”, um prisma triangular regular
e uma piramide triangular regular de arestas das bases iguais a “a” e alturas, ”h”. Obtenha a
medida h da altura desses dois s6lidos em fungdo da aresta “a” para que os mesmos tenham
volumes iguais ao do cubo.

Resolucdo apresentada:
I) Sabemos que o volume do cubo de aresta a € igual V = a°.

I1) O volume do prisma triangular regular \Vp é dado por, Vp = Area da base (Ab) x altura (h).

a’+3

Notemos que a base do prisma é um triangulo equilatero de lado a. Logo, Ab = 2
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4a /3

De |l e Il temos: xh=za® =h= 3

a3
4
I11) Sabemos que o volume da piramide é %x Ab x h. Entdo, como a base também & um

a’\3
4

i 2 1 .
triangulo equilatero de lado a, temos que §X x H = a3 sendo assim, fazendo as

devidas simplificacGes e operacdes, temos que H = 4a/3

Assim as medidas das alturas sdo, respectivamente, h = 4a;/§ eH=4aJ3

Observacdo: esses calculos foram apresentados pelos alunos e apenas registrados por mim.

Apesar de ser um exercicio simples, o uso dos sélidos geométricos construidos como o cubo,
prisma triangular e pirdmide triangular regular, foi extremamente importante para a resolucéo
do problema. Dos alunos presentes na sala de aula, alguns tiveram dificuldades de
visualizacdo, mas no final, com o auxilio dos solidos, todos conseguiram entender e resolver o

exercicio. Comprovando assim a importancia das representacdes fisicas desses solidos.

Problema 2- Calcule a medida da aresta de um cubo e de um octaedro regular, em funcéo da
aresta “a” de um tetraedro regular, para que os volumes do cubo e do octaedro sejam iguais ao

volume do tetraedro regular (Figura 34).

Figura 34 — Cubo, Octaedro Regular e Tetraedro Regular

Resolucdo apresentada:

I) Primeiramente, temos que achar o volume do tetraedro regular em fungéo de sua aresta a.
O tetraedro regular é uma pirdmide triangular regular que possui todas as arestas congruentes

entre si. Considerando M o ponto médio da aresta BC e H o baricentro do triangulo ABC da
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a\/_ _ a3

base do tetraedro regular, temos: HM = =x —— = —e DM = altura do triangulo

\/'

[Co NN

equilatero BCD, entdo, DM = a

Aplicando o Teorema de Pitégoras no triangulo retangulo DHM, obtemos a medida de DH =

a6

h, que é a medida da altura do tetraedro regular. Sendo assim, temos que h = 3

Sendo o V volume da piramide igual ac x Ab x h, temos que o volume do tetraedro é:

1 a3 a6 aV2
V==x X = .
3 4 3 12

I1) Célculo da aresta b do cubo em funcéo de a.

3 3
b3 = alf —~ b= al*f :>b:a.31/§ —~b=a

de b em funcéo de a.

/648

:b:a.T,queéaresposta

a2

I11) Célculo da aresta ¢ do octaedro regular para que seu volume seja igual a ,que éo

volume do tetraedro regular.
O volume do octaedro regular de aresta c € igual ao volume de duas pirdmides quadrangulares

e regulares que possuem todas as arestas iguais a c, conforme a figura 35.

E
Ir.

D

-

sy B 3
Figura 35 — Pirdmide Quadrangular Regular
(AB=BC=CD=DA=AE=BE=CE=DE=¢)

Da pirdmide acima, considere M o ponto médio da aresta BC e H o centro do quadrado
ABCD da piramide.

c/3

Notemos que HM = E eEM = —
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cv2

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retdngulo EHM, temos que EH = — que é

a altura de uma das piramides quadrangulares do octaedro regular.

Sendo assim, temos:

1, /2| _ a2 V2 a2 32
2 x | =xC°x = . Logo, 3 = o

. Assim, ¢ = a——, que representa a
3 2 12 2

medida da aresta ¢ do octaedro em funcdo da aresta do tetraedro regular, de forma que seus

volumes sejam iguais.

Problema 3- Determine a medida da geratriz g (geratriz é qualquer segmento de linha que
tenha uma extremidade no vértice do cone e a outra na curva que envolve a base deste) de um

cone circular reto de raio da base “a” para que esse cone tenha o mesmo volume do cubo,

também, de aresta “a” Figura 36). Dado que R = a.

d

Figura 36 — Cone Circular Reto e Cubo

Resolucdo apresentada:
I) Temos que o volume do cone é igual ao volume do cubo, e que a medida do raio da base do

cone é igual a medida da aresta a do cubo.

I1) Devemos calcular a medida da altura h do cone em funcdo de a.

Vol. Cone = Vol. Cubo = %xnazx h=a®=h= 3_a.
T

3a NO+ 7%

2
, . a
Sabemos que o cone € reto, entdo, g% = a% + h?, temos: g? = a® + (—J =>g=

7
a9+7°

T

T

Portanto, g =
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Problema 4- Determine a medida do raio da base de um cilindro equilatero em funcéo da
aresta a de um tetraedro regular para que seus volumes sejam equivalentes, ou seja, sejam

iguais (Figura 37).

Figura 37 — Cilindro Equilatero e Tetraedro Regular

Resolucdo apresentada:

1) J& calculamos anteriormente que o volume do tetraedro regular de arestaa é V =

a’y2
12
I1) O cilindro equilatero tem altura (ou geratriz) igual ao diametro do circulo da base.

111) O volume do cilindro é dado por V = Area da base x altura, ou seja,
V=nr’h =V =nr?(2r) = V =2nar’

IV) Dos itens | e 111 e igualando os volumes temos:

Vol. Cilindro = Vol. Tetraedro Regular, ou seja,

,_ a2 o, a2 a2 _a V2
2nr® = = r's = r=3 - r= =, 3/2=
12 24rx 24r 2 3z

J2

Logo, a medida do raio r do cilindro em fungdo de a ér = %. 3 3
T

Problema 5 - Sendo r e R os raios das esferas inscrita e circunscrita num cone equilatero de
raio da base igual a a, calcule r e R em funcédo de a (Figuras 38 e 39).
Resolucdo apresentada:

1) Célculo do raio r da esfera inscrita no cone equilatero de raio da base o (Figura 38).
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Note que: AB = BC = AC = 2a e AE = altura de um tridngulo equilatero de lado 2a,
Logo, AE = (20+/3) + 2 = AE = a+/3.
SeDE=r=AD=a+3 —re que CE = CF = a (segmentos tangentes), aplicando o Teorema

de Pitagoras no triangulo retangulo ADF, temos:
(AD)2 = (AF)?+ (DF)? = (a3 —12=a?+ 2 =T :a—f, provando mais uma vez que DE é

igual a um terco da altura AE do triangulo equilatero ABC, ou que AE € uma mediana
(segmento que liga o vértice ao ponto médio do lado oposto a esse vértice) e D é baricentro
(ponto de encontro das trés medianas) e incentro do triangulo equilatero ABC, pois as

medianas sao também bissetrizes dos angulos dos veértices.

Figura 38 — Esfera Inscrita no Cone Equilatero e a Sec¢do Meridiana

I1) Calculemos agora o raio R da esfera circunscrita ao cone equilatero (Figura 39). Podemos
notar que o tridngulo ABC ¢ equilatero de lado 2a, portanto o ponto D, além de baricentro,

incentro é também circuncentro, pois AE e BF sdo mediatrizes. Entdo, AD = BD =CD =R.

a3 2DE

Se DE :T’ temos que AD =R :T' Entdo, R :éde a+/3.

2ax/§
3

Sendo assim, a medida do raio R da esfera circunscrita no cone equilatero é: R =

sagan

Figura 39 — Esfera Circunscrita ao Cone Equilatero e a Seccdo Meridiana
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Na conclusdo destas atividades notamos que os resultados foram surpreendentes.
Mesmo os alunos que possuiam mais dificuldades, compreenderam perfeitamente o conteudo,
e 0 mais importante, sabiam o que tinham que fazer. A maioria dos alunos resolveram o0s
cinco exercicios e apresentaram os resultados num tempo de aproximadamente de 40 minutos.

Para alunos da segunda série do Ensino Médio, tudo isso foi bastante expressivo, e
tive que registrar a fala de uma aluna, que disse: “Consegui fazer sozinha todos os exercicios
e com muita rapidez. Representar os solidos geométricos com papel cartédo, partindo de um
projeto plano, facilitou demais a visualizacao e percepcéo. Pude aprender com o professor a
fazer os desenhos bésicos, e pude através disso interpretar e resolver 0s exercicios, coisas
que, até entdo, eu nem imaginava como fazia.”

Os recursos tecnologicos, como softwares e as vezes uma simples busca na internet
para localizar algo relacionado ao assunto, permite uma compreensdo ainda melhor por parte
do aluno, uma vez que 0s mesmos, naturalmente estdo envolvidos com um mundo virtual. O
que mais ouvi dos alunos foi: “Valeu a pena desenhar, construir e conhecer alguns softwares

’

tecnoldgicos, enfim, pudemos entender melhor.’

7.1 Depoimentos

Aluno Gustavo: “No comego achei bastante complicado fazer os desenhos no papel, usando
régua e compasso e depois dobra-los para obter as superficies dos sélidos. Mas, em pouco
tempo, passei a tomar gosto e percebi as aulas passavam rapidas demais, pois estava
totalmente interagido com elas. Foi maravilhoso construir, pude perfeitamente compreender
os elementos de um poliedro e tirar as minhas conclusdes. Precisamos de mais aulas desse

tipo. Praticas e eficientes.”

Aluna lIsabela: “Deu trabalho no comego, mas depois compensou, pude compreender tudo.

Valeu pelas aulas.”

Aluna Beatriz: “Agora entendo o porqué das representagoes desses poliedros. Consigo fazer

)

tudo sozinha e entender tudo. Nunca vi algo tdo facil de entender apos as construgoes.’

Aluno Paulo Henrique: “Eu detestava geometria plana, e tinha na minha mente que iria
detestar geometria espacial, pois tudo era visto em desenhos e nunca construi nada. Tomei

gosto e hoje, a matéria que mais gosto é geometria. Passei a entender tudo.”
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Aluna Giulia: “Jamais teria entendido o volume e drea total de prismas e piramides se nao
tivesse construido. Deu um pouco de trabalho, mas, ndo esquecerei o quanto ajudou. Hoje,
percebo a geometria em todos os lugares, sobretudos os poliedros e os solidos circulares.

Vejo e lembro-me do professor. Valeu por fudo.”

Aluno Vitor: “Nunca havia entendido que a lateral do cone era proveniente de um setor
circular. Ficou muito facil entender depois das construcdes.

Pedro disse: temos diariamente em nossas maos esses objetos e nunca parei para pensar
sobre isso. Como ficou simples a compreensdo depois das construgfes e representacgoes.

)

Valeu professor.’

Aluna Aline: “Nunca descasquei uma laranja na minha vida, ndo sabia como descascar. Fiz
isso pela primeira vez aqui na sala de aula e consegui compreender geometria ao mesmo
tempo. O estudo da esfera e suas partes ficou brincadeira. Professor, valeu pelas aulas,

’

foram feras.’
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Desenvolver esta pesquisa foi gratificante, pois foi possivel trazer de volta ao ensino
da Geometria uma alternativa diferente que era desenvolvida até certo tempo atras e que ficou
esquecida pelos autores. Construir com régua e compasso e produzir solidos geométricos,
poliedros e sélidos redondos, tornam as aulas mais atrativas e préaticas no estudo da Geometria
Plana e Espacial. As aulas passam a ser mais interativas e prazerosas e permite uma melhor
relacdo entre os alunos e principalmente entre professor e aluno. Tudo isso € relevante e
significativo no processo de ensino e aprendizagem dos alunos.

O levantamento tedrico permitiu que localizdssemos muitos pontos a respeito das
construcdes geomeétricas e o lugar que elas ocuparam e ocupam no processo de ensino e de
aprendizagem Matematica.

Outros pesquisadores evidenciaram que € muito importante propiciar que 0s
estudantes contemporaneos tenham acesso ao estudo planificado e espacial de poligonos, pois
sem duvida alguma, nossos estudantes estdo rodeados de figuras solidas, e compreender o
mundo que 0s cerca, 0S motiva a interessar-se pelo mundo das ciéncias, sobretudo das
ciéncias exatas.

A trajetdria profissional e os anos cursados de PROFMAT propiciaram para mim
uma vasta experiéncia e conhecimentos valiosos, que enriqueceram muito a proposta didatico-
pedagdgica desenvolvida neste trabalho.

Apds estas aulas diferenciadas, percebemos o quanto foi gratificante poder trabalhar
com os alunos desta forma. Foi possivel observar a satisfacdo do aluno em projetar, construir,
interagir com os colegas em se aproximar da figura do professor, que se torna um parceiro
experiente para o desenvolvimento e execucdo do trabalho. Podemos destacar que, de acordo
com os depoimentos dos alunos, o aprendizado foi significativo e a compreensédo foi evidente.

Concluimos também que cada vez que tentarmos trabalhar matematica de uma forma
menos abstrata, tornando-a mais aplicada e real, mais os alunos aprendem e tomam gosto pelo
estudo, pois 0 que era abstrato passa a tomar forma e fazer sentido. E bastante verdade
também que, ndo podemos desconsiderar que em muitos assuntos da matematica, ndo é
possivel materializar as abstragdes, pois 0 que prevalece € o raciocinio logico para o
desenvolvimento da situacdo problema, o que exige muito mais da capacidade de
desenvolvimento cognitivo do aluno.

Percebemos também que falta nas escolas um laboratério de matematica, ou pelo

menos um espaco mais adequado para facilitar as construgcdes, demonstracao teoremas atraves
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de construcbes geométricas e que tenham as ferramentas basicas para a execucao das tarefas.
Se quisermos melhorar o ensino da matematica, temos que partir de trabalhos praticos. Temos
que investir em tornar a Matematica, uma disciplina prazerosa de se aprender e desenvolver.
O aluno quando faz parte diretamente do processo de ensino aprendizagem, se sente
mais importante e capaz de construir seu proprio conhecimento, pois deixa de ser um simples
receptor de informacdes e passa a ser protagonista do seu conhecimento e aprendizagem. Nao

devemos agir como se os alunos fossem meros depositos:

Em lugar de comunicar-se, o educador faz “comunicados” e depositos que os
educandos, meras incidéncias, recebem paciente-mente, memorizam e repetem. Eis
ai a concepgdo “bancaria” da educagdo, em que a Unica margem de agdo que se
oferece aos educandos é a de receberem os depositos, guarda-los e arquiva-los.
Margem para serem colecionadores ou fichadores das coisas que arquivam. No
fundo, porém, os grandes arquivados sdo 0s homens, nesta (na melhor das hipoteses)
equivocada concepgdo ‘‘bancaria da educag@o. Arquivados, porque, fora da busca,
fora da praxis, os homens ndo podem ser. Educador e educandos se arquivam na
medida em que, nesta distorcida visdo da educagdo, ndo ha criatividade, ndo ha
transformacdo, ndo ha saber. SO existe saber na invencédo, na reinvencdo, na busca
inquieta, impaciente, permanente, que os homens fazem no mundo, com o mundo e
com 0s outros. Busca esperangosa também. (FREIRE, 1987, p. 33)

N&o poderiamos deixar de citar a importancia dos recursos tecnoldgicos que também
contribuem para a melhor visualizacdo e compreensdo dos assuntos estudados. Estes recursos
devem ser cada vez mais inseridos na educacdo, visto que a tecnologia é expansiva, e seria
algo terrivel restringir ou até mesmo proibir o uso da tecnologia na escola, ela é muito
colaborativa quando usada de forma correta, com as devidas orientacBes, foco e
direcionamentos.

Quanto aos exercicios propostos, que foram desafiadores, notamos que 0s alunos
tiveram maiores facilidades em resolvé-los depois de terem construidos os solidos
geométricos e, naturalmente, puderam associar o real com o abstrato através do raciocinio
I6gico e observacdo. O mais importante é que todos compreenderam 0 que estavam
calculando e sentiram-se mais seguros, pois se apropriaram dos conhecimentos de forma
construtiva e significativa.

Enfim, foi uma jornada longa, ardua, trabalhosa, porém muito gratificante. Ver os
alunos se desenvolvendo e apreciando cada dia mais o estudo da Geometria é, sem davidas,
algo muito positivo, mostra que, 0 nosso trabalho esta sendo reconhecido e valorizado. Ficou
claro para mim que vale a pena trabalhar com construcbes e materiais concretos
confeccionados pelos proprios alunos, a geometria torna-se mais simples e representativa. Sei

que influenciei positivamente a trajetdria educacional dos alunos.
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APENDICE

5Ll

Planificacdes: tetraedro, piramide Alguns poliedros montados: cubo,
quadrangular e octaedro regulares piramide quadrangular e prismas

Poliedros construidos, e alguns sélidos Soélidos Geométricos construidos pelos
circulares: cone e cilindro. Alunos fazendo alunos
os calculos
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Prisma triangular regular Exposicao dos poliedros construidos
e paralelepipedo

Forma planificada do Tetraedro Regular Prismas: Triangular e Hexagonal Regulares
e Pirdmide Quadrangular Regular e Pirdmides
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Célculo do Cilindro Inscrito no Prisma Poliedros Construidos: um destaque para
Quadrangular Regular e Calculos Dodecaedro e Icosaedro regulares além de
Prismas e Piramides

Poliedros Regulares Prismas e Piramides
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Poliedros Regulares Poliedros Construidos pelos alunos

Aluno fazendo célculos dos problemas Poliedros construidos por uma aluna:
solicitados Prismas e Piramides
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Piramides: triangular, quadrangular e Alunos resolvendo os problemas solicitados
Hexagonal

Prismas e Piramides Alunos resolvendo os Exercicios
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Poliedros Construidos

A g2l

Principais Piramides Construidas Principais Piramides Construidas



