AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp " 4LI0 DE MESQUITA FILHO"

INSTITUTO DE GEOCIENCIAS E CIENCIAS EXATAS

AVA
/\4

Programa de Pés-Graduacao em
Matematica em Rede Nacional

Modelagem Matemaéatica de recordes
esportivos via ajuste de curvas

Henrique Maluf

A
PROFMAT

RIO CLARO



C\
/

/e

g\

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Campus de Rio Claro

Modelagem Matematica de recordes
esportivos via ajuste de curvas

Henrique Maluf

Dissertacao apresentada como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Mestre em Matematica, junto ao
Programa de Pés-Graduagao — Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional, do Instituto de Geocién-
cias e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual Paulista
“Julio de Mesquita Filho”, Campus de Rio Claro.

Orientador
Prof. Dr. Jamil Viana Pereira

Rio Claro - SP
2018



511.8 Maluf, Henrique
M261m M odelagem matematica de recordes esportivos via gjuste
de curvas/ Henrique Maluf. - Rio Claro, 2018
77f.:il., figs., gréfs., tabs.

Dissertagéo (mestrado) - Universidade Estadua Paulista,
Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas
Orientador: Jamil Viana Pereira

1. Modelos mateméticos. 2. Aplicagdo no ensino basico.
3. Ponto de equilibrio. 4. Minimos quadrados. 5. Método de
Ford-Walford. 6. Ajuste de curvas. I. Titulo.

Ficha Catal ogréfica elaborada pela STATI - Bibliotecada UNESP
Campus de Rio Claro/SP - Adriana Ap. Puerta Buzza/ CRB 8/7987




TERMO DE APROVACAO

Henrique Maluf

MODELAGEM MATEMATICA DE RECORDES ESPORTIVOS VIA AJUSTE
DE CURVAS

Dissertacao APROVADA como requisito parcial para a obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pos-Graduagao — Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional, do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Uni-
versidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, pela seguinte banca
examinadora:

Prof. Dr. Jamil Viana Pereira
Orientador

Prof. Dr. Rodrigo Martins
UEM - Maringa (PR)

Prof®. Dra. Renata Zotin Gomes de Oliveira
IGCE - Unesp/Rio Claro (SP)

Rio Claro, 14 de Agosto de 2018.



Todo meu esfor¢o e dedicacao se deu com apoio de meus pais Walter e Ana, e minha
companheira e confidente, Mariana. Obrigado por estarem em minha vida!



Agradecimentos

Nada seria possivel neste trabalho se nao fosse Deus, que guiou e fortaleceu meus
passos, assim como meus pais que me incentivaram a aprofundar meus estudos. Tao
importante quanto eles meus sinceros agradecimentos a pessoa que esteve ao meu lado
nos momentos mais dificeis dando todo o apoio que precisei, me ajudando quando nao
podia pensar em nada além de estudar, Mariana!

A todos os colegas de estudo do PROFMAT e em especial ao Osoério e Juninho,
parceiros e amigos; Ana, Flavia e Antonio que na reta final viramos um s6 com o mesmo
objetivo: qualificacao, e a Fernanda, minha "monitora" nos momentos de dificuldades,
um agradecimento de coragao.

A CAPES pelo suporte financeiro.

E finalmente aos professores do Departamento de Matematica da Unesp Rio Claro
que, com muito carinho e dedica¢ao, tornaram o PROFMAT uma realidade em minha
vida, me tornando um profissional melhor na busca intensa de transmitir o conhe-
cimento matematico aos meus alunos. Agradeco a Prof®. Dr®. Suzinei Aparecida
Siqueira Marconato que me incentivou ao ingresso no programa e foi marcante em
minha graduacao e especialmente ao Prof. Dr. Jamil Viana Pereira pela paciéncia,
compreensao e orientagao nesse trabalho.



Uma pessoa inteligente resolve um problema, um sabio o previne.
Albert Einstein



Resumo

O objetivo desse trabalho é estudar e apresentar detalhes da teoria de aproximacao
de fungoes e aplica-la a problemas envolvendo pratica esportiva, mais especificamente
a encontrar limitantes e estimativas futuras para certos recordes, trazendo a inter-
disciplinariedade & tona. Dentre os conceitos matematicos necesséarios para este fim,
destacam-se o ajuste de curvas, a teoria de pontos de equilibrio e critérios estabilidade,
o Método dos Minimos Quadrados e o Método de Ford - Walford. Por fim, utilizando
estas ferramentas, poderemos analisar os recordes ja estabelecidos e apresentar algu-
mas estimativas futuras.

Além do estudo teodrico e das aplicagoes pretende-se fazer uma conexao com o
ensino aprendizagem da matematica na educacao bésica, visando melhorar a dinamica
das aulas, podendo inclusive associar conceitos matematicos e praticas esportivas.

Palavras-chave: Modelagem, Ponto de Equilibrio, Minimos Quadrados, Método de
Ford-Walford, Ajuste de Curvas.



Abstract

The aim of this work is to study and present details about the approximation the-
ory and to apply it in some problems involving sports practice, more specifically to
find limitations and future estimates for certain records, bringing interdisciplinarity to
the fore. The mathematical concepts required for this purpose are curve fitting, equi-
librium point theory and stability criteria, Least Squares Method and Ford-Walford
Method. Finally, using these tools, we will be able to analyze the al ready established
records and present some future estimates.

In addition to the theoretical and appplied studies, it is intended to make a con-
nection with the teaching of mathematics in basic education, aiming to improve the
dynamics of classes, and may even associate mathematical concepts and sports practi-
ces.

Keywords: Modeling, Balance Point, Minimum Square, Ford-Walford Methods, Curve
Fitting.
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Introducao

A tarefa de ensinar é uma das mais arduas e cabe ao professor torna-la possivel
e acessivel a todos os envolvidos nesse processo. Fica um pouco mais dificil quando
trata-se da aprendizagem matematica, exigindo que o profissional encarregado desta
area esteja sempre em busca de novas técnicas e novos desafios de como transmitir aos
seus alunos esse conhecimento, sem monotonia e com situagoes que prendam a atencao,
fazendo uma conexao entre a teoria e realidade. Na busca desse caminho, este trabalho
foi realizado através da interdiciplinariedade, aplicando conceitos matemaéticos em re-
cordes dentro da pratica esportiva, mostrando aplicacoes palpaveis aqueles que gostam
de esportes e seus recordes.

Iniciamos nossos estudos com a teoria de aproximacao de funcoes, definindo con-
ceitos basicos de aproximagao, norma e semi-norma e reducao ao ajuste linear, ja
preparando para uma analise de dados que nao sao expressos na forma linear.

Abordamos a evolugao dos recordes mundiais em esportes individuais, na tentativa
de criar modelos de analise prevendo novas quebras de recordes e observando pontos
de estabilidades e equilibrio dos mesmos, utilizando curvas de tendéncias dos dados le-
vantados, com sequéncias de valores crescente, ou decrescente, dependendo do esporte.
Como ha limitagoes do ser humano nao permitindo que a sequéncia tenda a zero (caso
descrescente), ou infinito (caso crescente), acredita-se existir um limitante minimo ou
maximo para os recordes de cada modalidade.

Para fazer o ajustes de curvas, usamos o Método dos Minimos Quadrados, encon-
trando a curva que melhor se ajusta a um conjunto de valores dado. No processo de
modelagem, espera-se que os dados tendam a se estabilizar em um certo valor, que
denominaremos ponto de equilibrio estavel. Obteremos este valor utilizando o Método
de Ford-Walford onde a aproximagao exponencial assintética é a mais adequada no
nosso estudo.

Por fim, apresentaremos algumas aplicacoes e idéias para se trabalhar com mo-
delagem matemética no ensino bésico transformando a aprendizagem em algo mais
dindmico e atraente para os alunos, tentando, através do esporte, mostrar questoes
interessantes envolvendo matemaética.

11



1 Aproximacao de funcao a uma
variavel real

Neste capitulo, veremos os aspectos matematicos bésicos da teoria de aproximagao
de fungoes em espagos vetoriais utilizando o Método dos Minimos Quadrados para
aproximar fungoes em espacos de dimensoes finita e infinita e mostraremos que diver-
sas aproximagoes podem ser reduzidas a um ajuste linear. A teoria aqui presente foi
retirada de [5] e [6].

1.1 Conceitos basicos de aproximacao

Um problema de fundamental importancia na matemaética, é o caso de se aproxi-
mar uma funcao f por outra g de uma classe de fungoes que é relativamente facil de
trabalhar matematicamente (por exemplo: polindémios, fun¢oes racionais ou fungoes
trigonomeétricas), onde cada func¢do em particular é especificada pelos valores numéri-
cos de certos parametros.

Comegaremos o nosso estudo de aproximagao de fungdes com alguns conceitos bé-
sicos.

Vamos tratar do problema de aproximagcao linear, onde uma funcao f sera aproxi-
mada por uma funcgao g, expressa por uma combinagao linear da forma:

g(x) = cogo(x) + c191(x) + ... + cpgn(x) = Zcigi(x)v (1.1)

sendo g;, 0 <17 < n fungoes previamente escolhidas e ¢;, 0 < i < n parametros a deter-
minar. Por exemplo, se g;(x) = z', g estard na classe de fungoes polinomiais de ordem
n, pois o conjunto {1, z, 2%, ..., 2"} ¢ uma base para polindomios de grau < n de ordem n.

A funcao f pode ser dada de diferentes maneiras, como por exemplo f ser conhe-
cida por meio de uma tabela de valores funcionais (z;, f(z;)), 0 < i < m, onde m + 1

abscissas distintas x formam um conjunto de pontos.

Se na determinacao das constantes adota-se o critério

g(x;) = f(zi), 0<i<m

12



Conceitos basicos de aproximagao 13

tem-se o sistema de equagoes lineares:

go(zo)co + qi(xo)er + .+ gu(mo)en = f(xo)
go(ri)co + qilz)a + .. + gu(z)e, = f(z)

w@m)ce - G@m)cs - o+ glam)en = flam).

No sistema anterior, quando temos m = n e func¢oes g; cujas imagens nos pontos
formam um conjunto linearmente independente, haveréd uma tnica solugao. Essa forma
de determinar g é chamada de interpolacao.

Caso aconteca m > n, o sistema possui mais equagoes do que incogintas, sendo
chamado de sobredeterminado. Neste caso, pode ser que as equagoes sejam satisfeitas
apenas aproximadamente.

Segundo [6], a sobredeterminacao ¢ utilizada para dois diferentes tipos de casos:

i) Reduzir o efeito de erros aleatorios nos valores das fungdes,

ii) Dar a curva uma forma regular entre pontos da malha de aproximagcao, como se
pode observar na figura 1.1.

Figura 1.1: Malha com 8(m = 7) pontos (x;, f(x;)) sendo g linear, ou seja, gerada por
n+ 1 = 2 fungoes go = 1, g1 = x.

Um importante método para o tratamento de sistemas de equagoes lineares sobrede-
terminado é o Método dos Minimos Quadrados, o qual estudaremos com mais detalhes
nas segoes seguintes.

Definigao 1.1. Um vetor V' de dimensao n é uma lista ordenada de n escalares em
forma de coluna,
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os escalares vy, vy, ..., v, sao chamados de coordenadas do vetor V', que também pode
ser denotada por V' = (vq, vg, ..., v,). Se todas as coordenadas sdo nulas, tem-se o vetor
nulo indicado por 0 = (0,0, ...,0). Indica-se por R" o seguinte conjunto:

Rn:V:{(Ulav%'“avi> 7U7Z€Ra 1§Z§n}

No espago de fungoes, uma funcao pode ser conhecida por uma tabela de valores
arranjados na forma de um vetor do R™

tab(f) = (f(zo), f(x1), ..., f(zm)).

Existem outras maneiras de representar funcgoes como vetores e uma delas é o
conjunto dos polindémios algébricos de ordem n. Por exemplo, um elemento da forma

p(z) = co+ 1z + ... + cpa”,

determinado por n+1 coeficientes (¢, ¢, ..., ¢,). Também, podem ser vistos como coor-
denadas de um vetor no espago de fungoes de dimensao n+1 dos polinémios de ordem n.

Em um espaco de fungoes, é preciso definir uma métrica capaz de medir comprimen-
tos, distancias, angulos entre outros elementos geométricos. Falaremos sobre norma e
semi-norma que fara esse papel em nosso estudo.

1.2 Norma e semi-norma

Vamos definir norma e semi-norma a seguir, para nos auxiliar na melhor aproxima-
¢ao em casos sobredeterminados.

Definicao 1.2. i) Se u e v sao vetores do R", a distancia euclidiana entre u e v,
d(u,v), é definida por: d(u,v) = [(u; — v1)? + (ug — v2)® + ... + (up — v,)?]2.

i) A norma euclidiana do vetor v, ||v||, é definida por: ||v|| = (v? +v2 + ... +v3)V/2,

Se ||v]| = 1, diz-se que v é um vetor unitario.
O conceito geral de norma de vetores pode ser definido como:

Definigao 1.3. Seja V' um espago vetorial sobre R. Uma norma em V' é uma fungao
que ||.|| : V — R tal que, para quaisquer que sejam z,y € V e para todo escalar
c € R, tem-se:

i) |lz|| > 0; ||z|| = 0, se e somente se, x = 0;
i) [lex]] = lefllx]| e
iii) ||z 4+ y|| < [|z|| + ||yl (desigualdade triangular).

Em particular, no caso do espago de fun¢oes continuas num intervalo [a, b], algumas
normas podem ser definidas como:

Norma Mdzima | flloo = mazo<e<p|f(2)].
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b 1/2
Norma Euclidiana I fll2 = [fa |f(a:)|2dm] :

1/2
Norma Euclidiana Ponderada || f|la.w = [fab |f(x)Pw(z)dx| |

onde a funcao w é denominada funcao peso, continua e estritamente positiva no
intervalo aberto (a,b).

A norma euclidiana e a norma maxima sao casos especiais de uma familia de nor-
mas denominadas (L, — normas) Ly[a,b], definidas como:

b 1/p
Hpr:(/ !f(zv)!”dw> et

A norma euclidiana do vetor tab(f)| = [f(xo), f(x1), ..., f(2,)], numa malha G é
definida por:

m 1/2
[tab(HII = IIf1I = <Z If(xi)l2> :

nao satisfazendo a propriedade || f|| = 0 < f = 0, pois f pode ser nula nos pontos
de G e nao-nula entre os pontos.

Assim, denomina-se a semi-norma de f com respeito ao intervalo [zg,x,], tendo
como notagao a mesma da norma, que serdo |.|| e ||.||l2.c respectivamente para norma
e semi-norma.

A seguir, vamos formalizar um conceito importante para a aplicacao dos minimos
quadrados:

Definicao 1.4. O produto interno de duas fungoes reais e continuas f e g é denotada
por (f,g) e definido pela relagao

f: f(z)g(x)dz (caso continuo)

(f,9) = Zf(xl)g(azz) (caso discreto).

(1.2)

No caso discreto, (f,g) ¢ o mesmo que o produto interno do vetor de tab(f) e tab(g).

Seja U é um espacgo vetorial f e g € U, o produto interno de f e g, denotado por
(f,9), ¢ um funcional que satisfaz as seguintes propriedades:

i) (f.9)=1(9.f),Vf.g € U;

”) (le+02g><v0) =cl(f,cp)—|—02(g,(p),Vcl,02 eRevfagatp € U:
ii) (f, f) > 0,VfeU;
(

w) (f, f) =0 se, e somente se, f =0 (vetor nulo do espa¢o em consideracao).
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Da linearidade, segue-se que

(Z Ci¥j; 90k> = Z c; (95, ¢r) -
=0 j=0

Apos a definicao de produto interno e suas propriedades, podemos, no espaco U,
definir uma norma, seguindo a igualdade,

LFII* = (£, £)

ou seja, a norma ou seminorma pode prover de um produto interno. E chamado de
espago vetorial euclidiano, quando um espacgo vetorial ¢ munido de produto interno.

Definicao 1.5. Dois elementos f e g, em um espago com produto interno, sao ditos
ortogonais se (f,g) = 0. Uma sequéncia finita ou infinita de elementos ¢y, 1, ..., on
forma um sistema ortogonal se

Se, além disso, ||@;]| =1, Vi, entdo a sequéncia é chamada de sistema ortonormal.

Teorema 1.6. O teorema de Pitagoras:

Se, em um espago com produto interno, (f,g) = 0,entao, a norma do produto interno é:

I1f + glli* = ILA1% + Nlgll*.

Demonstragdo. | f +g|* = (f +g.f +9) = (f, /) + (9, )+ (f,9) + (g.9) = lf[*+0+
0+ [lgll* = II/II*+ llgl*- -

Esse teorema pode ser generalizado usando uma prova indutiva:

Teorema 1.7. Se g, ©1, Pa, ..., p, formam um sistema ortogonal, entao

n n
1D cieil® = éllesl*
§=0 j=0

Demonstragao. Utilizando o prova por indugao, temos:

Para n = 2, segue do teorema anterior.

k k
Supondo n = k, a Hipotese de Indugao é Hchgoj = Zc?“gojHQ e vamos mostrar
=0 =0

I

k+1 k+1

que 1Y e;p5l* =Y clleslI*.
j=0 J=0
k+1 k
Temos que chcpj = (chgoj) + (Chy1Ph+1)-

J=0 J=0
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k
Se u = E cjp; € v = (Cr41¥k+1), Observamos que u e v sdo ortogonais, pois ¢; sao
Jj=0
ortogonais.

Dessa forma, pelo Teorema acima

lu+ vl = [lull* + [lv]*

com
k+1 k k
1D il = 11D _eipil® + llewriprsal® =51 Elloil? + cipallppnl?
j=0 j=0 j=0
k+1 k+1
HZ%’%’W = ZC?H%\P-
j=0 j=0
Entao

n

n
1Y espill® =Dl
j=0

J=0

]

Como consequéncia, temos que os elementos num sistema ortogonal sao linearmente
independente.

O teorema a seguir nos da um exemplo importante de um sistema ortogonal.

Teorema 1.8. A sequéncia de funcoes definidas em [0, 7] por p;(x) = cos(jz), j=
0,1,2,...,m é ortogonal com relacao ao produto interno

(f,9) = /07r f(z)g(z)dz, (Caso Continuo,m = c0).

Além disso 1
12 = 5™ para j >0 e loll* = .

E também ortogonal com o produto interno

l¢;

(f,9) = if(mi)g(xi), onde z; = (% ki 1> g (Caso Discreto) .

P m+1
Neste caso,
2 1 : 9
lill? =5 (m+1) para 1<j<m e fgol?=m+1
Demonstracao. A demostra¢ao pode ser vista em [6]. O

Muitos métodos de aproximagao sao baseados no principio de minimizac¢ao da fun-
¢ao erro. No capitulo seguinte veremos como funciona um destes métodos, o chamado
Método dos Minimos Quadrados.



2 Meétodo dos Minimos Quadrados

Nesse capitulo, dando sequéncia ao nosso estudo, a fundamentagao teérica retirada
de [2], [3], [4], [5] e [6], nos traz o método de Minimos Quadrados e seus casos discreto
e continuo através de aproximagoes de funcoes, casos de ajustes nao-lineares e por fim,
alguns exemplos .

2.1 DMotivacao

Iniciaremos o estudo do método dos minimos quadrados através de uma situacao
do nosso cotidiano.

Dada a tabela a baixo:

Temperatura (°C) | Calor especifico
20 0.99907
25 0.99852
30 0.99826
35 0.99818
40 0.99828
45 0.99849
50 0.99878

Tabela 2.1: A tabela relaciona calor especifico da agua e temperatura.

Suponhamos que se queira calcular:
i) o calor especifico da dgua a 32.5°C.
ii) a temperatura para a qual o calor especifico é 0.99837.
A interpolacao nos ajuda a resolver este tipo de problema.
Interpolar uma funcdo f(z) consiste em aproximar essa fun¢ao por uma outra fun-

¢ao g(x), escolhida entre uma classe de fungoes definidas a priori e que satisfaca algumas
propriedades. A funcdo g(z) é entao usada em substitui¢ao a funcao f(z).

A necessidade de se efetuar esta substitui¢ao surge em véarias situagoes, contudo, a
interpolagao nao é aconselhavel quando:

18
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a) é preciso obter um valor aproximado da fungdo em algum ponto fora do intervalo
de tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar;

b) os valores tabelados sao resultados de algum experimento ou de alguma pesquisa,
porque, nestes casos, estes valores poderao conter erros inerentes que, em geral,
nao sao previsiveis.

Surge entao a necessidade de se ajustar a estas fungoes tabeladas uma nova fungao
que seja uma "boa aproximagcao" para os valores tabelados, com certa margem de
seguranca.

Vejamos duas possibilidades para tais aproximacoes.

2.2 Aproximacao de funcoes - Método dos Minimos
Quadrados

2.2.1 Conjunto de dados discreto

O problema do ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos
(1, f(x1)), (z2, f(22)), oy (T, f(Tm)) com z1, Xo, ..., T,,, pertencentes a um intervalo
la, b], consiste em : escolhidas n fungodes g1 (z), g2(2), ..., gn(x), continuas em [a, b], ob-
ter n constantes ay, as, ..., a, tais que a funcao g(x) = a191(z) + azge(z) + ... + angn ()
melhor se aproxime de f(z).

Dizemos que este ¢ um modelo matemético linear porque os coeficientes a determi-
nar, ap, ds, ..., a,, aparecem linearmente, embora as fungoes gi(x), go(z), ..., gn(x) pos-
sam ser fungdes nao lineares de , como por exemplo, g;(z) = €%, go(x) = (1 + x?), etc.

Surge aqui a primeira questao pertinente: como escolher as fungoes continuas
gl('r>7 92(x)7 i} gn(l‘)?

Escolhemos estas fungoes observando o grafico dos pontos tabelados ou baseando-se
em fundamentos teodricos da situacao que nos forneceu a tabela.

Portanto, dada uma tabela de pontos (z1, f(x1)), (x2, f(22)), ..y (Tm, f(zm)), deve-
se em primeiro lugar, colocar estes pontos num grafico cartesiano. O grafico resultante
¢ chamado de diagrama de dispersao. Através deste diagrama pode-se visualizar a
curva que melhor se ajusta aos dados.
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Exemplo 2.1. Seja a tabela:

x (-1.0 -0.7% -06 -0, -03 O 02 04 05 07 1.0
f(x) | 2.05 1.153 045 04 05 0 02 06 0512 1.2 2.05

Tabela 2.2: Dados tabelados.

O diagrama de dispersao ¢ representado na figura abaixo.

f)

Figura 2.1: Diagrama de dispersao 1.

Portanto, é razoavel escolhermos apenas uma fungao g;(x) = x? e procuramos entao
g(z) = ax?® (Neste caso, a equagio geral de uma parabola passando pela origem).

Exemplo 2.2. Se consideramos uma experiéncia onde foram medidos varios valores
de corrente elétrica que passa por uma resisténcia submetida a varias tensoes, colocando
os valores correspondentes de corrente e tensao em um grafico, poderemos ter:

Vg . .

Vo i

Figura 2.2: Diagrama de dispersao 2, (|2],pg 270).

Neste caso, existe uma fundamentacgao teérica relacionando a corrente com a tensao
V = Ri, isto é, V é uma funcao linear de 1.
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Surge agora uma outra pergunta: qual parabola com equacao ax? se ajusta melhor

ao diagrama de dispersao 1 e qual reta melhor se ajusta ao diagrama de dispersao 27

No caso geral, escolhidas as fungoes g;(z), ga(2), ..., gn(x) temos que estabelecer
o conceito de proximidade entre as fungoes g(z) e f(z) para obter as constantes
a1,09, ..., Ap.

Uma ideia ¢ impor que o desvio (f(z;) — g(x;)) seja minimo para i = 1,2,...,m e
isto pode ser feito de varias formas. O desenvolvimento que faremos, tanto no caso
discreto como no caso continuo, é conhecido como Método dos Minimos Quadrados.

2.2.2 Aproximagao de funcoes discretas

Inicialmente, consideramos o caso em que a fungao f(z) é definida em um conjunto
discreto, isto é, conhecemos essa funcao em m pontos, que na maioria dos casos sao
obtidos através de experimentos, conforme a tabela:

X ‘ il ) T

f(x) ‘ flz)  flzz) o flom)

Tabela 2.3: Dados experimentais.

Os pontos de uma tabela podem ser vizualizados graficamente, como por exemplo:

h R
f{x}1 . 80

X X2 3('3 T Xin

Figura 2.3: Comportamento de dados experimentais, (|3],pg 158.)

Observando a disposigao dos pontos (z;, f(z;)), ¢ = 1,2,...,m na figura, vemos que
g(x) pode-se obter uma aproximagao razoavel de uma reta, isto é, um polinomio de
grau 1:

9(x) = a1g1(z) + azge(x) = a1z + az
com ¢;(z) = x e go(x) = 1. Assim, escolhemos uma familia de fungdes as quais depen-
dem dos parametros a; e as.
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Temos entao que determinar os parametros a; e as de modo que a funcao g(x)
melhor se ajuste aos dados da tabela. Para falar em melhor ajuste, temos de ter um
critério para a escolha dos parametros a; e as, isto é, ter uma medida para o erro
cometido nesta aproximacao.

Definimos e(x;) = f(x;) — g(x;) como o erro ou desvio cometido numa aproximagao
de uma fungao f(z) por uma fungdo g(x), nos pontos z;, i = 1,2, ..., m.

Desta forma, desejamos determinar uma fungao g(z) de modo que nos pontos x;,
1 =1,2,...,m os desvios sejam minimos. Neste caso, desejamos também que a soma
m

dos erros seja minima, isto é, que Ze(xi) seja minima. Entretanto, este fato nao
i=1

garante que g(x) seja uma boa aproximagao para a funcao f(x), pois erros positivos e

negativos podem se cancelar, dependendo da situagao. Uma maneira de contornar esse

problema, consiste em considerar uma medida para o erro, da seguinte forma:

m m

Z(e(%’»Q = Z(f(xz) — g(x:)*.

i=1 =1

Assim, desejamos encontrar uma fungao g(z) = a1z + as que melhor se aproxime
m

da fungao f(z), de forma que E(ay,as) = Z(e(xi))2 seja minimo, como ilustrado na
i=1

figura (2.3).
Do célculo diferencial, se uma fun¢do F(ay, az) possui um ponto de minimo, entao

suas derivadas parciais devem ser nulas (ndo é condigao suficiente), isto é,

OF
8@1 N

OE

— =0.
(9a2

e

Derivando E(ay,as) com relagao a variavel "a,", temos:

m

= Z Q(Cll(%)g +agx; — xi f(x;)) = Z 2(a1($i)2 + asx;) — Z 2(wi f (1)) =

=1 =1

.
Il

1
=2 [alzm:x? +a2§:xi] -2 [ixzf(:vz)] = 0.
i=1 i=1 i=1

Assim, temos:
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Derivando E(aq,as) com relagdo a variavel ag, temos:

i=1

Assim, temos:

i) (Z $Z> a; + may = Zf(%)

Portanto, os parametros a; e ay que minimizam o erro E(aq,as) necessariamente
satisfazem o seguinte sistema de equagoes lineares:

(Z x?) a + <Z 951) az = szf(l"z)
(Z wz> a1 + mas = Z f(a;).

=1

O sistema de equacoes obtido é chamado sistema de equagdes normais, o qual pode
ser resolvido por qualquer método.

Logo, temos que a solugao do sistema de equagoes normais nos parametros a; e as,
sao candidatos a minimizar a soma dos quadrados dos erros.

Exemplo 2.3. Seja f(x) como na tabela:

z |0 |1]2]3]4
f(z:) |08 ]-3]-5]-11]-16

Tabela 2.4: Dados tabelados.

Observando o grafico, vemos que os dados possuem o comportamento linear, ou
seja, o grafico se aproxima de uma reta. Vamos agora, utilizar o método dos minimos
quadrados para determinar a reta g(x) = a;x + ay que melhor se ajusta aos dados.
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-10

-12

-14

-16

-18

Figura 2.4: Pontos da tabela.

5 5
PIEAD DL
k=1 k=1

5
k=1

-

> flwi)a
k=1
> fla)

0] 08 |0 0

1 -3 1 -3

2 -9 4 -10

3| -11 9 -33

4 | -16 |16 -64
Y[ 10| -342 |30 -110

4,5

Tabela 2.5: Calculos auxiliares.

Assim, temos o seguinte sistema de equagoes lineares:
30 10| |a1| | —110
10 51 |ag| |—34.2

30@1 + 10@2 = —110 :>L2.(—3) 30@1 + 10(12 = —110
10a; + bay = —34,2 —30a; — 15a, = 102,6

—95ay = —7,4 = ay = %54 = ay = 1,48.
Logo:
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10a; +5.(1,48) = —34,2 = 10a; = —34,2 — 7,4 = 10a; = —41,6

a; = —4, 16.

Portanto, g(x) = —4, 16z + 1, 48.

-10 4

-15 4

-20.

-25

y=-4,16x + 1,48

Figura 2.5: Aproximagao linear.

Vamos agora calcular o erro:

() = (f(0)—g(0)?> =  (0,8—1,48)> = 0,4624
e(z2)” = (f(1)—g(1)? = [(-3)—(-2,68)> = 0,1024
le(z3)]” = (f(2)—g(2)* = [(-5)—(=6,84)]*> = 3,3856
() = (f(3)—g(3)* = [(-11)—(=11)]> = 0,0000
e(zs)]” = (f(4)—g(4))* = [(—16) —(—15,16)]> = 0,7056

5
Portanto, Z e(z;)*=4,656 e qualquer outra reta possui a soma dos quadrados dos

i=1

erros superior a este valor obtido.

Dependendo dos dados levantados para o problema, a melhor aproximacao de f(x)
podera ser um polinémio do segundo grau, isto é, uma parabola:

9(x) = a191(x) + azg2(v) + asgs(z) = a17* + agx + as

com 91(37) = $'2, 92('%') =, 93(33) =1

Generalizando este procedimento, escrevemos ¢g(x) como uma combinagao linear de
fungoes como segue:

9(z) = a191(x) + azg2(x) + ... + angn(),
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com g;(z) sendo fungoes escolhidas.

Procedendo de maneira analoga ao caso do ajuste de uma reta (linear), podemos
m

. A~ . 2 . .
determinar os parametros a;, ¢ = 1,2, ..., n de forma que o erro E le(x;)]” seja minimo.
i=1

Assim, temos:

% =0 & (Z gl(xz)gl(xz)> a1 +
i=1

L0 & (Z gl<$i>g2($i)> a + (Z gz(a:i)gg(xi)> as + ..+
+ (Z 9n<wi>92<xz->) 0 =Y fledor)

=0 & (Z gl(xz‘)gn(fi)> ar + (Z gz(xi)gn(xi)> ay + ..+
> an = Z f(x2)9n<xz)

+ (Z gn(xi)gn(xi)

=1

Portanto, para determinar os parametros a;, © = 1,2, ..., n, devemos resolver o se-
guinte sistema de equagoes lineares:

I
NE

Zgl(xi)gl(:vi) a4+ [ Y gn(@i)g (@) | an f(@i)gi(x:)

i=1 i=1

f(xi)ga(z:)

[
NE

Zgl(%’)gz(iﬂi) a + ...+ Zgn(ivi)gz(ffz‘) an

=1 i=1

(Z gl(Ii)gn(fEi)) ap + ... + (Z gn(xz')gn(l"z‘)> (n, = Z J(@:) gn ().

i=1
Utilizando a notagao ja vista em (1.2), temos:

(91,91) (91,92) - (91,9m) ai (91, f)
(92,91)  (92,92) - (92,9m) | | @2 (92, f)

(gm.,gl) (9m>92) -+ (Gm> Gm) a;n (gm‘,f)
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O sistema de equagoes lineares obtidos é denominado sistema de equagoes normais,
o qual pode ser resolvido por qualquer método.

Resolvido este sistema, determinamos os parametros a;, + = 1,2, ...,n e consequen-
temente a fungao g(x) = a191(z) +asga(x) + ... + angn(z) que melhor se ajusta a funcao
f(z) nos pontos x1, z3, ..., Ty, n0 sentido dos minimos quadrados.

Vejamos a aplicacao no exemplo abaixo:

Exemplo 2.4. (exemplo retirado de [4]).
Considere uma func¢ao f(z) definida conforme a tabela:

x | 0,78 ] 1,56 | 2,34 | 3,12 | 381
f(x) [ 2,50 [ 1,20 | 1,12 | 2,25 | 4,28

Tabela 2.6: Organizagao dos dados.

Utilizando o método de aproximacao linear com os dados tabelados temos:

4.5

35

25

L

1.5

y=0,5878x+0,9051
Q5

Figura 2.6: Aproximagao linear y = 0, 5878z + 0,9051.

Logo, vemos que essa nao é uma aproximagao adequada (linear) para esses dados
coletados.

Assim, tomamos g(z) = a12% + asx + as, isto &, gi(z) = 2%, go(x) = 7, g3(x) = 1,
e determinamos os parametros aj, as e az de modo que g(z) se ajuste aos dados da
tabela no usando dos minimos quadrados.
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X x? x3 xt flx) | xaf(xi) | 22 f(xy)
0,78 | 0,608 | 0,475 0,370 2,50 1,950 1,520
1,56 | 2,434 | 3,796 5,922 1,20 1,872 2,921
2,34 | 5476 | 12,813 | 29,982 1,12 2,621 6,133
3,12 | 9,734 | 30,371 | 94,759 | 2,25 7,020 | 21,902
3,81 | 14,516 | 55,306 | 210,717 | 4,28 | 16,307 | 62,128
| 11,61 | 32,768 | 102,761 | 341,750 | 11,350 | 29,770 | 94,604
Tabela 2.7: Calculos auxiliares.
r 5 5 5 007 5 7
DB EDDE DL > f(@)
k=1 k=1 k=1 k=1
5 5 5 a, 5
Sat Yot You| o] = [ stem
k=1 k=1 k=1 as k=1
5 5 5
St Ya o)
k=1 k=1 i L k=1 i
Assim, temos o seguinte sistema de equacoes lineares:
341,750 102,761 32,768| |ay 94,604
102,761 32,768 11,61 as| = (29,770
32,768 11,61 5 as 11,350
341,75a; + 102,761lay + 32,768a3 = 94,604
102,761ay + 32,768a2 + 11,6las = 29,770
32,768a; + 11,6lay + Sas = 11,350
Resolvendo esse sistema, encontramos a solugao aproximada:
a; = 1,0023, as = —4,0143 e a3 = 5,0221.
Portanto, g(x) = 1,0023z% — 4, 0143z + 5, 0221.
Calculando o erro, temos:
[e(xl)]2 = (f(0,78) — ¢(0,78))? [(2,50) — (2,501)]> = 0,000
le(z2)]” = (f(1,56) — g(1,56))> = [(1,20) = (1,199)]* = 0,000
le(za)]” = (f(2,34) —g(2,34) = [(1,12) — (1,117)* = 0,000
[e(x4)]2 = (f(3,12) — g(3,12))* = [(2,25) — (2,254)]*> = 0,000
le(zs)]” = (f(3,81) —g(3,81))> = [(4,28) — (4,277)]* = 0,003.

(2.1)
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4.5
35
2.5 *

15

¥ = 1,002 - 4,0143x + 5,0221
05

Figura 2.7: Aproximagao polinomial.

5
Portanto, Z [e(a:i)]2:0, 003 e qualquer outra parabola possui a soma dos quadrados

i=1

dos erros superior a este valor obtido.

Vamos analisar agora, o caso de aproximacao de uma fun¢ao num intervalo [a, b]
por m conbinacoes de funcoes.

2.2.3 Conjunto de dados continuo

No caso continuo, o problema de ajuste de curvas consiste em: dada uma fun-
¢ao f(x) continua num intervalo [a,b] e escolhidas as fungdes g¢i(x), g2(), ..., gn(x)
todas continuas em [a, b], determinar n constantes aq, as, ..., a,, de modo que a fungao
g9(x) = a191(z) + asga(x) + ... + angn(z) se aproxime de f(x) no intervalo [a, b].

Supondo, por exemplo, que se quer obter entre todas as retas aquela que tenha
uma melhor aproximagao de f(x) = 23, num intervalo [a,b] teremos, neste caso,
g1 = 1 e go = x. Assim, é preciso encontrar coeficientes a; e ay tais que a fungao
g(x) = a191(z) + azg2(x) se aproxime da melhor maneira possivel de f(x).

Temos entao o questionamento: o que significa aproximar a funcao?

Uma idéia é escolher a func¢ao g(x) de tal forma que o médulo da &rea sob a curva
g(x) — f(z) seja minima.

Entao, para esse tipo de aproximacao, temos o caso continuo, ou seja, a aproxima-
¢ao de fungoes continuas.

2.2.4 Aproximacao de funcoes continuas

Podemos usar o Método dos Minimos Quadrados para aproximar uma fungao f(x)
continua num intervalo [a,b], por combinagdes de fungdes do tipo g(z) = a191(x) +
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asge(z) + ... + angn(x), onde g1 (x), g2(), ..., go(x) s@o fungdes continuas nesse intervalo
[a, b].

Assim, temos que determinar g(x) que melhor se aproxime da funcao f(z), isto
é, que a area entre as curvas de f(x) e g(z) seja a menor possivel, dando a ideia de
proximidade de duas fungoes, da maneira que:

E(ay,as,...,a,) = / (f(2) — a1g1(z) + ... + angn(x))*dx.

Portanto, o problema dos minimos quadrados é minimizar F(ay, as, ..., a,), ou seja,
minimizar fab(f(x) — a191(7) + asga(x) + ... + angn(x))?dx, sendo assim, procuramos o
ponto de minimo tomando:

9E OE OE

— =—=...=— =0,
da;  Oas da,,
ou seja,

gfi = —Q/a (f(x)g(x) — kz:;akgk(x)gi(q;))dm =0, 1<i<n.

Denotando o produto escalar de fungoes por (f,g) = f;f(a:)g(x)dx e usando a
notagao (1.2), temos o seguinte sistema de equagoes normais:

(91,91) (91,92) - (91,90) | |@a (91, f)
(92,:91) (92,92) (g2>gn) (1:2 _ <92:f) (2‘2>
(9> 91) (Gny92) - (Gnr9n)| |a@n (9m> f)

Se o determinante da matriz do sistema de equagoes normais for diferente de zero,
entdo a solucdo é unica, existindo uma tnica g(x) que melhor se ajusta a funcao f(z).
Desta forma, a solucao aq, as, ..., a, obtida na resolucao do sistema fornece a melhor
g9(x) = a1g1(z) + azg2(x) + ... + angn () que se aproxima da funcdo f(z).

Observagao: No sistema (2.2), se tomarmos g1, g, ..., g, ortogonais entre, temos:

(f(z) = g(x),9;) = 0,Vj.
De fato,

n n

(f=9.9) = (f =D _aigig;) = (fr95) = > ailgi, g;) =

i=1 =1

=(f,9j) —a; =a; —a; = 0.
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2.3 Regressao (ajuste) nao linear nos parametros

Muitas vezes utilizamos outras familias de fun¢des para representar adequadamente
os dados experimentais. Nessa secao, veremos o ajuste hiperboélico e o ajuste exponen-
cial, considerado fundamental para darmos continuidade aos nossos estudos. Para as
aplicacoes em nossos modelos no capitulo dos recordes, utilizaremos o ajuste exponecial
assintotico.

a) Ajuste hiperbdlico

Considere os dados obtidos experimentalmente x4, xs, ..., Z,,, aplicados a uma fun-
¢ao f(x), conforme a figura abaixo:

fla)

Figura 2.8: Ajuste hiperbolico ([3],pg 171).

Observando a figura, a representacao dos dados possui um comportamento do tipo:

1
9(x) = amx + ay

Desejamos determinar os parametros a; e ay de modo que E(aj,as) = E e(z;)?

seja minimo, isto é, minimizar
m

D (fla) = glz)*.

i=1
Como a fungao g(x) nao é linear nos parametros a; e as, o sistema obtido por:

0B _, . OE _

o0, ° day

0,

é um sistema de equacoes nao lineares, o qual pode ser resolvido usando o método de
Newton. Entretanto, o método dos minimos quadrados, pode ser usado fazendo-se uma
transformacao adequada de modo a obter uma combinacao linear nos parametros.

1
Se a fungdo g(r) = ———— aproxima a fungdo f(z) dada inicialmente, considera-
a1 + as
mos a fungao h(z) = ﬂ = a1 + ap que também se aproxima a funcao e assim
g(x

1
/()
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aplicamos o Método dos Minimos Quadrados.

1
Se g(z) aproxima-se de f(x), também se aproxima de . Temos assim uma
g(x) f(z)
tabela da seguinte forma:
Ty T2 T
1 1 1

f(xl) () f(xm)

1 1
Tabela 2.8: Aproximacao de — e

g(z) ~ flz)

Agora, temos que aproximar a funcgao

! ta h(z) = ayz+ as conf
por uma reta Ir) = a1x a9 conrorme
f(z)

o sistema de equagoes normais:

e = T
bomle) = Y

(Z ?)a
(Z fﬂi)&l

Os parametros obtidos na resolucao do sistema de equacoes normais resolvem o

problema, minimizando
m

> — )

i=1

e fornecem uma solucao aproximada para o problema inicial proposto.

b) Ajuste Exponencial

Se temos dados experimentais x1, s, ..., T, aplicados a uma fungao f(z), conforme
a figura:

Figura 2.9: Ajuste Exponencial.
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A qual sugere que devemos aproximar a fungao observada por uma fungao g(x) da
forma g(z) = a(b)® com pardmetros a e b positivos.

m
. . 2 . . . .
Desejamos determinar a e b de forma que E(a,b) = E le(z;)]” seja minimo, isto &,
. . . i:1
minimizar
m

Z(f(xz) — g(x:))*,

i=1
O método dos minimos quadrados desenvolvido anteriormente pode ser usado fa-
zendo a seguinte transformagao:

h(z) =In(g(x)) = In(a(b®)) = In(a) + zin(b).

Definindo-se:
a; =In(a) — e =a

as = In(b) — e =,
temos que h(x) é uma combinagdo linear das fungoes gi(z) = z e go(z) = 1, isto é,

h(z) = a191(x) + azga(z).

Entao, se g(z) se aproxima de f(z), a fungdo h(z) aproxima-se de In(f(x)). Assim,
construindo uma tabela da forma:

T ) Tn

In(f(21)) | In(f(22)) | - | In(f(2n))

Tabela 2.9: h(z) se aproxima de In(f(z)).

Usando Minimos Quadrados, obtemos h(z) que se aproxima de In(f(x)).

Logo, temos o seguinte sistema de equagoes normais:

m

+ O ey = Zln(f(l'i))fﬁi

(Zfﬂf)al :
(Z%’)al +  mlax) = Zln(f(xz‘))-

Os parametros a; e as obtidos na resolugao do sistema linear de equagoes resolvem

o problema, minimizando:
m

S (n () — i),

i=1

nos fornecendo uma solugao aproximada do problema original.
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Exemplo 2.5. (Retirado de [3]).
Considere uma fungao tabelada nos pontos como segue:

Z; -1 1-091]-08] 0 1 2
f(z;) | 6,01 |539 | 48 | 2,01 0,650,221

Tabela 2.10: Dados experimentais.

Determine uma fungao g(z) que melhor se ajuste aos dados da tabela de f(x) e
6

calcule Z le(z;)])” .
i=1
Para determinar a funcao que se ajusta aos dados da tabela, vamos exibir os pontos
dados num grafico, conforme a figura abaixo. Assim, analisamos que g(x) possui um
comportamento exponencial da forma g(z) = a(b”) com 0 < b < 1.

Figura 2.10: Comportamento exponencial.

Desta forma, calculamos a funcao linearizada In(f(x)) :
In(£(6,01)) = 1,7934
In(f(5,39)) = 1,6845
In(f(4,80)) = 1,5686
In(£(2,01)) = 0,6981

In(f(0,65)) = —0,4307
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In(f(0,21)) = —1, 5606.

Assim:

1
1,79

-0,9
1,68

-0,8 1 O 1 2
1,57 | 0,70 | -0,43 | -1,56

n(f (@)

Tabela 2.11: Tabela que representa a linearizacao.

Vamos fazer o chamado "teste do alinhamento" para verificar que de fato os pon-

tos (x;, In(f(x;)), com i =1,2,3,...,m possuem um comportamento linear, conforme a
figura abaixo:

0.5

1

-1,5

-2

Figura 2.11: Teste de alinhamento.

Portanto, podemos escrever o sistema de equac¢oes normais como segue:

Zm( Fla)x;

K 23
(sz’>a1 + 6(az) = Zln(f(:cz))

zi | x| In(f(x)) | ziln(f(2))
11 1,79 “1,790
09081 1,68 1,512
08064 1,57 1,256
0 0,70 0,000
1 20,43 20,430
1 1,56 _3,120
S 103|745 3,75 8,108

Tabela 2.12: Calculos auxiliares.
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Logo, substituindo estes valores obtidos, no sistema linear:

7.45.(a;) + 0,3.(as) = —8,108
0,3.(ay) + 6.(a2) = 3,75.

Entao, temos o seguinte sistema de equagoes normais:
7,45 0,3 |a1|  |—8,108
0,3 6 | |az| | 3,75 |~

Usando o método de eliminacao de Gauss, obtemos:

as = 0,6808 — a =e"? =1,9755
ap = —1,1157 = b= e™ =0, 3277.

Portanto, a funcao que melhor se ajusta aos dados tabelados, no sentido dos mini-
mos quadrados, é dada por:

g(z) = (1,9755).(0, 3277)".

Por fim, o erro total cometido é:

[e(a1)]? (f(z1) — g(z1))? = 0,0256
le(x2)]” = (f(22) — g(x2))> = 10,0201
le(z3)]” = (f(zs) —g(x3))®> = 0,0084
le(x)]? = (f(xs) —g(x)® = 0,0012
le(xs)]” = (f(xs) —g(z5))> = 0,0003
le(ze)]> = (f(xg) — g(x))> = 0,0002.

Portanto, temos: Z [e(x;)?] = 0,0558.

i=1

2.4 Reducao ao ajuste linear

Podemos ter, em muitos casos, dados com comportamentos que nao estao na forma
linear expressa por (1.1). Nesses casos, a teoria que vimos nao se aplica diretamente
aos mesmos, porém, existem transformacoes que os levam a forma linear. Veremos
algumas dessas transformacoes que aparecem com maior frequéncia nos problemas de
ajustes de curvas.

[0}

Dispersao do tipo: f(z) ~ aye” " ay,as > 0.
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Nesse tipo de dispersao, podemos linearizar da seguinte forma:

z=Inf =~ Ilna; — asx. (2.4)
Fazendo
c1 =1Ilnay,co = —ag e Yy =cy + cax, (2.5)
a equagao (2.4) fica como
Inf=ci+cx=y. (2.6)

A funcao y é linear nos parametros c¢; e ¢o, podendo ser determinados pelo método
dos minimos quadrados, identificando-se o conjunto {y;}* , = {1,x}. Os parametros
originais podem ser obtidos de (2.5). O ajuste nao é feito diretamente em f, e sim em
Inf, ou seja, ¢; e c3 em (2.6) ajustam por minimos quadrados Inf, nao significando
que a7 e ap ajustem f por minimos quadrados.

1

Dispersao do tipo : f(z) =~ rom
(05} [6D¥4

A linearizac¢ao nos parametros desse tipo de dispersao se da, primeiramente

Z=— R o+ . (2.7)

=
—_

Ajustando os parametros a; e as a ? e nao f por minimos quadrados.
Dispersao do tipo Exponencial : f(z) ~ ayaj.

Supondo f > 0, tem-se

Inf =~ Inay + xlnas = . (2.8)
Chamando
c1 = lnay, ¢y = Inas, (2.9)
em (2.8) vem:
Inf =y =c1+ ez, (2.10)

linear nos parametros c¢; e ¢y e pode ser ajustado por minimos quadrados com

{#i}ino = {1}

Dispersao do tipo Geométrica : f(z) = a;z®2.
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Nesse caso, se f >0 e x > 0, tem-se

Inf =~y =Ina; + aslnx. (2.11)
Substituindo
c1 = Inaq, ey = an, (2.12)
a (2.11) se torna,
Inf ~y=c + clnaz, (2.13)

que é linear em ¢y e . A determinacao desses parametros pode ser feita por mini-
mos quadrados, identificando-se para isso o conjunto {¢;}, = {1, Inz}.

Exemplo 2.6. Considere a funcao f especificada pelos valores funcionais:

x| 12 | 16 | 20 | 30 | 40
f11,64]272]396] 760 11,96

Tabela 2.13: Valores tabelados.

14 7 f
12

10

Figura 2.12: Aplicagao dos dados.
que é para ser aproximada por f* = ¢} + cjx + cha’.

Identificando a resolucao do problema com o que vimos na teoria anteriormente,
temos:

po(z) = 1,01(x) = x,05(x) = 2*.
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O produto interno do caso discreto

(9:0) = 3 glon)hay).

Entao as equacgoes normais ficam sendo

(wo,p0)cs + (o, p1)ct + (wo,92)c5 = (w0, f)
(p1,00)ch + (pr,1)e] + (p1,92)e5 = (o1, f)
(P2, 00)c5 + (P2, 01)c] + (P2, 02)c5 = (2, f).

Substituindo os dados numéricos, tem-se como resultado o sistema:

5 118 3300 fon 27,88
118 3300 104824 | |cj| = | 848,80 |,
3300 104824 3616272| |c 28492, 48

que resolvido, fornece:

¢y = —0,9687; c; = 0,1703; c; = 0, 0038.
Logo,

f* = —0,9687 40,1703z + 0, 003822

No capitulo a seguir, estudaremos sobre pontos de equilibrio e estabilidade em uma
equagao, ferramenta fundamental para nosso objetivo final: a anélise dos recordes em
algumas modalidades esportivas.



3 Ponto de equilibrio , estabilidade e
ajuste de curvas

Vamos abordar nesta segao, seguindo as referéncias [8], [9], [10] e [11], o conceito
de estabilidade de um ponto de equilibrio, bastante importante no estudo dos recor-
des. E desejavel que todos os tipos de recordes cheguem a um limite ,ou seja, tenda
a seu estado de equilibrio, principalmente em se tratando do corpo humano e suas li-
mitagoes. Porém, podem ocorrer outras possibilidades, onde as solugoes oscilem entre
valores proximos ao ponto de equilibrio ou se afastem dele. Uma maneira de analisar
o comportamento dessas solugoes é através de seus pontos de equilibrio e seu tipo de
estabilidade. O estudo dessas questoes é chamado de teoria da estabilidade.

Estudaremos entao o critério de estabilidade para um tipo de equagao linear, pois
é a que mais nos interessa.

3.1 Ponto de Equilibrio

Iniciaremos com a defini¢ao e alguns exemplos bésicos da teoria de ponto de equi-
librio.

Definigao 3.1. Seja f uma fungao definida em A C R. Um ponto z* no dominio
de f é denominado um Ponto de equilibrio ou ponto fixo da equacao:

Tpi1 = f(zn),n €N, (3.1)

quando a partir dele ndo ocorrem variagoes de n para (n + 1), isto é, quando existe n
suficientemente grande, tal que

*

Tpil =Tp =2, Vn > ng, (3.2)
ou seja, x, = x* é a solugdo constante de (3.1) .

Teorema 3.2. Um namero z* é um ponto de equilibrio de (3.1) se, e somente se,

Demonstragao. (=) Como z* é um ponto de equilibrio, entao z,,1 = x, = z* é uma
solugdo de =, 11 = f(x,). Assim, z,11 = f(x,) implica em f(z*) = z*,

40
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(<) Vamos supor que xg = x*, provaremos assim, que a sequéncia (x*,z*, z*,...)
constante, é solucao da equacgao.
Como xy = x*, temos por hipotese:

x1 = f(xo) = f(27) = 2" = 2y = 2™,

Ty = f(xyq) = f(z") =2" =z, =2".
Logo, a solugdo x, é a sequéncia consante (x*,z* x*,...) e assim, * é um ponto
de equilibrio tal que z* = f(x*). O

Exemplo 3.3. Seja a equacao
Tp+1 = 2Ty + 4,
vamos encontrar o ponto de equilibrio z* tomando f(x) = 2z +4 e procurando z* é tal
que f(z*) = x*. Assim,
=2 +4 2" = —4

Logo, seu ponto de equilibrio é z* = —4.

Exemplo 3.4. Seja a equacao:

Tpi1 =5 — Tn + 1,
onde f(z) = 2% — x + 1. Seu tnico ponto de equilibrio é z* = 1, pois
fr) =o' @) - @)+l=2" ()2 -20)+1=0« (2" - 1)* =0

cuja solucao é tnica e igual a x* = 1.

Um dos principais objetivos do estudo de uma equagao do tipo (3.1) é o da analise
do comportamento de suas solugoes perto de um ponto de equilibrio. Este estudo
constitui a teoria da estabilidade. Em seguida, apresentamos as definigbes basicas de
estabilidade.

Definicao 3.5. (a) O ponto de equilibrio z* de x,11 = f(z,) é estavel (figura
(3.1(a)), retirada de [9]) se dado £ > 0, existe um 6 > 0 tal que |xg — z*| < § implica
|f"(z9) — x*| < &, para todo n € N. Se z* nao é estéavel, entao ¢ chamado de instavel
(figura (3.1(b)), retirada de [9]).

(b) O ponto de equilibrio z* é dito um atrator se existe um n > 0 tal que

|zg —2*| <n implica  lim =z, =z
n—-oo

Se "n = oo", entao x* é chamado atrator global.

(c) O ponto de equilirio z* é assintoticamente estéavel se ¢ estavel e atrator (figura
(3.1(c)), retirada de [9]).
Se for assintoticamente estavel e "n = oo", entao x* é chamado de globalmente assin-
toticamente estavel (figura (3.1(d)) retirada de [9]).
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X*+8 A\ f_\
N/ \ £
W,

L_5 5 =5 5 = =5 § = § §
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n

a) Estabilidade de z*. Se zy estd na faixa

x* — §,x* +0), entdo z, estd na faixa (x* —
g, x* 4+ ¢), para Vn > 0.

X=1

48 = = = » 3 ®m u N N
i 2 3 45 6 7 8 9 10

n

X*-¢g

(b) O ponto de equilibrio 2* é instavel.

X(n)

4 5 6 7 8 9

10

n

%,(0)

(¢) O ponto de equilibrio z* é assintoticamente es- (d) O ponto de equilibrio z* é globalmente assin-
toticamente estavel (é estavel e lim,, o, ©, = z*,
para Vo).

tavel.

Observacao: Para a estabilidade é importante ter uma condigao inicial xg.

Teorema 3.6. O ponto de equilibrio z* = l—ﬁr para o sistema dinamico afim

r# 1,

Tpt1 =TTy + ba

¢ assintoticamente estavel se |r| < 1, ou seja,

com

lim z, = 2"

k—so00

para todo xg. Se |r| > 1, entao z* é instéavel e limy,__,, x;, = oo para qualquer valor de

Ty # T

Demonstracao. Temos que

|z — 2% =

[T +b—

1—r

rb
= |rxg— | =|r
—r

1

b
Ty — ——

1—

|:’7’.Z'0+

b—rb—b’
1—17r

_ o
-|1= ko =
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b
To—2| = |roy+b———| =
1—r
b
_ {xl——l_r] P
entao
@2 — 2| = |r|*|wo — 27.
Logo, por recoréncia, temos que
|z, — 2| = |r|¥|ag — 2*|.

Se |r| < 1, entao,

lim |r[* =0 e consequentemente  lim |z, — 2% = 0.
k—>o0 k—o0
o que implica que z* é assintoticamente estavel.

Se |r| > 1, entao,
Ir|ff — 00 e |z —a — o0

o que implica que x esta se distanciando de x*, logo z* é instavel.

Observagao: Vejamos os casos || = 1 nao tratados no Teorema (3.6):

Se r =1 temos z,,1 = z, + b, entao,
T, = o + nb,

uma progressao aritmética (P.A.).
Com b = 0, constante e com b # 0, instéavel.

Ser=—1em x,.1 =rx, + b, entao,
Tpa1 = —Tn+0
Ty = —Tg + b

$2:—$1+b:$0—b+b:$0

$3:—$2+b:—$0+b:$1,

ou seja, a solucao ¢ periddica, conhecida como 2-ciclo.

Agora, vamos analisar o comportamento das solugoes das equacoes, utilizando al-
guns resultados envolvendo estabilidade e pontos criticos.
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3.2 Critérios de estabilidade

Teorema 3.7. Seja x* um ponto de equilibrio de

Tpy1 = f(:En);

onde f é diferenciavel em x* e f’' é continua em x*.
i) Se |f'(z*)| < 1,entdo x* & assintoticamente estavel.

ii) Se |f'(z*)| > 1,entdo x* & instéavel.
Demonstracao. (i) Seja 0 < M < 1 tal que |f'(z*)] < M < 1. Como f’ é continua, a
regra da conservacao do sinal nos permite encontrar um intervalo J = (z* — e, 2% + ¢)
tal que |f'(x)] < M,Vz € J.
Se xg € J e xg < z*, pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (zg, z*) tal que
|f(zo) = f(a")] = |f"(E)ll(2o — 27)].

Como estabelecido acima, temos |f'(£)] < M.

Logo, [f(xo) — f(2")] < M|(xo — 27)|, e dai

|21 — 2] < M|(zo — 27)].

De modo anélogo,
22 — a*| = | f(z1) = f(2")] < Mlay — 2" < M?|zg — 2"

e por recorréncia
|z, — | < M"|zo — ¥, Vn.

Como M < 1, podemos escrever |z, — z*| < |xg — z*|, Vn.

Em particular |f(z,) — ¥ < |zg — x*|, Vn.

Logo, tomando € = ¢, temos que f é estavel.

O caso zy > x* é analogo.

Mostremos agora, que x* é atrator.

Voltando a |z, — z*| < M"|xy — z*| e utilizando novamente o fato de que M < 1,

obtemos:

lim |z, — 2% < lim M"|zg — 2| = 0.
n—oo n—oo

. . ... . .
Portanto, lim,,_,. =, = =¥, e x* é assintoticamente estavel.
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(i) Seja M > 1 tal que |f'(z*)| > M > 1. Como f & continua, a regra da conserva-
¢ao do sinal nos permite encontrar um intervalo J = (z* —¢, 2" +¢) tal que |f'(z)| > M
para Vx € J.

Se xg € J e xg < z*, pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (zg,z*) tal que
[f (o) = f(&")] = |f'(§)(xo — 27)].
Como estabelecido acima, temos que |f/(£)] > M.
Logo, temos |f(zo) — f(z*)| > M|(zo — x*)|.
Dai |27 — x*| > M|(xg — z¥)|.
De modo anélogo,
w2 — 2 = |f(21) = f(2")] =2 M2y — 2"| = M?|zy — 7

e por recorréncia
|z, — x| > M"|zo — z*|, Vn.

Logo, como M > 1, lim,,_,« |z, — 2| = 00, ou seja, x* é instéavel.

O caso ¢ > z* é anélogo.

[
Observagao: O caso |f'(z*)| = 1 sera analisado no Teorema (3.9).
Exemplo 3.8. Vamos analisar a estabilidade dos pontos fixos da equagao
Tpy1 =20 — 22 + 1.
As solugoes de f(z*) = (z*)? — (z*)®+1 = x* sdo os pontos fixos: z* =1ex* = —1.

Entdo, f(z) =% — 2?2+ 1, f'(x) = 32% — 22
F=317-20)=3-2=1=[f(1)=1

F(=1)=3(=1)2=2(-1) =3+2=5 = |f(-1)| > 1.

Logo, pelo teorema (3.7), ¥ = —1 é um ponto instavel. Ja o ponto z* = 1 | nao
pode ser analisado usando o mesmo teorema. Com um teorema envolvendo derivadas
de ordem superior, analisaremos a estabilidade de pontos fixos no caso onde f'(z*) = 1.

Teorema 3.9. Suponha z* um ponto de equilibrio para a equagdo ,11 = f(x,)
em que f” é continua em x* e f'(z*) = 1. Segue que:

(i) Se f"(x*) # 0, entao z* é instavel;
(ii) Se f"(x*) =0, e f"(x*) > 0, entdo z* ¢ instavel;

(iii) Se f"(z*) =0, e f"(z*) < 0, entao x* é assintoticamente estavel.
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Demonstragao. (i) Suponhamos f”(x*) > 0. Pela conservagao do sinal, existe uma vi-
zinhanga J; de z* tal que f’(x) > 0,Vx € J; (em particular, f’ é estritamente crescente
em Jy).

Isso nos diz que a concavidade de f é para cima em uma vizinhanca de z*.

Além disso, f/'(z*) = 1 nos garante que em uma vizinhanga J, de z*, f é crescente.
Logo, em J = (z*,2* +¢) C J; N Jy, f é crescente e tem concavidade para cima.

Isto nos diz que o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f deve aumentar
em (z*,2* +¢), isto é, f'(x) > 1 em (z*, 2% + ¢).

Partindo de um ponto inicial zy € (z*, 2* +¢) e utilizando f'(z) > 1 em (z*, 2" +¢),
pode-se utilizar a mesma prova do Teorema (3.7) ii) para mostrar que z* é instavel.

O caso f"(z*) < 0 pode ser feito do modo analogo.

(ii) Como f"(z*) > 0 temos f”(x) > 0 em uma vizinhanga J = (z* —e,2" + ¢) de
x*. Logo f” é estritamente crescente em J. Como f”(z*) =0, temos entéo:

1) f"(z) < 0 em (z* —e,2%), entdo f'(z) é decrescente em (z* — ¢,2*), e mais, como
f'(z*) =1, temos f'(z) > 1 em (z* —e,2%).

2) f"(x) > 0 em (a*,2* 4+ ¢), entdo f'(x) é crescente em (z*,2* + ), e mais, como
f'(x*) =1, temos f'(x) > 1 em (z*,2* + ¢).

Procedendo como na demostra¢ao do Teorema (3.7) ii), prova-se que x* é instéavel.
(iii) Fazendo de forma anéloga a analise como em i), f”(z*) < 0 entao f” é de-
crescente, e como f”(z*) = 0, concluimos que f'(z) < 1em (z*—¢,2%) e que f'(z) < 1

em (z*,z* +¢).

E agora, usando a demonstragao do Teorema (3.7) i), prova-se que z* é assintoti-
camente estavel.

O
Vejamos um exemplo da aplicacao do teorema:
Exemplo 3.10. Considere a equagao
Tpy1 = o0 — 202 + 31, — 1, (3.3)

temos que:

¥ = (%) = 2(2*)® + 32* — 1
(z9)* = 2(z*)® +22* — 1 =0,

onde ] = 1 e o5 = —1 sdo os tnicos pontos de equilibrio de (3.3).
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Entao, para 27 = 1,
flx)=a*—22°+32 -1

f'(x) = 42 — 62° + 3

para
F)=4-6+3=1,

f"(z) = 122% — 122
f'(1)=0

() = 24z — 12
(1) =12 > 0.

Assim, x7 =1 é instavel.

E para x5 = —1 temos que
ff(-1)=—-4—-6+3=-7
D =1=7=7>1,

logo, x5 = —1 ¢é instavel.

3.3 Ajuste de curvas

Vamos estudar nessa secao, um método utilizado para, a partir de dados conheci-
dos, encontrar uma curva que melhor se ajusta a esses dados. Essa teoria foi retirada
de [1] e [7], e vai nos auxiliar com o ajuste de pontos conhecidos que aplicaremos em
na analise dos recordes.

3.3.1 Valor assintotico - Método de Ford-Walford

Em alguns casos, no processo de modelagem, obtemos inicialmente uma quanti-
dade de dados {(z1,v1), (2, y2), ..., (Tn,yn)} de tal forma que a medida que n cresce,
Yn se aproxima de y*, isto é, os dados tendem a estabilizar para um ponto que aqui
representamos por y*, ponto este que é chamado de Valor de Equilibrio ou Ponto de
Estabilidade, ja visto em nosso estudo.

Vamos supor que temos a informacao através de dados, formando um conjunto
{(xn,yn)},m=1,2,3, ..., k, da sequéncia y,, = f(x,), relativa ao seu crescimento assin-
totico, ou seja, sabemos que a sequéncia {y,} é convergente quando z, cresce, logo,
devemos determinar o valor limite y* de modo que:

y* = limy,.

n—0o0

O método de Ford-Walford (Ford 1933; Walford 1946) consiste em determinar inicial-
mente uma funcdo g que ajusta os pares (Y, Yn+1), isto é:

Ynt+1 = 9(yn), (curva ajustada)
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e em seguida, encontrar seu ponto fixo y*.

Logo,
lim g(y,) = lim y,11 = lim y, = y*,
n—r00 n—00 n—00

ou seja, a sequéncia de pontos do plano {(y,,y,+1)} converge para o ponto (y*,y*), se
y* é um ponto fixo da funcao g:

Assim, y* é tal que Y11 = Y.

Graficamente, temos a figura 3.3.1:

Yia

Y1 Yo ¥ =yt

Figura 3.1: Esquema do célculo de y*.

Em resumo, y* é o valor limite da sequéncia {y,} quando

Ynt1 = Yn =Y
< Yo =9(yn) © y, € um ponto fixo de g.

Yn+1 = 9(Un)
Temos que, quando o ponto fixo de y, 11 = ¢g(y,) for atingido, o valor y,,1 nao ira
mais mudar. Por isso tal ponto é utilizado para o ajuste exponencial assintético dos
dados originais (z,,y,), satisfazendo a teoria da estabilidade.

3.3.2 Ajuste do modelo exponencial assint6tico

Quando coletamos dados para um modelo, podemos analisar se existe uma tendén-
cia de estabilidade desses dados, dizendo que a curva solug¢ao tem um comportamento
assintotico, e uma curva tipica para esse ajuste é dada pelo modelo exponencial assin-
totico da forma:

y=y" —ac™ (y*>0e b<0).

Neste caso, consideramos a mudanga de variaveis

z=In(y—y*) se a<0 ou z=In(y"—y) se a>0,
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e obtemos a reta:
z = Inla| + bz,

onde ja estudamos a importéancia da redugao ao ajuste linear na equagao (2.6), com
o aplicacao do método dos minimos quadrados.

Nos modelos assintoticos, um dos fatores mais relevantes é o valor assintdtico da
variavel independente, que também denominamos por valor de equilibrio ou de estabi-
lidade. Para efetuar um ajuste assintético do tipo exonencial, é necesséario conhecer a
principio esse valor de equilibrio, que na verdade, é o wvalor limite da tendéncia de y
quando x cresce, ou seja,

lim y = lim (y* —ae®™) =y* (modelo exponencial assint6tico).
T—>+00 T—>+00
Na maioria dos casos praticos, a estimagao do valor de equilibrio pode ser reali-
zada pelo método de Ford-Walford, quando estudarmos a aplicagao da teoria vista na
aproximacao de curvas nos recordes esportivos, utilizaremos esse método, ou seja, uti-
lizaremos o ajuste exponencial assintotico.

Vejamos essa aplicagao no capitulo a seguir.



4 Recordes

Dentro da histéria do esporte, encontramos atletas profissionais de alta performance
que passam anos de sua carreira em busca de ultrapassar marcas em sua modalidade,
e que em muitos dos caso, nao ¢ alcangada. Essa busca exige uma preparagao intensa,
sacrificio e sobretudo, preparagao psicolégica, acreditando sempre que essa possibili-
dade existe.

O atleta cubano Javier Sotomaior conquistou a gléria maxima no salto em altura
com a marca de 2,45m em 1993, nao superado por outro ser humano. O atleta alemao
Jurgen Schult, nao foi ultrapassado em seus 74, 08m no langamento de disco a 31 anos,
marcas que a muito tempo nao sao alcancadas. O que dizer desses atletas?

Grandes inovagoes tecnologicas vieram com o passar dos anos, aumentando o ren-
dimento dos treinamentos em muitas modalidades esportivas. Recordes sao superados
a cada competicao, ano a ano, tal como o do africano Wayde Van Nierkerk, recordista
olimpico nos 400m masculino nas olimpiadas do Rio de Janiero em 2016 com a marca
de 43,03s. Quando falamos de prever essas quebras de recordes, tocamos num assunto
bem delicado. Embora essa melhora de desempenho seja notéria, em alguns esportes
foi menor do que a prevista, ou até em alguns casos nao houve. Espera-se que com o
passar dos anos, a performance dos atletas melhore ao longo de um periodo de tempo
devido a uma série de fatores cientificos, tais como:

1) O uso de técnicas mais eficientes de corrida, salto, natagao;

2) Melhores programas de treinamento baseados em estudos prévios individuais dos
atletas;

3) Aumento da quantidade de atletas de auto rendimento, pois cada vez mais o es-
porte é difundido e acessivel em diversos paises, aumentando a competitividade entre

as categorias;

4) Incentivo a programas que buscam nos atletas o diferencial em cada um, encon-
trando talentos com mais facilidade;

5) As alteragoes na fisiologia humana;
6) O uso de "drogas" que potencializam o desempenho legais ou ilegais, especial-

mente os esterdides anabolicos e hormonios de crescimento humano, que tém o efeito
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de masculinizar as mulheres.

No entanto, sempre que falamos de recordes, temos em mente os atletas que se des-
tacam pelo seu alto rendimento em suas modalidades, aqueles seres humanos que estao
além dos seus adversarios, os atletas a serem alcangados. Dois deles, mais recentes, sao:
Michael Phelps na natagao e Usain Bolt na corrida dos 100m e 200m, ambos extraordi-
narios em suas modalidades, atletas que superam (ou superaram) os limites previstos e
estudados por especialistas. Eles sao chamados de atletas "Fora da Curva ", nome que
surgiu da analise do historico dos recordes alcangados em determinada modalidade es-
portiva, onde ao criar uma tabela com esses dados e construir um grafico a ser ajustado
por uma curva de aproximacao, nos da uma certa previsao, dentro do que discutimos
anteriormente, a continuidade da quebra desses recordes ao passar dos anos. Porém,
ao inserir o recorde de Bolt nessa curva, vé-se claramente que ele nao condiz com os
estudos feitos, ou seja, seu dados nao estao nessa curva de aproximagao, estando acima
do padrao previsto. A anélise do tempo de Usain Bolt nos 100m masculino, juntamente
com todos os recordes alcangados antes dele, podem ser vistos com mais detalhes em [7].

Com o passar dos anos, a tecnologia auxiliou na evolugao da anélise dessas curvas
de aproximacao, dois artigos muito interessantes [12] e [13], escritos por Michael De-
akin, nos mostra esse aperfeicoamento do estudo aplicado a estimativa dos limites no
desempenho atlético na corrida de uma milha (aproximadamente 1,609km). Embora
nao esteja no calendario olimpico, que segue o padrao métrico (a prova olimpica que
mais se aproxima ¢é a de 1.500 metros), a competi¢cao de uma milha ainda esté presente
em grandes campeonatos e ¢ muito difundida em paises onde o atletismo ¢é praticado
e incentivado desde a infancia, como nos Estados Unidos e na Inglaterra. Completar
as quatro voltas na pista abaixo de 4 minutos (ou seja, em um ritmo de 2 : 29/km)
¢ uma faganha e conquista para poucos até hoje. E até o dia 6 de maio de 1954 era
considerado algo impossivel, fisiologicamente falando. Foi quando o inglés Roger Ban-
nister fez oficialmente o primeiro sub 4 na milha. Hoje, o detentor do recorde é o
marroquino Hicham El Guerrous com a extraordinaria marca de 3m43s13 alcancgada
em margo de 1999. Em [12], Deakin abordou o tema: corrida de uma milha, com a
justificativa de ser um esporte popular e que possuia muitos registros na época (1967),
facilitando a investigacao do conjunto de dados. Sua abordagem foi a escolha de uma
fungao adequada (fungao exponencial assintotica) e seus parametros, determinado de
modo a dar o melhor ajuste ao grafico de dados, chegando a marca de 3m32s.

Vejamos a seguir, com os dados que foram levantados na época,o comportamento
dos mesmos no gréfico (4.1).
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Figura 4.1: Conjunto de dados considerado um bom ajuste.

A figura mostra o conjunto de dados (onde o ano de 1911 é representado no gréfico
como 0 até 1965 representado como 19), esse seria um bom ajuste, mas nao héa davida
de que poderia ser melhorado com ferramentas mais modernas nao existentes na época.

Ja em [13], na re-estimativa dos limites no desempenho atlético na corrida de uma
milha, foi feita uma nova anélise por Deakin do seu primeiro artigo escrito, 40 anos
depois de publicado (2007), na mesma revista, com o uso das novas tecnologias no
ajuste de curvas e com mais amostras, onde o tempo obtido foi de 3m25s. Com essa
abordagem é possivel dizer que a figura (4.2) nos mostra um 6timo ajuste de curvas,
enquanto a abordagem anterior nos mostra um bom ajuste de curvas.

Em aproximadamente 40 anos desde a analise anterior realizada, houve uma mu-
danca consideravel na natureza do esporte em geral, e do atletismo em particular.
Estao priorizando o treinamento e suas técnicas. Vamos entao, a seguir, fazer a analise
de ajuste de curvas de modelos assintéticos, aplicadas em algumas préticas esportivas.
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Figura 4.2: Ajuste da curva melhorado.
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4.1 Salto em altura

Vamos aplicar o método de Ford-Walford no estudo da quebra do recorde do salto
em altura, onde mostramos na tabela (4.1), os recordes mundiais do salto em altura
masculino com seus vencedores, suas nacionalidades, as datas e as localidades do evento.

Atleta Pais de Origem Data Ano Local Recorde
George Hornie EUA 18 de maio 1912 Palo Alto 2,00m
Edward Beeson EUA 2 de maio 1914 Berkeley 2,01m
Harold Osborn EUA 27 de maio 1924 Urbana 2,03m
Walter Marty EUA 13 de maio 1933 Fresno 2,04m
Walter Marty EUA 28 de abril 1934 | Palo Alto 2,06m
David Albriton EUA 12 de Julho 1936 | Nova York 2,07m
Melvin Walker EUA 12 de agosto 1937 Maimo 2,09m

Lester Steers EUA 17 de junho 1941 | Los Angeles 2,11m
Walt Davis EUA 27 de junho 1953 Dayton 2,12m
Charles Dumas EUA 29 de Junho 1956 | Los Angeles 2,15m
Yuriy Stepanov Uniao Soviética 13 de julho 1957 | Leningrado 2,16m
John Thomas EUA 24 de junho 1960 | Bakersfield 2,18m
Valeriy Brumel Uniao Soviética 31 de agosto 1961 Sofia 2,25m
Valeriy Brumel Uniao Soviéica 29 de setembro | 1962 Moscou 2,27Tm
Valeriy Brumel Uniao Soviéica 21 de julho 1963 Moscou 2,28m
Patrick Matzdorf EUA 3 de julho 1971 Berkeley 2,29m
Dwight Stones EUA 11 de julho 1973 Munique 2,30m
Dwight Stones EUA 4 de agosto 1976 Filadélfia 2,32m
Vladimir Yashchenko Uniao Soviética 16 de junho 1978 Thilisi 2,34m
Gerd Wessig Alemanha Oriental 1 de agosto 1980 Moscou 2,36m
Zhu Jianhua China 22 de setembro | 1983 Xangai 2,38m
Zhu Jianhua China 10 de Junho 1984 Eberstadt 2,39m
Igor Paklin Uniao Soviética 4 de setembro | 1985 Kobe 2,41m
Patrik Sjoberg Suécia 30 de junho 1987 | Estocolmo 2,42m
Javier Sotomayor Cuba 8 de setembro | 1988 | Salamanca 2,43m
Javier Sotomayor Cuba 29 de Julho 1989 San Juan 2,44m
Javier Sotomayor Cuba 27 de Julho 1993 | Salamanca 2,45m
Tabela 4.1: Dados obtidos da Federacao Internacional de Atletismo : IAAF.

Para recordes que foram atingidos no mesmo ano, foi considerado o maior, a partir

do ano de 1912, relacionaremos em nossa tabela e graficos como n = 12, isto é, toma-
remos n = y — 1900 para todos os anos em que os recordes foram ultrapassados, onde
y € 0 ano em que isso ocorreu.

Analisando a tabela e a curva de tendéncias dos valores observados na figura (4.3)
com o passar dos anos, verificamos que esses recordes aumentam (em metros), tendo
assim, uma sequéncia de "quebra"dos mesmos.
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Figura 4.3: Valores observados dos recordes.
Aplicando o Método de Ford-Walford, encontraremos o ponto de equilibrio para es-
ses recordes, pois sabemos que ha uma limitacao humana que nao deixa esse aumento

dos metros saltados pelos atletas crescer ilimitadamente.

Criamos entao, a tabela de dados (4.2) com os pares (R, R,+1) de pontos ao ajuste
de curva visto no grafico (4.4).

25
.l M

¥=0,9878x+0,0445
R*=0,9932

0,5

T
15 2 21 2,2 2.3 24 25
Rn

Figura 4.4: Ajuste de R, .1 em fungao de R,,.

Logo, o valor do limitante R* é obtido no sistema:

Rn-‘rl - Rn7

o que nos da como resultado : R, 1 = R, = R*.

{ R,1 = 0,9878R,, + 0, 0445

Ou seja:
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Ano | n | Recordes (Rn) | Rn+1
1912 | 12 2,00m 2,0lm
1014 | 14 2.01m 2,03m
1024 | 24 2,03m 2,04m
1933 | 33 2,04m 2,06m
1934 | 34 2,06m 2,07Tm
1936 | 36 2,07m 2,09m
1037 | 37 2,09m 2.11m
1041 | 41 2,11m 2.12m
1953 | 53 2,12m 2,15m
1956 | 56 2,15m 2,16m
1957 | b7 2,16m 2,18m
1960 | 60 2,18m 2,25m
1961 | 61 2,25m 2,27Tm
1962 | 62 2,27m 2,28m
1963 | 63 2,28m 2,20m
1071 | 71 2,29m 2,30m
1973 | 73 2,30m 2,32m
1976 | 76 2,32m 2,34m
1978 | 78 2.34m 2.36m
1980 | 80 2,36m 2,38m
1983 | 83 2.33m 2.39m
1084 | 84 2,39m 2,41m
1985 | 85 2,41m 2.42m
1087 | 87 2,42m 2,43m
1983 | 88 2,43m 2.44m
1989 | 89 2,44m 2,45m
1993 | 93 2,45m

Tabela 4.2: Recordes Salto em altura masculino R, ; em funcao de R,,.

R* =0,9878R* 40,0445

o que implica em R* = 3, 65m.

Consideramos a sequéncia formada pelos elementos x, = R* — R, = 3,65 — R,,.
Assim, buscamos um ajuste exponéncial, pelo menos como uma primeira aproximagao.

A tabela (4.3), nos mostra a relagdo entre o tempo (n) e R* — R,, e também os
valores do nosso modelo obtido. Sua equacao exponencial auxiliar é:

R(t) = 1,8231.e 0004,
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n | R*-R, | Modelo
12 1,65 1,9124
14 1,64 1,9262
24 1,62 1,9938
33 1,61 2,0523
34 1,59 2,0587
36 1,58 2,0714
37 1,56 2,0777
41 1,54 2,1027
53 1,53 2,1752
56 1,50 2,1928
57 1,49 2,1986
60 1,47 2,2159
61 1,40 2,2216
62 1,38 2,2273
63 1,37 2,2330
71 1,36 2,2776
73 1,35 2,2886
76 1,33 2,3048
78 1,31 2,3155
80 1,29 2,3262
83 1,27 2,3420
84 1,26 2,3472
85 1,24 2,3524
87 1,23 2,3627
88 1,22 2,3678
89 1,21 2,373
93 1,20 2,3932

Tabela 4.3: Tabela de aplicagao do modelo

Entao, temos o grafico da curva auxiliar (4.5)

exponencial assintotico.
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Figura 4.5: Ajuste de R* — R,,.

Por fim, obtemos um modelo do tipo exponencial assintotico para previsao de re-
cordes, como na figura (4.6) e (4.7).

R(t) = 3,65 — 1,8231.e~ %004

com t =n — 1900,n : ano.

4 . - e
Modelo exponencial assintotico
3,65
=)
o
5
& soe Woen ¢
. » rres *»d
2 . e
»®
1 T T T T T T T T T 1
] 10 20 30 40 50 60 70 BO S0 100

Figura 4.6: Grafico do modelo exponencial assintotico.
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R(t) = 3,65 - 1,8231.e7(-0,004t)
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Figura 4.7: Recordes e o modelo.

4.2 Salto em altura refeito

Apobs o estudo realizado, vemos que o valor do limitante de R* obtido fica muito
longe da curva encontrada pelo modelo exponencial assintético, o que nos faz concluir
que o ajuste dos pontos a curva nao é tao eficicente quanto precisamos. Entao, vamos
re-ajustar os pontos sobre a quebra dos recordes utilizando o periodo entre os anos
de 1971 a 1993 onde nossos dados estao se estabilizando, aplicando o mesmo método
adotado.

A curva de tendéncia (4.8), juntamente com a tabela (4.4) , nos mostra os pontos
escolhidos para o teste, onde verificamos o aumento dos valores (em metros) com o
passar dos anos.

Recordes

246 -

2,44 - *

242 E

24 4

2,38 - *

2,36 - *

2,34 - *

2,32 *

23 1 *

2,28 T T T T 1
70 75 BO BS o0 95

Ano(n)

Figura 4.8: Valores de 1971 & 1993.

Aplicando o Método de Ford-Walford, econtramos o ponto de equilibrio para os
recordes, tomando uma fun¢ao que melhor se ajusta aos pares R, R(,+1) também in-
serida na tabela (4.4).
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Tabela 4.4: Recorde salto em altura masculino (em metros).

Ano | n | Recordes (Rn) | (Rn+1)
1971 | 71 2,29 2,30
1973 | 73 2,30 2,32
1976 | 76 2,32 2,34
1078 | 78 2.34 2,36
1980 | 80 2,36 2,38
1983 | 83 2,38 2,39
1084 | 84 2.39 9,41
1985 | 85 2,41 2,42
1987 | 87 2,42 2,43
1988 | 88 2,43 2,44
1989 | 89 244 2,45
1993 | 93 2,45

Com esse ajuste, obtemos a reta de equagao R;11 = 0,9482R; + 0,1374 como na

figura (4.9).

248 -
2,46 -
2,44 -
2,42 -
. 24 -
2238 -
® 2,36 -

2,34 -

2,32 -

2,3

¥=0,9482x +0,1374
R*=0,9022

2,28

Logo, o valor de R* limitante do nosso estudo é obtido no sistema:

{

Rn

Figura 4.9: Ajuste de R, ¢ R, 1.

Com R,;1 = R, = R".

Ou seja:

R*=0,9482R* 40,1374 = R* — 0,9482R* = 0,1374 = 0,0518R* = 0, 1374

R,i1 =0,9482R,, +0,1374
Rn+1 - Rn



Salto em altura refeito 60

o que implica em R* =~ 2,65m.

Com o célculo do R* em 2,65m, conseguimos analisar a diferenca que ocorre na
aproximacao feita anteriormente de R* = 3,65m. Logo, temos um melhor ajuste da
curva que se aproxima da assintota econtrada, deixando nosso estudo da quebra dos
recordes mais preciso.

Dando continuidade, consideremos a sequéncia formada pelos elementos x,, = R* —
R, = 2,60 — R,. Entao, buscamos um ajuste exponencial para uma primeira apro-
ximagao. Na tabela (4.12) da relac@o entre o ano (n) e R* — R,, ¢ com os valores do
nosso modelo obtido, encontramos uma equacgao auxiliar:

R(t) = 3,0638.e 0%,

Curva Auxiliar

04 -
0,35 *
0,3
0,25
=
R -0,03x -
= y=23,0638e™
0,15 -
R*=0,9818
0,1
0,05
0 . . . . . |
65 70 75 80 85 90 g5
Ano(n)

Figura 4.10: Ajuste de R* — R,, em funcao de n.

Logo, obtemos um modelo do tipo exponencial assintotico para a previsao de re-
cordes ilustrado na figura (4.11):

R(t) = 2,65 — 3,0638.e~ %%

com t =mn — 1900,n : ano.
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Figura 4.11: Gréfico do modelo exponencial assintotico.

ANO
1971
1973
1976
1978
1980
1983
1984
1985
1987
1988
1989
1933

71
73
76
78
80
83
84
85
87
88
89
93

Rn

2,29

2.3
2,32
2,34
2,36
2,38
2,39
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45

Rn+1

2.3
2,32
2,34
2,36
2,38
2,39
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45

R*-Rn
0,36
0,35
0,33
0,31
0,29
0,27
0,26
0,24
0,23
0,22
0,21

0,2

Maodelo
2,286
2,307
2,337
2,355
2,372
2,395
2,403

2,41
2,425
2,431
2,438
2,462

Figura 4.12: Tabela para R, em funcao de R,.

# Modelo

Por fim, obtemos os dados obtidos dos recordes e do nosso modelo ilustrado no

grafico (4.13).



100 metros feminino 62

R(n) = 2,65 - 3,0638.e(-0,03)
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@ ® # Recorde

Recordes (metros)
P
=9
Ln

’ O Modelo

65 70 75 B0 B85 o0 95
Ano(n)

Figura 4.13: Recordes e modelo.

4.3 100 metros feminino

Vamos considerar a aplicagao do método no problema de previsoes de recordes na
corrida de 100 metros para mulheres, construindo um modelo exponencial assintotico.

Os valores dos recordes obtidos estao dispostos em tabelas, onde consideramos para
n uma mudanca de varidvel para relacionar a época da quebra de recorde com um valor
real mais simples. Consideramos o ano inicial 1928 e o relacionamos com o nimero 28,
isto é, tomamos n = y — 1900, onde y é a época da quebra de recorde.

Ano | n | Recorde R,, | R,11
1928 | 28 12,20 11,90
1932 | 32 11,90 11,70
1934 | 34 11,70 11,60
1937 | 37 11,60 11,50
1948 | 48 11,50 11,40
1952 | 52 11,40 11,30
1955 | 55 11,30 11,25
1961 | 61 11,25 11,20
1964 | 64 11,20 11,10
1965 | 65 11,10 11,08
1968 | 68 11,08 11,00
1970 | 70 11,00 10,95
1972 | 72 10,95 10,80
1973 | 73 10,80 10,79
1983 | 83 10,79 10,76
1984 | 84 10,76 10,49
1988 | 88 10,49

Tabela 4.5: Recordes mundiais dos 100 metros feminino (em segundos) retirado de [7].
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Recorde (segundos)
=
[=]
i

B9 -

g4 T T T T T T T T T 1

a 10 20 30 40 50 &0 70 20 o0 100
Ano(n)

Figura 4.14: Valores dos recordes.

Vemos que a sequéncia de valores dos tempos de recordes é decrescente, porém, sa-
bemos que deve existir um limitante que nao permite que essa sequéncia tenda a zero,
pois temos que considerar a limitacao humana. Para encontrar esse valor de equilibrio,
vamos utilizar o método de Ford-Walford.

Caculo do ponto limite

12,2 ~

y=0,9027x+0,9913
R*=0,9618

lEI:“1 T T T T T T T T 1
10,6 10,8 ik 11,2 114 116 118 12 12,2 12,4

Rn

Figura 4.15: Aplicagao do método de Ford-Walford no ajuste da curva de dados da
tabela (4.5).

Logo, o valor do limitante R* é obtido no sistema:

RnJrl - Rn;

o que nos da como resultado : R,.; = R, = R*.

{ R,1=0,9027R, + 0,9913
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Ou seja:

R*=0,9027TR* + 0,9913
o que implica em R* =~ 10, 19.
Consideramos a seguéncia formada pelos elementos z,, = R, — R* = R,, — 10, 19.

Assim, buscamos um ajuste exponencial, pelo menos como uma primeira aproximagao,
podendo ser explorada no estudo dos alunos do Ensino Médio.

A tabela (4.6), nos mostra a relagao entre o tempo (n) e R, — R*, assim como o
grafico da curva auxiliar (4.16):

Ano (n) | R(n)— R*
28 2,01
32 1,71
34 1,51
37 1,41
48 1,31
52 1,21
55 111
61 1,06
64 1,01
65 0,91
68 0,89
70 0.81
72 0,76
73 0,61
83 0,60
84 0.57
88

Tabela 4.6: R, — R* em funcao de n.

Curva Auxiliar

250

¥= 3,371 0021
R*=0,9512

20 30 40 50 60 70 B8O S0 100

ano (n)

Figura 4.16: Curva exponencial auxiliar no ajuste de R,, — R*.
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Assim, obtemos um modelo do tipo exponencial assintotico para previsao de recor-
des:
R(t) = 10,19 + 3,371.e 0%
com t =a — 1900, a : ano,

cujo grafico é dado pela figura (4.17).

0 B
Modelo exponencial assintotico

12 T

=
Lol
n

Recordes (s)
=
[

105 1

10,19 |
10 +

8,5

anos

Figura 4.17: Modelo exponencial assintético do recorde feminino dos 100m.

Por fim, podemos utilizar esse mesmo método em recordes de outras modalida-
des esportivas. A aplicacao na educagao basica deveré ser feita de modo adaptado,
conforme segue o plano de aula.



A Plano de Aula

Piiblico Alvo
Alunos do ensino Fundamental e ensino Médio.
Recursos Pedagogicos

Levantamento de dados experimentais, constru¢do de graficos e tabelas (uso do
computador).

Objetivo Geral

Utilizar a interdisciplinariedade para que os alunos estudem matematica de uma
maneira dindmica e entendam que os conteiidos abordados em sala de aula sao apli-
caveis no nosso cotidiano, deixando a aprendizagem numa forma mais agradavel e nao
rotineira.

Objetivos Especificos

e Aplicar o estudo da matematica na pratica esportiva inserida no seu dia a dia;

e Mostrar que a interdisciplinariedade ¢ um caminho a se aprender contetidos de
forma mais dindmica;

e Apresentar dados a partir da pratica e transforma-los em tabelas e graficos através
de métodos especificos;

e Aprender a trabalhar com planilha eletrénica para facilitar a criacao e o enten-
dimento de graficos;

e Introduzir o conceito de modelagem matematica, aplicando-se a varias areas do
conhecimento.

Conteudo
Analise de dados experimentais, tratamento da informagcao, construcao de tabelas e

graficos. Esse contetudo deve ser utilizado de acordo com o ano a ser aplicado o trabalho
em questao.
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Meétodo de Aplicacao

Vamos apresentar uma proposta didatica de trabalho com os alunos do Ensino Fun-
damental e do Ensino Médio, com abordagem diferente nos anos descritos de acordo
com o conteido trabalhado em sala, onde aplicaremos de forma adaptada parte da
teoria vista nos capitulos dessa dissertacao.

Para o desenvolvimento do trabalho, contaremos com a parceria de um profissional
de area de Educacao Fisica atuante no Ensino Fundamental, para que em sua pratica
de aula, levante os dados do esporte envolvido no estudo, trazendo em evidéncia a
interdisciplinariedade que é de suma importancia tanto para os docentes envolvidos
quanto para a visao dos alunos, podendo assim, aplicar conhecimentos mateméticos
em situagoes de pratica esportiva inseridas no nosso cotidiano, visto que atividades
fisicas estao em constante crescimento nos dias atuais em meio aos adolescentes.

Essa aplicagao sera desenvolvida em duas escolas da rede publica (Estadual e Muni-
cipal) onde o autor do texto leciona, tendo a utilizagdo de computadores e calculadoras
para auxiliar os alunos em gréficos, tabelas e calculos.

A seguir, apresentaremos as etapas que serao desenvolvidas, assim como a aplicagao
pratica das mesmas.

I)O esporte

A escolha do esporte a ser estudado é o inicio do trabalho, devendo ser apresen-
tado a sala algumas opgoes pré definidas pelo professor, para que seja democratica a
decisao. Logo, ficara evidenciado a todos que o trabalho sera feito em conjunto, nao
individualmente ou mesmo imposto pelo docente.

II) Tragando o objetivo

Essa etapa consiste em tracar com os alunos o objetivo do estudo, deixando evi-
dente que o tratamento da informacao aplicado a pratica esportiva é o foco principal.
O interessante é que o professor fagca um esbogo sobre os passos que serao seguidos no
decorrer do projeto deixando os alunos menos ansiosos.

IIT) Levantando os dados (E.F.)

Entrando na questao da interdisciplinariedade, o trabalho realizado para levantar
os dados que serao utilizados no projeto contara com o auxilio do profissional da area
de Eduacao Fisica, que juntamente com os alunos farao testes fisicos praticos de acordo
com o esporte escolhido, coletando os dados obtidos e analisando suas evolugoes em
marcacoes com repetidas sequéncias. Por exemplo: se o esporte escolhido for o salto
em distancia, uma din&mica seria o docente marcar os saltos de cada aluno em trés
tentativas (ou mais) analisando a evolugao de cada salto no quesito distancia saltada
em metros.
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IV)Analisando os dados obtidos na prdtica

O proximo passo é levar ao docente da disciplina de Matematica (ou o professor
responsavel pelo o projeto) para que seja discutida a agao desenvolvida na prética e que
se estabeleca com os alunos o que fazer com esses dados coletados. Esse direcionamento
tem que ser realizado para que nao fique davida entre os pares da importancia da inter-
disciplinariedade, assim, mostrando que as duas disciplinas (Matematica e Educagao
Fisica) podem trabalhar em conjunto.

V)Elaborando tabelas e grdficos

Apos essa coleta de dados, discussao em sala sobre a aplicag@o a ser feita, o aluno,
juntamente com o professor responséavel, construird uma tabela com suas marcas in-
dividuais, e em um segundo momento, podera construir com a sala toda uma tabela
geral com as melhores marcagoes.

Assim, com a tabela pronta, o momento é de trabalhar com o programa EXCEL,
tracando os graficos.

Mostraremos uma sugestao com os passos desenvolvidos em uma aplicagao desta
dissertagao no Apéndice.

V1) Verificando os resultados

Verificar os resultados é uma analise dos gréaficos encontrados através dos dados
coletados, comparando com a teoria feita antes dessa aplicacao no momento em que foi
tragado o objetivo desse estudo, assim, nao se corre o risco do aluno apresentar gréficos
discrepantes com os dados em questao.

VII)Conclusao final

Nesse momento, todos ja desenvolveram no projeto as habilidades propostas, a
ideia do trabalho em conjunto das disciplinas apresentadas, o tratamento da informa-
¢ao desde a coleta de dados até a conclusao com graficos e tabelas. A conclusao final,
pode ser feita de diferentes maneiras, tais como: através de discussoes em grupos, apre-
sentacao em grupos, em forma de trabalho escrito, entre outras. Fica a critério de cada
docente responsavel, analisar sua turma e aplicar essa conclusao da melhor maneira
possivel para que se tenha a participacao de todos os envolvidos.

Avaliacao

A avaliagao podera ser feita de modo continuo, sendo inicada no momento de coleta
de dados e informagoes (parte pratica) e finalizada com seus resultados registrados em
graficos e tabelas, levando-se em consideracao o envolvimento dos alunos com o pro-

jeto, sua participacao e o desenvolvimento das atividades propostas.

Esse plano de aula nao foi realizado pelo docente até a finalizacao dessa dissertacgao.



B Apéndice

A seguir, uma sugestao de aplicacao dos dados em uma tabela com a utilizagao do
EXCEL para elaboracao do grafico.

Primeiramente, inserimos os dados no programa em forma de tabela, como na fi-
gura (B.1).

Em seguida, selecionamos a tabela criada e inserimos um gréafico de dispersao indi-
cado nas figuras (B.2) e (B.3).

Existe a opcao de retirar as linha que aparecem no eixo cartesiano, para isso, sele-
cionamos as mesmas e deletamos com o comando DEL, ilustardo em (B.4).

Agora, vamos acertar os valores nos eixos para que nosso grafico fique melhor ajus-
tado aos dados tabelados. Podemos acertar tanto o eixo vertical como o eixo horizontal,
porém, um de cada vez. Em (B.5) a mudanca ¢é feita no eixo vertical.

Na figura (B.6), entramos com os novos valores onde estd indicado.

Basta repetir o procedimeto caso queira fazer os ajustes no eixo horizontal.

Agora, vamos utilizar a linha de tendéncia para encontrar a curva (ou reta) que
melhor se ajusta aos pontos dados, e a figura (B.7), ilustra como fazer. A escolha
desse ajuste precisa ser feito de acordo com o ano em que sera aplicado esse projeto,
sendo mais viavel a escolha do ajuste linear para o ensino Fundamental, e para o ensino
Médio podemos trabalhar com o ajuste polinomial do segundo grau ou até mesmo o

ajuste exponencial, que foi utilizado nessa dissertacao.

Na figura (B.8), temos as opgoes a serem escolhidas. Ja na figura (B.9), a opgao
escolhida como exemplo, é o ajuste linear, sendo possivel visualizar sua equacao.

Em (B.10), a opgao escolhida, juntamente com sua equagao, é o ajuste polinomial
do segundo grau.

Por fim, na figura (B.11), o ajuste exponencial; ferramenta que norteou as aproxi-
magcoes feitas nessa dissertacao.

Temos a op¢ao de legendas no nosso gréfico, porém, na figura (B.12), foi feita a
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escolha de excluir essa legenda, pois nao seria necessaria. Foi selecinada essa legenda
e utilizado o botao o DEL.

Por fim, inserimos o titulo do grafico, assim como os titulos dos nossos eixos, ilus-
trado em (B.13).

= 1nido Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibicdo
E # Calibri -l - |A &7 |= = =||®-| | S QuebrarTexto Autor
Covlar \; IN I 8§~ [[Sr- A= = [ Mesclar e Centralizal
Area de Transf... & Fonte i Alinhamento
D2 - I |
A B c_ e E F G H
ik AMO TEMFPO
2 32 119 I !
3 34 11,7
a 37 11,6
5 43 115
6 52 11,4
7 55 11,3
8 61 11,25
9 64 112
10 65 1151
11 68 11,08
17 70 11
13 72 10,95
14 73 10,8
15 83 10,79
16 B4 10,76
17 38 10,49
18 =k

o
3

Figura B.1: Inserindo os dados na tabela.
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il
\J Imcro | Inserir | Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo
| '_1 =
RENE TR AT T e ‘J Q H
Tabela Tabela | 11ag :u Cllp-art Formas SmartArt || Colunas Linha: Pizza Barras \rea Dlspelsa-o Cutros | Hiperlink Caixa Cabey
Dindmica ~ TS i T b & sraficos 7 | de Texto e Roc
I Tabelas Tlustragdes Graficos {F] Links
| A2 -3 Fe | 32 Dispersio

A B X L D E F G H. Inserir um grafico de dispersdo, i L

ANO TEMPO também conhecido como

1 grafico X ¥, E
2 37 alls]

Bl Este tipo de grafico compara

i 34 11,7 pares de valores, L
4 37 11,6 = p I

o=l se-0 quando os valores I
S 43 11,5 empregados nao estiverem em L
6 57 11,4 ordem no eixo X ou quando

lp=+ representarem medidas
7 55 11,3 separadas. L
8 61 11,25
2] 64 11,2
10 65 akkall
11 68 11,08
12 70 11
13 72 10,95
14 73 10,8
15 83 10,79
16 84 10,76
17 B8 10,49]
10 I

Figura B.2: Aplicar os dados tabelados no eixo cartesiano.
S InFcio | Inserir | Layout da Pagina Fdrmulas Dados Revisdo Exibicdo

WO EEOD gkeSaE]O @ 5

Tabela Tabela | Imagem Cllp—art Formas SmartArt | Colunas Linhas Pizza Barras Area Dispe!sﬁo Qutros Hiperlink Caixa Cabegalho Wt

Dindmica * i - s - s - Graficos * de Texto e Rodapé
Tabelas Tlustragdes Graficos | T I
A2 - fe| 32 . | .
MCDEF’—TLJ [ L [ ™
1l ANO TEMPO |
2 32 11,9 o
3| 3 11,7 m \ﬁ |
i b 1.5 Todos os Tipos de Grafico...
=N 48 11,5
6 52 11,4
] 55 11,3
| = 61 11,25
| 2| 64 11,2
10 65 11,1
11 68 11,08
1k 70 1l
13 72 10,95
14 73 10,8
15 83 10,79
16 B4 10,76
17 B8 10,49
1Q

Figura B.3: Montar o diagrama de dispersao.
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Inicio Inserir Layout da Pagina Fdrmulas Dados Revisdo Exibicdo Design Layout Formatar
o = . B
* * *
Alterar Tipo Salvar como Alternar  Selecionar & & &»
de Grafico  Modelo Linha/Coluna Dados
Tipo Dados Estilos
Gréfico 2 - 3 S |
A e | c | o | E F G H I ) K L m
1 ANO TEMPO
2| 32 11,9 =
3| 11,7 R T
4 37 11,6 *
5 a8 115 118 "
6 52 114 11,6 *
7 35 11,3 *
8 61 11,25 114 *
b *
ER & 11,2 11,2 - g
10| 65 11,1 e erie
11| 68 11,08 41 *
12 70 11 10,8 *> -
13 72 10,95
14 73 10,8 106
*
15 83 10,73 10,4 . . . . )
16 ad 10,76 0 20 40 60 80 100 [
17| 88 10,49 = =
0
Figura B.4: Eliminar as linhas.
! ts-i/ Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibigdo Design i Layout Formatar
Area do Grafico - LE'P E “"_Ei ) Ir_ij iini :m Iﬁ |F|m| | ﬂﬂm = l l_j
% Formatar Selecdo - —
Imagem Formas Caia Titulo do  Titulos egenda Rétulos de Tabela de Eixos |L nhas ac fzazetae Parede do Base do Rotacio Linha de Linhas
&4 Redefinir para Caincidir Estilo ~ deTexto Grafico~ dosEmos~ = Dados~ Dados~ - srade~ || Fivtagem = Grafico = Grafico 3D Tendéndia = Sup
Selecdo Atual Inserir Rotulos @ Eixo Horizontal Principal » hnu de Fundo
Grafico 2 il - I I [i#]  Eixo Vertical Principal 3 3 Menhum L
A | B | c | D | E | E | G | H | 1 | I | K L | l!ll Mao exibir eixo E
1| ANO | TEMPO : Mostrar Eixo Padrdo
3 32 11,9 irlr! Exibir eixo com a ordem & os rétulos
= ' 5 padrdo
B 7 12 4 | | Mostrar Fixo em Milhares
4 a7 11,6 * 3['& Exibir eixo com ndmeros representados
? a8 11,5 11,8 & ‘ em milhares
5 s Mostrar Eixo em Milhdes
6| 32 11,4 116 * il | Exibir eixo com niimeros representados
ezl 55 11,3 * | —  emmilhdes
2 61 11,25 114 0. jm‘ Mostrar Eixo em Bilhdes
- I Exibir eixo com numeros representados
9| & 112 ) 112 1 % esirey || e bilhaes
10| 65 13,1 ‘e crel H 5a] Mostrar Eixo com Escala Logaritmica
11 58 11,08 11 H 0. | jrll Exibir eixo usando uma escala
—1; — T logaritmica de base 10
E 7 10,95 108 1 ¥ + Il Mais Opgdes de Eixo Vertical Principal...
4| 73 10,8 105
15| 83 10,79 104 : : ; . 45 :
E 84 10,76 a 20 40 60 80 100 |
17| 88 10,49 i - : =

Figura B.5: Arrumar os valores dos eixos.
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Figura B.7:

Criar a linha de tendéncia para seus dados.
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Figura B.6: Substituir pelos valores mais adequados a aplicacao dada.
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Figura B.8: Escolher a fungao que melhor se ajusta com o objetivo do trabalho.
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Figura B.10:

Exemplo: Polinomial do 2° grau e sua equagao.
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Figura B.11: Exemplo:

Exponencial e sua equacao.
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Figura B.12: Exclusao de legendas (opgao de visualizagdo mais "limpa").
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Figura B.13: Inserir os titulos.
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