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RESUMO

O conteudo de funcdes quadraticas esta na grade curricular do nono ano do
Ensino Fundamental e no primeiro do Ensino Médio e geralmente é trabalhado de
modo mecanico com apresentacdo de formulas e resultados com poucas justificativas.
Buscando uma alternativa a essa apresentagéo, temos como objetivo desse trabalho
propor uma sequéncia didatica que possa ser utilizada no ensino da funcéo quadratica
no Ensino Médio e que vise explorar esse conteddo num contexto historico,
resgatando o método babilbnico para determinar as raizes, utilizando a forma
candnica para obter raizes e extremos, relacionando o seu grafico com a conica
pardbola, ilustrando e simulando a propriedade refletiva da parabola num contexto de
aplicacao fisica, falando da determinacdo da parabola a partir de trés pontos e
explorando seus pontos de maximo e minimo em problemas. Essa sequéncia foi
aplicada em uma turma de primeiro ano do Ensino Médio de uma escola estadual de
Jaragua do Sul, Santa Catarina, e pudemos vivenciar uma pratica diferente da usual
gque de modo geral mostrou pontos positivos na receptividade e envolvimento dos

alunos.

Palavras-chave: Funcao quadratica. Sequéncia Didatica. Parabola. Ensino.



ABSTRACT

The subject of quadratic functions is part of the curriculum of the ninth year of
Elementary School and the first year of High School, and is usually taught mechanically
with the presentation of formulas and results with few justifications. Seeking an
alternative to such presentation, we aim to propose a didactic sequence that can be
used to teach the quadratic function in High School and to explore the quadratic
function in a historical context, bringing back the Babylonian method to determine the
roots, using the canonical form to find roots and extremes, relating its graphic to the
conic parabola, illustrating and simulating the reflective property of the parabola with
an application in physics, addressing the determination of the parabola from three
points and exploring problems about the maximum and minimum points. This
sequence was applied to a first-year High School class from a State School in Jaragua
do Sul, Santa Catarina, and we were able to experience a practice that was out of the
ordinary which, in general, yielded positive aspects regarding the receptivity and

involvement of students.

Keywords: Quadratic function. Didactic Sequence. Parabola. Teaching.
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INTRODUCAO

O contetdo de fungdes quadréaticas é trabalhado no ultimo ano do Ensino
Fundamental e também no primeiro ano do Ensino Médio, geralmente de forma
mecanica, sendo dadas varias formulas (férmula do vértice, férmulas das raizes) e
feitos muitos exercicios de repeticdo. Dessa forma os alunos, na maioria das vezes,
compreendem o processo a ser feito, mas ndo conseguem relacionar o conteudo a
nenhuma aplicacdo no seu cotidiano. Nesse mesmo contexto, a parabola aparece
dentro do estudo da funcdo quadratica, como seu grafico, sem considerar as

propriedades da parédbola, sua definicdo como uma codnica e suas aplicacdes praticas.

A proposta desse trabalho é explorar um pouco esse tema e propor um modo

diferente de trabalhar esse conteildo com os alunos do primeiro ano.

A ideia de apresentar a parabola como uma sec¢do cdnica deve-se a uma
tentativa de estabelecer uma relacdo entre a geometria e a algebra. Pela experiéncia
da autora, a maneira como este contetdo € abordado hoje, o aluno aprende fungéo
quadratica no primeiro ano do Ensino Médio, e o conteudo de cbnicas é visto no
terceiro ano, e nenhuma relagéo é feita entre os conteddos. Pensamos que o aluno,
ja no primeiro ano, poderia compreender a pardbola como uma sec¢éo conica, mesmo
gue ndo seja feito um estudo mais aprofundado sobre as suas propriedades

geomeétricas.

Sendo assim, o0 objetivo principal desse trabalho € proporcionar aos alunos um
método de aprendizagem que priorize a construcdo do conhecimento através do
conhecimento histérico e interpretacdo dos problemas, além da visualizacdo da

utilizac@o do contetdo matematico no seu dia-a-dia.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: no Capitulo 2 ser4 apresentada
uma pesquisa histérica sobre as cbnicas, a motivacdo para seu estudo e 0s avancos
obtidos por diversos matematicos. No Capitulo 3 sera apresentado o embasamento
tedrico mateméatico sobre as fun¢des quadraticas e seus gréficos, as pardbolas, que
€ a base para a construgéo das atividades da sequéncia didatica. No Capitulo 4 sera
apresentada a sequéncia didatica, dividida em 7 atividades, que aborda todo o
conteudo de funcdo quadratica estudado no primeiro ano do Ensino Médio, assim

como a analise qualitativa dos resultados obtidos com a aplicacdo da sequéncia
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didatica. Ja no Capitulo 5 serdo apresentadas as consideracdes finais deste trabalho
e possibilidades para futuros trabalhos.
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2 ASPECTOS HISTORICOS: CONICAS

A civilizacdo grega trouxe varias contribuicdes para o avanco da Matematica.
Uma das maiores contribuicdes dos matematicos helenisticos (século VI a.C. até o
século V d.C.) foi o desenvolvimento do pensamento abstrato e a introducdo do
método axiomatico, ao contrario de civilizacbes anteriores como 0s egipcios e
babildnicos que aplicavam a matematica de maneira utilitaria.

Podemos destacar trés problemas que desempenharam papel importante no
desenvolvimento da matemética, que ficaram conhecidos como os trés problemas
classicos da geometria grega:

1. Quadratura do circulo: dado um circulo, construir um quadrado com a mesma
area,;

2. Trisseccao do angulo: dado um angulo, construir um angulo com um terco da
amplitude;

3. Duplicacdo do cubo: dado um cubo, construir outro cubo com o dobro do
volume do anterior.

Apesar de facil compreenséao dos enunciados, a solu¢éo desses problemas néao
é simples. E importante relembrar que resolver um problema para os gregos
significava resolvé-lo através de constru¢cdes com régua e compasso (que hoje
sabemos ser impossivel). Porém a busca de solucbes para esses problemas
influenciou profundamente a geometria grega e levou a muitas descobertas.

O problema da duplicacédo do cubo foi 0 que deu inicio ao estudo das conicas.
A origem deste problema néo é certa, mas existem lendas sobre sua criacdo. A mais

famosa € a da duplicacéo do altar de Apolo:

Conta uma lenda que em 429 a.C., durante o cerco espartano na Guerra do
Peloponeso, uma peste matou um quarto da populacdo de Atenas, e que a
profunda impresséo criada por esta catastrofe talvez tenha originado um
segundo problema matematico famoso. Diz-se que uma delegacédo fora
enviada ao oraculo de Apolo em Delos para perguntar como a peste poderia
ser combatida e que o oraculo respondeu que o altar de Apolo, cubico,
deveria ser duplicado. Os atenienses, ao que se diz, obedientemente
dobraram as dimensdes do altar, mas isto ndo adiantou para afastar a peste.
E claro, o altar tivera seu volume multiplicado por oito e ndo por dois. Essa,
diz a lenda, era a origem do problema da ‘duplicacdo do cubo’, que a partir
dai foi geralmente designado como ‘problema deliano’ — dada a aresta de um
cubo, construir s6 com régua e compasso a aresta de um segundo cubo tendo
o dobro do volume do primeiro. (BOYER, 1996, p.44)
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O primeiro grande passo para a solucao deste problema foi dado por HipOcrates
de Quios (470 — 410 a.C.). Ele propunha encontrar duas médias proporcionais entre
segmentos de comprimento a e 2a, ou seja, achar x e y tal que

a_x_Y
x y 2a

Da primeira igualdade temos que x? = ay e da segunda igualdade que y? =
2ax. Substituindo o valor de y na segunda igualdade temos que x3 = 2a*® . Assim dado
0 cubo de lado a encontramos um outro de lado x tal que o volume do segundo é o
dobro do volume do primeiro. Porém néao ha construcdo geomeétrica para esta dupla

proporgao.

Menaecmus (380 — 320 a.C.) foi quem descobriu a existéncia de curvas com
essa propriedade, que podiam ser obtidas de uma mesma fonte, cortando um cone

circular reto por um plano perpendicular a um elemento do cone.

Segundo Boyer (1996), Menaecmus descobriu que, cortando um cone circular
reto simples, com angulo gerador de 45°, por um plano perpendicular a uma geratriz
do cone, a curva de intersecao é tal que, em linguagem de geometria analitica atual,
sua equacdo pode ser escrita na forma y? =[x , em que [ € uma constante que
depende da distancia do plano ao vértice chamada de latus rectum. Nao € conhecida
a maneira como Menaecmus deduziu essa propriedade, mas ela depende apenas de
teoremas de geometria elementar. Como vemos na demonstragéo do Teorema 2.1 a

seqguir.

Teorema 2.1 Seja ABC um cone com angulo gerador de 45° e seja m um plano
perpendicular a uma geratriz do cone ABC, representado na Figura 1. Entdo, a
intersecdo de m com o cone pode ser escrita na forma y* = lx, em que [ é uma

constante que depende da distancia do plano ao vértice A.

Demonstracédo: Sendo AC a geratriz do enunciado e D a intersecdo de m com a
geratriz, seja EDG a curva intersecdo entre © e o cone, conforme ilustra a Figura 1.
Entdo, por um ponto P qualquer da curva, fagamos passar um plano a perpendicular
ao eixo do cone (pela posicao da Figura 1 seria um plano horizontal). Seja entdo PVR
o circulo dado pela intersecdo do cone com o plano a«. Como a intersecéo entre planos

€ uma reta nota-se que existe um ponto Q, o outro ponto de intersecdo da curva EDG
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com o circulo, tal que a intersecéo dos planos m e a € a reta que contém os pontos P

e Q.

Figura 1 — Solucéo da propriedade de Menaecmus

FONTE: adaptado de Oliveira, 2016, p.57.

Das simetrias envolvidas resulta que a reta PQ é perpendicular a RV em O.
Para verificar esse fato, basta observar que o plano que contém o eixo do cone e 0
ponto D é perpendicular ao plano a, contém o eixo de simetria da curva EDG e contém

o didametro, denotado por RV, do circulo PVR.
Segue entdo, da propriedade das cordas, que
|0Q||OP| = |OR||OV]. (2.1)

Logo, como [0OP| = |0Q]|, temos que OP é a média geométrica entre RO e OV.

Além disso, da semelhanca dos tridngulos R’'DA (R’D paralelo a RV) e ABC segue-se

que
IR'D| _ |BC| 29
|AR'| ~ |AB|’ (22)
Da semelhanca dos triangulos OVD E BCA segue que
lov| _|BC| 23
|DO| — |AB| (2:3)

Sejam y = |0P| e x =|0D| as coordenadas do ponto P no plano m, utilizando as

equagles 2.1, 2.2 e 2.3, temos
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2 = |R'D||OV]| = |AR'| IBC] |DO| IBC] (2.4)
y 146" " 1AB| :
Como |AR'| = |AD| e x = |0D| concluimos que
2  ap) BEL 25)
ye = IABIZx' :

Sendo o triangulo retangulo BAC isésceles temos ainda |BC|? = 2|AB|?, e substituindo

na equacao 2.5 chegamos em:
y* = 2|AD|x (2.6)
finalmente, basta definir [ = 2|AD|.

|

Menaecmus provavelmente conhecia muitas das propriedades hoje familiares

das secbes cbnicas, inclusive as assintotas da hipérbole, que Ihe permitiriam operar
com equivalentes das equa¢des modernas que usamos. Proclo (412 - 485) diz que
Menaecmus foi um daqueles que “tornaram toda a geometria mais perfeita”, mas

pouco sabemos do que fez realmente. (BOYER, 1996, p.66).

O final do século lll a.C. foi o periodo de maior popularidade dos trés problemas
classicos. Esses problemas constituem o ponto comum dos trabalhos de diversos
gedbmetras da época. Trés matematicos se destacaram aos demais da época:
Euclides (c. 300 a.C.), Arquimedes (287 — 212 a.C.) e Apolonio (262 — 190 a.C.). E
por causa da obra deles que o periodo de cerca de 300 a 200 a.C. foi denominado de

“ldade Aurea” da matematica grega.

Durante todo o periodo helenistico a cidade de Alexandria permaneceu o foco
matematico do Ocidente, mas um dos maiores matematicos de toda a antiguidade,
Arquimedes nasceu e viveu em Siracusa, conhece-se pouco sobre sua vida, mas pode
ter estudado por algum tempo em Alexandria com os estudantes de Euclides.
Arquimedes fez diversas contribuicbes a Fisica, principalmente nos campos da

hidrostética e da estatica, e inventou varios tipos de maquinas para usos civil e militar.
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Costumava utilizar o método da neusis!, que ndo se encaixava nos padrdes

euclidianos pois necessitava de uma reta graduada.

Para Roque (2012) os demais gebmetras da época parecem ter sofrido
influéncia direta de Arquimedes, 0 que pode ser constatado pelo uso de métodos
mecanicos, como a espiral e de diversos tipos de neusis. Contudo, nota-se também
que eles se distanciaram um pouco do estilo de Arquimedes, uma vez que se
dedicaram a procura de métodos alternativos em suas construcdes, indicando uma
possivel necessidade de ir além dos procedimentos disponiveis na época. Os escritos

de Euclides ofereciam uma alternativa.

A busca de novos métodos de construcéo inspirados no paradigma euclidiano
serviu de motivagao para os trabalhos de Apoldnio (262 — 190 a.C.) desenvolvidos na
virada do século Ill a.C. para o século Il a.C. Apolbnio parece ter-se considerado rival
de Arquimedes; assim, tratou de varios assuntos em comum. Pouco se conhece sobre
a vida de Apolénio: nasceu em Perga, sul da Asia Menor, quando jovem foi para
Alexandria a fim de estudar com os sucessores de Euclides, e acabou ficando na
cidade por longo tempo. Posteriormente visitou Pérgamo, no oeste da Asia Menor,
onde havia uma universidade e uma biblioteca recentemente criadas nos moldes das
de Alexandria. Retornou depois para Alexandria onde permaneceu até sua morte.
(EVES, 2004).

Segundo Roque (2012) uma das preocupacdes de Apoldnio era apresentar
solucBes por meio de cbnicas para os problemas classicos, como a duplicacdo do
cubo e a trissec¢cdo do angulo, a fim de eliminar as solu¢des por neusis e por curvas
especiais usadas por Arquimedes e outros. A obra mais famosa de Apolonio, As
Conicas, conta com certa de 400 proposicdes em seus oito livros. E um estudo
exaustivo dessas curvas que supera completamente os trabalhos anteriores. Dessa
obra um dos livros se perdeu, apenas os quatro primeiros livros existem ainda em
grego; e os trés seguintes foram traduzidos para o arabe no século IX, e essa versao
se preservou. Em 1710 Edmund Halley fez uma traducéo latina dos sete livros, e dai

entdo apareceram edigcbes em muitas linguas.

1 Técnica de construgdo que nao pode ser classificada como construgdo com régua e compasso, pois
utiliza régua graduada.
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Nessa obra, Apolonio define secdes conicas do modo mais geral possivel,
como secdes de cones, usando métodos muito caracteristicos dos Elementos de
Euclides. Apoldnio segue o estilo formal dos Elementos até nos detalhes do enunciado

de certas proposicdes.

Segundo Eves (2004), antes do tempo de Apolbnio, a elipse, a parabola e a
hipérbole eram obtidas como secc¢des de trés tipos de cone circular reto: conforme o

angulo no vértice fosse agudo, reto ou obtuso (Figura 2).

Figura 2 — Obtencao das conicas antes de Apol6nio

A\ -
/a\ = ™ .
g 3 N
ol / \\ \‘\ : < /f/\\\
fr— \\ ~\
Koz S X
b ™
/! N\

< 90° 6 =9°

Fonte: CERQUEIRA, 2015, p.4.

Apolénio, no livro | de As Conicas, mostrou sistematicamente que ndo €
necessario tomar seccdes perpendiculares a um elemento do cone e que de um Unico
cone podem ser obtidas todas as trés espécies de secdes conicas, simplesmente
variando a inclinag&o do plano de secado. Esse foi um passo importante para relacionar
os trés tipos de curvas. Uma segunda generalizacdo importante se efetuou quando
Apolbnio provou que o cone nao precisava ser reto — isto €, um cone cujo eixo é

perpendicular a base circular — mas pode também ser um cone obliquo ou escaleno.

Apolbnio também substituiu o cone de uma sé folha por um duplo. Ele, na

verdade, deu a mesma definicdo de cone circular usada hoje:

Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre por um
ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que ndo esta
num mesmo plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada
um dos pontos dessa circunferéncia, a reta mével descrevera a superficie de
um cone duplo. (BOYER, 1996, p. 100).

Essa mudanca fez da hipérbole a curva de dois ramos que nos é familiar hoje. Quanto
a nomenclatura, as curvas néo tinham tido designacgfes além de descricbes do modo
pelo qual tinham sido descobertas — se¢des de cone acutangulo (oxytome), seccbes
de cone retangulo (orthotome) e secc¢des de cone obtusangulo (amblytome) (Figura
3).
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Figura 3 — Sec¢Bes de cone acutangulo, retangulo e obtusangulo

FONTE: LOPES, 2011, p.36.

Os nomes elipse, parabola e hipérbole foram introduzidos por Apolénio e foram
tomados da terminologia pitagoérica antiga referente a aplicacdo de areas. Quando os
pitagdricos aplicavam um retadngulo a um segmento de reta (isto €, colocavam a base

do retangulo ao longo do segmento de reta, com um vértice do retangulo sobre uma

extremidade do segmento) eles diziam que se tinha um caso de “ellipsis”, “parabole”
ou “hyperbole”, conforme a base do retangulo era menor do que segmento de reta,

igual ou maior, como ilustra a Figura 4.

Seja entdo AB o eixo principal de uma cbnica, P um de seus pontos e Q o pé
da perpendicular por P e AB. Por A, que é o vértice da cbnica, trace a
perpendicular a AB e marque nela uma distancia AR igual ao que chamamos
hoje latus rectum ou parametro p, da cénica. Apliqgue a AR um retangulo tendo
AQ como um dos lados e de &rea igual a (PQ)2. Conforme a aplicagao fique
aquém do segmento de reta AR, coincida com ele ou o exceda, Apolénio
chamava a c6nica de elipse, parabola ou hipérbole. (EVES, 2004, p.199, grifo
do autor).

Figura 4 — Nomenclatura das conicas através da aplicacdo de areas

Fonte: a autora, 2018
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Para Boyer (1996), os estudos de Apolonio eram tdo semelhantes aos atuais
que muitas vezes ele antecipa a Geometria Analitica de Descartes (1596-1650). Seus
métodos ndo sdo diferentes do uso de sistemas de coordenadas. Embora Apol6nio
nNao se reportasse a um sistema de eixos, via de regra, utilizava um par de diametros
conjugados como equivalentes aos eixos obliquos. As conicas representaram uma
revolugdo no estudo da é&rea, servindo como base para matematicos de diversas
geracoes:

assim como Os elementos de Euclides substituiram textos elementares
anteriores, assim em um nivel mais avancado o tratado sobre Cdnicas de
Apolénio derrotou todos os rivais no campo das sec¢des cbnicas, inclusive As
cbnicas de Euclides, e na antiguidade nenhuma tentativa parece ter sido feita
para aperfeicod-lo. Se a sobrevivéncia é uma medida de qualidade, Os

elementos de Euclides e As cbnicas de Apoldnio foram claramente as
melhores obras em seus campos. (BOYER, 1996, p.99, grifo do autor).

Para definir as sec¢des conicas, Apolénio cortou um cone VCD por um plano
através do eixo. A intersecdo desse plano com a base do cone € o diametro CD. O
triangulo resultante AVCD é chamado de tridngulo axial. A parabola, a elipse e a
hipérbole sdo definidas como as interse¢des deste cone por determinados planos que
cortam o segmento CD ou o prolongamento de CD sobre uma reta EF conforme ilustra
a Figura 5. Essa reta EF é ortogonal a CD. A reta AS € a intersecédo dos cortes planos
com o triangulo axial.

Figura 5 — Cortes do cone pela construgao de Apolonio
V 4

(a) Pardbola (b) f‘:li]nv' lc) “i]'if'l']-l'll'

FONTE: LOPES, 2011, p.41.

Assim, as cOnicas séo definidas da seguinte forma:

e Se AS é paralelo ao lado do triangulo axial, a secéo é uma parabola;

e Se AS interceptar ambos os lados do triangulo axial, a se¢éo é uma elipse;
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e Se AS interceptar um dos lados do triangulo axial e o prolongamento do outro
lado dado além de V, a secao é uma hipérbole. Nessa situacéo, existem dois

ramos da curva, ao contrario da hipérbole gerada pelo cone de angulo obtuso.

Apo6s os trabalhos de Euclides, Arquimedes e Apolbnio, a matematica grega
passou por um declinio e demorou para que qualquer progresso na teoria ou
aplicacdes das conicas ocorresse. Os estudos de Apolonio sobre as conicas
contribuiram para os estudos de Ptolomeu (90 — 168 d.C.). Além disso, as conicas de
Apolbnio exerceram influéncia sobre os estudos de Galileu (1564 - 1642) e Kepler
(1571 - 1630). Kepler tinha interesse na possibilidade de aplicacdes das conicas a
astronomia, enquanto Galileu nas aplica¢fes a fisica. O nome foco deve-se a Kepler
e tem origem na palavra focus, latim para lareira. Galileu contribuiu com a dinamica
através de sua andlise do movimento dos projéteis numa componente horizontal
uniforme e uma componente vertical uniformemente acelerada. Foi o primeiro a
mostrar que a trajetéria de um projétil, desprezando a resisténcia do ar, € uma
parabola. Kepler teve vérias contribuicbes para o estudo das conicas, em 1609
anunciou suas duas primeiras leis de astronomia. A primeira diz que os planetas
descrevem orbitas elipticas em torno do Sol, com o Sol ocupando um dos focos. Por
volta de 1686, Newton (1643 — 1727) provou em seu livro “Principia Mathematica” que

isso pode ser deduzido da lei de gravitacéo e das leis da Mecanica. (LOUZADA, 2013).

Para Neto (2008), Kepler também apresenta as conicas de forma unificada
usando a hipérbole para medi¢des do fenbmeno de reflexdo. Ele também mostra pela
primeira vez a pardbola como limite de uma elipse ou hipérbole. Na construcdo da
parabola ele utiliza a mesma distancia dos pontos até o foco e até a diretriz. Ele
também afirma que a parabola tem o segundo foco no infinito, que até entdo ndo era

utilizado na geometria.

No proximo capitulo iremos focar na conica pardbola trazendo a
fundamentacédo tedrica como conica, como gréfico de fungédo quadratica, algumas de

suas propriedades e como ela esta presente no Ensino Basico.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Nesse capitulo vamos nos aprofundar no estudo da parabola e da funcao
quadratica, como referencial usamos 0s pontos propostos pelo livro Numeros e
Funcdes Reais, de Elon Lages Lima (LIMA, 2013), utilizado no PROFMAT e usamos
algumas referéncias para complementar o texto, como Dutra (2015), Monteiro (2014),
entre outros.

Vamos primeiramente apresentar a definicdo geométrica de uma parabola.

Definicdo 3.1. Considere-se, em um plano «, um ponto F e uma reta d que ndo contém
F. Denominamos parabola de foco F e diretriz d ao lugar geométrico dos pontos do

plano a que equidistam de d e F.

Na proxima secao vamos provar gue a se¢ao de um cone circular por um plano

paralelo a geratriz € de fato uma parabola.

3.1 APARABOLA E AS ESFERAS DE DANDELIN-QUETELET

As definicbes de coOnicas que utilizamos atualmente foram comprovadas no
século XIX pelo matematico belga Germinal Pierre Dandelin (1794-1847). Em 1822,
ele introduziu uma nova ideia que ajudaria a demonstrar as propriedades das secdes
cbnicas. Adolphe Quetelet (1796-1874), também belga, e colega de Dandelin foi um
importante colaborador deste trabalho. O trabalho de Dandelin foi mostrar que dado
um plano que secciona um cone, existem uma ou duas esferas que sao tangentes ao
plano e ao cone. Estas esferas sdo conhecidas como esferas de Dandelin.
(MONTEIRO, 2014). Na sequéncia apresentamos esse resultado para o caso em que

a sec¢do é a parabola.

Teorema 3.1. O ponto de tangéncia da esfera de Dandelin com um plano paralelo a
geratriz do cone, que intersecciona uma das folhas do cone, é o foco F de uma
parabola, sendo a reta diretriz a interseccdo deste plano com o plano que contém a

circulo de tangéncia da esfera com o cone.
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Figura 6 — Esferas de Dandelin: Parabola

FONTE: Adaptado de Chung, 2013, p.9.

Demonstragdo: Considere uma das folhas de uma superficie cbnica circular. Vamos

interceptar esse cone com um plano a paralelo a uma geratriz do cone.

Seja ¢ uma esfera inscrita no cone e tangente a a no ponto F, como na Figura
6. Seja y o plano que contém o circulo C; resultante da intersecao entre a esfera ¢ e
o cone. Chamaremos de A o ponto de intersecdo do circulo C; a geratriz do cone

paralela ao plano a. Seja d a reta intersecao entre o plano a e o plano y.

Escolha Q um ponto arbitrario sobre a curva resultante da interse¢do de a com
0 cone e K 0 ponto de C; em que a esfera ¢ intersecta a geratriz que passa por Q.

Seja ainda P a projecao ortogonal do ponto Q sobre a reta d.

Pela propriedade das tangentes as esferas, temos que VA=VK e QK=QF. O
tridngulo isésceles VAK é semelhante ao triangulo KQP pois possuem um angulo igual
(&ngulos opostos pelo vértice) e para o outro angulo notamos que VA é paralelo a QP,
pois QP esta no plano a que é paralelo a geratriz VA. Como VQ é uma transversal

aos seguimentos paralelos VA e QP, temos outro angulo igual, confirmando que os
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triangulos séo semelhantes, logo QP=QK. Podemos assim concluir que QF=QP. Logo,
a distancia entre o ponto Q, sobre a curva, ao ponto F é a mesma que a distancia

entre Q e areta d, que é a definicdo dos pontos que pertencem a uma parabola.

Portanto a curva intersecdo de @ com o cone é uma parabola de foco F e reta

diretriz d.

|
Na proxima secado veremos como a equacdo quadratica era trabalhada e

motivada pelos Babildnios.

3.2 BABILONIOS E A EQUACAO QUADRATICA

Em textos cuneiformes, escritos pelos babilénios ha quase quatro mil anos,
encontramos a questao de achar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto
p. Em termos geométricos, esse problema pede que se determinem os lados de um

retangulo conhecendo o seu semi-perimetro s e a sua area p.
Os numeros procurados sao as raizes da equacao do segundo grau
2 —
x“—sx+p=0.

De fato, como s é a soma dos nimeros, se um dos nimeros é x, o outroé s - x

e seu produto é
p=x(s—x)=sx—x?
logo,
x2—sx+p=0.

Observe que se a é uma raiz desta equacao, isto é, > —sa +p =0,entdo =
p

s — a também é raiz, pois
pP-sp+p=(-a)y—-s(s-a)+p=
=s?—2sa+a’—s’+sa+p=

= a?’—sa+p=0.
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A regra para encontrar os dois nimeros cuja soma e cujo produto sdo dados

era assim enunciada pelos babildnicos:

Eleve ao quadrado a metade da soma subtraia o produto e extraia a
raiz quadrada da diferenca. Some ao resultado a metade da soma.
Isso dard o maior dos numeros procurados. Subtraia-o da soma para
obter o outro ndmero. (LIMA, 2013, p.108).

Utilizando a notagéo atual esta regra nos fornece as raizes

para a equacéo x? — sx + p = 0.

Ha indicios de que o raciocinio que levou os babildnicos a encontrarem essa
conclusédo pode ter sido usando a relacdo da média aritmética. Ou seja, se a e f sdo
0S numeros procurados, digamos a < 8, entdo eles sdo equidistantes da média

. sy + . . S N
aritmética % = “Z—B Assim, se conhecermos a diferencad = § — 5 =5 — ateremos os

dois nimeros a = %— depf = % + d. Para obter d tem-se

== G-a)Gea)- @) -

logo

d2=(%)2—ped=
Donde,

e w
e
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Segundo Lima (2013, p.109), como s e p eram sempre positivos, os babildnicos

nunca tinham preocupacdes com solucdes negativas fornecidas pela sua regra.

2
Certamente deviam ocorrer casos em que G) < p, cuja solugdo é conhecida hoje

com 0s numeros complexos, nesses casos, eles deveriam concluir que os nimeros

procurados ndo existiam, o0 que é correto no ambito dos numeros reais.

Na sequéncia discutiremos a forma candnica do trinbmio e diversas
propriedades que podemos obter com relacdo a funcdo quadratica usando essa

expressao.

3.3 FORMA CANONICA DO TRINOMIO
Consideremos o trindbmio
b c
ax’+bx+c=a <x2 +—x+—>.
a a

Completando o quadrado podemos escrever

, , b b2 b2
ax“+bx+c=alx +2'%'x+4—az—4—az+a =
3 (+b)2+4ac—b2 31
—H I\ T2 4a® | G

Esta maneira de escrever o trinbmio do segundo grau é chamada de forma
candnica e tem algumas consequéncias importantes. Em primeiro lugar, ela conduz
imediatamente a formula que da as raizes da equacédo ax? + bx + ¢ = 0. Com efeito,

sendo a # 0, temos:

b\? 4ac - b?
)+—=o.

ax2+bx+c=0<:)(x+% e
Se o discriminante, 4 = b2 — 4ac, for negativo significa que a equacgdo dada
nao possui solucédo real, pois o quadrado de x + % nao pode ser negativo. Se 4 > 0,
obtemos

( +b)2 b? — 4ac | +b| b2 — 4ac
—) = s —| = [—
x 2a 4q? x 2a 4q2
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Usando a definicdo de modulo, segue que

b Vb2 — 4ac
X+ —=t———
2a 2|a|

asea>0

caseq< 0}, porém, como o0 segundo termo da equacéo ja

Sabemos que |a| = {

apresenta as duas opcoes de sinal, podemos escrever

b Vb?% — 4ac
X+ —=+————
2a 2a
logo
—b + Vb2 — 4ac
X = )
2a

Esta é a férmula classica para as raizes da equacao quadrética, conhecida no Brasil
como Férmula de Bhaskara. Em outros paises, essa formula é chamada apenas de

“féormula quadratica” ou “férmula de resolucédo de equagdes do 2° grau”.

Como segunda consequéncia destacamos a caracterizacdo dos extremos da
funcdo quadrética. Seja f(x) = ax* + bx + ¢ , supondo a > 0, a forma canonica
exibe, no interior dos colchetes, na equacado (3.1), uma soma de duas parcelas. A

primeira depende de x e é sempre maior ou igual a zero. A segunda é constante.
2
. p . . b .
Assim, o menor valor dessa soma € atingido quando (x + g) = 0, ou seja, quando

—-b . -
X = . Nesse ponto f(x) assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0, 0 menor

valor assumido por f(x) = ax* + bx + c é

—b b? 4ac — b?
()= e

2a “4a 4a
Sea < 0,ovalor f (%) € 0 maior dos numeros f(x), para qualquer x € R.

Quando a > 0, f(x) = ax*+ bx + ¢ ndo assume valor maximo, pois conforme

2
-b b .
o valor de x se afasta de x = 5. emos que o valor (x +Z) vai aumentando e

consequentemente os valores de f(x) vao aumentando, ou seja, € uma funcao
ilimitada superiormente. Analogamente, quando a < 0, f(x) ndo assume valor

minimo, logo é ilimitada inferiormente.
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A terceira consequéncia é que a forma candnica nos ajuda a identificar para
quais valores x # x' temos f(x) = f(x’), ou seja, identificar as simetrias. Olhando

para a forma candnica, vemos que f(x) = f(x’) se, e somente se,

b\? b\?
(“z) =(x+£>-

Como estamos supondo x # x', isto significa que

b b
x’+—=—(x+ ),

2a E
isto é,
x + x' _ b
2 2a’

ou seja, a funcdo quadratica f(x) = ax*+ bx + ¢ assume o mesmo valor f(x) =

) ) AR T b
f(x) parax # x' se, e somente se, 0s pontos x e x’ sdo equidistantes de x = — —a» aue
€ o0 ponto de maximo ou de minimo da funcéo f(x).

Na préxima secéo abordaremos alguns resultados que tratam da determinacéo

dos coeficientes a, b e ¢ que determinam a lei de uma funcdo quadrética.

3.4 FUNCAO QUADRATICA DEFINIDA POR TRES PONTOS

Seja f: R —» R uma func¢do quadratica definida por f(x) = ax? + bx + ¢, em que
a,b,c € Rea # 0. Os teoremas dessa se¢do nos dizem que f esta bem definida pelos

valores que f assume.

Teorema 3.2. Se duas func¢des quadraticas assumem 0S mesmos valores em trés
pontos distintos x;,x, € x5, entdo essas fun¢bes sdo iguais, isto €, assumem o

mesmo valor para qualquer niamero real x.

Demonstragdo: Suponhamos que as fungdes quadraticas f(x) = ax*+bx+c e
gx) = ax*+bx+c assumam o0s mesmos Vvalores f(x;)=g(x1), f(xy) =

g(xy) e f(x3) = g(x3) para trés numeros reais distintos x;,x, € x;.
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Escrevendo a =a—a',f =b—b'ey = ¢ —c', queremos mostrar que a = § =

¥ =0.Como f(x1) — g(x1) = 0,f(x2) — g(xz2) = 0e f(x3) — g(x3) = 0, segue que

axi+pBx;+y=0
(D {axi +pfx; +y =0
axs + Px;+y =0

que é um sistema linear homogéneo que tem a = f = y = 0 como solu¢do, queremos
verificar que esse sistema ndo tem nenhuma outra solugdo. Assim, subtraindo a

primeira equacao de cada uma das outras, temos que:

a(xs —xf) +Bx; —x) =0 (3.2)

a(x? —x%) + B(x3 —x1) = 0. (3.3)

Como x, —x; #0 e x3 —x; # 0, podemos dividir a equacdo 3.2 por x, —x; € a

equacao 3.3 por x; — x4, obtendo

a(x; +x,)+B=0 (3.4)

a(x; +x3)+ B =0. (3.5)

Agora, subtraindo membro a membro as equacoes (3.4) e (3.5), temos a(x; — x,) =
0. Como x3 —x, # 0, resulta que a = 0. Substituindo nas equacdes anteriores,
obtemos sucessivamente f = 0 ey = 0. Portanto, a solugdo homogénea € a Unica

solucéo para o sistema (*), donde, f(x) = g(x).

| |
Com esse teorema podemos afirmar que se as imagens de duas funcdes

quadraticas coincidem em trés valores entéo elas serdo iguais.

Teorema 3.3. Sejam x4, x, e x5 trés numeros reais distintos e y,, y, e y; numeros tais
que os pontos A = (x1,v1),B = (x3,v,) e C = (x3,y3) S@0 ndo-colineares em RZ2.

Entdo, existe uma, e somente uma, funcéo quadratica
f(x) =ax?+bx +c,

tal que f(x1) = y1, f(x2) = y2 e f(x3) = 3.
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Demonstracédo: Na demonstragao do Teorema 3.2 vimos que o sistema homogéneo
(¥) admitia apenas a solugéo trivial. Sabemos que, em geral, quando um sistema
homogéneo sO6 admite a solugdo trivial entdo podemos substituir os zeros dos
segundos membros por numeros arbitrarios que sempre teremos solucéo unica. No
caso presente, isto € facil de ver diretamente: usando 0s mesmos passos seguidos
acima, vemos que, dados arbitrariamente os numeros reais y;,y, e y; , existe um, e
somente um terno ordenado de ndmeros a, b, ¢ tais que

ax? +bx; +c=1y,

ax? + bx, + ¢ = y,.

ax2 +bx;+c=y;
De fato, seguindo os passos do Teorema 3.2, subtraindo a primeira equagao de cada

uma das outras, temos:

a(xf —x3) +b(x, —x1) =y, =y (3.6)

a(x —x7) + b(x3 —x1) = y3 — y;. (3.7)

Como x, —x; #0 e x3 —x; # 0, podemos dividir a equacdo 3.6 por x, —x; € a

equacgao 3.7 por x; — x;, obtendo

a(x1+x2)+b=u
X2 — X1
e
a(x1+X3)+b=y3_y1.
X3 — X1

Agora, subtraindo membro a membro, temos

Ys=V1 V2T N1
X3—X1 Xo2—X;

a(x; —xz) =

logo

(3.8)

1 [J’3 —Y1 Y2~ }’1]
a= - .

X3 —XolX3— X1 Xp— X

Assim, podemos afirmar que dados trés numeros reais distintos x;,x,,x; €

nameros reais arbitrarios y;, y,, y3, existe um, e somente um, terno de nimeros a, b, ¢
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tais que a funcdo f(x) = ax®+ bx +c cumpre f(x;) = vy, f(x) =y e f(x3) = ys.
Precisamos garantir que a funcéo obtida é uma funcéo quadratica, ou seja, a # 0.

O valor de a acima obtido na equacéao (3.8) mostra que a é zero se, e somente

se, vale

Y3—=Y1_ V22—
X3 — X1 xZ_xl’

ou seja, as retas AB e AC possuem a mesma inclinacao, isto €, os pontos A, Be C
séo colineares, contradizendo a hipotese do teorema. Portanto, a # 0 e a funcdo f
obtida € uma funcdo quadréatica. Com isso provamos a existéncia de f, a unicidade é

exatamente o resultado do Teorema 3.2.

Esse teorema nos garante que dados trés pontos ndo colineares sempre
existirh uma Unica funcdo quadratica cujo grafico contém esses trés pontos. Por
exemplo, vamos encontrar a funcdo quadratica que contém os pontos A(1,1), B(2,0) e
C(3,1):

Como a funcdo quadratica é da forma f(x) = ax* + bx + ¢, substituindo os pontos

acima, obtemos:
Ponto A:a(1)?+b(1)+c=1 >a+b+c=1

PontoB:a(2)>?+b(2)+c=0 »4a+2b+c=0

PontoC:a(3)2+b(3)+c=1 -9a+3b+c=1

Portanto, precisamos resolver o sistema:

a+b+c=1
4a+2b+c=0.
9a+3b+c=1

Cuja solugéo € a =1,b = —4 e c = 4. Assim, a funcdo quadratica que passa pelos

pontos A,Be C é f(x) = x*—4x + 4.
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Na proxima secao veremos que o grafico de uma funcdo quadratica é a conica

parabola.

3.5 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

Pela Defini¢cdo 3.1 temos que a parabola de foco F e diretriz d é o conjunto dos
pontos do plano, determinado por F e d, que distam igualmente de F e de d (Figura
7). Queremos mostrar que o grafico de uma funcédo quadratica € uma pardbola. A
reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eixo da parabola. O
ponto da parabola mais proximo da diretriz chama-se vértice dessa parabola. Ele é o
ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o foco e a interse¢édo do eixo com

a diretriz.

Figura 7 — Parabola

2ixo

Fonte: a autora, 2018.

Por exemplo, o gréfico da funcédo quadratica f(x) = x* é a parabola cujo foco é F =

(O, i) e cuja diretriz é a reta horizontal y = —% . Com efeito, a distancia de um ponto

qualquer P(x, x*) do grafico de f(x) = x> ao ponto F = (0, i)) é igual a

2

d(P,F) = sz + <x2 —%) .

Por outro lado, A distancia do mesmo ponto P(x,x?*) aretay = —i e
d(P,d) = x2 + %

Como se trata de nimeros positivos, para verificarmos a igualdade entre estas duas

distancias, basta ver que seus quadrados sao iguais. E, de fato, tem-se,
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1,2 1\2
2 2 _ ) — 2 4
x +<x 4) (x +4).

De modo mais geral, se a # 0, o grafico da funcdo quadratica f(x) = ax* é a

paréabola cujo foco é F = (0, i) e cuja diretriz é areta horizontal y = — ﬁ . Utilizando

0 mesmo argumento acima, basta verificar que para todo x € R vale a igualdade

2

14\2 1
2 2_ ) = 24—
vt (= o) = (a4 )

Considerando a funcéo quadratica f(x) = a(x — m)* + k, sendo a,m, k € R,
com a # 0 temos que o grafico de g(x) = a(x —m)?resulta do gréfico de h(x) =
ax? pela translacdo horizontal (x,y) — (x + m,y) aqual leva o eixo x = 0 no eixo x =
m. Ja o grafico de f(x) = a(x —m)*+ k é obtido do gréfico de g(x) por meio da
translacao vertical (x,y) = (x,y + k), que levao eixo OX naretay=kearetay =

—ﬁna reta y =k —ﬁ (Figura 8). Assim o grafico de f(x) = a(x—m)* + k é a

parabola cujo foco € o ponto F = (m, k + i) e cuja diretriz € areta horizontal y = k —

4a’

Segue disso que o grafico de qualquer funcdo quadratica f(x) = ax* + bx + ¢

—p2_—
€ uma parabola, cuja diretriz € a reta horizontal y = ‘La:—zl e cujo foco é o ponto
o b 4ac—b*+1
~\ 2a’ 4a '

Com efeito, a forma candnica do trinbmio nos da
ax’*+ bx +c = a(x —m)*+k,

b 4ac-b?
sendom=—-— ek = =<2
2a 4a

O ponto do gréfico de f(x) = ax*+ bx + ¢ mais proximo da diretriz é aquele

. b . ;.
de abcissa x = 5o Neste ponto f(x) atinge seu valor minimo quando a > 0 e seu

valor maximo quando a < 0. Ainda quando x = —%, 0 ponto (x,(fx)) é o veértice da

pardbola que constitui o grafico de f(x). Na Figura 8 temos a representacdo dos

elementos.
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Figura 8 — Parabola

Fonte: a autora, 2018.

Na proxima secéo falaremos de uma propriedade bem importante da parabola

e muito utilizada em aplicagoes.

3.6. PROPRIEDADE REFLETORA DA PARABOLA

A propriedade de maior destaque da parabola € a propriedade de reflexéo.
Reflexdo é o fenbmeno que consiste no fato de a luz voltar a se propagar no meio de

origem, apds incidir sobre um objeto ou superficie.

Leis da Reflex&o:

Primeira lei da reflexdo: O raio incidente, o raio refletido e a reta normal séo
coplanares. Ou seja, pertencem ao mesmo plano geométrico.

Segunda lei da reflexdo: O angulo de reflexdo (r) é sempre igual ao angulo de
incidéncia (i).

Pela segunda lei da reflexdo, se um feixe de luz paralelo ao eixo focal de uma
parabola incide sobre ela entdo todo feixe de luz sera refletido na dire¢cdo do foco da
parabola. Analogamente, se uma fonte de luz estiver sobre o foco de uma parabola,
de forma que os raios de luz incidem na parabola, entdo esses raios serao refletidos

paralelamente ao eixo focal da parabola. (SILVA FILHO, 2015).



33

Vamos mostrar essa propriedade da pardbola de modos: uma utilizando

conceitos de calculo e outra apenas geometria.

Considere a parabola y* = 4px, com foco no ponto F(p,0), como ilustra a
Figura 9. Considere uma reta tangente a parabola no ponto P(x,y) e seja a 0 angulo
formado entre a reta tangente e o segmento PF e f o angulo formado entre a reta

tangente e a reta paralela ao eixo da parabola, passando por P. Vamos mostrar que
a=p.

Figura 9 — Propriedade refletora da parabola

- F (p.0)

Fonte: adaptado de Dutra, 2015, p. 28.

Usando diferenciais, temos que o coeficiente da reta tangente que passa por P

e
dy 1 1 2p
dy 2p

Por outro lado, o coeficiente da reta que passa por P e pelo foco F é

Y Y
tanf = — =
an Ax x-—p

(3.10)

sendo 8 é o angulo PFT (ver Figura 9) de modo que, prolongando a tangente até o

eixo x, teremos um triangulo AFPQ e pelo teorema do angulo externo, temos 6 = a +

B.
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Assim, usando as equacotes 3.9 e 3.10 temos que:

tan @ — tan 3 55 2
an d — tan X—p Y p
o _ _r 3.11
tana = tan(6 — f) l+tanftanfp |, _Y 2P y -
xX—p Yy

De (3.9) e (3.11), temos que a = . (DUTRA, 2015).

Agora iremos demonstrar essa propriedade utilizando apenas conceitos de
geometria. Vamos primeiramente definir a posicdo da tangente a uma parabola,

determinada pelo Teorema 3.4.

Teorema 3.4. Se a parabola é o grafico da funcéo f(x) = ax* + bx + ¢, sua tangente
no ponto P = (xo,y,), onde vy, = axi + bx, + ¢, € a reta que passa por esse ponto e

tem inclinagao igual a 2ax, + b.

Demonstracdo: Vamos mostrar que todos os pontos dessa parabola que tem abscissa
diferente de x, estédo fora da reta mencionada e no mesmo semiplano determinado

por ela.

Suponhamos que a > 0. Mostraremos que, para todo x # x,, 0 ponto (x,y) da
parabola, com y = ax? + bx + ¢ esta acima do ponto (x,y, + (2ax, + b)(x — x)), de

mesma abscissa x, situado sobre a reta, como ilustra a Figura 10.

Figura 10 — Tangente a uma parabola

(%, &+ by +c)

—— (¥ Yo + (2axo + b))

— (X0, @xo® + DXo + C)

v

/ *o X X

Fonte: adaptado de Lima, 2013, p.123.
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Em outras palavras, queremos provar que, supondo a > 0,
X # xg = ax? + bx + ¢ > ax3 + bxy + ¢ + (2axy + b)(x — x,).
Para isto, basta notar que
X # xg = ax? + bx + ¢ — [ax3 + bxy + ¢ + (2axy + b)(x — xg)] = alx —x5)> >0
|

Isto mostra que a reta de inclinacdo 2ax, + b que passa pelo ponto (xg,y,),
com y, = f(x,) tem este Unico ponto em comum com a parabola que € o grafico de f
e que todos os pontos da parabola estdo acima dessa reta. Logo, essa reta é tangente
a parabola nesse ponto.

Sabendo agora que a parabola, grafico da funcdo f(x) = ax* + bx + ¢, tem, no
ponto P = (x,y), uma tangente cuja inclinagdo € 2ax + b, calculemos agora a
inclinacdo da reta FQ que une o foco F ao ponto Q, pé da perpendicular baixada de P

sobre a diretriz d (Figura 11).

No célculo que segue admitiremos que P ndo € o vértice da parabola. Caso P
fosse o vértice, a reta FQ seria vertical e a tangente no ponto P teria inclinacao zero,

logo seria horizontal.

A inclinacado da reta FQ € dada por uma fracdo cujo numerador € a diferenca
entre as ordenadas de Q e F e cujo denominador € a diferenca entre as abscissas

desses pontos.

Figura 11 — Inclinagéo da tangente de uma parabola

I
I
I
I
I
I
1
I

/ ° :

Fonte: adaptado de Lima, 2013, p.124.



36

Ja vimos na sec¢do 3.5 que F = (m,k+ﬁ) eQ = (x,k—i), em quem=§e k =

4ac—b?

€ a ordenada do vértice da parabola. Logo, a inclinacdo de FQ é igual a

k-gg-(ktag) - -1 1

= = = — . 12
xX—m 2a(x —m) 2a(x+2£) 2ax+b (312)
a

Pelo Teorema 3.4 sabemos que a inclinacéo da reta tangente € 2ax + b, logo de (3.12)
segue que o segmento de reta FQ é perpendicular? a reta TT', tangente a parabola

no ponto P.
Com estes resultados, podemos enunciar a propriedade geométrica da parabola:

A tangente a parabola num ponto P faz angulos iguais com a paralela ao eixo e com
a reta que une o foco F a esse ponto (Figura 12).

Figura 12 — Angulos da tangente a parabola
A

/T' (] d

Fonte: Adaptado de LIMA, 2013, p.126.

2Asretasy=ax+bey=a'x+b’,coma=#0ed # 0, sdo perpendiculares se, e somente
y y
1

se, a' = -
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Seja Q o pé da perpendicular baixada de P sobre a diretriz, como na Figura 12,
a definicdo da parabola nos diz que FP = PQ, logo o tridngulo FPQ ¢é is6sceles. Além
disso, acabamos de ver que FQ é perpendicular a tangente, ou seja, a tangente é
altura desse triangulo isosceles, logo é também bissetriz. Portanto os angulos FPT’ e

T’PQ s&o iguais. Donde, APT = FPT’ = a.

Uma histéria muito conhecida sobre a utilizacdo da propriedade refletora da
pardbola é a lenda de Arquimedes que conta que, em 214 a.C., Arquimedes salvou a
cidade de Siracusa do ataque maritimo dos romanos usando uma arma de raios. Os
gregos instalaram na costa um conjunto de espelhos planos e direcionaram 0s raios
de sol refletidos contra os barcos romanos. Rapidamente os barcos incendiaram

devido a alta concentracdo de luz num anico ponto, como ilustra a Figura 13.

Figura 13 — llustracdo da Lenda de Arquimedes

\}\

Archimedes

Heat Mirrar
Fay

‘ _——\——__yl-.dirrnr

i

Shore

Hore

Fonte: WIKIMEDIA, 2007.

Apesar de ser pouco provavel que a histéria seja verdadeira, € uma ilustracédo

dessa propriedade da parabola.

O paraboloide de revolucéo, também conhecido como superficie parabdlica, é
uma superficie obtida pela rotacdo de uma parabola em torno do seu eixo de simetria,
e essa superficie preserva a propriedade refletora da parabola. A seccdo de um farol
de automoével tem o formato de um paraboloide. A lampada situada no foco, quando
acesa, emite raios luminosos que apoés incidirem sobre a parabola serdo refletidos

segundo retas paralelas ao eixo da parabola, como ilustra a Figura 14.
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J& nos telescopios, antenas de radar e antenas parabdlicas as ondas paralelas
ao eixo da pardbola se refletem na parabola e se direcionam ao seu foco, onde se
encontra o receptor de sinal. Essa propriedade € ilustrada na Figura 15.

Figura 14 — Farol parabdlico
Sup. espelhada

Farol de um automével Seccgdo de um farol

Fonte: VENTURI, 2003, p. 46.

Figura 15 — Antena Parabdlica

L

(espelho parabolico) {antana parabdlica)

Fonte: VENTURI, 2003, p. 47.

Nesta sec¢do pudemos ver a importancia da propriedade refletora da parabola
e sua ampla utilizacdo no nosso cotidiano, mais um motivo para aprofundarmos o
ensino dessa conica. Na proxima secao apresentamos um breve panorama do ensino

da parabola na Educacédo Basica.

3.7 ENSINO DA PARABOLA NO ENSINO BASICO

No Ensino Basico as cbnicas aparecem em momentos e formas diferentes. No
Ensino Fundamental a Unica conica estudada € a parabola, como grafico da funcéo
guadratica, estudada no 9° ano. Nesse momento sdo apresentados apenas alguns
pontos notaveis, como 0s zeros e o0 Vértice para a construgdo do grafico. Apesar de
alguns livros apresentarem a sua propriedade refletora, dificlmente os alunos

compreenderdo o funcionamento, uma vez que nao estudaram o foco da parabola,
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elemento fundamental para o entendimento das aplicagbes da pardbola no nosso

cotidiano.

O estudo da matematica vem sendo realizado, queira ou ndo, ainda de uma
forma muito abstrata em sala de aula, onde varios contetdos séo abordados
e desenvolvidos apenas teoricamente e com férmulas, ndo tendo sentido para
os discentes e para parte dos docentes. (MACHADO, 2009, p.2).

No primeiro ano do Ensino Médio, a parabola € vista praticamente da mesma

forma que no Ensino Fundamental. No plano de ensino anual da escola em que a

sequéncia foi aplicada, encontramos os conteudos e 0s objetivos do ensino das

fungbes, como mostra a Figura 16.

Figura 16 — Objetivos do Plano anual da escola

Fungdes
. Fungio polinomial do 1° grau (fungio
afim)

] Tipos de funcio, graficos, zeros,
crescente e decrescente.

. Fungio do 2° gran

] G:réﬁcosL crescente, decrescente, zeros
da fungio, vértice, valor maximo ou
minimo.

. Identificar e representar uma funcio do 1° e 2° graus
por sua lei e seu grafico

. Determinar as raizes de uma fungio

. Relacionar a concavidade da parabola e o numero de

raizes reais da fungfo, respectivamente, com o sinal do
coeficiente a e com o sinal do discriminante delta.

. Determinar o vértice da parabola e classifica-la como
ponto mAXimo e minimo, € assim obter a imagem da funcio.

Fonte: a autora, 2017

Nas Figuras 17 e 18 sdo apresentados os sumarios de dois livros do primeiro

ano do Ensino Médio:

Figura 17 — Sumario do livro Quadrante Matematica

Fonte: BALESTRI, 2016.




40

Figura 18 — Sumario do livro da editora Leya - Matematica: interacdo e tecnologia

Fonte: CHAVANTE E PRESTES, 2016.

Além dos topicos citados no plano da escola, os dois livros também apresentam
0 estudo do sinal da funcdo quadratica. Além disso, o livro da editora Quadrante
aborda a forma canénica do trinémio do segundo grau, e o livro da editora Leya aborda
a taxa de variacdo média de uma funcédo quadratica, assunto que ndo costuma ser
abordado no Ensino Médio. Apesar dos livros apresentarem algumas particularidades,
a base do ensino da fungéo quadrética € a mesma: defini¢éo e aplicacdo das formulas

para obter raizes, vértice e ser possivel esbocar o grafico da funcéo.

O estudo das Conicas retorna entédo no terceiro ano do Ensino Médio dentro da
Geometria Analitica. De modo geral os livros didaticos fazem um desenvolvimento
apresentando sua origem, definicdo, elementos e equacdes. Apesar de sua
importancia histérica, o estudo das Coénicas na Educacdo Bésica se restringe a
memorizacdo de férmulas, dificultando o estudo e o entendimento da importancia

deste assunto.

Pensando nisso, 0 objetivo de realizar este trabalho foi apresentar este
conteudo de uma maneira diferente da usual, priorizando a constru¢cdo do
conhecimento através do conhecimento historico e interpretacdo dos problemas em

detrimento do uso de férmulas e memorizacao de modelos.

Segundo Santos (2009, p. 19), “é importante olhar para o passado para estudar
matematica, pois perceber as evolucdes das ideias mateméaticas observando somente
o estado atual dessa ciéncia ndo nos da toda a dimensao das mudangas”. Além disso,
a Proposta Curricular de Santa Catarina (2014) cita que “A Matematica deve ser
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contextualizada e trabalhada de forma significativa, transformando as informacdes em
conhecimentos que durante o percurso formativo contribuam para a formacao integral
dos sujeitos” (p. 163) e recomenda “que se desenvolvam aulas praticas e
experimentais, de forma a propiciar acesso e dominio da linguagem cientifica. ” (p.
168).

Buscamos entéo apresentar uma sequéncia didatica que aborda o conteudo de
Parabolas no primeiro ano do Ensino Médio. Essa sequéncia tem como base a
abordagem do tema no livro “Numeros e Fungdes Reais”, de Elon Lages Lima (LIMA,
2013), utilizado no PROFMAT. Essa sequéncia foi dividida em sete atividades que

serdo detalhadas no préximo capitulo.
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4 PROPOSTA DE ABORDAGEM PARA O ENSINO MEDIO

Nesse capitulo sera apresentada a sequéncia didatica que aborda uma maneira
do ensino da funcdo quadratica no primeiro ano do Ensino Médio. Seréo descritos 0s
procedimentos metodoldgicos e caracteristicas da andlise qualitativa, a concepcao da

sequéncia didatica e a descricao juntamente com analise da aplicagdo da sequéncia.

4.1 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS E ANALISE

O tema funcédo quadratica é visto na Educacéo Béasica no ultimo ano do Ensino
Fundamental e também no primeiro ano do Ensino Médio. Resolvemos aplicar essa
sequéncia em uma turma de Ensino Médio, pelo fato de os alunos ja possuirem um
pouco de conhecimento sobre o tema e por ser uma turma na qual a autora desse

trabalho lecionava.

Antes de iniciar a aplicacdo com os alunos, foi obtido o aval da diregcdo com a
assinatura de um termo de consentimento (APENDICE A) e também foi conversado
com os alunos sobre o modo que trabalhariamos o proximo conteudo. Eles levaram
um termo para os pais assinarem (APENDICE B) e trouxeram assinado nas aulas
seguintes. Eles também foram informados sobre o método de avaliagdo durante as
atividades a saber: entrega das listas de exercicios, atividades feitas no caderno e
nota do relatério de um experimento que realizariamos, as atividades seriam

individuais com excecao do relatério do experimento.

A analise dos resultados obtidos com a aplicacdo da sequéncia sera feita de
maneira qualitativa. Segundo Godoy (1995), algumas caracteristicas basicas da

pesquisa qualitativa sao:

1. O ambiente natural € a fonte direta de dados: o pesquisador é o instrumento
de observacao, selecdo e andlise e interpretacdo dos dados coletados, realizando o

estudo no ambiente em que ocorre e faz parte.

2. A pesquisa é descritiva: os dados apresentados aparecem na forma de
entrevistas, anotacdes, fotografias, videos entre outros documentos. Os
pesquisadores qualitativos se preocupam com 0 processo e ndo simplesmente com

0s resultados ou produto.



43

3. O significado que as pessoas dao as coisas e a sua vida sdo a preocupacao
essencial do investigador: os pesquisadores qualitativos tentam compreender 0s

fendmenos que estdo sendo estudados a partir da perspectiva dos participantes.

4. Os pesquisadores utilizam enfoque indutivo na analise de dados: como 0s
pesquisadores qualitativos ndo partem de hipéteses estabelecidas a priori, ndo se
preocupam em buscar dados ou evidéncias que corroborem ou neguem tais
suposicdes. Partem de questdes ou focos de interesse amplos, que vao se tornando

mais diretos e especificos no transcorrer da investigacao.

Dentre os tipos de abordagens qualitativas, o que se adapta ao nosso trabalho
€ o0 estudo de caso, utilizando a pesquisa participativa. Segundo Lidke e André (1986,
p. 13), o estudo de caso “vém ganhando crescente aceitagdo na area de educagéo,
devido principalmente ao seu potencial para estudar as questdes relacionadas a

escola”.

Um estudo de caso apresenta trés fases em seu desenvolvimento: inicialmente,
ha a fase exploratéria; num segundo momento, ha a delimitacdo do estudo e a coleta
de dados; e, num terceiro estagio, ha a andlise sistematica desses dados, culminando
na realizacdo do relatério (NISBET E WATT, apud LUDKE E ANDRE, 1986).

O papel da professora nesse estudo € classificado, segundo Leininger (1985),
como “Participagdo com alguma observacao”. Nessa fase, o observador comeca uma
participacdo mais ativa e diminui a observagcdo com o objetivo de aprender com as
pessoas através do envolvimento direto em suas atividades. Nesse papel, o
pesquisador teve o prévio consentimento por parte da comunidade a ser observada.
Os sujeitos, neste caso, sabem do carater cientifico do estudo, podendo haver

acordos, algumas obrigacfes e promessas, discutidas antes do inicio da pesquisa.

O papel de participante como observador se adapta ao tipo de pesquisa que
envolve o ambiente de sala de aula. O pesquisador, com essa técnica, tera o livre
transito no local, podendo realizar suas observacdes, interagir com os sujeitos até
chegar a analise dos dados, obtendo ou ndo as conclusdes de sua pesquisa.
(OLIVEIRA, 2009, p.10).

Na proxima secéo falaremos sobre a concepcéo da sequéncia didatica.
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4.2 A CONCEPCAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Uma sequéncia didatica € um conjunto de atividades planejadas para ensinar
um conteudo, organizada de acordo com os objetivos do professor para a
aprendizagem dos alunos. Para Zabala (2007, p.18), sequéncia didatica € “um
conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de
certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelo

professor como pelos alunos”.

Desta forma ao iniciar o contetdo de fungcdo quadratica os alunos foram
orientados em relagdo a maneira como o contetdo seria trabalhado e também como
eles seriam avaliados em cada etapa. Além disso, Peretti e Costa (2013, p.6)
destacam que ao iniciar a sequéncia didatica “é necessario efetuar um levantamento
prévio dos conhecimentos dos alunos e, a partir desses, planejar uma variedade de

aulas”.

A abordagem foi planejada de modo que o0s alunos construissem o
conhecimento necessario para o estudo da funcdo quadratica. Nas atividades que
seriam trabalhadas os alunos precisavam resolver sistemas lineares de trés variaveis
e completar quadrados. Assim, iniciou-se com uma revisao de resolucao de sistemas
lineares de duas variaveis, e depois foram introduzidos os sistemas lineares de trés
variaveis e o método de completar quadrados. Apesar do conteddo néo ser abordado
da maneira usual, néao foi aplicado um formalismo matematico excessivo, levando em
consideracdo que eram alunos do primeiro ano e a maioria deles possui muitas

dificuldades nos conteddos do Ensino Fundamental.

Na sequéncia foram apresentadas as secdes cOnicas e as propriedades
refletoras da parabola de maneira dindmica com a realizacdo de um experimento.
Depois foi feito um resgate historico sobre 0 método de obtencdo das raizes da
equacado do segundo grau, construcdo do grafico da funcédo quadratica e resolvidos

problemas de otimizacao utilizando a forma canénica do trinémio.

A sequéncia foi aplicada no terceiro bimestre de 2017, em uma turma de
primeiro ano do Ensino Médio, com 32 alunos matriculados, da Escola de Educagéo
Basica Professor José Duarte Magalhdes, uma escola publica estadual localizada em

Jaragud do Sul. No Ensino Médio publico de Santa Catarina sdo ministradas



45

semanalmente trés aulas de matematica, com 45 minutos cada. Nesta turma, eram
duas aulas consecutivas na quarta-feira e uma aula na sexta-feira. A primeira
atividade teve inicio no dia 02 de agosto 2017 e a ultima atividade foi apresentada

pelos alunos no dia 04 de outubro de 2017.

4.3 DESCRICAO E ANALISE DAS ATIVIDADES

Nesta secdo apresentaremos 0s objetivos, a descricdo e a andlise de cada
umas das atividades da sequéncia proposta.

4.3.1 Atividade 1: sistemas lineares e completando quadrados

Os objetivos dessa atividade eram revisar e introduzir os contetdos que serao
necessarios no estudo da funcdo quadrética, a saber: completar quadrados e sistemas

lineares. Prevemos 06 aulas para o desenvolvimento dessa atividade.

Iniciamos a aplicacdo da sequéncia didatica com o método de completar
quadrados, que é necessario para escrever a funcdo quadratica em sua forma
canbnica. O contetudo foi iniciado com o procedimento contrario, desenvolver
guadrados, para que o0s alunos percebessem o que acontece, principalmente com os
coeficientes de x e x?, relembrando as relagdes (x + a)? = x? + 2ax + a’ e (x — a)? =

x% —2ax + a®.

O processo de completar quadrados € iniciado com quadrados perfeitos para
entdo serem trabalhados com termos quaisquer. Os alunos nao tiveram dificuldades
em compreender o método, porém alguns erros foram cometidos, principalmente
guando era preciso colocar algum fator em evidéncia, como por exemplo, escrever na
forma de quadrado perfeito a expressdo —3x* + 6x — 3. Nesse caso, nos exercicios
feitos em sala, as vezes os alunos esqueciam de dividir algum termo ou erravam o
sinal na hora de completar o quadrado. Sabemos que, nesse caso, 0s alunos deveriam

chegar narelagdo —3x? + 6x —3 = —3(x — 2)? +9.

Apos trés aulas trabalhando com o método de completar quadrados, para
verificar a aprendizagem, foi entregue uma lista de exercicios (APENDICE C) aos
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alunos para serem resolvidos em casa e entregues na aula seguinte, em que ja seria

iniciada a revisao de sistemas lineares.

Para encontrar a lei de formacdo de uma funcdo quadréatica cujo gréafico
contenha trés pontos dados é preciso resolver um sistema linear 3x3. Os alunos
aprendem solucdes de sistemas 2x2 no Ensino Fundamental, mas a maioria nao
recorda. Desta forma, foi necessario, primeiramente, revisar a solucdo de sistemas
2x2, para tal foi utilizado o método da substituicdo. Depois disto foi possivel dar inicio
aos sistemas 3x3, utilizando o mesmo método. Como o objetivo era apenas resolver
sistemas para que os alunos fossem capazes de encontrar funcées quadraticas a
partir de trés pontos, foram trabalhados apenas sistemas possiveis e determinados.
Os alunos irdo se aprofundar no estudo dos sistemas lineares no segundo ano do

Ensino Médio.

Novamente, apos as trés aulas trabalhando com sistemas, os alunos levaram
para casa uma lista de exercicios (APENDICE D) a ser entregue na aula seguinte.
Além disso, foi solicitado aos alunos que trouxessem na proxima aula imagens de

objetos ou constru¢des que os lembrassem uma parabola.

Nessa primeira atividade, os alunos sempre respondiam e questionavam as
solucdes, as vezes encontrando a resposta mentalmente antes de apresentar o
procedimento escrito, principalmente nos exemplos mais simples. Conforme os
calculos se mostraram mais trabalhosos, foi necessaria a utilizacdo do procedimento
escrito para encontrar a solucdo. Apenas 3 alunos deixaram de entregar as listas de
exercicios. De modo geral, os alunos compreenderam o que precisava ser feito,
porém, muitos alunos apresentaram dificuldades nos calculos algébricos, cometendo

erros nas solucdes.

4.3.2 Atividade 2: pardbola como sec¢éo cbnica e sua propriedade refletiva

Os objetivos dessa atividade eram motivar o estudo da parabola a partir do
cotidiano, exemplificar a propriedade refletiva das parabolas e introduzir as conicas
como secdes do cone explorando um material confeccionado na impressora 3D. Foi

prevista 01 aula para a sua realizagao.
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A aula é iniciada perguntando aos alunos o que é uma parabola, eles
apresentam as imagens que trouxeram (Figura 19 e APENDICE H) e como j& tiveram
o conteudo de funcdo quadratica no Ensino Fundamental, muitos relacionam a
pardbola com o grafico dessa funcdo. Pergunto entdo quais objetos do cotidiano
possuem o formato parabdlico e se eles achavam que esses objetos possuiam esse
formato por algum motivo especifico ou apenas pela estética. Entre as respostas dos

alunos estavam: pista de skate, guarda-chuva, pontes e antenas parabdlicas.

Figura 19 — Algumas das imagens de parabolas trazidas pelos alunos

= -

Fonte: trabalhos dos alunos, 2017.
Na sequéncia foi apresentada a paradbola como uma secao cénica, para tal foi
utilizado um cone circular que ilustra as se¢Bes conicas que foi produzido na
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impressora 3D (Figura 20), permitindo a visualizacdo do circulo, da parédbola, da

hipérbole e da elipse.

Figura 20 — Cone e as secdes conicas

Fonte: acervo Prof2 Elisandra Bar de Figueiredo, 2017.2

Os alunos demonstraram interesse em manusear o cone e observar as suas
secbes, como pode ser observado na Figura 21. Para ilustrar as secdes conicas
também foi utilizada a Figura 22. Foi explicado entdo que nesse momento seria
trabalhado apenas com a parabola e que as demais cbnicas seriam estudadas no

terceiro ano do Ensino Médio.

Figura 20 — Aluna manuseando o cone 3D

Fonte: acervo da autora, 2017.

3 Material do laboratério FAB3D do departamento de Matematica.



Figura 21 — Visualizacao das sec¢0es conicas

7

4

Fonte: PENSE MATEMATICA, 2018.
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Nessa introducéo ao tema de parabolas os alunos debateram o uso de objetos

parabdlicos em nosso cotidiano e os motivos da utilizagdo. Compreenderam a

definicdo de sec¢Bes conicas e manusearam com fascinio o cone impresso em 3D.

Depois de apresentar as se¢des conicas, falamos sobre a propriedade refletora

da parabola. Para que os alunos compreendessem essa propriedade foi explicado o

funcionamento da antena parabdlica e farois de carros, com auxilio de imagens, como

as ilustradas nas Figuras 14, 15 e 23.

Figura 22 — Aplicacdes da propriedade refletora da Parabola

Superficie
parabdlica

Fonte: JASON, 2018.

Depois é apresentado o video* (GLOBO.COM, 2013) de uma reportagem do

Jornal Nacional sobre um prédio curvo, em Londres, com vidros espelhados, ilustrado

4 http://gl.globo.com/jornal-nacional/noticia/2013/09/predio-reflete-luz-do-sol-e-jornalista-frita-ovo-na-

calcada-em-londres.html
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na Figura 24. O prédio virou um enorme espelho cdncavo que concentra os raios do

sol na calgada, causando estragos em carros (Figura 25) e fachadas de lojas.

Figura 23 — Prédio curvo mostrado na reportagem

Figura 24 — Carro com a lataria e espelho com marcas de derretimento devido a
reflexdo da luz solar

’ N
Fonte: GLOBO.COM, 2013.

Ainda foi passado para os alunos um outro video® (D'AVILA, 2014) sobre teste
de calor com um espelho. Nele, o autor encontra o foco da parabola observando a
reflexdo da luz solar em um papel, e apés pouco tempo o papel comeca a incendiar,

como ilustra a Figura 26.

5 https://www.youtube.com/watch?v=tn01x3fkGak


https://www.youtube.com/channel/UCNFESWz2tkmTF5TuHvsOH4g
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Figura 25 — Papel incendiado pelos raios concentrados no foco do refletor

Fonte: D'AVILA, 2014.
ApoOs a apresentacao dos videos ilustrando a propriedade refletora do foco da
pardbola, é contada aos alunos a lenda de Arquimedes com o auxilio de um video®

(BOZEMAN, 2015) que mostra uma tentativa de reproduzir a lenda utilizando os
materiais disponiveis na época, como mostra a Figura 27.

Figura 26 — Tentativa de reproduzir a lenda de Arquimedes

Fonte: BOZEMAN, 2015.

Os alunos acharam muito interessante e, mesmo avisados de que a histéria
provavelmente ndo é verdadeira, fizeram diversos comentarios sobre a possibilidade.
Depois de receberem as informacBes sobre a propriedade refletora, os alunos

mostraram-se entusiasmados com a proposta de construcao do refletor parabdlico,

6 https://www.youtube.com/watch?v=PQUMMsGonVc
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devido ao fato de um experimento nao ser algo constantemente visto em sala de aula.
Para a atividade 3 foi solicitado que os alunos levassem o material que seria

necessario para a construcao do refletor.

4.3.3 Atividade 3: construcdo do Refletor parabdlico.

O objetivo dessa atividade era verificar a propriedade refletora da parabola e

foram utilizadas 03 aulas para a sua aplicagao.

Para iniciar é apresentado, aos alunos, trechos de um video’ da construgdo de
um refletor parabdlico e também um refletor ja construido pela professora para que
eles tenham um modelo. Os alunos levaram os materiais necessarios e uniram-se em
6 equipes de 5 ou 6 integrantes. Foram utilizadas duas aulas para a construcao: os
alunos utilizaram papeldo para a base, papel cartdo coberto por papel aluminio para
a superficie refletora e também papel cartdo com fita para unir a base com a superficie
refletora. Algumas equipes utilizaram cola quente. Para a realiza¢ao das medic¢es foi
utilizada uma aula. A Figura 28 ilustra as equipes trabalhando na construgédo do

refletor.

Fonte: acervo de ftos da autora, 2017.

7 https://lwww.youtube.com/watch?v=TfT3JHIByhl.
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As medicdes de temperatura foram realizadas utilizando termdmetros digitais,
alguns modelos culinarios e outros de termémetros de ambientes, com um sensor na
extensdo de um cabo, no dia da medicdo a temperatura ambiente estava em torno de
26°C e os alunos conseguiram medir temperaturas superiores a 42 graus (Figura 29),
evidenciando que o refletor teve éxito. Os alunos buscavam encontram pontos com
diferentes temperaturas, com o intuito de encontrar o ponto com a temperatura mais
alta, que seria o foco do refletor parabdlico. Na aula em que foram realizadas as
medicdes de temperatura, as equipes acompanharam a medic&o de todos os colegas
e surgiu uma competicdo para ver quem conseguia atingir a maior temperatura.
Alguns grupos quiseram medir varias vezes, para tentar atingir uma temperatura
maior. A Figura 29 ilustra as medicdes de algumas equipes. As equipes deveriam
fazer um relatorio contendo uma pesquisa sobre o foco da parabola, a construcéo e

0s resultados obtidos no experimento que seria entregue na aula seguinte.

Figura 28 — Alunos verificando a temperatura no foco da parabola

BB T
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Apesar do entusiasmo na realizagdo do experimento, dois grupos deixaram de
entregar o relatorio, mesmo sendo dada a oportunidade de entregar com atraso. Os
relatérios entregues continham todas as informacdes que foram solicitadas. As
Figuras 30 a 34 apresentam trechos de alguns relatérios entregues pelos alunos.



Figura 29 — Definicdo da parabola: relatorio do Grupo 1
I Descrigéio da parabola:
A pardbola € uma segdo conica gerada pela interse¢do de uma superficie cénica de segundo
grau ¢ um plano paralelo a uma linha geradora do cone (chamada de geratriz). Uma pardbola

também pode ser definida como o conjunto dos pontos que s3o equidistantes de um ponto

dado (chamado de foco) e de uma reta dada (chamada de diretriz). E uma curva plana.

4 O

Segdo cbnica

N

Se o plano corta o cone de maneira obliqua ao seu eixo central e paralelo h4 uma geratriz,
entdo, a segdo formada é uma pardbola.

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

Figura 30 — Metodologia e descri¢cao das atividades: relatério do Grupo 1

1II. Metodologia:

Na aula do dia 25/08, nossa professora de matematica iniciou um projeto simples, envolvendo
o conteudo estudado: parabola. A proposta era a de que montassemos uma e com ela,
verificdssemos a temperatura, encontrando seu ponto foco e percebendo as variagdes térmicas
que ocorreriam. Formamos grupos com 5 integrantes cada e separamos as tarefas, descritas a

seguir:

IV. Descri¢do das atividades:

Comegamos recortando duas bases no papeldo, com formatos de pardbolas, com
aproximadamente 30 cm de largura cada, enquanto outros 2 membros do grupo recortavam 22
pequenos retdngulos em um pedago de papel cartdo. Pegamos, entfio, outro papel cartiio e o
cobrimos com papel aluminio. Em seguida, com as duas bases prontas, dobramos nossos
pequenos retdngulos de papel cartdo de modo que estes fossem colados com fita adesiva
transparente nos lados de dentro da base e apoiassem nosso papel cartdo envolto em aluminio,
acompanhando o formato das bases ¢ também colado com fita adesiva, para maior
sustentagdo. A decoragiio das bases ficava a critério do grupo e era opcional; no nosso caso
especifico optamos por 14 lindas estrelas brancas também feitas de papeldo com o intuito de

tornar nosso trabalho Unico e especial.

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.
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Figura 31 — Resultados das medicdes: relatério do Grupo 2
Relatério das Medigdes

Para iniciarmos as medicdes na paradbola, primeiramente tivemos que
encontrar o foco do raio solar, ou seja, onde 0s raios solares estavam mais presente
em nosso trabalho. Apds termos feito isso, colocamos no local um termémetro para
sabermos a qual temperatura estava o foco da nossa parabola.

Em nossa primeira medicdo, conseguimos uma temperatura de 40,7 °C
(temperatura ambiente 26,2 °C). Todavia, ndo haviamos encontrado o foco
perfeitamente, o que resultou em uma baixa temperatura comparando com a dos
colegas.

Entretanto, ao medir na segunda vez, encontramos perfeitamente o foco da
nossa parabola e com isso conseguimos uma maior temperatura resultante em 44,3
°C (temperatura ambiente 24,8 °C).

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

Figura 32 — Anexos: relatorio do Grupo 1

VI. Anexos:

Vista traseira da superficie metalica:

Vista Lateral e Frontal da superficie construida:

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.
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Figura 33 — Trecho dos relatérios: conclusdes

Conclusao

Com esse trabalho pudemos aprofundar nosso conhecimento em relagdo as
parabolas, e o experimento funcionou, pois conseguimos perceber o aumento
da temperatura significativamente.

Concluséao

Com a concluséio deste trabalho, nés percebemos que, realmente, os raios
solares estavam concentrados no foco na parébola, aprendemos também a fazer

uma parébola simples e prética, além de mostrar suas aplicagdes e o conceito de
parabola.
Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

Podemos notar nos relatérios que todos o0s grupos obtiveram éxito no
experimento, atingindo temperaturas muito mais altas do que a temperatura ambiente.
O grupo que apresentou a terceira conclusdo da Figura 34 citou que os colegas que
construiram o refletor em um tamanho maior atingiram temperaturas maiores. Porém
alguns alunos obtiveram algumas conclusées que podem ser contestadas, por

exemplo, na primeira concluséo da Figura 34, os alunos atribuiram uma temperatura
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menor ao medir pela segunda vez pelo fato de ter ficado menos tempo medindo, e
nao por nao ter posicionado o termémetro no foco da parébola.

4.3.4 Atividade 4: identificacdo da lei da funcdo quadréatica a partir de 3 pontos da
parabola

O objetivo dessa atividade foi encontrar a lei de formacéo da funcéo quadratica
conhecendo trés pontos pertencentes ao grafico da pardbola. Foram usadas 04 aulas

para o desenvolvimento dessa atividade.

Retomando o conhecimento que os alunos ja& possuem de que a funcéo
quadratica é escrita na forma f(x) = ax? + bx + c, iniciamos o processo de encontrar
a lei de formacdo da funcdo quadratica conhecendo trés de seus pontos. Para
encontrar a fungdo precisamos resolver um sistema com trés equacdes e trés
variaveis. Por exemplo, considere a parabola que passa pelos pontos A, B e C

ilustrados na Figura 35.

Figura 34 — Funcado quadratica cujo grafico contém trés pontos dados

2 4

Fonte: a autora, 2017.

Substituindo os pontos na forma geral da funcédo quadratica f(x) = ax® + bx +
¢ obtemos o sistema 3x3
c=-1

a+b+c=-2
4a+2b+c= -1
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cuja solucéo séo os valoresde a = 1, b = —2 e ¢ = —1. Foram feitos alguns exemplos
em sala, inicialmente com valor x = 0, quando o valor de ¢ é encontrado de maneira
direta, depois para x # 0, resultando um sistema em que nenhuma incognita é
encontrada de maneira direta. Os alunos resolveram exercicios em sala e também
entregaram na aula seguinte uma lista de exercicios (APENDICE E) cujo objetivo era
tentar representar a parabola que passa pelos pontos marcados e encontrar sua lei
de formacéo.

Como o conteudo de sistemas de equacdes de trés variaveis e trés equacdes
ja tinha sido visto, os alunos nao tiveram maiores problemas em encontrar a lei da
funcdo. Porém, na atividade em que deveria ser representado o grafico da funcdo
passando pelos pontos, alguns alunos tiveram dificuldades por ndo relembrarem as
propriedades que séo estudadas no Ensino Fundamental, como a concavidade ser
para cima ou para baixo dependendo do valor de a. Na Figura 36 temos a resolucao
de uma questéo da lista de exercicios sobre a atividade 4 realizada por uma aluna, na
gual podemos ver que a aluna encontrou corretamente a lei de formacao da funcgéo,
f(x) = -1x2 + 2x +2, mas nao relacionou o sinal do coeficiente a com a concavidade da

pardbola, conteudo apresentado no Ensino Fundamental.

Figura 35 — Solucdo de uma questéo da lista de exercicios feita por uma aluna

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.
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Outro aluno que veio de outra escola alegou nao ter visto o conteddo no ano
anterior ele encontrou a lei de formagéao correta, mas representou a parabola ilustrada
na Figura 37 que ndo corresponde a lei obtida e nem ao grafico de uma funcéo
guadratica.

Figura 36 — Representacao do grafico de uma funcéo quadratica por um aluno

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

A correcéo da construcdo dos graficos foi feita posteriormente utilizando o
software GeoGebra. Como os computadores do laboratério de informatica precisavam
de manutencao, foi necessario projetar os graficos para os alunos, possibilitando que
eles verificassem seus graficos e também conferissem se encontraram os coeficientes

corretamente.

4.3.5 Atividade 5: método babildnico
O objetivo dessa atividade era fazer os alunos perceberem a evolugcdo das
ideias matematicas e encontrar as raizes de uma equacao quadratica.

A aula foi iniciada com a apresentacédo do video® “A formula que ndo é de

Bhaskara” que apresenta a histéria da equacdo do segundo grau e sua solucdo. E

8 A férmula que n3o é de Bhaskara. Disponivel em <https://www.youtube.com/watch?v=p2uTvDqGKrA&t=1s>.
Acesso em: 07 jul 2018.
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proposto entdo a solucdo da equacgdo por meio do método babilénico de encontrar
dois numeros conhecendo sua soma e seu produto. A regra para encontrar esses dois

nameros cuja soma e cujo produto sdo dados era enunciada pelos babilénios como:

Eleve ao quadrado a metade da soma subtraia o produto e extraia a raiz
guadrada da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dara o
maior dos numeros procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro
namero. (LIMA, 2013, p.108).

Utilizando esse método, foi feito um exemplo explicando o passo a passo para
encontrar os dois numeros cuja a soma deles é 2 e o produto entre eles é -8. No

Quadro 1 temos 0 passo a passo para obter a solucao.

Quadro 1: Passo a passo do método babilénico

Eleve ao quadrado a metade da soma: 2\2 .

z) -
Subtraia o produto: 1-(-8)=9
Extraia a raiz quadrada da diferenca: V9 =3
Some ao resultado a metade da soma, , N 2 —4
isso dara o maior dos niumeros procurados: 2
Subtraia-o da soma para obter o outro

2—4= -2
namero:

Fonte: a autora, 2017.
Portanto os numeros que satisfazem essas condicbes sdo 4 e -2. Os alunos

verificaram que, de fato, esses niumeros satisfazem as condi¢des do enunciado.

Foram propostos outros valores, alguns faceis de calcular mentalmente, outros
resultados ndo exatos em que o modo mais facil de resolver é realizando os calculos
e também quando o resultado ndo é possivel para nimeros reais. Na sequéncia foi
explicado que esses numeros que estavam sendo determinados eram as solu¢des da
equacdo x*—sx+p =0, para que os alunos relacionassem com a equacio

quadratica.
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Os alunos comentaram que este método foi mais facil para eles do que o
aprendido no ano anterior, utilizando a féormula de Bhaskara para solucdo das
equacdes do segundo grau, pois utilizando a férmula eles normalmente confundem os
sinais a serem utilizados. Com essa atividade também foi discutido sobre a construcao
do conhecimento matemaético, tentando desfazer a ideia que muitos alunos possuem
de que matematicos “inventam” formulas ao acaso e eles devem aprender a utiliza-

las, sem uma motivacao.

4.3.6 Atividade 6: forma candnica do trindmio

Os objetivos da Atividade 6 foram encontrar as raizes e o vértice da funcao
quadrética por meio da forma candnica do trinémio e utilizar essas informacgfes para

construir o gréfico da funcao. Foram utilizadas 05 aulas para o seu desenvolvimento.

Iniciei a explicagdo com o exemplo f(x) = x* — 4x + 3, retomando o método
de completar quadrados e também o significado das raizes da funcao, igualando a lei
de formacéo a zero e encontrando as solucdes dessa equacao. Assim, reescrevemos

a funcdo usando o método de completar quadrados:

fxX)=x*—4x +3=(x—-2)2—-4+3=(x—-2)?*-1

e obtivemos as raizes resolvendo a equagédo (x — 2)? — 1 = 0:

(x—2)?2=1
x=2=1V1

x—2=1 -x'=3
x—2=-1-x"=1

Uma vez obtidos os valores eles foram substituidos na fun¢éo dada para tirar a prova

real de que tinhamos, de fato, obtido as raizes.

Depois desse primeiro exemplo foi realizada a formalizagdo esclarecendo que

funcdo quadratica pode ser escrita da forma

f(x) = a(x — xv)z + W,

conhecida como forma canénica do trinémio, sendo (x,, y,,) as coordenadas do vértice

da parabola que € o grafico da funcdo quadratica. Para escrever a funcao desta forma
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basta utilizar o método de completar quadrados. Para encontrar as raizes é necessario

igualar a funcéo a zero.

Assim, dada uma funcéo f(x) = ax? + bx + c ela pode ser reescrita como

) ( +b)z_l_élac—bz
x)=alx+— EEa—
2a 4a
b 4ac—b? ~ L. ,
logo x, =—— ey, = gue sao as classicas formulas para as coordenadas do
v 2a v 4a
btVbZ-4ac

vértice da parabola e igualando a zero obtemos x = — que é a conhecida

2a

férmula de Bhaskara. Essa forma de escrever o trinbmio foi apresentada aos alunos,
mas nao foi demonstrada por envolver termos genéricos dificeis de serem entendidos

por alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

Agora, conhecendo as raizes, o vértice e também utilizando o coeficiente ¢
(valor da funcéo quando x = 0) é possivel construir o gréafico da funcéo. Além desses
pontos outros podem ser marcados utilizando o conhecimento de que a funcéo
calculada em pontos cujas abscissas sdo equidistantes da abscissa do vértice
possuem o mesmo valor. O grafico do exemplo inicial pode ser observado na Figura
38 em que marcamos 0s pontos obtidos. Na aula, o grafico foi feito no quadro para

gue os alunos acompanhassem melhor a construcao.

Figura 37 — Gréfico da funcéo f(x) = x* — 4x +3

4

[¢]

Fonte: a autora, 2017.
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Como os alunos ja haviam visto o conteudo de completar quadrados,
conseguiram desenvolver a atividade. Um erro comum é o de sinal, tanto na hora de
completar o quadrado como na hora de identificar o valor da abscissa do vértice, mas
no momento da construcao do grafico os alunos percebiam que tinham errado em algo
e conferiam os resultados. Depois de alguns exemplos e exercicios os erros foram
diminuindo. Outra dificuldade encontrada foi na marcacéao de pontos equidistantes do
vértice. Durante os exercicios feitos em sala alguns alunos ndo conseguiam identificar
guais pontos poderiam ser marcados para facilitar a construcéo do gréfico, pedindo

auxilio nesse momento.

Apos os exemplos e atividades resolvidas em sala, os alunos levaram para
casa uma lista de exercicios (APENDICE F) sobre a construgdo de gréaficos das
fun¢Bes quadréticas utilizando a forma canénica do trinbmio. De modo geral os alunos
obtiveram éxito nas constru¢cfes dos gréficos, a Figura 39 mostra a solugdo de um

dos exercicios da lista feita por um aluno.

Figura 38 — Solucéo de um aluno: gréafico da funcdo f(x) = x* — 6x + 5

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.
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4.3.7 Atividade 7: problemas de maximos e minimos

O objetivo dessa atividade era resolver a situagcéo-problema envolvendo
maximos e minimos de func¢des quadraticas, para tal os alunos precisavam determinar
a lei de formacédo da funcéo que representava a situacao-problema e depois utilizar a
forma candnica do trinbmio para encontrar o valor de maximo e/ou de minimo. Foram

previstas 05 aulas para trabalhar com essa atividade.

Essa atividade foi iniciada com a proposicdo de alguns exemplos que foram
resolvidos pela professora. Inicialmente foi feito um exemplo sobre area e perimetro,
por ser mais simples de ser compreendido. Os alunos participavam da construcao da
solucéo quando questionados, mas sem guia-los com as perguntas corretas nao seria
possivel resolver o problema. O enunciado de outro exemplo feito era o seguinte: “Um
aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursdo. A companhia exigiu de cada
passageiro R$800,00 mais R$10,00 por cada lugar vago. Qual deve ser o nimero de
passageiros para que a empresa tenha a maior renda?”. Ao questionar os alunos
sobre esse problema, mesmo ja tendo resolvido problemas de maximos e minimos
sobre area e perimetro, nenhum aluno teve ideia de como montar a solugdo do
problema. Alguns falaram simplesmente que “se estiver cheio vai lucrar mais, é 6bvio”.
Durante a solucao do problema, os alunos conseguiram acompanhar os passos feitos,

mas sem muita convicc¢ao de que conseguiriam fazer os exercicios sozinhos.

Apbs esses exemplos resolvidos em conjunto com a professora, os alunos
receberam uma lista de exercicios (APENDICE G) e formaram grupos de 4 ou 5 alunos
para resolvé-los. Os alunos tiveram trés aulas para resolver as questdes e tirar as
davidas. Apés isso, um aluno de cada grupo deveria apresentar a solucao de uma das
guestdes para os colegas, utilizando o quadro. Apesar da atividade ser em equipe,
todos os alunos deveriam ter a resolucdo de todos os exercicios da lista em seu
caderno. Na Figura 40 temos os alunos trabalhando em equipes para resolver a lista

de exercicios.
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Figura 39 — Alunos resolvendo a lista de exercicios

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

Na aula das apresentacgdes, primeiramente foi feita a verificagcdo de que todos
os alunos possuiam as solu¢fes dos exercicios nos seus cadernos. Todos 0S grupos
apresentaram e no momento das solu¢des dos alunos no quadro, muitos alunos me
surpreenderam. Alguns alunos timidos conseguiram explicar a resolucdo dos
exercicios de maneira clara e com boa entonacdo. Outros, mais despojados,
brincaram e explicaram de uma maneira mais informal. Todos apresentaram de
maneira satisfatéria. A Unica dificuldade que os alunos tiveram foi na organizagéo do
quadro: ao acompanhar a explicacdo do aluno e sua escrita no quadro, foi possivel
entender a solucdo do problema, mas, caso alguém apenas olhasse para o quadro,
seria impossivel entender os passos, pois a maior parte dos alunos nao seguiu uma

ordem, escrevendo em qualquer parte do quadro.

Uma das questbes da lista de exercicios era: “Os diretores de um centro
esportivo desejam cercar uma quadra de basquete retangular e o espagco em volta
dela com tela de alambrado. Tendo recebido 200 m de tela, os diretores desejam
saber quais devem ser as dimensdes do terreno a cercar com tela para que a area
seja a maior possivel.” Essa questdo foi resolvida por uma aluna, que explicou
detalhadamente como resolver o problema, a solugcdo dela esta representada nas
Figura 41l e 42.
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Figura 40 — Aluna resolvendo a questao

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

Figura 41 — Solug&o da aluna

Fonte: acervo de fotos da autora, 2017.

Apés a aplicacdo de todas as atividades pude constatar que esta foi a atividade
em que os alunos apresentaram mais dificuldade, pois era necessaria primeiramente
a interpretacdo do problema para encontrar a funcdo quadratica. Porém, essa
dificuldade ja havia sido prevista no planejamento da sequéncia didatica, por isso 0s
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alunos foram separados em equipes. Dessa forma, além de debaterem a solucéo do
problema, quando um aluno da equipe conseguia resolver, explicava para os outros

gue ainda nao haviam compreendido.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta deste trabalho foi desenvolver uma estratégia de ensino para o
contetdo de funcdo quadratica. Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (PCNEM) orientam que os alunos concluintes do Ensino Médio:

saibam usar a Matemética para resolver problemas praticos do
cotidiano; para modelar fenbmenos em outras é&reas do
conhecimento; compreendam que a Matematica € uma ciéncia com
caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas e
demonstragfes; percebam a Matemética como um conhecimento
social e historicamente construido; saibam apreciar a importancia
da Matematica no desenvolvimento cientifico e tecnoldgico
(BRASIL, 2006, p. 69).

Seguindo essas orientacfes, buscamos apresentar o contexto histérico de
alguns elementos da funcao quadrética para os alunos, como a obtencdo das raizes
e 0 estudo da pardbola, sem deixar de lado os calculos algébricos necessarios, mas
apresentando uma abordagem diferente da usual.

Inclusive, as atividades com calculos algébricos foram as que os alunos
apresentaram maior dificuldade. Porém, no decorrer das aulas, foi notéria a melhora
no desenvolvimento das atividades que necessitavam de manipulacdes algébricas,
embora os alunos ainda se sentissem inseguros, quase sempre pedindo auxilio para
conferir os resultados antes de prosseguir.

Esse trabalho representou uma mudanca de postura, da minha concepcéo do
papel do professor. Nao cabe mais um professor que seja apenas transmissor de
conhecimento. Atividades diferenciadas sao importantes para manter os alunos
interessados e participativos, contudo nem sempre sao viaveis, pois demandam muito
mais tempo de preparo e execuc¢édo. Outro fato importante foi o papel que assumi com
esse trabalho, ndo sendo apenas a professora, mas também uma pesquisadora que
estava recolhendo dados. Esta talvez tenha sido a maior dificuldade encontrada na
realizacdo do trabalho, pois durante as aulas muitas vezes o papel de pesquisadora
foi preterido ao papel de professora, e com isso alguns momentos e atividades que
poderiam ter sido registradas para incorporar este trabalho foram esquecidas,
principalmente pelo fato de estar sozinha com a turma, precisando atender todos o0s
alunos e também registrar as atividades das aulas.

De modo geral, considero que a aplicacdo da sequéncia didatica foi muito

produtiva. Os alunos mostraram interesse na realizacdo das atividades,
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principalmente na atividade pratica, mas mesmo durante as aulas, questionavam e
argumentavam sobre as atividades desenvolvidas. Dos 32 alunos da turma, alguns
entregaram as listas com atraso, mas apenas 3 ndo entregaram as listas de exercicios

propostos.

A forma candnica do trindmio e a obtencdo da parabola que passa por trés
pontos dados ndo costumam ser trabalhadas no Ensino Médio, principalmente em
uma escola publica, mas consideramos um contetddo importante para um melhor
entendimento da funcdo quadrética.

Apresentamos algumas das aplicagbes da parabola, mas, pela quantidade
reduzida de aulas que temos, nao foi possivel trabalhar de maneira mais ampla.

Para trabalho futuros, destacamos que as atividades aqui apresentadas podem
ser adaptadas, tanto para serem trabalhadas no ano final do Ensino Fundamental
quanto no terceiro do Ensino Médio, momento em que 0s alunos ja viram o conteudo
de distancia entre pontos e cobnicas, entdo alguns conteudos poderiam ser mais
aprofundados.

Apresentamos uma sequéncia que visa o ensino da funcdo quadratica como
um todo, mas as atividades podem ser desenvolvidas separadamente quando
necessario. Outra possibilidade é a aplicacdo da parabola na Fisica, principalmente
sobre o movimento uniformemente variado, em que diversos experimentos podem ser

feitos.
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APENDICES
APENDICE A — CARTA DE ANUENCIA DA ESCOLA

UDESC

DECLARACAO DA INSTITUI(;:&O PARTICIPANTE
CARTA DE ANUENCIA

Autorizamos a pesquisadora responsavel Caroline Kosloski, mestranda Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT, na Universidade do Estado
de Santa Catarina (UDESC), orientada pela professora Dra. Elisandra Bar de
Figueiredo a realizar uma aplicacdo para sua Dissertacdo de Mestrado nas
dependéncias da EEB Professor José Duarte Magalhaes, sobre Fun¢cdes Quadraticas,
sendo esta a instituicdo coparticipante, motivo ao qual esta sendo direcionada a carta
de anuéncia.

Como mencionado anteriormente, a pesquisa sera realizada nas dependéncias da
escola, onde a pesquisadora trabalha como docente do Ensino Médio atualmente.

Concordamos que os resultados desta pesquisa poderdo ser apresentados por
escritos e oralmente em banca de Dissertacdo, em exposi¢do oral, congressos e
revistas cientificas.

Jaraguéa do Sul, de de 2017.

Atenciosamente,

Diretora
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APENDICE B — TERMO DE CONSENTIMENTO DOS ALUNOS
UDESC

TERMO DE CONSENTIMENTO

O(a) seu(ua) filho(a)/dependente esta sendo convidado a participar de uma pesquisa de mestrado
do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT da Universidade do Estado de
Santa Catarina - UDESC, intitulada: “Ensino da Parabola no Ensino Médio”, da académica Caroline
Kosloski, tendo como objetivo analisar as solugdes apresentadas nas atividades propostas pela
académica que é também professora dele(a), e com a autorizagdo da dire¢do da escola.

O(a) seu(ua) filho(a)/dependente n&o tera despesas e nem sera remunerado pela participacdo na pesquisa.
Os riscos destes procedimentos séo minimos, havendo a possibilidade de cansago para responder as atividades.
Para minimizar estes riscos, as atividades seréo realizadas em grupo em horario regular de aula.

Aidentidade do(a) seu(ua) filho(a)/dependente sera preservada pois cada individuo sera identificado por um
numero. Os beneficios e vantagens em participar deste estudo serao tedricos e empiricos, podendo substanciar
acoes de melhorias no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

A pessoa que estard acompanhando os procedimentos sera a propria académica e professora Caroline
Kosloski.

Solicitamos a sua autorizagdo para o uso dos dados de do(a) seu(ua) filho(a)/dependente, como as
resolucdo das atividades que serdo/foram realizados em sala de aula para a produgdo de uma Dissertagao de
Mestrado. A privacidade do(a) seu(ua) filho(a)/dependente sera mantida através da nao-identificagdo do nome.
O(a) senhor(a) podera solicitar 0 ndo uso das resolugdes das atividades do(a) seu(ua) filho(a)/dependente do
estudo a qualquer momento, sem qualquer tipo de constrangimento.

Este termo de consentimento livre e esclarecido é feito em duas vias, sendo que uma delas ficara em poder
do pesquisador e outra com o sujeito participante da pesquisa.

Mestranda Caroline Kosloski Professora Dra. Elisandra Bar de Figueiredo
Endereco: Rua Rua Paulo Malschitzki, 200 Endereco: Rua Paulo Malschitzki, 200
Campus Universitario Prof. Avelino Marcante, Campus  Universitario  Prof.  Avelino
Marcante,
Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC
TERMO DE CONSENTIMENTO

Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de forma clara e
objetiva todas as explicagbes pertinentes ao projeto e, que todos os dados a respeito do meu(minha)
filho(a)/dependente seréo sigilosos. E ainda, fui informado que posso retirar meu(minha) filho(a)/dependente
do estudo a qualquer momento.

Nome do aluno:;

Nome do responsavel por extenso:

Assinatura Local: Data: / /
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APENDICE C - PRIMEIRA LISTA DE EXERCICIOS

] é r
2
7/
/
v{s“ éli

ALUNO(A):

SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO
GERENCIA REGIONAL DA EDUCACAO
EEB PROF. JOSE DUARTE MAGALHAES
Data:____ /_ /2017

NOTA: (Maximo: 2,0)

TURMA: 101

PROFESSORA:

Caroline Kosloski

Lista de Exercicios — Método de Completar Quadrados

Observagfes: como avisado em sala, seréo 5 listas de exercicios durante o bimestre, cada
uma com valor 2,0. Esta folha com o enunciado deveréa ser entregue junto com 0s exercicios
resolvidos. Data de entrega: 09/08/17

Utilize o método de completar quadrados para escrever as expressdes naforma de
quadrado perfeito: (Valor: 0,1 cada)

a)x2 — 10x + 30
b) x? +4x — 2
c) x? —20x + 88
d)x?>+6x—8
e)x? —10x + 25

f) 2x% + 16x + 70 k) x2 — 8x + 18
g) 3x%2 —18x + 32 ) x? —8x — 19
h) —x2 + 6x — 13 m) x% + 18x + 80
i) —x? —12x + 15 n) x? —12x + 35

i) —2x%+12x — 10 0)x>+4x—9

p) 2x% — 16x + 4
q)2x% +4x -5
r)—3x%+6x—7
s)—x%+2x—1
t) —2x%2 + 8x — 10
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APENDICE D — SEGUNDA LISTA DE EXERCICIOS

SECF}ETARIA DE ESTADO DA EDUQACAO NOTA: (Maximo: 2,0)
GERENCIA REGIONAL DA EDUCACAO
EEB PROF. JOSE DUARTE MAGALHAES
Data:___ [/ /2017

ALUNO(A): TURMA: 101

PROFESSORA: Caroline Kosloski

Lista de Exercicios — Sistemas Lineares

Observagfes: como avisado em sala, seréo 5 listas de exercicios durante o bimestre, cada
uma com valor 2,0. Esta folha com o enunciado deveréa ser entregue junto com 0s exercicios
resolvidos. Data de entrega: 18/08/17

Resolva os sistemas: (Valor: 0,4 cada)

X+y+2z=4 X+y+2=06 X+2y—-2=2
a):12x-3y+z=0 b) {3x+2y—-z=4 c) 12Xx-y+3z=9
5x—y—-z=3 5X-4y+32=6 3X+3y—-2z2=3
X+2y+z=-1 X+y+2=8
d) 12X+y+2z=4 e) 13x+2y—-z=2

3X+5y+2z=1 5x—4y+3z2=12
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APENDICE E — TERCEIRA LISTA DE EXERCICIOS

SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO
GERENCIA REGIONAL DA EDUCACAO
EEB PROF. JOSE DUARTE MAGALHAES
Data; [/ /2017

NOTA: (Maximo: 2,0)

ALUNO(A): TURMA: 101

PROFESSORA: Caroline Kosloski

Lista de Exercicios — Encontrar a Fungéo ax2 + bx + ¢

Observagdes: como avisado em sala, serdo 5 listas de exercicios durante o bimestre, cada
uma com valor 2,0. Esta folha com o enunciado deveréa ser entregue junto com 0s exercicios
resolvidos. Data de entrega: 06/09/17

Questdo: Represente o grafico da funcdo quadratica que passa pelos 3 pontos e
encontre os valores de a, b e ¢ que determinam a funcao f(x) = ax2+bx+c em cada
caso:
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Py p 2 1 o 1 2 3
1 .;
44
a) b)
Funcéo: f(x) = Funcéo: f(x) =
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SECRETARIA DE ESTADO DA EDUCACAO
GERENCIA REGIONAL DA EDUCACAO
EEB PROF. JOSE DUARTE MAGALHAES
Data:___ /_ /2017

ALUNO(A):

NOTA: (Maximo: 2,0)

TURMA: 101

PROFESSORA: Caroline Kosloski

Lista de Exercicios — Construcdo de Gréficos
Observacgfes: como avisado em sala, serdo 5 listas de exercicios durante o bimestre,
cada uma com valor 2,0. Esta folha com o enunciado devera ser entregue junto com o0s

exercicios resolvidos. Data de entrega: 22/09/17
Construa o gréfico das funcdes:

a)f(x) =x2-2x-3

b) f(x) =-x2+1

c) f(x) = 2x? - 8x

d) f(x) =3x2-12x + 9

e)f(x) =-x2+6x-9
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APENDICE G — QUINTA LISTA DE EXERCICIOS

Problemas de maximos e minimos

1. Determine o valor maximo da area de um retangulo cujo semiperimetro é 8 unidades

de comprimento.

2. Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja cercar uma area retangular junto a
um rio para confinar seus animais. Quais devem ser as medidas do retangulo para

gue a area seja a maior possivel?

3. Um avido de 100 lugares foi fretado para uma excursdo. A companhia exigiu de
cada passageiro R$800 mais R$10,00 por cada lugar vago. Para qual nimero de

passageiros a rentabilidade da empresa € maxima?

4. Jodo tem uma fabrica de sorvetes. Ele vende, em média, 300 caixas de picolé por
R$20,00. Ele percebeu que cada vez que diminuia R$1,00 no preco da caixa, venda
40 caixas a mais. Quanto ele deve cobrar pela caixa para que sua receita seja

maxima?

5. O diretor de uma orquestra percebeu que com a ingresso a R$9,00, em média 300
pessoas assistem seus concertos e que, para cada reducdo de R$1,00 no preco dos
ingressos, o0 publico aumenta em 100 espectadores. Qual deve ser o preco do

ingresso para que a receita seja maxima?

6. Um carpinteiro possui um sarrafo com 8 metros de comprimento e pretende com
este sarrafo fazer uma moldura retangular para um quadro. Como ele deve cortar 0

sarrafo, para que a area do quadro seja maxima?

7. Os alunos de uma escola alugaram, para uma festa de formatura, um saléo de
eventos com capacidade para 150 pessoas. Cada aluno comprometeu-se, de inicio,
a pagar R$10,00. Caso a lotagdo do estabelecimento ndo fosse atingida, o gerente
propés que cada aluno que comparecesse pagasse um adicional de R$0,50 por lugar
vazio. Qual deve ser a quantidade de alunos presentes a festa de formatura para que

a receita seja maxima?

8. O lucro de uma fabrica na venda de determinado produto é dado pela funcao L(x)
= — 5x? + 100x — 80, onde x representa o nimero de produtos vendidos e L(x) é o

lucro em reais. Determine:
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a) O lucro méximo obtido pela fabrica na venda desses produtos.
b) Quantos produtos precisam ser vendidos para obtencdo do lucro maximo.

9. Um muro, com 6 metros de comprimento, sera aproveitado como parte de um dos
lados do cercado retangular que certo criador precisa construir. Para completar o
contorno desse cercado o criador usara 34 metros de cerca. Determine as dimensofes

do cercado retangular de maior area possivel que o criador podera construir.

10. Um lote retangular tem 171 m2 de area; a medida de sua frente tem 1m a mais do
que o dobro da medida dos fundos. Quantos metros de muro deverao ser construidos

para cercar o lote?

11. Os diretores de um centro esportivo desejam cercar uma quadra de basquete
retangular e o espaco em volta dela com tela de alambrado. Tendo recebido 200 m
de tela, os diretores desejam saber quais devem ser as dimensdes do terreno a cercar

com tela para que a area seja a maior possivel.

12. Deseja-se construir uma casa térrea de forma retangular. O retangulo onde a casa
sera construida tem 80 m de perimetro. Calcule as dimensfes desse retangulo

sabendo que a area de sua regido deve ser a maior possivel.

13. Um fazendeiro precisa construir um galinheiro de forma retangular utilizando-se
de uma tela de 16 metros de comprimento. Sabendo que o fazendeiro vai usar um
muro como fundo do galinheiro, determine as dimensdes do mesmo para que a sua

area seja maxima.

AR AR AR ARG AL

14. Um sitiante plantou 30 abacateiros e cada arvore produz 100 abacates em média.
Pretendendo aumentar o nimero de arvores, o sitiante consultou um especialista que
o informou que cada arvore nova plantada fard diminuir em 2 abacates o numero
médio produzido pelas arvores. Nestas condi¢des, quantas arvores ele deveré plantar

para obter o nimero maximo de abacates?



APENDICE H - IMAGENS QUE OS ALUNOS TROUXERAM NA AULA INICIAL
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