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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo simples da matemética existente por tras do
funcionamento do buscador Google. Estudamos os conceitos elementares da teoria
de autovalores e autovetores da Algebra Linear, e os conceitos béasicos da Teoria de
Grafos, com a finalidade de demonstrar o teorema principal deste trabalho, o Teorema
de Perron-Frobenius, que ¢ fundamental para o estudo do algoritmo de ordenacao de
paginas PageRank. Além disso, apresentamos um roteiro para utilizacao desse tema
como forma de aplicagao no estudo de Matrizes e Sistemas Lineares no 2° Ano do
Ensino Médio.

Palavras-chave: Google, PageRank, Algebra Linear, Ensino Médio, Teorema de
Perron-Frobenius.






Abstract

In this work we make a simple study of the existing mathematics behind the opera-
tion of the Google search engine. We study the elementary concepts of the eigenvalue
and eigenvector theory of Linear Algebra, and the basic concepts of Graph Theory, in
order to demonstrate the main theorem of this work, the Perron-Frobenius Theorem.
The PageRank page ordering algorithm is based on the main theorem. In addition, we
present a path to use this theme as a form of application in the study of Matrices and
Linear Systems in the 2"¢ Year of High School.

Keywords: Google, PageRank, Linear Algebra, Secondary school, Perron-Frobenius
Theorem.
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1 Introducao

Desde a década de 90 ja haviam alguns mecanismos de busca, que mesmo muito
diferentes dos atuais, para a época, eram considerados eficientes. O “Wandex”, por
exemplo, considerado um dos primeiros buscadores na web, foi criado em 1993. Além
dele tivemos também o “Cadé?”; lancado em setembro de 1995 e o “Altavista” lancado
em dezembro do mesmo ano, considerado o buscador de maior sucesso da era pré-
Google.

Tudo comegou a mudar quando em 1997 dois estudantes de doutorado da Univer-
sidade de Stanford, Lerry Page e Sergey Brin, desenvolveram um sistema de busca que
diferentemente dos ja existentes, além de buscar as paginas no banco de dados, também
conseguia ordenar de acordo com a importancia das mesmas. Essa ordem dependia da
importancia e da quantidade de sites que “linkavam” o outro, ou seja, quanto mais
outros sites indicassem, através do link, uma determinada pagina, mais ela se tornava
importante no site de busca.

Segundo o site WIKIPEDIA: O Google mantém uma lista de bilhdes de paginas
em ordem de importancia, isto ¢, cada pagina tem sua importancia na Web como um
todo; esse Banco de Paginas mantém desde a pagina mais importante do mundo até
a menos importante. Essa importancia se d4 pelo nimero de votos que uma pagina
recebe. Um voto é um link em qualquer lugar da Web para aquela pagina. Votos de
paginas mais importantes valem mais do que votos de paginas menos importantes.

O algoritmo utilizado por Page e Brin, chamado PageRank, que ordenava as pa-
ginas como citado acima foi eficiente na criacao do novo buscador que anos depois se
tornaria o mais famoso e dominante da internet.

Tendo em vista o imenso nimero de dados que esse sistema conseguia processar,
seus criadores tiveram a ideia de nomeé-lo de “Googol”, nome dado ao ntimero 10*°°, ou
seja, o nimero 1 seguido de 100 zeros. Ainda segundo o site WIKIPEDIA, no momento
em que eles foram escrever esse nome, por um erro de digitacao, acabaram escrevendo
“Google” e terminaram por preferir essa variacao como nome para seu buscador.

O fato é que, mesmo sabendo da capacidade e eficiéncia do sistema que criaram,
Page e Brin nao faziam ideia da dimensao e da propor¢ao que o Google ganharia no
mundo todo, e que hoje a humanidade dependeria tanto dele como podemos ver em
nosso cotidiano.
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20 Introducao

Hoje, o Google possui um nimero enorme de informagoes em seu banco de dados e
mesmo assim ainda nos retorna o que procuramos em uma fracao de segundo, apresen-
tando os “melhores” sites nas primeiras de centenas de milhares de paginas encontradas.
Tudo isso gracas ao algoritmo PageRank que estudaremos neste trabalho.

No primeiro capitulo, faremos um estudo de alguns conhecimentos prévios que nos
serao importantes durante o estudo desse tema. Posteriormente, no segundo capitulo,
serd apresentada a teoria matemética central envolvida no tema, enunciando um dos
teoremas centrais com sua demonstracdo, que se baseia no artigo classico [1]. No
terceiro capitulo abrangeremos o tema central que é entender o que ha de contetido
matematico por tras do buscador Google, mostrando de uma forma simplificada o
que acontece de fato quando fazemos uma pesquisa e de forma quase que instantanea
encontramos o que precisamos. Por fim, no capitulo quatro sera descrito um plano de
trabalho que descreve a aplicacao e utilizacao desse tema no ensino da matemaética do

Ensino Médio.



2 Resultados preliminares

Anunciaremos neste capitulo, alguns resultados preliminares importantes que serao
necessarios para um melhor entendimento deste trabalho. Tais resultados se enquadram
em dois temas centrais, o primeiro deles é a teoria dos grafos, que estuda as relagoes
existentes entre os objetos de um certo conjunto. O segundo ¢ a dlgebra linear, ramo da
matematica, que estuda as caracteristicas e propriedades das transformacoes lineares
entre espagos vetoriais. Alguns dos resultados apresentados serao utilizados na parte
da modelagem matematica do tema proposto. Outros foram tomados de [2] e serdo
importantes no préoximo capitulo.

2.1 Teoria dos Grafos

Parte dos conceitos que vao ser estudados foram retirados de [3] e [4].

Defini¢ao 2.1. Um grafo G é definido por G = (V, E), sendo que V representa o
conjunto de nos e F, o conjunto de arestas (i,7), onde i,j € V.

Observacao 2.1. Dois nos 1, j sao vizinhos, denotado por ¢ ~ 7, se eles estao conec-
tados por uma aresta.

Definicao 2.2. Um grafo ¢ dito direcional, ou digrafo, quando é necessario ser esta-
belecido um sentido (orientagao) para as arestas.

Observacao 2.2. O sentido da aresta é indicado através de uma seta.

Definigao 2.3. Um caminho entre i; e i, é a lista (i1,42,...,0n_1,%n), onde i ~
ik+1), K = 1,2,...,n — 1. Dois nos sao conectados se existe, ao menos, um caminho
entre eles.

Observacao 2.3. Um caminho onde ¢; = 7,, é chamado de ciclo.

Definicao 2.4. Seja A = [a(i, j)] uma matriz n X n, onde n é o nimero de nés de um
grafo G = (V, FE) qualquer. A matriz de adjacéncia A é construida da seguinte forma

1, sei~3

ali, j) = { 0, caso contrario (2.1)

Exemplo 2.1. Na Figura 2.1 temos um exemplo de um grafo simples e, na Figura 2.2,
a matriz de adjacéncia A correspondente a esse grafo.
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22 Resultados preliminares

[ W)
1 ®
e 3 0111
1010
A= 1101
i@ 1010
Figura 2.1: Grafos simples de 4 nos. Figura 2.2: Matriz de adjacéncia A.

2.2 Algebra Linear

Alguns conceitos que vao ser estudados nesta se¢ao foram retirados de [5].

Definicao 2.5. Uma matriz de permutacao é uma matriz n X n obtida a partir da
permutacao de linhas ou colunas da matriz identidade.

Definicao 2.6. Um sistema linear Az = b de m equagdes em n incognitas € homogéneo

se b= 0.
Observacao 2.4. Qualquer sistema linear homogéneo tem pelo menos uma solugao, a
solugao nula, chamada de solucdo trivial, isto é, x = (0,0,...,0)T.

Definicao 2.7. Consideremos um sistema de m equacoes lineares com n incognitas
T1,...,Ty, isto é,

anTy+ -+ apr, = b
_ (2.2)
Am1T1 + -+ Ty, = bm

onde a;;, b; sao nimeros reais, ou complexos, dados. Com relacao a solugao do sistema
temos 3 possibilidades:

(i) Existe solucdo e ¢ tinica
(ii) Existem infinitas solucoes
(iii) Nao existe solugao

No primeiro caso, dizemos que o sistema é possivel e determinado. No segundo caso,
dizemos que o sistema é possivel e indeterminado. E no terceiro caso, dizemos que o
sistema é impossivel.

Observacgao 2.5. O sistema linear m x n, dado em (2.2), pode ser escrito na sua forma
matricial por Ax = b, onde

ai; - Qip I by
b

m1 *°°  Qmn T,

mxn nx1 mx1

sao a matriz do sistema, o vetor incognita e o vetor formado pelos termos independentes,
respectivamente.
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Observagao 2.6. Seja A uma matriz de ordem n. Denotamos o determinante de A

por
det(A) (2.4)

Definicao 2.8. (Matriz dos Cofatores) Seja A uma matriz de ordem n. Definimos
a matriz dos cofatores de A como

C = (Cij)nxn, ¢ = (—=1)""det(M;;) (2.5)

onde, M;; & a matriz de ordem n — 1 obtida ao eliminar a i-esima fila com a j-esima
coluna de A.

Observagao 2.7. O det(M;;) é chamado menor de ordem n — 1 da matriz A.

Defini¢ao 2.9. (Matriz Adjunta) Seja A uma matriz de ordem n. Definimos a
matriz adjunta como

Adj(A) = C* (2.6)
onde, C' é a matriz dos cofatores de A e t indica a matriz transposta.

Definicao 2.10. (Matriz Inversa) Seja A uma matriz de ordem n e det(A) # 0.
Definimos a inversa da matriz A da seguinte forma,

L1 .
AT = M)

Exercicio 2.1. Mostre que
det(A)I = Adj(A)A (2.7)

Solucao.

Sabemos que A~ = mAdj (A), ou seja, A71A = mAdj(A)A, ou ainda,

det(A)I = Adj(A)A (2.8)
Defini¢ao 2.11. (Matriz Ampliada) Chama-se matriz ampliada do sistema (2.2),

a matriz de dimensao m x (n + 1) que é formada a partir da matriz A, e colocando-se
uma tltima coluna formada pelos termos independentes, ou seja,

11 - Qi by
[Alp] = =+ (2.9)
Am1 " Amn bm m><(n+1)

Notacao 2.1.

(i) Neste capitulo V' denota um espago vetorial sobre um campo real ou complexo.

(ii) Dado uma matriz A = [a;;], ., , denotaremos |A| = [|a;l],.,,, para representar
uma matriz com todas as componentes positivas.

(iii) Dado um vetor y = (y1,...,yn) € R™, denotaremos por |y| = (|v1l, ..., |ya|), um
vetor com todas as componentes positivas.

(iv) Sejam y, z € R". Denotamos |y| < |z| se, e somente se, |y1| < |z1], .., [Yn| < |2n]-
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Exercicio 2.2. Dados A = (a;j)nxn € y € R". Prove que |Ay| < |Ally|.
Solucao.

anyr + ...+ anyn la11y1 + - . + a1nYn|
Ay = ; — Ayl = : (2.10)
Ap1Y1 + ...+ ApnlYn lan1y1 + - - - + Gyl
lanyi| + -+ |anys ||| + -+ [an][yn)
< : = : = [Ally]  (2.11)
’an1y1’+"'+|annyn‘ |an1||y1’+"'+|ann||yn|

Definigao 2.12. (Autovalor e Autovetor de uma Transformacgao Linear) Seja
T :V — V um operador linear. Se existirem v € V, v # 0, e v € R tais que Tv = v,
entao v ¢ um autovalor de 7" e v um autovetor de 17" associado a .

Definicao 2.13. (Autovalor e Autovetor de uma Matriz) Dada uma matriz
quadrada, A, de ordem n. Definimos um autovalor e um autovetor de A como o
autovalor e autovetor da transformacao linear Ty : R® — R", associada & matriz A
em relacdo a base canonica, isto é, T4 (v) = Av (na forma coluna). Assim, um autovalor
v € R de A, e um autovetor v € R", sao solucoes da equagao

Av=~v, v#0 (2.12)

De (2.12) temos o seguinte sistema linear homogéneo (A —I)v = 0. Como v # 0,
entdo, det(A —~I) =0

Definigao 2.14. (Autoespago associado a ) Definimos o autoespaco associado ao
autovalor v de A por
V,={veV: :T(v)=9yv} (2.13)

onde, T' é¢ uma transformacao linear em V.

Observagao 2.8. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Por defini¢ao, o autoes-
paco associado a um autovalor 7 é o espago-solugao do sistema (A — vI)z = 0.

Definicao 2.15. (Polindmio Caracteristico) Seja A uma matriz de ordem n, e
v € R um autovalor de A. Definimos o polinémio caracteristico de A, por

pa(y) = det(A—~1I) (2.14)
onde, I é a matriz identidade.

Observacao 2.9.

(i) Se v é um autovalor de A entao 7 ¢ uma raiz do polinémio caracteristico p4(7y).

(ii) A multiplicidade algébrica de v é igual & multiplicidade de v como raiz do po-
linébmio caracteristico.

Proposigao 2.1. Seja p(t) um polinémio de graun, er € R. Se p(r) =0 e p/(r) # 0
entao r € uma raiz simples de p(t), ou seja, v tem multiplicidade algébrica igual a 1.
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Proposicao 2.2. Seja v um autovalor de A e Q(v) a matriz quadrada de ordem n,
definida por
Q(v) = Adj(A — 1) (2.15)

Entao, as colunas nao-nulas de Q(y) sao autovetores de A associados a 7.
Demonstragao Ver em [2].

Definicao 2.16. (Matriz Positiva e ndo Negativa) Uma matriz A ¢ positiva se
todos os seus elementos sao positivos, isto €, a;; > 0 para todo 4, j. A matriz A é nao
negativa se todos os seus elementos sao nao negativos, isto ¢, a;; > 0 para todo ¢, j.

Observacao 2.10.
(i) Uma matriz A é ndo negativa se A = |A|.

Defini¢ao 2.17. (Raio Espectral de uma Matriz) Seja A uma matriz quadrada
de ordem n, e v; todos os autovalores de A. Definimos o raio espectral de A como

p(A) = max |7 (2.16)

1<i<n

Observacao 2.11.

(i) Denotaremos uma matriz positiva por A > 0.

(ii) Denotaremos uma matriz ndo negativa por A > 0.

Definicao 2.18. (Matriz Redutivel) Seja A uma matriz n x n, com n > 2. A é dita
redutivel se existe uma matriz de permutacao P, tal que

All A12 :|

0 An (2.17)

PTAP = {
onde, A1, A1p e Ay s80 matrizes quadradas de ordem menor que n. Se ndo existe tal
matriz permutacao P, entao dizemos que A é irredutivel.

Corolario 2.1. Uma matriz quadrada A de ordem n nao negativa € irredutivel se, e
somente se,
(I, + A"t >0 (2.18)

Demonstragao Ver em [2].

Corolario 2.2. Se A € uma matriz quadrada de ordem n, nao negativa e irredutivel,
entao todo autovetor nao negativo de A deve ser positivo.

Demonstracao Ver em [5].






3 Teoria Matematica

Nesse capitulo serd enunciado e demonstrado o teorema principal que esta por tras
da teoria matemética do Google. As informacoes foram retiradas de [6], [7], [8] e [9].

Defini¢ao 3.1. (Fungao de Collatz-Wielandt) Seja A uma matriz quadrada de
ordem n, nao negativa e irredutivel, e seja X = {x € R" : x > 0}. Definimos a funcao
r4: X — R como

. Azx);
ra(z) = min (Ao); x') (3.1)
z; #0 ?
1 0 2 1
Exercicio 3.1. Seja A= |3 4 1 | ex=| 2 |. Determine ry(z).
210 3
Solucao.
Podemos obter facilmente o vetor Ax.
7
Ar =] 14
4
Assim, (Az); =7, (Az)y = 14 e (Az); = 4. Ainda temos,
(Az) 7 _ 7
T 1
T N 2 B
(A.I')g . 4
T3 N 3
Portanto, a componente minima do quociente (’4;'?)1 é
Ax); 4
ra@) = min { xf) -2 (3.2)
x;7#0
Observagao 3.1. Definiremos r € R da seguinte forma
r=supra(x) (3.3)

zeX
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Teoria Matematica

Definicao 3.2. (Vetor Maximal) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, nao
negativa e irredutivel. Definimos z € X como um vetor maximal de A se rz < Az.

Lema 3.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, nao negativa e irredutivel. Entao,

(i) O nimero r é positivo e autovalor de A.

(ii) Todo vetor mazimal de A € positivo, e autovetor de A associado ao autovalor r.

Teorema 3.1. (Perron-Frobenius) Seja A uma matriz quadrada de ordem n, nao
negativa e wrredutivel. Entao,

(i) Ezxiste um tinico autovalor positivo v de A tal que p(A) = 7.

(i1) Ewxiste um dnico autovetor positivo, associado 7.

(11i) O autovalor vy € simples, ou seja, tem multiplicidade algébrica igual a um.

Demonstragao.

(i)

(1)

(i)

O Lema 3.1 garante a existéncia de um autovalor positivo de A. Denote esse
autovalor por . Falta provar que v é o autovalor de maior médulo. De fato,
considere outro autovalor positivo v/ de A. Entao, por (2.12), existe um autovetor
w # 0 associado a v/ tal que Aw = ~yrw. Assim, |y/||w| = |[Aw|. Pelo Exercicio
2.2 e Observacgao 2.10, temos que

|w] < Afwl (3.4)

Por outro lado, sabemos que v ¢ um autovalor de A. Assim, |y/||w| < v|w|. Logo
|v1] < . Como 4/ for arbitrario, temos que, |y/| < v, Vy/. Assim, v = max |vy/|,
ou seja, v = p(A).

Seja u # 0 um autovetor associado ao autovalor v de A. Entao, Au = yu. Assim,
por (3.4), v|u| < Alu|. Pela Definicao 3.2, |u| é um autovetor maximal de
A. Logo, pelo Lema 3.1 (ii), |u| é um autovetor positivo, isto é, nenhum de
seus componentes sao nulos. Para mostrar a unicidade desse autovetor devemos
provar que a dimensao do autoespaco associado a v é um. De fato, se tivéssemos
dois autovetores u; e wuo, linearmente independentes, associados a ~, entao a
combinagao linear aju; + asus também seria um autovetor associado a ~y para
todo aq, as € R. Porém, podemos escolher escalares aq, as de tal maneira que o
autovetor possuia uma componente nula, o que seria uma contradi¢ao. Logo, a
dimensao do autoespaco, associado a v é um.

Segundo a Observacao 2.9 (ii) devemos mostrar que a multiplicidade de ~y, como
raiz do polinémio caracteristico pa(x), ¢ um. Com efeito, pa(vy) = det(A—~I) =0
entdo o posto de A — I < n — 1. Como cada autovetor, associado ao autovalor
v de A, é tnico, entao, pelo Item (ii), o posto de A —~I = n — 1. Isso significa
que pelo menos um dos menores de orem n — 1 da matriz A — [ é diferente de
zero. Por outro lado definamos a seguinte matriz adjunta

Q(v) = Adj(A — 1) (3.5)

Note que () é nao nula, pois suas componentes sao as componentes da matriz
transposta dos cofatores de A — vI, ou seja, sao basicamente os menores de



29

ordem n — 1 da matriz A — vI, veja (2.5) e (2.6). Pela Proposicao 2.2, as
colunas nao-nulas de Q(v) sado autovetores de A associados a . Denote estes
autovetores por w. Do Item (ii) z > 0. Seja ¢ € R tal que satisfaga a seguinte
combinacao linear w — cz = u > 0. Sabemos que u nao pode ser um autovetor
maximal, e como Au = vyu, entao u seria um autovetor extremal se u = 0. Assim,
w = cz, ou seja, cada coluna nao-nula de A é proporcional a z e, é ou positivo ou
negativo. O mesmo acontece com as linhas nao-nulas da matriz A'. Logo, cada
componente de Q(7) é ndo-nulo e, todos tém o mesmo sinal. Vejamos, também,
que Q(z) = Adj(A — zI), ou seja, Q(z)(A — xl) = Adj(A — zI)(A — «I). De
(2.8), Q(x)(A —zl) =det [Q(z)] I = pa(z)l. Assim,

Qz)(A—xl) = pa(x)] (3.6)
Derivando (3.6), temos
QN(x)(A —l) — Q(x) = pal(z)] (3.7)
Avaliando (3.7) em z = ~,
Q) (A =~I) = Q(y) = par(W)1 (3-8)
Aplicando z em (3.8),
QI(V)(A —1)(2) = Q(V)(2) = pa’(7)(2) (3.9)
Como (A —~I)(z) = 0. Entdo,
—Q()(2) = pal(7)(2) (3.10)

Como Q(v) e z sdo nao nulos, e mais ainda, todas as componentes de Q(v) e
de z tém o mesmo sinal. Entao, Q(v)(z) # 0. Assim, —pa/(7)(z) # 0, ou
seja, pal(y) # 0. Também, como v ¢ raiz de pyu, entdo pa(y) = 0. Logo, pela
Proposicao 2.1, v é uma raiz simples do polinémio caracteristico p4 de A.






4 Modelagem matematica do
buscador Google

Neste capitulo faremos a descricao de como os conceitos apresentados nos capitulos
anteriores se interligam e aparecem na matematica por tras do Google. Veja [8].

Quando fazemos uma pesquisa no Google, digitamos algo relacionado ao que pro-
curamos e ele nos retorna uma lista de paginas que possivelmente nos serdao uteis. A
questao central aqui discutida é a seguinte: como o Google é sempre eficiente ao ponto
de que, o que eu procuro estd sempre nas primeiras paginas que ele me apresenta?
Como ele “escolhe” a ordem para essas paginas aparecerem?

Para responder essas perguntas, é preciso entender o funcionamento de um algo-
ritmo matematico utilizado pelo Google, o chamado PageRank.

O PageRank é o que modela fundamentalmente esse buscador e para a compreen-
sao desse algoritmo, faremos um estudo simples e reduzido com apenas 4 paginas de
internet. Na Figura 4.1, estao representadas quatro paginas A, B,C e D que abordam

Ny
v
o]

Figura 4.1: Representacao de 04 paginas de internet.

um mesmo tema e a forma como elas se interligam na internet. As setas indicam links
entre as paginas. Por exemplo, A ~ B nos mostra que a pagina A “linka” a péagina
B, ou seja, o site da pagina A indica ou comenta sobre o site da pagina B. Sendo
assim o site que for mais “linkado” por paginas importantes, ou indicado por elas, seré
considerado o melhor e mais ttil em uma possivel busca.
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A representacdo da Figura 4.1, é um exemplo de grafo, definido no Cap. 2.

Dado as relacoes existentes entre as paginas é possivel entao ordené-las. Para fazer
essa ordenacgao, o algoritmo PageRank lanca mao do uso de sistemas lineares. Em re-
sumo, o que acontece é que, quando um site “linka” o outro, ele divide a sua importancia
com o outro. Sendo assim se um site “linka” outros trés, ele divide sua importancia
em trés partes iguais que serao transmitidas aos sites que ele “linkou”. Dessa forma
podemos montar equagoes algébricas para representar a importancia de cada pagina,
desse modo aparecem os sistemas lineares. Esses sistemas quando resolvidos nos da-
rao a importancia de cada site, tornando possivel assim a ordenacao em funcao das
importancias. Para explicar o funcionamento trabalharemos dois exemplos.

4.1 Critério de Selecao das Paginas

Estabeleceremos o critério de selecao para n-paginas da internet.
P, : 11— ésima pagina da Internet.
P, ~ P; : apégina P; “linka” a paginaP;.
x; : peso da pagina P;.
—x; : importancia da pagina P;, sendo [ € Z* o ntimero de vezes que a pagina P
“linkou” para outras paginas.
Critério de Selecao

O peso de uma pagina é proporcional a soma das importancias que esta pagina recebe
das outras, ou seja,

. 1=1,2,...,n (4.1)
0 se caso contrario.

- + se PP
1DZ' . T; X E Cljil’j, CLji =
Jj=1

onde l;; € Z* é o nimero de vezes que a pagina P; “linkou” para outras paginas. Note
que 1 </l <n—1.

De (4.1) obtemos
Az = yx (4.2)

onde v ¢ o coeficiente de proporcionalidade, A = (aij)nxn € T = (1, T2, ..., Ty)".

E importante observarmos o seguinte,

(i) A soma de todos os elementos de cada coluna da matriz A é a igual a 1, ou seja,
Z?:l a;; =1, V5 =1,2,...,n.

(ii) A soma dos pesos de cada pagina deve ser igual a 1, ou seja, » ., z; = 1.

4.2 Exemplos

Serao considerados 02 exemplos como aplicacao dos resultados tebricos.
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Tabela 4.1: 04 paginas da internet.

Pagina | “Linka” \ E “linkado” por
A B,C,D C
B C,D A, D
C A A B, D
D B,C A B

4.2.1 Exemplo 1

(04 paginas de internet) Considere o grafo da Figura 4.1. Vejamos a relagao
entre as 04 paginas na Tabela 4.2.1. Podemos ver quais paginas cada uma das outras
indica (“linka”).

Denotemos o peso das paginas A, B,C' e D por z,,x,x. € x4, respectivamente.
Assim, a importancia x, serd dado por x, = x., pois o site A é “linkado” somente
pelo C, e como o C s6 indica ele (veja na ultima coluna da Tabela 4.2.1 quantas vezes
aparece o C'), o A recebe toda a importancia de C. Procedendo de forma similar com o
peso e a importancia dos outros sites, e utilizando a equagao (4.1) chegamos ao seguinte
sistema de proporcionalidade:

Tq X T
Tp X %xa + %ZI}d 1
1 1 1 (4.3)
Te X 3T + 5%y + 5%d
Tq X %xa + %xb
De (4.2),
Te = 7,4
1 1
gxa + §wd = Iy
1 1 1
3% + 5% + gtd = 7T (4.4)
1 N 1
—To+ =—xp = T
3 o Y4
Na forma matricial, seria
0 0O 1 0 Ty Tq
Av=nr = N ym a0 12| || "7 (45)
1/3 1/2 0 0 xq Tq

Note que a matriz A ¢ nao negativa, isto é, a;; > 0, Vi,j = 1,2,3,4. Verificaremos,
agora, se A ¢é irredutivel. Usando o Corolario 2.18 devemos provar que (I, +A)""! >
0. De fato,

100 0 0 0 1 0
, [lo1oo0 1/3 0 0 1/2

LA =110 01 0|13 12 0 12 (4.6)
000 1 1/3 1/2 0 0
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3

1 0 1 0 7/3 7/4 10/3  7/4

_ |3 10 12| 6136 23/12 7/6 43/24 | (4
1/3 1/2 1 1/2 | — | 41/18 61/24 7/3 61/24 '
1/3 1/2 0 1 61/36 43/24 7/6 23/12

Logo, A é uma matriz irredutivel. Assim, A satisfaz a hipotese do Teorema de Perron-
Frobenius. Agora, precisamos encontrar os autovalores de A, (4.5). Para isto encon-
traremos as raizes do polindmio caracteristico p4 de A, ou seja,

pa(y) = det(A —~1) =0 (4.8)
ou, equivalentemente,
0O 0 1 0 1 000
e L A I
1/3 1/2 0 0 0001

0 1 0
1/3 —y 0 1/2
1/3 1/2 —y 1/2
/3 1/2 0 —v

<= det =0 <= IV -7¥—-4y-1=0 (4.10)

Usando o Software Mathematica, encontramos as raizes desse polinomio:

1 1
n=-1/2, v=1, 7325(—3—2’\/15), 7425(—3“\/1_5)

E como era de esperar-se, segundo o Teorema de Perron-Frobenius, parte (i), existe um
tnico autovalor positivo 7 de A tal que o raio espectral p4 = 7. Assim, v =y, = 1.

Passamos, agora a encontrar o autovetor x de A associado a v =1,
(A—~D)x =0 (4.11)

Da primeira equacao em (4.10) e (4.11), temos o seguinte sistema homogéneo:

-1 0 1 0 Tq 0
13 =1 0 12| | x| |0
13 12 =1 12| |« |~ |o (4.12)
1/3 1/2 0 -1 || a4 0
A solucao deste sistema é:
2 2
Ty = 3%, Te=Ta, = gl OU TS (Zas (2/3)Zas Ta, (2/3)24)" (4.13)

Como a soma de cada solucao deve ser igual a 1, entao, z, = 3/10. Assim, o autovetor
de A, associado a v = 1 & dado por z = (3/10,1/5,3/10,1/5)". Pelo Teorema de
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Perron-Frobenius, parte (ii), o autovetor  é unico e positivo. Portanto, o peso de cada
pagina é:

z, = 0,3
r, = 0,2
z. = 0,3 (4.14)
rg = 0,2

Dessa forma, sabendo entao os valores das importancias de cada péagina, podemos
ordené-las em ordem decrescente, ja que o que queremos é que a pagina mais impor-
tante apareca primeiro na lista de uma possivel busca. Assim, primeiro a pagina A ou
C' e, depois, a pagina B ou D.

4.2.2 Exemplo 2

(10 paginas de internet) Considere o grafo da Figura 4.2.

A @B +—@C

N\ <
/

S

v

Figura 4.2: Representacao de 10 paginas de internet.

Na Tabela 4.2.2 apresentamos a relacao entre as 10 paginas. Podemos ver as pagi-
nas, que sites “linkam” estas péginas e quais sites “linkaram” a estas paginas.

Procedendo de forma similar, como no primeiro exemplo, com relacao ao peso e a
importancia dos 10 sites, chegamos ao seguinte sistema de proporcionalidade:

( 1 1
Toq X 3%+ 3%y

1 1
Ty X 5Tq + 5%
1 1
Te OC 327+ 3%,
Tqg X
Lo X
c 1 (4.15)
Tf X 5%q + Tp+ Tqg+ T
Ty X 55
Ty o< %xg

1 1
T; X §xe + §xj

1
K:Uj XX gl’e + x;
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Tabela 4.2: 10 paginas da internet.
Pégina \ “Linka” \ E “linkado” por
A B, F E G
B F AC
C B,D F.J
D F C
E Al J G
F .G A,B,D,H
G A E H F
H F G
I J E.J
J C, 1 E T
De (4.2),
1 1
g%*‘g% = X,
1 1
5%4—5900 = YTy
1 1
§xf+§xj = YT,
1
Exc = 74
1
3%9 = Ve (4.16)
%xa+xb+xd+xh = Xy
1
STr = %
1
gxg = TTh
1 1
§x€+§x]~ = Yx;
1
gIEe‘in = yx;
Na forma matricial, seria
[0 0 0 0 1/3 0 1/3 00 0 ][ T, |
/2 0 1/2 0 0 0 0 00 O Ty Ty
o 0 0 0 0 1/2 0 00 1/2 T T
0 0 1/2 0 0 0 0 00 O Xq Xq
Az = 7z = 0 0 0 0 O 0 1/3 0 0 O Te _ Te
/21 0 1 0 0 0 1 0 O Ty Ty
o 0 0 0 0 1/2 0 00 O Tg Tg
0O 0 0 0 0 0 1/3 0 0 0 Th Th
0O 0 0 0 1/3 0 0 0 0 1/2 X X
. 0 0 0 0 1/3 0 0 01 0 ]|z T |
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Note que a matriz A é nao negativa. Verificaremos, agora, se A é irredutivel. Usando
o Corolario 2.18 devemos provar que (I,, + A)"~! > 0. De fato,

(Io + A)” =
1000000000 0 0 0 0 1/3 0 1/3 0
010000000 O /20 1/20 0 0 0 0
0010000000 00 0 0 0 1/2 0 0
0001000000 0 0120 0 0 0 0
0000100000 00 0 0 0 0 1/30
0000010000 121 0 1 0 0 0 1
0000001000 00 0 0 0 1/2 0 0
0000000100 00 0 0 0 0 1/30
00000000O0T1O0 00 0 01/3 0 0 0
(0000000001 0 0 0 01/3 0 0 0

1 0 0 01/3 0 1/300 0 1°

/21 1/20 0 0 0 00 0

0 0 1 0 0 1/2 0 00 1/2

0 01/21 0 0 0 00 0

o0 0 0 1 0 1300 0

“l121 0 1 0 1 0 10 0

00 0 0 0 1/2 1 00 0

00 0 0 0 0 1/310 0

0 0 0 01/3 0 0 01 1/2

0 0 0 01/3 0 0 01 1 |

[ 178631 87775 10709 87775 65701 21271 119911 87775 1217 6511
5184 2592 324 2592 3888 648 3888 2592 144 432
610663 296695 6163 291511 70997 49123 5465 291511 7465 7699
10368 5184 108 5184 1296 864 96 5184 144 144
206401 206963 23159 206963 53321 210383 427339 206963 4727 563
2592 2592 288 2592 576 2592 5184 2592 48 6
45415 22871 1571 23447 38467 206963 97271 22871 1807 4727
1152 576 36 576 864 5184 2592 576 36 96
44045 21865 5545 21865 16151 21073 42695 21865 119 340
o 1728 864 216 864 1296 864 1944 864 16 27
N 374857 11575 21073 11575 11663 721499 12367 11575 14303 10915
2592 81 144 81 108 5184 96 81 144 96
21469 21073 21865 21073 26219 11575 327929 21073 340 14303
288 288 288 288 576 162 5184 288 9 288
44045 21865 5545 21865 14855 21073 42695 22729 119 340
1728 864 216 864 1296 864 1944 864 16 27
8459 6581 14003 6581 408149 5881 75311 6581 9031 13435
648 432 1296 432 7776 324 2592 432 144 288
4721 25183 8653 25183 285007 61351 50815 25183 12721 2347
288 1296 648 1296 3888 2592 1296 1296 144 36

— O OO O oo o oo

(4.17)

—
N}

—
OEOOOOO\OO

>0

Logo, A é uma matriz irredutivel. Agora, precisamos encontrar os autovalores de A,
(4.5). Para isto encontraremos as raizes do polinémio caracteristico ps de A, ou seja,

pa(y) = det(A —~yI) =0

(4.18)
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—~v 0 0 0 1/3 0 1/3 0 0 0
1/2 =y 12 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —y 0 0 1/2 0 0 0 1/2
0O 0 1/2 -~ 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 — 0 1/3 0 0 0

< det =0 (4.19)

0O 0 0 0 1/3 0 0 0 —y 1/2

o o0 o0 o 1/3 0 0 0 1 -—v

= P2 4+ 259° — 8% — 54T —367% + 72910 =0 (4.20)

Usando o Software Mathematica, encontramos as raizes desse polinomio, numerica-
mente:

v1 = —0.694311, v = —0.407794 — 0.790617, ~3 = —0.407794 + 0.79061¢, 4 =
—0.249203, v =0, v% =0, 77 =0, 3 =0.173094, ~9 = 0.586009, ~10 = 1.

Como se esperava, segundo o Teorema de Perron-Frobenius, parte (i), existe um tnico
autovalor positivo v de A tal que o raio espectral py = v. Assim, v = ;9 = 1.

Agora, encontraremos o autovetor = de A associado a v =1,
(A—=~Dl)x =0 (4.21)

De (4.19) e (4.21), temos o seguinte sistema homogéneo:

-1 0 0 0 1/3 0 1/3 0 0 0 T 0
/2 -11/2 0 0 0 0 0 0 0 xb 0
0 0 -1 0 0 1/2 0 0 0 1/2|] = 0
0 0 1/2-1 0 0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 -1 0 1/3 0 0 0 . 0
/21 0 1 0 -1 0 1 0 0 zp | |0 (422)
0 0 0 0 0 1/2 -1 0 0 0 z, 0
0 0 0 0 0 0 1/3 -1 0 0 o 0
0 0 0 0 1/3 0 0 0 -1 1/2|] = 0
0o 0 0 0 13 0 0 0 1 —1]|z]| |o0]
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A solucao deste sistema é:

15 11 _1u _3 _9

<Lay, Te= T,

8 2 (4.23)
9 _ 3 3
4

Ty =

.fl?g:

ou, equivalentemente,

15 11 11 3 9 9 3 3 !
xr = (Q:(u g'ray _'rau _ﬂja, _'ray _x(m _:UCH —.Ta, _‘%‘(l’ xa) (424)

Como a soma de cada solugao deve ser igual a 1, ou seja,

15 11 11 3 9 9 3 3
I+ — =+ 4+ 2+ 24+ 241) =1 4.2
%<#8+4+8+4+2+4+4+4+> (4.25)

entdo, r, = 1/17. Assim, o autovetor de A, associado a v = 1 é dado por z =

1 15 11 11 3 9 9 3 3 1\t . .
(17, 360 630 1360 680 300 680 B8 B8 17) . Pelo Teorema de Perron-Frobenius, parte (ii), o

autovetor x é tinico e positivo. Portanto, o peso de cada péagina é:

r, ~ 0,06
r, ~ 0,11
. ~ 0,16
g ~ 0,08
r, ~ 0,04 (4.26)
zy ~ 0,26
ry ~ 0,13
xp, ~ 0,04
r;, ~ 0,04
z; ~ 0,06

Dessa forma, sabendo entao os valores das importancias de cada péagina, podemos
ordena-las em ordem decrescente, ja que o que queremos € que a pagina mais importante
apareca primeiro na lista de uma possivel busca. Assim, primeiro a pagina F', segundo
a pagina C, terceiro a pagina (G, quarto a pagina B, quinto a pagina D, sexto a pagina
A ou J, e sétimo a pagina F ou H ou [I.






5 Aplicacao no Ensino Médio

Neste capitulo faremos uma breve descricao sobre como abordar esse tema de forma
ludica e diferenciada no estudo de contetidos que sao lecionados no Ensino Médio. Po-
demos encontrar no 2° ano do Ensino Médio contetidos de algebra que estao envolvidos
no tema desse trabalho, como por exemplo, o estudo de matrizes e de sistemas linea-
res. Podemos perceber que uma das vantagens da utilizacao do tema Google com essa
finalidade, é o fato de que, os alunos, em sua maioria, tém acesso a essa ferramenta e
também a utiliza constantemente. De fato, esse assunto atrai atencao e incentiva os
estudantes.

5.1 Proposta de Plano de Aula

A utilizacao do tema Google para o ensino e aplicacao dos contetidos de Matrizes e
de Sistemas Lineares podera ser feito através das atividades que iremos descrever.

5.1.1 Atividade 1
Justificativa

Essa atividade introdutoéria é de extrema importancia, pois um fato muito viven-
ciado pelos professores de matematica, sao aquelas perguntas que os alunos sempre
fazem em relacao aos contetidos matemaéticos estudados, tais como, “Pra que eu pre-
ciso aprender isso?”, “Onde vou usar isso em minha vida?”. Esse questionamento nos
faz considerar a utilizacao de aplicacoes mateméticas no dia a dia do aluno como algo
util ao lecionar.

Com o desenvolvimento dessa atividade, o professor instigara os alunos a pensarem
na matemaética que existe no mundo a sua volta. Eles ficarao se perguntando o que
pode existir por tras desse tema, como a matematica é importante e o quanto ela apa-
rece em muitas de nossas atividades diarias sem que noés percebemos.

Para finalizar essa discussao, o professor pode também abrir espago para que os
alunos comentem alguns outros assuntos que eles acreditam que a matematica esteja
presente.

Lembrando que a ideia central da utilizacao desse tema no ensino de dlgebra é atrair

a atencao e curiosidade dos alunos para que o ensino-aprendizagem ocorra de forma
mais agradavel e produtiva, além de mostrar aplicabilidade nos conceitos estudados.
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A principio, serd proposto algumas questdes norteadoras que darao inicio a discus-
sao do tema, elas poderao ser discutidas em grupo e posteriormente com o professor.
Segue abaixo algumas possiveis questoes.

Questoes

1. Voceé ja se perguntou como o Google funciona?
2. De que modo ele consegue encontrar paginas com o assunto que vocé procura?
3. Como ele faz isso em questao de milésimos de segundos, e de forma tao precisa?

4. Voceé ja percebeu que o que vocé precisa sempre aparece nos primeiros Links que
sao listados pelo Google? Por que isso ocorre?

5. Existe alguma teoria ou ferramenta matematica por tras disso?

5.1.2 Atividade 2

Agora nessa segunda etapa, o professor ird explicar para os alunos o que realmente
acontece, seguindo um roteiro semelhante ao apresentado no Capitulo 3 deste traba-
lho, detalhando como acontece a relacao de links e como se forma a importancia de
cada pagina de acordo com esses links.

E importante ressaltar que o alvo aqui sao alunos do 2° ano do Ensino Médio, sendo
assim, o professor deve se preocupar com a didética utilizada para que todos entendam
o contetido proposto de forma clara e simples.

Além disso, o professor precisa verificar e se certificar de que os conceitos das
matérias de Matrizes e Sistemas Lineares ja devem ter sido ensinados e compreendidos
por todos, de forma que as atividades propostas a seguir servirao para aplicacao objetiva
dos mesmos.

5.1.3 Atividade 3

Para melhorar o entendimento dos alunos sobre como é o funcionamento do Google e
do algoritmo que o descreve, o professor pode apresentar complementarmente o seguinte
video disponivel no YouTube pelo canal “Isso é matematica” TO1E02: Como é que o
Google googla. Disponivel no link:

https://www.youtube.com/watch?v=DZ0hq2sQg28

5.1.4 Atividade 4

Tendo em vista que os alunos ja conhecem o que acontece de forma geral, passaremos
para a parte pratica de aplicacdo matemaética. Primeiro, serd proposto que facam uma
pesquisa no Google com a palavra “matematica”. Os alunos encontraram um resultado
como o apresentado na Figura 5.1.

O professor deve pedir que os alunos prestem atencao no nimero de péiginas encon-
tradas que sao resultados dessa pesquisa. Na Figura 5.1 podemos observar que foram
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Go gle matemdtica m ) Q

Todas Imagens Videos Noticias Livros Mais Configuragdes Ferramentas

|:> Apraximadamente 53.800.000 resultados (0,55 segundos)

Principais noticias

Matematica é para Estudo encontra 999 “Matematica & sobre >
todos? Trés beneficidrios do Bolsa coisas bonitas”,
medalhistas de ouro da Familia que defende pesquisador
Obmep dizem que si... conquistaram 1.288. . francés

G1 - Globo.com G1 - Globo.com Veja

5 horas atras 3 dias atras 14 horas atras

=> Mais sobre matematica

1 O Matematica — Wikipédia, a enciclopédia livre
https://pt. wikipedia.org/wikiMatematica v
A matematica (dos termos gregos patnpa, transhterado mathéma, ‘ciéncia’, conhecimento’ ou
'aprendizagem’; e paSnpankog, transliterado mathématikos, ..
Constante matematica - Matematica financeira - Topologia (matematica)

O Matematica - InfoEscola
https://www.infoescola.com/matematica/ ¥
Textos explicativos sobre matematica, desde o volume de sdlidos espaciais até graficos de fungdes, de
facil entendimento. Geometria, matematica financeira ...
Exercicios de Matematica - Educacdo Matematica - A matematica do Pedreiro

30 S6 Matematica - Portal Matematico

hitps://www.somatematica.com.br/ ¥
Portal educativo com material de Matematica para o ensino fundamental, médio e supenior, exercicios,
jogos, desafios, curiosidades, biografias de matematicos, ...

O Matematica - Toda Matéria
https://www.todamateria.com._brimatematica/ v
Matematica, conteldos escolares sobre Matematica para trabalhos e para estudo no TodaMatéria,
todo conteddo escolar.

Figura 5.1: Representacao de 04 paginas de internet ao procurar a palavra “matemé-
tica”.

encontradas 53.800.000 paginas e é claro que ja esperdvamos um niimero dessa magni-
tude. Para nossa aplicagao nos limitaremos nessas 4 primeiras paginas. Faremos aqui
como se fossem encontradas somente elas. Sendo assim, temos um “modelo real” de
quatro paginas assim como o mostrado na Figura 5.1. Imaginemos que essas paginas
seguem a seguinte relacao de “linkagem” como mostrado na Figura 5.2. A partir desse
modelo de grafo, sera pedido que os alunos facam o seguinte estudo dirigido:

(i) Monte uma tabela que mostre a relagao de links entre essas quatro paginas (se-
melhante & Tabela 4.2.1).

(ii) Agora, escreva um sistema de proporcionalidade que indique a relagao entre o
peso e a importancia entre as paginas.
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Figura 5.2: Grafo de 04 paginas de internet.

(iii) Identifique a matriz associada a esse sistema.

(iv) Escreva esse sistema na forma matricial Ax = vz, onde A é a matriz encontrada
no item anterior, x é o vetor coluna composta pelas incégnitas do sistema, que
nesse caso representam o peso de cada pagina, e v o coeficiente de proporciona-
lidade.

(v) Identifique o sistema linear homogéneo Bx = 0, onde B = (A—~[) é uma matriz
e r um vetor.

(vi) Faga um estudo sobre as soluges desse sistema linear.

(vii) Resolva a equacao pa(y) = 0, onde ~y é a incognita.

(viii) Se possivel, encontre uma solugao para o sistema, isto é o valor de .

(ix) Por fim ordene as paginas em ordem decrescente de acordo com suas importancias.

Através dessa atividade, o professor poderd perceber se os alunos entenderam como
as importancias se formam, e além disso avaliar se o aluno aprendeu os contetidos
relacionados a matrizes e sistemas

5.1.5 Atividade 5

Os alunos deverao criar um modelo com trés paginas e fazer o listado abaixo.
(i
(ii

(ii

Monte uma tabela que mostre a relacao de links entre essas trés paginas.
Identifique o sistema e a matriz associada.

Faca um estudo sobre as solugoes desse sistema.

(iv) Se possivel, encontre uma solugao para o sistema.
(v

(vi

Ordene as solugoes em ordem decrescente.

)
)
)
)
)
)

Diga qual a ordem em que as paginas apareceriam em uma hipotética busca no
Google.
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Nessa etapa o professor analisard também o conhecimento do aluno em relacao ao tema
proposto e ao conteiido matematico, buscando ver as possiveis dividas apresentadas
pelos alunos, ja que este exemplo difere do que foi explicado por haver s6 trés paginas.

5.1.6 Atividade 6

Como tltima atividade apresentada aos alunos, o professor podera propor o processo
inverso, ou seja, pedir que a partir da matriz A, apresentada em (5.1), os alunos
desenhem um modelo de paginas com seus links associados a elas. Para ajuda-los nesse
exercicio, o professor pode indicar os passos descritos a continuacao:

1 -1 —1/2
A= -1/2 1 -1/2 (5.1)
~1/2 0 1

(i) Escreva o sistema linear ao qual essa matriz esta associada.

(ii) Observando o sistema identifique a relacao existente entre possiveis paginas que
estao representadas nas incognitas do sistema.

(iii) Desenhe o modelo obtido.

Bom, nessa proposta de ensino aqui descrita, o professor podera de forma simples, di-
namica e ladica, apresentar para os alunos uma das muitas aplicacoes da matematica
em nosso cotidiano.

Acredita-se que esse tipo de abordagem ajude muito na aprendizagem matematica,
portanto, esse tema se mostra interessante aos olhos de professores que buscam aper-
feicoar as suas praticas pedagogicas e além disso, trazer o interesse e entusiasmo no
estudo dessa ciéncia que é tao temida pela maioria das pessoas.






6 Consideracoes Finais

Esse trabalho foi desenvolvido com o intuito de apresentar de forma simples, a ma-
tematica que esta presente por tras do mecanismo de busca mais utilizado em todo o
mundo. Com isso, procuramos explicar o algoritmo Page Rank em uma linguagem de
facil entendimento sem perder também a complexidade que ele possui.

Podemos observar e verificar quao eficaz é esse algoritmo que o Google utiliza para
nos apresentar com exceléncia o que pesquisamos, e o melhor, fazer isso em poucos
segundos.

Como j4 foi dito no inicio dessa dissertacao, é fato que Page e Brin sabiam que
tinham criado um algoritmo de qualidade, porém nao tinham previsto o quanto o Go-
ogle cresceria e ganharia tanto prestigio no mundo da WEB, e tudo isso se deve a esse
fator principal de ordenagao descrito aqui.

O algoritmo que estudamos lanca mao de conceitos da algebra linear, que foram
apresentados, desde os mais elementares até os de maior complexidade, todo seu fun-
cionamento esta impregnado de conteidos matematicos.

Poucas pessoas tem a curiosidade de tentar entender o funcionamento de um me-
canismo como esse, e associar a matematica a esse tipo de realidade é algo ainda mais
raro. Sendo assim, nesse trabalho priorizamos um estudo teoricamente simples, com
exemplos que facilitem o entendimento de todos os leitores.

Ainda, o fator principal que motivou na escolha desse tema foi o fato de que, atual-
mente o Google esta presente tanto na vida social, quanto na académica e profissional
de quase toda populacao mundial, e dessa forma, sabemos que este ¢ um tema que
atrai a atencao e curiosidade de muitos. Por sua vez, pensando como professores, em
constante formacao, em busca de métodos alternativos e lddicos no ensino da mate-
matica, que na maioria das vezes é vista com tanto distanciamento da realidade dos
alunos, esse tema tende a ser de extrema importancia para se mudar esse paradigma.

Por fim, vale ressaltar a importancia do Teorema de Perron-Frobenius apresentado
e demonstrado nesse trabalho. Esse teorema tem aplicacao primordial para resolucao
da modelagem desse tema, bem como também possui muitas outras aplicagoes no
campo da matematica. Contudo, esperamos que este trabalho, de alguma forma, tenha
esclarecido suas expectativas da matematica detras do Google.
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