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Resumo

Esta dissertacao apresentara uma proposta de ensino de Aritmética, partindo dos
anos iniciais da Educagao Béasica até o Ensino Superior. O leitor encontrara neste traba-
lho os seguintes contetudos: Tépicos da Historia da Matemaética, Progressoes Aritméti-
cas, Divisibilidade, Congruéncia e Somatorios. Nas secoes, teremos exemplos resolvidos
e atividades propostas a serem solucionados pelo leitor. Temos dois objetivos nesta pes-
quisa, o primeiro é apresentar uma proposta que interrelaciona contetidos matematicos
da Aritmética, conhecendo algumas curiosidades histéricas e demonstrando Teoremas,
Proposicoes, Corolarios, resolvendo exemplos e questoes das Olimpiadas Brasileiras de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). E o segundo é, propor dois Teoremas e
dois Coroléarios de divisibilidade e congruéncia. Os teoremas, defini¢oes, corolarios,
demonstragoes e etc., desta pesquisa bibliogréfica, foram, em grande parte, baseados
em autores consagrados como [12], [14], [16], [17], [18], [19], [20], [22] e [23].

Palavras-chave: Congruéncia, Divisibilidade, Somatoério.



Abstract

This dissertation will present a proposal of Arithmetic teaching, starting from the
initial years of Education to Higher Education. The reader will find in this work the
following contents: Topics of the History of Mathematics, Arithmetic Progressions,
Divisibility, Congruence and Summaries. In the sections, we will have examples solved
and proposed activities to be solved by the reader. We have two objectives in this re-
search, the first one is to present a proposal that interrelates mathematical contents of
Arithmetic, knowing some historical curiosities and demonstrating Theorems, Propo-
sitions, Corollaries, solving examples and questions of the Brazilian Games of Mathe-
matics of the Public Schools (OBMEP). And the second is to propose two Theorems
and two Corollas of divisibility and congruence. The theorems, definitions, corollaries,

demonstrations and etc. of this bibliographical research were, to a large extent, based
on established authors as [12], [14], [16], [17], [18], [19], [20], [22] e [23].

Keywords: Congruence, Divisibility, Summation.
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Introducao

Esta pesquisa surgiu durante o Curso de Verao do Mestrado Profissional em Ma-
teméatica - PROFMAT em janeiro de 2016. Nas aulas de Resolu¢ao de Problemas foi
notado que poderia existir uma relagdo entre Progressoes Aritméticas, Divisibilidade,
Congruéncias e Soméatorios. Desde entao, o autor vem realizando algumas pesquisas,
com o intuito de desenvolver um raciocinio que parte dos contetidos da Educacao Basica
até o Ensino Superior.

Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN’s [4], afirmam que "E fundamental
nao subestimar a capacidade dos alunos, reconhecendo que resolvem problemas, mesmo
que razoavelmente complexos, lancando mao de seus conhecimentos sobre o assunto e
buscando estabelecer relagoes entre o ja conhecido e o novo". Sendo assim, o presente
trabalho pretende contribuir com uma pesquisa que podera ser um desafio na apren-
dizagem dos estudantes do Ensino Médio e do Ensino Superior. Esta dissertacao tem
dois objetivos, o primeiro é apresentar uma proposta que interrelaciona contetidos ma-
teméaticos da Aritmética, conhecendo algumas curiosidades histéricas e demonstrando
teoremas, proposicoes, corolarios, resolvendo exemplos e questoes da OBMEP. E o
segundo é, propor dois Teoremas e dois Corolarios de divisibilidade e congruéncia.

Segundo [4], "o estabelecimento de relagoes é tao importante quanto a exploragao
dos contetidos matematicos, pois, abordados de forma isolada, os contetidos podem
acabar representando muito pouco para a formacao do aluno, particularmente para a
formacao da cidadania". Com isso, o trabalho cientifico em pauta, busca lincar os con-
tetidos desenvolvidos desde a Educacao Béasica até o Ensino Superior, exemplificando
que o conhecimento mateméatico é como a construgdo de um muro [21], edificada de
tijolo em tijolo.

O leitor encontrard nas proximas paginas, o resultado de uma pesquisa que comega
com introdugao a teoria dos nimeros até teoremas e corolérios que interrelacionam pro-
gressao aritmética, somatorios, congruéncia e divisibilidade. Foram usadas situagoes-
problemas do cotidiano dos educandos da Educacao Bésica, com o intuito de informar,
explorar e ensinar os contetdos propostos, além de demonstracoes, exemplos, exercicios
e apresentacoes de curiosidades do mundo da matemética.

Os Teoremas, Defini¢oes, Corolarios, etc., foram, em grande parte, baseados em
autores consagrados como [12], [14], [16], [17] [18], [19], [20], [22] e |23].

O Trabalho é dividido em 6 (seis) Se¢oes. Na primeira se¢ao abordaremos um pouco

da histoéria da matemética, fazendo um breve relato da invencao dos ntimeros e depois
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apresentaremos os Axiomas de Peano, enfatizando o Principio da Indu¢ao Matematica.
Na Secao seguinte, apresentaremos a definicao e aplicacoes da Progressao Aritmética
e algumas das formas de se fazer a soma dos seus termos. Na terceira, quarta e quinta
secoes apresentaremos alguns conceitos, teoremas, propriedades e definigoes importan-
tes para o desenvolvimento deste estudo, comecando por introduzir os contetdos de
divisibilidade, congruéncias e somatoérios, respectivamente, aos quais servirao como ali-
cerce para a sexta e ultima secao, onde apresentaremos teoremas e corolarios que se

conectam com todas as se¢oes anteriores.
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1 Um breve relato da histéoria dos niimeros

Nesta Secao faremos um breve relato da invengao dos nimeros, passando pelos
Axiomas de Peano e finalizando no Principio da Indugao Matematica - P.I.M. Teremos
como fundamentagao tedrica os livros 2], [11], [13], [14], [18], [19], [20] e [23].

1.1 A invencao dos nimeros

Contar um, dois, trés, aparenta ser algo tao natural quanto dormir, chorar, beber,
e assim por diante. Para [14], o uso dos algarismos 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 nos parece em
geral tao evidente que chegamos quase a considera-lo como uma aptidao inata do ser
humano. Contudo, nao foi tao simples e rapido convensionar uma ordem, um padrao
de escrita e uma definigao para os nimeros.

Para [14], a invencdo dos numeros, apesar de ser um fato importante em diversos
momentos da historia da humanidade, ocorreu de forma anénima e fragmentada. Esta
nao ¢, assim, uma histéria abstrata e linear, como imagina as vezes, e erradamente, a
historia da mateméatica: uma sucessao impecéavel de conceitos encadeados uns aos ou-
tros. Sendo assim, a invencao dos ntmeros resulta de um produto de acordos coletivos,
logo nao se pode atribuir esses acordos a uma tinica pessoa.

Mas o que sao os ntmeros? O autor [18] define os nimeros como entes abstratos,
desenvolvidos pelo homem como modelos que permitem contar e medir, portanto avaliar
as diferentes quantidades de uma grandeza.

De acordo com [2]|, os niimeros ou algarismos!' que usamos para escrever nossas
quantidades foram criados por mateméticos da India. "(...) Esses ntmeros foram
aperfeicoados posteriormente pelos arabes. Por isso recebem o nome de indo-arébicos".

Veja na Figura 1, a evolugao da escrita dos algarismos indo-arabicos.

L Al-Khowarizmi (780-850 d.C) é o nome de um dos mateméticos arabes que auxiliaram na divul-
gagao e aperfeicoamento da descoberta dos hindus, é por isso que os simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9 sao também chamados algarismos.
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Figura 1: Evolucao histérica dos algarismos indo-arébicos

Observa-se que, passaram mais de 4 séculos para obtermos um padrao dos algaris-

mos indo-arabicos que usamos atualmente.

1.2 Axiomas de Peano

Nesta subsecao, estudaremos os quatro Axiomas de Peano, que definem critérios
para ordenar os naturais e fundamenta o Principio da Inducao Matemaéatica. Teremos
como base as referéncias [12], [13], [14], [19], [20] e [21].

Seguindo a evolugao historica numérica, a ordem entre os niimeros foi baseada na
ideia de sucessdao. Giuseppe Peano? (1858-1932) propds axiomas que dariam sustenta-
¢ao para o entendimento do conjunto dos Nimeros Naturais - N, para as operacoes entre

os numeros naturais e para os Principios da Boa Ordenacao e da Indugao Matematica.

2Giuseppe Peano foi um matematico italiano, autor de dezenas de livros e artigos, foi o fundador da
logica simbolica e o centro de seus interesses foram os fundamentos da matematica e o desenvolvimento

de uma linguagem logica formal.
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Os quatro Axiomas de Peano sao:

i) Todo nimero natural tem um tnico sucessor, que também é um ntimero natural.
ii) Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

iii) Existe um tnico nimero natural, designado por 1, que nao é sucessor de nenhum

outro.

iv) Seja X um conjunto de ntmeros naturais (isto ¢, X C N). Se 1 € X e se, além

disso, o sucessor de cada elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.

Este ultimo Axioma de Peano, se destaca dentre os outros, pois fundamenta o
Principio da Indu¢ao Matemaética - P.I.M. O autor [21], de forma bem didatica, facilita
o entendimento desse principio o explicando da seguinte forma, "imagine uma fila com
infinitos dominds, um atras do outro. Suponha que eles estejam distrituidos de tal
modo que, uma vez que um domind cai, o seu sucessor na fila também cai. O que
acontece quando derrubamos o primeiro domin6?".

Apesar da simplicidade da pergunta acima, ela traz em sua esséncia toda a ideia

da Inducao Matematica.

1.3 Principio da Inducao Matematica

O quarto Axioma de Peano também é conhecido como Principio da Indugao Mate-
mética - P.I.LM. Esse método ¢é exclusivo dos ntimeros naturais, ou seja, nao se aplica
aos racionais e muito menos ao reais.

Entende-se que o estudo deste principio é muito importante para a formacao do

estudante do Ensino Médio. De acordor com [5]:

Todas as competéncias sao objeto de todas as séries, de forma que nao ha
uma ordem cronolbgica entre elas, mas se pode promover uma progressao
do trabalho, ao longo das trés séries, em termos dos niveis de elaboragao de
cada um dos temas estruturadores do ensino, crescendo a partir de percep-
¢Oes mais concretas ou imediatas em direcao a conceituagoes mais gerais e
abstratas, que usem instrumentos mais sofisticados e que permitam sinteses
e visdes mais complexas. (BRASIL, 2006, p. 133)
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O ensino do Principio da Inducao Matematica vai ao encontro do que esta proposto
nos PCN’s do Ensino Médio, sendo uma importante ferramenta para o desenvolvi-
mento do raciocinio abstrato e muito ttil nas demonstragoes algébricas de indugao ou
recorréncias.

Enunciando sob a forma de propriedades, o P.I.M. se formula assim:
Propriedade 1.3.1.

Seja P(n) uma sentenga aberta tal que

i) P(1) é valida,

ii) Para todo n € N, a validez de P(n) implica na validez de P(n+ 1), onde n+1 é
o sucessor de n.

Entao P(n) é valida para qualquer que seja o numero natural n.

Exemplo 1.3.1.

Consideremos o problema de obter uma expressao para a soma 14+2+34+---+n.
Calculando a soma para os primeiros valores naturais de n, obtemos os exemplos:
P(1):1=1

P(2): 14+2=3
P(3): 1+2+3=6
PA4): 1+2+3+4=10

Observa-se que a apresentagao acima nao serve como demonstragao, apenas como

esclarecimento didatico para as soma dos primeiros n naturais.
1
Conjecturando a igualdade P(n): 1 +2+4+3+---4+n = @

Usaremos o P.I.M. para demonstrar a validade ou nao de P(n).

i) Verificar a validez de P(1). Isto ja foi feito acima, ambos os lados iguais a 1

ii) Agora, verificaremos se a validez de P(k), para um valor arbitrario de k, implica
na valide de P(k + 1).

18



k(k+1
Admitindo por hipoétese de inducao que 1 +2 43+ ---+ k = % para
um certo k, devemos mostrar que P(k+1) : 1+2+3+---+k+ (k+1) =
(k+1)(k+2)

2
Para tal, somamos o novo termo (k+1) a ambos os membros de 1+2+3+....+k
k(k+1
e%. Obtemos:
k(k+1)
1+243+--+k+(k+1) = ———+(k+1)
R+ E42k42
B 2
kK +3k+2
-

(k+1)(k+2)
2

Portanto, a validez de P(n) para um valor arbitrario de & implica em sua validez

(n? +n)

para k+ 1. Logo, pelo PI.M., P(n),ouseja, 1 +2 + 3 + -+ +n = o é valida.
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Exemplo 1.3.2.

3

A soma dos n primeiros ntimeros impares® é igual a n??

Temos que:

P(2):1+3=4-=2°
PB):1+3+5=9=3

Observando P(1), P(2) e P(3) é natural conjecturar que P(n): 1 +3 +5 + -+ +

(2n -1) = n% Com isso, usaremos o P.I.M., para demonstrar a sua validade.

i) Para P(1) ja foi verificado a validade.

ii) Agora, verificaremos a validez de P(n). Adminitindo por hipotese de indugéo
que 1 +3+5+ -+ (2n — 1) = n? para um certo n. Verificaremos a validade
Pn+1):14+3+5+-+2n—1)+2n+1) = (n+1)?

Para tal, somamos o novo termo (2n + 1) a ambos os membros da hipotese de

inducao. Obtemos:

1+34+5+-+n+2n—-1)+2n+1) = n*+(2n+1)
= n*+2n+1
= (n+1)°

Portanto, a validez de P(n) para um valor arbitrario de n implica em sua validez
para n + 1. Logo, pelo P.IM., P(n), ouseja, 1 +3+5+---+ (2n — 1) = n?, ¢ valida.

3Um ntimero natural n é dito par se existir um ntmero natural k, de modo que n = 2k. E fmpar,
sen=2k—1,comk > 1.
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Exemplo 1.3.3.

(OBMEP 2016 - 2* FASE) Uma figura ¢ construida por fileiras horizontais de qua-
dradinhos 1x1, dispostos lado a lado, sem sobreposicao e sem espacamento. Cada
fileira, com excecao da primeira, estd encostada inteiramente na fileira de baixo. A
primeira fileira possui um ntamero impar de quadradinhos e cada uma das demais pos-
sui dois quadradinhos a menos do que a fileira imediatamente abaixo. A ultima fileira
sempre contém um unico quadradinho.

Abaixo, vemos uma figura na qual a primeira fileira contém 11 quadradinhos.

Figura 2: OBMEP 2016 - 2* Fase

Mostre que, independentemente do ntimero de quadradinhos da primeira fileira, o

numero total de quadradinhos de uma figura é o quadrado de um ntmero natural.

Solucao: Observamos que todo nimero natural impar é da forma 2n — 1 para
algum n natural; por exemplo, 1 =2 -1-1,3=2-2-1,5=2-3-1, e assim por
diante. Desse modo, 1 é o primeiro ntimero impar, 3 ¢ o segundo, 5 o terceiro e, em
geral, o n-ésimo ntmero fmpar é 2n — 1.

O ntmero de quadradinhos de uma figura de base com 2n — 1 quadradinhos é a

soma de todos os nameros impares de 1 até 2n — 1. As primeiras somas desse tipo sao

1=1=12
1+3=4—=2?
1+3+5=9=232
1 +3+5+7=16=4°
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e é natural conjeturar que o nimero de quadradinhos de uma figura de base com 2n —1

quadradinho é n?, isto é, que
1+3+5+---+2n—1)=n?

E como ja foi mostrado no exemplo 1.3.2, segue que, por indugao, a afirmativa é

verdadeira para todo n natural.

Exemplo 1.3.4.

Verifique a desigualdade n? < 27, para n > 4.
i) Para P(4) é valido, pois 16 < 16.

ii) Adminitindo por hipétese de inducao que n? < 2", para um certo n > 4.
Verificaremos a validade de P(n + 1): (n+ 1)? < 2" para n > 4.

Sabe-se que (n +1)> =n? +2n+ 1 < 2" + 2n + 1. E pela hipotese de indugao,
temos que 2n + 1 < 2", para n > 4.

Juntando as desigualdades, obtemos (n + 1) < 2" +2n+1 < 2" 42" = 2",

Dali, por transitividade e para um valor arbitrario de n > 4 que implica na validez
de (n+ 1), ou seja, (n+1)* <271,

Logo pelo P.ILM., P(n), ou seja, n? < 2" para n > 4, ¢ vélida.

Exemplo 1.3.5.
Esta demonstracao também é conhecida como a Desigualdade de Bernoulli.
(1+h)">14n-hV¥neNseh>D0.
i) Verificar se a proposic¢ao é valida para o primeiro termo, n=1.

(I1+h)'>1+1-h
l1+h>1+h
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ii) Supor que a desigualdade seja valida para n = k, ou seja, (1 +h)* > 1+k - h,

serd a nossa Hipotese de Indugao.

Mostrar que a desigualdade seja valida para n = k + 1, ou seja,
L+t >14+ (k+1) - h
Partindo da Hipoétese de Inducao, temos:
(I+h)r>1+k-h
Multiplicando (1 + k) em ambos os membros da desigualdade temos;
(I1+h)-(1+h)">(1+k-h)-(1+h)

Obs: A desigualdade néo inverte, pois (1 + h) é positivo.

(1+h)fr >1+k-h+h+k-h*ecomok €Neh?>>0
Logo,

(1+h)r>1+k-h+h+k-h2>1+(k+1)-h

Portanto, por transitividade, a proposicao também é verdadeira para n = k + 1,

e pelo Principio da Inducao Matematica, a Desigualdade de Bernolulli é valida V n € N.
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Atividades Propostas
Exercicio 1.1.

Demonstre, por indugao:

a) 12422 +32+ .. +n?=

b) P43 4524+ (2n—1)*=

c) P+2° 434 ... 4n’=-n*(n+1)
d) n!>2" sen>4

e) n!>3" sen>7
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2 Progressao Aritmética

Nesta Se¢ao estudaremos um tipo de sequéncia explicada na Educacao basica,
chamada de progressao aritmética. Teremos como fundamentagao teérica as referéncias

131, (6], 9], [12], [13] e [16].

2.1 Eventos Peridodicos

Encontramos frequentemente eventos que ocorrem em variagoes iguais em inter-
valo de tempo, como por exemplo: copa do mundo de futebol, eleicoes brasileiras,
olimpiadas, ciclos lunares, estagoes do ano e etc.

A Copa do Mundo de Futebol é exemplo de uma competicao internacional que
ocorre pediodicamente. Sua primeira edigao foi disputada no Uruguai, em Montevidéu,
no ano de 1930. A segunda e a terceira edicao ocorreram nos anos de 1934 e 1938,
tendo a Italia e a Franga como sede, respectivamente. Contudo, devido a 2* Guerra
Mundial, nao houve competi¢ao em 1942 e 1946.

A Copa de 1950 foi o retorno da competicao, o Brasil foi escolhido como sede, favo-
recido pela proposta da construcao do Estadio do Maracana, tendo como capacidade
200 mil pessoas, era o maior do mundo na época.

Desde entao, a Copa do Mundo de Futebol ocorre periodicamente a cada 4 anos.

Como mostra a Tabela 1.

Ano | Sede | Campeao

1930 | Uruguai | Uruguai

1934 | Italia Italia

1938 | Franca [talia

1950 | Brasil Uruguai

1954 | Suiga | Alemanha

1958 | Suécia Brasil

2014 | Brasil Alemanha
Tabela 1
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Definicao 2.1.1.

Uma Progressao Aritmética - P.A. é uma sequéncia numérica na qual a diferenga
entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada

de razao da progressao e representada pela letra 7.

Exemplo 2.1.1.

As sequéncias (2,4,6,8,...) e (15,12,9,6,...) sdo progressoes aritméticas cujas ra-

zoes valem respectivamente 2 e -3.

2.2 Termo Geral da P.A.

Em uma Progressao Aritmética (a;, as, as, ...), para avan¢ar um termo, basta
soma a razao; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e assim por
diante.

Assim, as = a; + 4r, pois passar de a; para as, avancamos 4 termos.

De modo geral,
ap =a; + (n—1)-r

pois, ao passar de a; para a,, avan¢amos (n — 1) termos.

Exemplo 2.2.1.

Com base na Tabela 1, das edigoes da Copa do Mundo, determine o termo geral

que expresse a ordem das copas, ap6s a 2* Guerra Mundial.

Solucgao:
Considerando que a primeira copa apoés a guerra foi em 1950, temos que a; = 1950
e como a peridiocidade da copa do mundo ¢é de 4 em 4 anos, segue que r = 4.

Logo o termo geral da ordem das Copas do Mundo, a contar de 1950 seré:

an = 1950 + (n—1) - 4 = 1946 + 4n
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Exemplo 2.2.2.

O preco de uma moto em seu primeiro ano de uso ¢ de R$ 20.000,00 e diminui R$

1.000,00 a cada ano de uso. Qual sera o prego dessa moto em seu quarto ano de uso?

Solucgao:
Chamamos o preco com n anos de uso de a,,, temos a; = 20.000 e queremos calcular
)
as. Como a desvalorizagao anual é constante, a,, é uma progressao aritmética.

Logo,

as=ai;+3r = 20.000+ 3 (—1.000)

= 20.000 — 3000

= 17.000

Sendo assim, o preco da moto em seu quarto ano sera de R$ 17.000,00.

Exemplo 2.2.3.

O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos. Sua tultima passagem por aqui foi
em 1986. A contar do ano de 2018, quantas vezes ele visitara a Terra até o ano de

27467 Sabendo que em 2746 o cometa passard proximo a Terra.

Solugao:
Como é periddica a passagem deste cometa, podemos afirmar que a razao da nossa
progressao sera 76, admitindo que a proxima visita sera em 2062. Temos o seguinte

calculo:

2746 = 2062+ (n —1)76
2746 = 2062 + 76n — 76
760 = T6n
10 = n
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Logo, o cometa Halley passara pelo planeta Terra 10 vezes até o ano de 2746.

2.3 A Soma de Gauss

A historia desta formula comeca na Alemanha, por volta de 1785, na escola de
Braunscheweig. Conta-se que o professor Biittner resolveu manter ocupados seus alu-
nos de uma classe de ensino fundamental e propos que eles calculassem a soma de todos
os inteiros de 1 a 100. Aparentemente, ele esperava que eles passassem bastante tempo
resolvendo tal exercicio. E para a surpresa de todos, em poucos minutos um aluno
de aproximadamente 8 anos deu a resposta correta. O professor conferiu os calculos
e verificou que esse garoto, chamado Carl Gauss havia acertado. Pediu-lhe entao que
explicasse como havia feito as contas de forma tao réapida. Gauss prontamente mos-
trou sua ideia. Ele observou que, ao somarmos o primeiro nimero da sequéncia com o
ultimo, obtemos o resultado de 101, e que, ao somarmos o segundo niimero com o pe-
nultimo, também obtemos 101 como resultado e assim por diante. Vejamos o esquema

abaixo para melhor compreensao:

14+2+3+...4+50+51+...+98+99 +100
———

(. J/

/

IR

101

Pela ilustragao acima, podemos ver que cada nimero ird se associar a outro que
estd em posicao oposta a si. A soma de 1 com 100, de 2 com 99, de 3 com 98, e assim
por diante, é sempre igual a 101. Repetindo esse processo, chegara o momento em que
somaremos os numeros centrais da sequéncia e encontraremos que 50 + 51 = 101.

Assim sendo, em vez de somarmos os cem nimeros da sequéncia, somaremos 0s
resultados obtidos, ou seja, com 50 parcelas de 101 + 101 + 101 + --- +101.

Como na soma desejada o numero 101 aparece 50 vezes, basta multiplicar 101 por
50, obtendo o resultado de 5050. Portanto, por meio dessa ideia, Gauss conseguiu
calcular rapidamente a soma de todos os ntimeros entre 1 e 100. E isso Gauss fez em

pouco tempo e sem dificuldades, um prentncio das grandes contribui¢oes desse génio.
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2.4 Soma dos Termos de uma P.A.

Dada a P.A. (a1, ag, as, -++, ay_2, ay_1, a,), que possui n termos, observe que
o primeiro termo ¢é a;, o segundo é as, ---, o penultimo é a,_; e o ultimo é a,.

Representando a soma desses termos por S, teremos a seguinte expressao:
Sp=ay +as +az + - + apo+ a1 + Q.
dai, teremos
Sp =(ar1+an)+(aztay—1)+ -
logo, pela Soma de Gauus
Sn =(a1+an)+(ar+an)+ - -

Como sempre somamos dois termos da P.A. de n termos, teremos § parcela iguais

a (a1+ay), o que nos leva a formula da soma dos termos de uma P.A. finita:
n
Sn:(a1+an)-§

Uma outra forma para determinar a formula para a soma dos n primeiros termos

de uma P.A. Vejamos:
Sp=a1 +az +az + -+ Qg + a1 + ap.

Em vez de somar os termos do mesmo modo que Gauss, reescreveremos a soma
como outra soma de termos de P.A. logo abaixo dessa, de modo que o tltimo termo

fique abaixo do primeiro, o peniltimo fique abaixo do segundo e assim por diante.
Sp=a1 +as +ag+ - + apo+ an_1 + ay
+
Sp = Gp + Aoy + Qpg + -+ + ag + az + ay.

Com isso, teremos,

25, =(a1+ an) + (ag+an—1) + (as+a,—2) + - - + (apn_o+taz) + (ap_1+az) + (ap+ay).
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Observe que, se somarmos as duas expressoes, teremos o dobro da mesma soma que
Gauss fez. Mantendo o mesmo pensamento de Gauss, os resultados dessas somas entre
parénteses serao iguais aos do primeiro termo somado ao tltimo. Podemos substituir,
portanto, todos os termos por (a,+a;).

Observe:
25, = (a1 4+ an) + (a1 4 an) + (a1 +ay) + -+ + (a1 + an) + (a1 + an)

Para finalizar, observe que a soma que obtivemos aqui é diferente da soma que
Gauss obteve, pois possui exatamente os n termos que a P.A. possui. A soma de Gauss
possuia apenas metade, pois ele somou os termos de uma mesma P.A. A soma que
desenvolvemos, contudo, engloba todos termos, porque duplicamos cada termo antes
de somé-los. Desse modo, podemos trocar toda a soma acima pela multiplicagao por

n, que é o namero inicial de termos. Assim, resolvendo a equacao, teremos a féormula

pretendida:
25, = (a1 + an) + (a1 +an) + (a1 +an) + -+ + (a1 + an) + (a1 + ay)
25, =n - (a1 + ay,)

n
Sn:§ : (a1+an)

Exemplo 2.4.1.

Dada a P.A. (2, 4, 6, 8, 10, ... ), calcule a soma dos seus 50 primeiros termos.
Para calcular essa soma, é necessario conhecer o tltimo termo dessa P.A. Para tanto,

usaremos a formula do termo geral de uma P.A.

aso = 2+ (50—1)-2
= 24492
= 2498
= 100
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Agora, usando a féormula para soma dos n primeiros termos de uma P.A., teremos,

50
S = (2+100)-
= 102 -25

= 2550
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Atividades Propostas

Exercicio 2.1.

Responda os itens a seguir.

a)

Com o intuito de construir um jogo novo, foram colocados sobre um tabuleiro
de xadrez graos de arroz da seguinte maneira: na primeira casa, foram colocados
5 graos; na segunda, 10; na terceira, 15; e assim por diante. Quantos graos de

arroz foram usados nesse tabuleiro?
Quanto é a soma de todos os nimeros naturais impares de 3 algarismos?

A expressao S, = n? — 3n, para qualquer n inteiro positivo, representa a soma

dos n primeiros termos de uma P.A. Qual é a razao desta P.A.?

Calcule o valor de x na igualdade x + 2x + --- + 202 = 6300, sabendo que os

termos do 1° membro estao em P.A.

Um jardim tem uma torneira e dez roseiras dispostas em linha reta. A torneira
dista 50 m da primeira roseira e cada roseira dista 2 m da seguinte. Um jardi-
neiro, para regar as roseiras, enche um balde na torneira e despeja seu contetido
na primeira. Volta & torneira e repete a operagao para cada roseira seguinte.
Determine a metragem que ele terda andado apos regar a ultima roseira e voltar

a torneira para deixar o balde.
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3 Divisibilidade com Inteiros

Nesta Segao estudaremos algumas propriedades e demonstragoes das divisoes nos
inteiros e da Divisao Euclidiana. Teremos como fundamentacao tebrica as referéncias

171, 191, [10], [11], [13] e [20].

3.1 Relagao de Divisibilidade

No conjunto dos nameros inteiros, Z = {---, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, --- }, podemos
relacionar dois elementos através da relacao de divisibilidade.
Como a divisao de um nimero inteiro por outro nem sempre é possivel, expressamos

esta possibilidade através da definicao abaixo.

Definicao 3.1.1.

Dados dois numero inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a|b, quando
existir ¢ € Z tal que b = ¢ - a. Neste caso, diremos também que a ¢ um divisor de b,

ou um a é um fator de b ou, ainda, que b &€ um multiplo de a.

Observe que a notagao a|b ndo representa nenhuma operagao em Z, nem representa
uma fragao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade a existéncia de um inteiro
c, tal que b=—c-a.

A negagao dessa sentenga é representada por a 1 b, significando que inexiste niimero

inteiro ¢ tal que b = ¢ - a. Portanto, temos que 01 a se a # 0.

Exemplo 3.1.1.

7|21, pois 21 = 7 - 3. Por outro lado, 51 9, pois considerando o conjunto M = 5m,
comm € Z; M = {---,-10,-5,0,5,10,- - }, dos multiplos de 5, vemos que 9 nao

pertence a0 Imesmo.
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Proposicao 3.1.
Considere os nimeros naturais a, b, c e d € Z, com a # 0. Temos:

i) 1a;

Demonstracao

De fato, 1|a pois a =1 - a para todo inteiro a.

[
i) ala;
Demonstracao
De fato, ala pois a =1 - a.

|
iii) al0;
Demonstracao
De fato, a|0 pois 0 =a - 0.

|

iv) Se a|b e b|c, entao alc;

Demonstracao
Se a é divisor de b, entao existe um nimero inteiro ¢, tal que b = a - ¢. Da mesma
forma, se b ¢ divisor de ¢, entao existe um inteiro ¢; , tal que ¢ = b - q;.

Logo,c=b-¢1=c=a-q-¢1 = c=a-(q-q). Ou seja, a é divisor de c.
|
v) Sejam a, b, ¢ e d, nimeros inteiros, com a # 0 e ¢ # 0, entdo, se alb e c|d, entao

(a-c) | (b-d);

Demonstracao
Se a divide b, entao existe um niimero inteiro ¢, tal que b = a - q.

Da mesma forma, se ¢ divide d, entao existe um nimero inteiro ¢, tal que d = c-¢;.
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Temos que:

b-d=(a-q)-(c-q)=(a-c)(q-q)

Ou seja, (a - c) é um fator de (b - d), demonstrando a proposicao.

|
vi) Se alb e a|c, entao alb £ ¢;
Demonstracao
Se alb e a|c, entdo existem g e go inteiros tais que:
b=a-quec=a-q.
Somando as duas equagoes temos:
b+c=a-(q1+ q)-
Portanto, a|b+ c.
De maneira analoga, demonstra-se a subtragao.
|
vii) Se alb, entao alb - ¢
Demonstracao
Se a|b entdo existe um numero inteiro ¢, tal que, b = a - q.
Multiplicando a equagao por um inteiro ¢, temos que, b-c=a- (q-c).
Portanto, alb - c.
|

viii) Se alb e alc, entdo alm - b+ n - ¢, quaisquer m, n € Z.
Demonstracao

Se alb e alc temos pelo item anterior que alb-m e a|c-n para quaisquer inteiros m

e n. Logo, pelo item (vi), segue que alb-m + ¢ - n.
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ix) Sejam a e b inteiros, ambos diferentes de zero, tem-se que se alb, entao |a| < [b|.

Demonstracao

Se alb com b # 0, entdo existe um inteiro g # 0 tal que b = a - q.

Logo: |b| = |a| - |g|, como b # 0, temos g # 0, logo 1 < |q| e, consequentemente,
< la| - q| = [0].

[
X) Se bla e a|b, entao a = +b;
Demonstracao
Suponhamos que a|b e que bla. Se a =0 ou b = 0, temos que a = b = 0.
No caso a, b # 0 temos pelo item (iz) que |a| < |b] e |b] < |al.
Logo, |a| = |b] = a = +b.
[
xi) Se a|l, entdo a = £1;
Demonstracao
Suponhamos que a|l. Do item (i) temos que 1|a para todo inteiro a.
Logo pelo item anterior segue que a = + 1.
[
xii) alb < —alb < a| —b < —al — .
Demonstracao
alb & b=a-q, ¢€Z
& b=(-a) (—q),—q€ZL
& —b=a-(—q)—q€L
& —b=(-a)-qq€l
[
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Exemplo 3.1.2.

1|23, pois 23 =123

Exemplo 3.1.3.

7|7, pois T=1-7.

Exemplo 3.1.4.

5|0, pois 0 =5 - 0.

Exemplo 3.1.5.

2|8 e 8|40, temos que, 8 =4-2e¢40=5-8,dai40=5-(4-2) = (5-4) - 2.
Logo 2/40.

Exemplo 3.1.6.

3|15 e 2|12, temos que 15 =5-3 e 12 =6 2.
Portanto, 15-12=(5-3) - (6-2) = (3-2) - (6 - 5).
Logo, 3 - 2|12 - 15

Exemplo 3.1.7.

7|14 e 7|21, com isso temos que 14 =7-2¢ 21 =7-3.
Somando as duas equagoes resulta que 14 +21 =7 (2 4+ 3).
Portanto, 7|14 + 21.

Exemplo 3.1.8.

2|6, com isso temos que 6 = 2-3. Multiplicando a equagao por um inteiro k, temos
que,6-k=(2-3)-k=2-(3-k).
Portanto, 2|6 - k.
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Exemplo 3.1.9.

7|14 e 7|21, pelo item (v) sabe-se ainda que 7|14 - m e 7|21 - n. Dai, pelo item (vi),
segue que 7|(14-m) + (21 - n), ¥V m e n inteiros.
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Atividades Propostas
Exercicio 3.1.

Sejam a, b, c € Z e ¢ # 0. Mostre que:
a) alb e bla se, e somente se |a| = |b.

b) ac|bc se, e somente se, a|b.
Exercicio 3.2.

a) Mostre que 6|n - (n+ 1) - (n 4 2), para todo n € N.
b) Mostre que o produto de quatro nimeros inteiros consecutivos, quaisquer, é

sempre miltiplo de 24.
Exercicio 3.3.

a) Demonstre, por indugado, que a — bla™ — b™.

39



3.2 Divisao Euclidiana

Teorema 3.1.
Dados a € Z7 e b € Z*. Existem dois tnicos inteiros ¢ e r tais que a = b-q+,

com 0 < r < b, onde b é o maior namero, tal que b- g <a<b-(qg+1).

Demonstracao

Temos duas situagoes possiveis, ou a é miltiplo de b ou a esta situado entre dois
multiplos b- g e b- (¢ + 1), para algum g € Z.

Se a é multiplo de b, a = b - k, temos ¢ = k e r = 0.

Caso a nao seja multiplo de b, é fato que teremos,
b-g<a<b-(qg+1).
Nesta desigualdade podemos subtrair b - ¢ de todos os membros, tendo assim,

0<a—(b-q) <b.
r

Tomemos,
a—(0b-q)=r=a=(0b-q)+r, com0<r<b.
Segue que, quando 7 = 0, a é miltiplo de b.
Para provar a unicidade de ¢ e r, suponhamos que existam outros inteiros rg e qq
tais que,
a="b-qy+rg, com0 <rg<b.

Desta forma temos que,
a=b-qg+r=>b-q+ro=(r—r) = (¢—q) D

Percebemos assim, que (r —rp) é um multiplo de b e como —b < r —rg < b, 0 tnico

valor possivel é
r—ro=0=1r=ry.
Desta forma, g = ¢y, provando assim, a unicidade.
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Exemplo 3.2.1.

Desenvolva a Divisao Euclidiana de 12 por 4.

Solucao:
Temos que, 12 = 4 - 3 + 0. Assim, 12 é multiplo de 4.

Exemplo 3.2.2.

Desenvolva a Divisao Euclidiana de 31 por 5.

Solugao:
Desse modo, temos que, 31 =5 -6 +1e0 < 1 < 5.

Assim, temos que o resto e o quociente da divisao 31 por 5, sao 1 e 6 respectivamente.

Exemplo 3.2.3.

Calcule a Divisao Euclidiana de -25 por 3.
Solugao:
Desse modo, temos que, -25 = 3 - (-9) +2e 0 < 2 < 3.

Assim, temos que o resto e o quociente da divisao -25 por 3, sao 2 e -9 respectiva-

mente.
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4 Congruéncia

Nesta Secao estudaremos a defini¢ao, as proposicoes, as propriedades e as demons-
tragoes de um contetdo fundamental para a Teoria dos Numeros. Teremos como fun-
damentacao teorica as referéncias [1], [8], [9], [10], [11], [13], [15] e [22].

4.1 Congruéncia Modular

A Congruéncia Modular é uma ferramenta que pode auxiliar muito no desenvolvi-
mento do pensamento aritmético e algébrico de nossos alunos. E um tema gerador de
excelentes oportunidades de contextualizacao, pois apresenta a realizacao de operagoes
aritméticas de uma forma diferente da utilizada normalmente pelos alunos [1].

Para [8], a congruéncia modular é um conceito muito importante e que esta re-
lacionado com divisibilidade e os restos de uma divisao de nimeros inteiros. Sendo
um importante conteiido da Teoria dos Numeros, ao qual tem diversas aplicacoes em
nosso dia a dia, como por exemplo: coédigos de barras, CPF, criptografias, calendarios

e fendmenos periddicos.

Definicao 4.1.1.

Dados m, a, b € Z. Diremos que a e b sao congruentes modulo m, quando o resto
das Divisoes Euclidianas de a e b por m forem os mesmos. Denotaremos que a é con-

gruente a b médulo m da seguinte forma: a = b mod m.

Proposicao 4.1.

Considere a, b € Z. Temos a = b mod m se, e somente se, m|a — b.

Demonstracao

(=) Suponha que a = b mod m

Pela definigao 4.1.1, afirmamos que a =gm +reb=g¢gm+r,sendo 0 <r < m e
com q, ¢ € Z.

Segue entao que: a —b = (¢; - ¢)ym = mla — b.

(<) Suponhamos que m|a — b.

Logo, existe q € Z, tal que a — b = mgq.

Dai,
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b=a+ mgq.
Sejam r e ¢ o resto e o quociente da divisao euclidiana de b por m, isto é:
b=mq +7r,com0<r<m

Sendo assim, temos que: a + mq = mq; + r.
Logo, a = m(q1 —q) +r, com 0 < r < m.

Portanto r também é o resto da divisao euclidiana de a por m.

Exemplo 4.1.1.
17 = 5 mod 2, ja que os restos da divisao de 17 e de 5 por 2 sao iguais a 1.

Quando a relacao a = b mod m for falsa, diremos que a e b nao sao congruentes, ou
que sao incongruentes modulo m. Para estas situagdes denotaremos da seguinte forma
a Z b mod m.

Uma outra observagao a ser feita, é que se torna desinteressante calcular o resto

da divisao de um ntimero inteiro por 1, pois seré sempre nulo, portanto considere m # 1.

Para continuarmos nosso estudo sobre congruéncias apresentaremos algumas pro-

priedades:

Propriedade 4.1.1.

Seja m € N. Para todos a, b, c € Z, tem-se que
i) a = a mod m.
ii) a = b mod m, entdo b = a mod m.

iii) se a = b mod m e b = ¢ mod m , entdo a = ¢ mod m.

Demonstracao

i) Como m|0, entdao m|a — a, o que nos diz que a = a mod m.
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ii) Se a = b mod m, temos que m|a — b, logo a — b = mgq. Multiplicando essa tltima
igualdade toda por (—1), temos que (—a+b) = m-(—q), o que implica em b = a mod m.
iii) Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entao existe inteiros ¢ e ¢ tais que:
a—b=mgeb—c=mq
Somando membro a membro as duas igualdades anteriores, temos:
(a—b)+(b—c)=mqg+mqg = a—c=m(q + q1).
Logo,

mla — ¢ = a = ¢ mod m.

|
Exemplo 4.1.2.
7="T7mod 5 < 5[(7-7) < 50.
|
Exemplo 4.1.3.
3=bmod2eb=3mod2 <& 2(3-5)e2|(5-3) < 2-2e 22
|
Exemplo 4.1.4.
15=3mod4e3=T7mod4 < 4(15-3) e4|(3-7) = 4|12 e 4]-4.
Disso, segue que 15 = 7 mod 4.
|

4.2 Propriedades Operacionais

Baseando-se na relagao equivaléncia existente na congruéncia modular, algumas
propriedades operacionais podem ser utilizadas na resolucao de problemas, na elabo-

racao de algoritmos e na fundamentacao de novos teoremas. Vejamos:
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Propriedade 4.2.1.

i) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entao a + ¢ = b+ d mod m.
i1) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entdo ac = bd mod m.

i11) Se a = b mod m, entdo a + ¢ = b+ ¢ mod m.

iv) Se a = b mod m, entdao a” = b" mod m, para todo n.

v) Se a = b mod m e n|m, entdo a = b mod n.

Demonstracao

i) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entao existem inteiros ¢ e ¢ tais que:
a—b=mqgec—d=mq.
Somando membro a membro as duas igualdades anteriores, temos:
(a—b)+(c—d)=mq+ mqg = (a+c)— (b+d) = m(qg+ q).
Logo, resulta que:

m|(a+c)-(b+d) = a+c=b+dmodm.

i1) A demonstracao ¢ aniloga ao intem ().
|

i1i) Se a = b mod m, temos que a — b = mgq, somando e subtraindo ¢ no primeiro

membro da igualdade, temos:
a—b+c—c=mqg= (a+c)— (b+c)=mgq.
Assim temos que:

at+c=b+cmodm

iv) Se a = b mod m, entdo m|a — b. Sabemos que:
a® = b= (a—b)(a" P +a" b+ +ab" 2+ "),
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Como ml|a — b, entao m|a™ — b". Assim, " = b" mod m.
|

v) Se a = b mod m, entdo m|a —b. Como n | m = n | a —b. Logo, a = b mod n.
[

Baseando-se nas propriedades operacionais modular, vejamos alguns exemplos:
Exemplo 4.2.1.

Temos que: 8 =3 mod 5e7=2mod 5, pois5 | (8-3)eb | (7-2). Pelo item (ii)
da Propriedade 4.2.1, podemos afirmar que 56 = 6 mod 5. E pelo item (iii) concluimos
que (56 - 6) = (6 - 6) mod 5, ou seja 50 = 0 mod 5 < 5 | 50, pelo item (v).

|
Exemplo 4.2.2.
Observa-se que 9 = -1 mod 10 < 10 | 10.
Multiplicando por 2 ambos os lados da congruéncia, segue que, 18 = -2 mod 10.

Com isso, pelo item (iv) da Propriedade 4.2.1, a congruéncia continua verdadeira.
Contudo a reciproca nem sempre sera verdadeira, pois 27 = 18 mod 3, porém ao

dividir por 9, temos que 3 # 2 mod 3.

Exemplo 4.2.3.

Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o skatista brasileiro Sandro Dias, apelidado
"Mineirinho" conseguiu realizar a manobra denominada "900", na modalidade skate
vertical, tornando-se o segundo atleta no mundo a conseguir esse feito. A denominacao
"900" refere-se ao ntimero de graus que o atleta gira no ar em torno de seu préprio
corpo, que, no caso, corresponde a duas voltas e meia. Considerando que a cada volta o
atleta voltou a posicao inicial, qual o verdadeiro angulo do atleta em relacao a posicao

inicial apos essa facanha?
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Solucao:

Como um giro completo é de 360°, temos que
720 = 0 mod 360 e 900 = 720 + 180.
Segue que
720 4 180 = 180 mod 360
Ou seja
900 = 180 mod 360.

Logo a posicao final do "mineirinho" era de 180° em relagao inicial.

Exemplo 4.2.4.

(OBMEP-2012 Banco de questoes): Estefania tem cinco cartas marcadas com as
letras AB,C,D e E empilhadas nessa ordem de cima para baixo. Ela embaralha as
cartas pegando as duas de cima e colocando-as, com a ordem trocada, embaixo da
pilha.

A figura mostra o que acontece nas duas primeiras vezes em que ela embaralha as

cartas.

Figura 3: OBMEP 2012 - Banco de Questoes

Se Estefania embaralha as cartas 74 vezes qual carta estard no topo da pilha?
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Solucao:

Observe na tabela a seguir o o que acontece nas 6 primeiras embaralhadas de Es-

tefania.
Posi¢io inicial 12 22 32 42 53 62
A c E A C E A
B D B D B D B
C E A C E A Cc
D B D B D B D
E A C E A & E

Figura 4: Tabela para solugao

Segue dai, que a cada 6 embaralhadas as cartas voltam a posicao inicial, ou seja,
o embaralhamento torna-se peridédico de periodo 6, basta entao encontrar o resto da

divisao de 74 por 6, o que ¢é equivalente a
74=6-124+2=2mod 6

Logo ¢é a carta E que estara no topo.

Exemplo 4.2.5.

Primeiro de janeiro de 2017 foi em um domingo, desejamos saber quando caird um
outro dia qualquer deste mesmo ano. Com base na tabela abaixo que representa os
primeiros dias do més de janeiro de 2017. Determine o dia da semana que caiu 10 de

abril de 2017.

Domingo | Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado
1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
Solucgao:

Primeiro precisamos ver quantos dias existem de 1 de janeiro até 10 de abril.
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Vejamos:

Janeiro
Fevereiro
Marco

Abril

10 de Abril

31 dias
28 dias
31 dias
10 dias
100° dia deste ano

Verificamos aqui que estamos diante de um caso de congruéncia, moédulo 7, pois

temos 7 dias na semana.

Agora, ¢ como se tivéssemos em uma fila ordenada de 100 dias e desejando saber,

na congruéncia de modulo 7, qual o correspondente ao centésimo dia deste ano.
Temos que 100 = 98 + 2, sendo assim 100 = 98 +2 = 2 mod 7.

Logo, o 100° dia é congruente a 2, moédulo 7. Como o dia 2 de janeiro foi em uma

segunda, o dia 10 de abril também sera e, é claro, que todas as demais segundas-feiras

deste ano foram representadas por ntmeros congruentes ao 2, moédulo 7.
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5 Somatorios

Nesta Secao estudaremos a definigao, algumas proposi¢oes, demonstragoes e exem-
plos de Somatoérios. Teremos como fundamentagao teérica as referéncias [1], [8], [9],
[10], [11], [12], [15], [19], [20], [22] e [23],

5.1 Definicao e Proposicoes

Definigao 5.1.1.

Seja (a,) uma sequéncia de elementos de um conjunto A dotado de operagoes de
adicao, definimos o somatorio dos seus n primeiros termos como sendo
n
Yoai=a1+ay+---+a,
i=1

Proposicao 5.1.

Sejam (a;), (b;) duas sequéncias de elementos do conjunto A e seja ¢ € A. Entao,

i)

2

n n
i) d.coa; =c- ) a;
i=1 i=1

(ai +b;) = > a; + > b

n n n
=1 =1 =1

n
i) > (a1 — ai) = any1 — as;
=1

n
iv) Y e=mn-c.
i=1
Demonstracao

n

i) A soma > (a;+b;) significa que ao somar os n primeiros termos da nova sequéncia
i=1

(cn), onde, para cada n € N, define-se ¢, = a,, + b,,. Provemos o resultado por indugao

sobre n.

Para n = 1, temos que
1

1 1
Y(ai+b;) =ar + b= > a; + > by,
=1 =1

=1
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verifica-se que para n = 1 a féormula é valida.

Por hipotese de indugao, admita que a férmula é valida para algum ntimero natural

k. Entao temos que

k+1 k

Z(CLZ' + bz) = Z(CLZ + bz) + (ak+1 + bk+1)

i=1 =1

k k
= Zai + Zbi + (g1 + bry1)
=1 =1

k k
= E a; -+ Ap+1 + E bz + bk+1
i=1 =1
k+1 k+1

=1 =1

Mostrando assim, que a féormula é vélida para k + 1, para todo k = n, e pelo

Principio da Indugao, temos que a formula é valida para todo n € N.

|
ii) Usando a definigao de somatorios, temos que
n
Zc-ai = cagtc-at---+c-a,
i=1
= ¢ (a1 +ag+---+a,)
n
i=1
|

iii) Provaremos esta formula por indugao sobre n.
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Para n = 1, temos que
1
> (a1 —a;) = az — ay,
i=1

o que mostra a validade da féormula para n = 1.
Por hipotese de indugao, admita que a formula seja valida para um natural n.

Logo,

n+1 n

Z(@m —a;) = Z(am —a;) + (Ant2 — Gpy1)

i=1 i=1

= Qpt1 — Q1+ Api2 — Qpya

= Qpy+2 — A1

mostrando que a férmula é valida para n+ 1 e, portanto, pelo Principio da Indugao

Matematica, vale para todo n € N.

n
iv) O somatoério Y | ¢ representa a soma de n parcelas iguais a ¢, e, portanto, é igual
i=1
an-c.

Vejamos agora, alguns exemplos de como podemos usar o somatorio.

Exemplo 5.1.1.

. 1)-(2 1
Verificaremos a igualdade 12 4+ 22 + .- +n? = n-(n+1-@n+l)

P(n):12 422+ +n? =
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Provaremos por indugao em n, temos que

P(l):12:1.(1+1).(2+1):921
6 6

é verdadeira para n = 1.

Admita que, para algum n € N se tenha que P(n) ¢ verdadeira. Somando (n + 1)?

a ambos os lados da igualdade de P(n), temos

n-(n+1)-(2n+1)

P42 44+ (n+1)? = ; +(n+1)°
_ n-(n+1)-2n+1)+6(n+1)>2
6
_ (n+1)-[n(2n+1)+6(n+1)]
6
_ (1) [(n+1)+1]2(n+1)+1)
6

sendo assim, temos a validade para P(n + 1).

Logo, pelo Principio da Inducao, a féormula é valida para todo n € N.

Exemplo 5.1.2.

Verificaremos o resultado da soma dos termos de .5,,, sendo que
Sp=1-2+2-3+ - +n-(n+1).

Com a notacao de somatoérios, reescrevemos S,, como

Sy =i (i+1).

=1

Aplicando o item (i) da proposi¢ao 5.1, temos que
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n n

Sa=> i-(i+1) = Zz’2+2i

i=1 1=1
= (P4+224+- - +n)+(1+2+---+n),

Conforme os exemplos 5.1.1 e 1.3.1, temos que

n-(n+1)-2n+1) n’+n nn+1) (n+2)
o = 6 T 3

Exemplo 5.1.3.

Qual é o maior numero de partes em que se pode dividir o plano com n cortes
retos? Esse problema foi proposto e resolvido por Jacob Steiner?. Para resolver esse
problema, também conhecido como problema da Pizza de Steiner vamos utilizar o item

(71) da Proposigao 5.1.

Partindo do pressuposto que a expressao do termo geral do problema da Pizza de

Steiner®, pode ser representado pela sequéncia por recorréncia:

Pnt1 =Pn+n+1, pr =2

Esta expressao pode ser reescrita do seguinte modo:

Pntl — Pp =n+ 1.

Tornando somatorios em ambos os lados, obtemos

n—1 n—1

Y (i —pi) = 2 (i+1)

=1 =1

De acordo com o item (i) da propriedade 5.1, o segundo membro pode ser dividido

em duas somatoérias. Vejamos

4Jacob Steiner (1796 - 1983) - Gedmetra alemao.
®Nas paginas 23 a 24 do No livro [19], o leitor podera aprofundar os estudos sobre o exemplo da
Pizza de Steiner
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n—1 n—1 n—1

Yo —p) = > i+ > 1

i=1 =1 =1

O primeiro membro da igualdade acima é uma soma telescopica e vale p, — p1,
e nas duas parcelas do segundo membro usaremos o exemplo 1.3.1 e o item (iv) da

propriedade 5.1, respectivamente. Dai, teremos

(n—1)-(n)

Pn—Dp1 = 5 +(n—1)
Portanto, temos que
—-1). . 1
SRS 1 BT (O EGES
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Atividades Propostas
Exercicio 5.1.

Determine o valor de:
5

a) > 6;
i=1

10
b) >_ 3i;
=1

21
c) > 5+ 2i;

=1

7
d) > 93
=1

n

e) ; oi» baran natural > 1;
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6 Divisibilidade e Congruéncia em Somatorios

Nesta Segao relacionaremos todos os contetidos apresentados nesta dissertagao,
como por exemplo: progressao aritmética, divisibilidade, congruéncias e somatorios.
Neste contexto iremos propor dois teoremas e dois corolarios®, por fim, apresentare-
mos alguns exemplos e exercicios. Como fundamentacao teérica, usaremos todas as

referéncias apresentadas nesta pesquisa.

6.1 Teoremas e Corolarios

As afirmacoes abaixo foram desenvolvidas a partir da observacao da Soma de Gauss
(Seg@o 2.3) e também a partir de progressoes aritméticas com razao e primeiro termo

iguais a 1.

Teorema 6.1.

Todo n impar > 1, divide a soma dos seus antecessores naturais.

Antes da demonstracao deste teorema, faremos um exemplo numérico, com n = 7.
Sendo assim, temos que
14+24+3+4+5+6=21
Dai, 7 | 21, logo 7 é um caso particular valido.
Uma outra forma de analisar este exemplo, é somando o primeiro termo ao tltimo,

o segundo com o peniltimo e assim por diante, vejamos

1+2+3+4+5+6
~——

(. J

7
7
7

Notamos que essa soma, também pode ser representado como 7 - ¢q. Neste caso, em
particular, ¢ = 3.

Partindo para notacao de somatoérias, temos que

SForam feitas algumas pesquisas sobre a originalidade desses teoremas e corolarios, até a publicacao
desse trabalho ndo encontramos em livros e/ou artigos.
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6 7—-1
1+2+3+4+5+6=>1=)>1

=1 =1

7—1 -1
Logo, 7 | >_ i e pela Proposigao 4.1 concluimos que »_ ¢ =0 mod 7.
~ -

7 =1

Nao temos a intencao de considerar esse caso particular como demonstracao, o

mesmo possibilita exemplificar e instiga a curiosidade do estudante.

Com base no que foi apresentado nas Segoes 2 e 3, segue a demonstracao do Teo-

rema 6.1.

Demonstracao
Dado um ntimero n, impar, temos que a soma dos seus antecessores naturais seré

dadopor 1 + 2 + .-+ + (n—1). E pelo exemplo 1.3.1, temos

(n—1)(n)

1+2+-- +(n—1)= 5

(n—1)(n)

Logo n | 5

, e como n é impar, (n — 1) sera divisivel por 2.

Corolario 6.1.1.

n—1
> i =0 mod n, para n impar > 1.
i=1

Demonstracao
(n—1)(n)

Pelo Teorema 6.1, temos que n | 5

-1 n—1
W@Ziz()modn.
i=1

e pela Proposicao 4.1, afirmamos que
n|
|

Antes de irmos para o proximo Teorema, fica a pergunta, podemos afirmar que
no Teorema 6.1 e no Corolario 6.1.1 serao vélidos com n par? A resposta serda nao.

Vejamos:
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Teorema 6.2.

Todo n par > 2, divide a diferenca da soma dos seus antecessores naturais com sua

propria metade.

De forma anéloga ao que foi apresentado no Teorema 6.1, verificaremos com

n = 6.
6
(1+2+3+4+5)-§:12

Como 6 | 12, temos que 6 é um caso particular vélido.

Analisando de outra forma, pelo mesmo raciocinio da soma de Gauss, ou seja,
somando o primeiro termo ao tltimo, o segundo com o peniltimo e assim por diante.

Temos

1+2+@ +4+5.
6

6

Vemos que existe um termo central que nao ¢ divisivel por 6, sendo justamente a

metade de 6, dai podemos conjucturar que sempre teremos um termo central sendo a

metade de n, neste caso 3= 3.

Demonstracao
Como n é par > 2, considere que n = 2¢q, com ¢ € N.
Com base no que foi apresentado no exemplo 1.3.1, segue que
n 2q
1424 +(n—1)—= = 142+---+(2¢—-1) -2

2 2
(2¢—1)-(29) 2¢

2 2
= (2¢-1)-qg—¢q

= ¢-(2¢—2)

= 2¢-(¢—1)

= n-(¢g—1)

Log0n|1+2+---+(n—1)—g:n-(q—l),paratodonparzlComqu.

59



Corolario 6.1.2.

n—1 n
ZiEEmodn,paranparZQ.
i=1

Demonstracao

Pelo Teorema 6.2 e de forma analoga a demonstracao do Corolario 6.1.1. Temos

que,

n—1
n]1+2+---+(n—1)—g = n|Zz—g
i=1
n—1
& ’L—EEO mod n
i=1 2
n—1
& zzg mod n.

n—1 n
Logo, 1= 5 mod n, para todo n par > 2.
=1

7

Exemplo 6.1.1.

O numero triangular 7, é definido como a soma dos n primeiros termos da progres-
sao aritmética 1, 2, 3, 4, ---, n — 1, n. O ntmero quadrangular @), é definido como a
soma dos n primeiros termos da progressao aritmética 1, 3,5, 7, ---, (2n—3), (2n—1).

A Figura 5 justifica essa denominagao.

[ ]

Figura 5: Ntumeros Triangulares e Quadrangulares

a) Determine quando 7T;, sera divisivel por (n + 1).

b) Determine quando @, sera divisivel por n.
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Solucao

a) Os numeros triangulares representam a soma dos n primeiros termos naturais, e

n
que podem ser representado pelo somatoério Y i.

Pelo Exemplo (1.3.1), temos que » i = (n+ 1)

=1
n

2

Logo, os ntimeros triangulares 7T, serao divisiveis por n + 1, apenas quando n for

par.

Solucao

b) Os nimeros quadrangulares representam a soma dos n primeiros impares, pode-

n—1

mos representar pelo somatorio > 2i + 1.

=0

Dai, pelas Proposicoes 5.1 temos

n—1 n—1

> 2i4> 1

=0 =0
n—1 n—1

2-) i+ ) 1
i=0 i=0
n—1)-n

2- 5 +n

n?

Logo, os numeros quadrangulares (),, sempre sera divisivel por n € N .
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Atividades Propostas
Exercicio 6.1.

a) Demonstre que ) ¢ = 0 mod n, para n impar > 1.
i=1
b) Demonstre que > i

n
= 5 mod n, para n par > 2.
i=1

Exercicio 6.2.

Tao (2013, p. 33 apud Hajos et al., 1963, p. 74). Demonstre que, para qualquer
inteiro nao-negativo n, o nimero 1" + 2" 4 3" + 4" ¢é divisivel por 5 se e s6 se n nao for

divisivel por 4.
Exercicio 6.3.

Tao (2013, p. 35 apud Shklarshy et al., 1962, p. 14). Sejam k e n nimeros naturais,
com k impar. Mostre que a soma 1% + 2F + ... + n¥ ¢ divisivel por 1 + 2 + --- + n.
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7 Consideracoes Finais

Apos a realizacao desta pesquisa, nota-se a importancia da continuidade dos estudos
do profissional do magistério, visto o poder que existe ao se aprofundar nos contetidos
a serem lecionados, em especial o professor de matemaética, disciplina a qual aterroriza
a maioria dos estudantes.

Torna-se indispensavel ressaltar, que esse aprofundamento impacta diretamente na
qualidade da aula do professor da educacao basica, devido ao aumento da capacidade
de interrelacionar os diversos contetidos matematicos adquiridos em um mestrado pro-
fissional.

Acredita-se que o estabelecimento de relagao, partindo dos contetidos da Educagao
Basica até os do Ensino Superior, tornam a exploragao dos conhecimentos matematicos
mais dindmicos e atrativo, pois, abordados de forma isolada, podem representar para
o estudante, algo sem utilidade a sua formacao escolar.

Espera-se que os Teoremas 6.1 e 6.2 e Corolarios 6.1.1 e 6.1.2 impulsionem outros
estudantes a se aprofundarem em aplicacoes relativas a essas divisibilidades e congruén-

clas.
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