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RESUMO

Em um mundo centrado na tecnologia, as relagbes humanas acabam
ficando em um segundo plano. O desenvolvimento tecnoldégico acarretou em uma
dependéncia cada vez maior dos recursos eletronicos no cotidiano das pessoas. Os
recursos tecnologicos modernos possibilitam uma maior rapidez nas respostas aos
problemas que sdo colocados, mas tem como efeito colateral o distanciamento nas
relacbes humanas, uma menor necessidade da criatividade na obtencdo das
solugbes e compreensdo de problemas. Neste contexto, este trabalho faz uma
articulacéao entre o uso de materiais didaticos artesanais e o0 uso de recursos digitais
de ensino, levantando reflexdes necesséarias para que o uso de metodologias
alternativas de ensino ndo sejam apenas modismos. O uso de materiais didaticos
manipulaveis artesanais nao contrapde 0 uso dos recursos tecnoldgicos
computacionais, pois eles podem ser complementares. Esses modelos mostram
como os estudantes podem construir conceitos e representacdes relativos aos
conteudos da matematica escolar, em particular da trigonometria, para elaborar e
desenvolver o processo de ensino e aprendizagem diferente do que existe nas
escolas. Os modelos propostos possibilitardo diversas formas para o trabalho
escolar, levando os estudantes a se envolverem mais intensamente com 0 processo
de aprendizagem e a construirem, eles proprios, seu conhecimento matematico.

Palavras-Chaves: Trigonometria, Materiais Manipulaveis, Recursos Digitais.



ABSTRACT

In a technology-centered world, human relationships have ended up in the
background. Technological development has led to an increasing reliance on
electronic resources in people's daily lives. On the one hand, modern technological
resources allow faster response to the problems that are posted. On the other hand,
there has been detachment in human relations, causing less need for creativity in
obtaining solutions and understanding problems. In this context, this thesis reflects
on the use of alternative teaching strategies, which articulates the use of
manipulative materials with digital resources. Therefore, the use of manipulative
materials in teaching does not counteract the use of digital resources, as they may
be complementary. These models show how students can construct representations
and concepts of school mathematics, particularly trigonometry, to elaborate and
develop a teaching and learning process that differ from what already exists in
schools. The proposed models will enable diverse forms of school work, leading
students to become more deeply involved in the learning process and to construct
their own mathematical knowledge themselves.

Keywords: Trigonometry; Manipulative Materials; Digital Resources.
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1. INTRODUCAO

O ensino da matematica passa por grandes transformacdes. Na busca por
um ensino de qualidade, adequado aos tempos atuais, provocou 0 surgimento de
encaminhamentos metodoldgicos tais como a resolucdo de problemas, o uso de
materiais manipulaveis e jogos, a modelagem matematica, a ethomatematica, o uso
da historia da matemética, a contextualizagdo, além do uso de novas tecnologias em
sala de aula, incluindo calculadoras e computadores. No entanto, a maioria das
escolas possui problemas estruturais em sala de aula, nem sempre adaptadas as
necessidades do conteudo matematico a ser desenvolvido.

Um tema recorrente nas discussfes de educacdo € o comportamento do
aluno em sala de aula, das dificuldades que s&o encontradas quando se pretende
motivar 0s alunos com 0s recursos que se tem em sala de aula diante de um mundo
cheio de recursos tecnolégicos. Por outro lado, os alunos tém suas vidas
mecanizadas frente a série de recursos que facilitam seu dia a dia. Neste trabalho
pretende-se articular, no ensino de matematica uma metodologia que permita a
associacao dos recursos tecnoldgicos a materiais didaticos manipulados, prontos ou
construidos pelos préprios alunos.

As sucessivas reformas educacionais propbéem a inclusdo de materiais
didaticos inovadores, como exigéncias de novas filosofias e metodologias de ensino,
que agregam aos conceitos didaticos e pedagogicos a reformulacdo da pratica
docente. Geralmente preveem a adocéo de novas técnicas, as quais se relacionam
novos materiais e equipamentos. Em algumas situagdes, a producao de materiais e
equipamentos didaticos deriva mais dos interesses dos fabricantes e dos
fornecedores do que da necessidade dos educadores (FREITAS, 2009).

O ensino de matematica, quando desenvolvido dentro de um contexto,
possibilita a constru¢cdo do pensamento I6gico despertando, a partir da curiosidade,
0 interesse do educando. Ensinar ndo é transferir conhecimento, mas sim criar
condi¢cbes para que o conhecimento seja produzido ou construido (FREIRE, 2011).

A educagéao escolar deve ser um instrumento de construcado de cidadania,
com a escola cumprindo seu papel de criar mecanismos para mesclar o ensino do
conhecimento cientificamente elaborado com a busca de uma consciéncia politica.
Segundo Paulo Freire (FREIRE, 2001), cidad&o significa o individuo no gozo dos

direitos civis e politicos de um Estado enquanto que cidadania esta relacionada com
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a condicdo de cidad&ao, ou seja, com o uso dos direitos e o direito de ter deveres de
cidaddo. A educacédo para a cidadania pretende fazer de cada individuo um agente
de transformacgéo.

Segundo Perrenoud, a principal causa do fracasso escolar esta na
organizacao do trabalho pedagogico (PERRENOUD, 2000). A repeténcia, a evasao
escolar e a aprovacao, até certo ponto compulséria que ocorre em virtude das
imposicdes pelos 6rgdos diretivos, tem tornado o ambiente escolar dada vez menos
interessante tanto ao professor como ao aluno. O insucesso escolar ndo esti
exclusivamente em um unico dos fatores possiveis, nem s6 do professor, nem nos
meétodos e recursos ou no sistema educacional (DORNELES, 1999).

Neste trabalho, busca-se apresentar encaminhamentos metodol6gicos para
0 ensino de trigonometria tendo como alicerce materiais manipulados, que podem
ser construidos de modo artesanal e aliados a recursos tecnoldgicos.

A estrutura deste trabalho se divide do seguinte modo: Inicialmente, faz-se
uma revisdo da literatura que fundamenta o uso de recursos no ensino da
matematica. A seguir sdo apresentados alguns recursos digitais e alguns recursos
manipulaveis que podem ser utilizados no ensino da trigonometria. Estes recursos
sdo utilizados na construcdo de uma sequéncia didatica para o ensino da

trigonometria.
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2. REVISAO DE LITERATURA

O ensino da matematica tem passado por grandes mudancas nos ultimos
anos. Novas metodologias centradas na resolucéo de problemas contextualizados e
0 uso de recursos digitais sdo ignorados por professores de matematica, que ainda
ministram suas aulas como se fazia no passado. Por outro lado, a busca de novas
alternativas de abordagem dos conteddos que se julgam importantes para a
formacdo dos jovens € o0 anseio de grande parte dos educadores. A principal
preocupacdo € com a perspectiva utilizada: enquanto, tradicionalmente, a tarefa de
ensinar é centrada no professor, em contraposicdo a isso, as novas tendéncias
buscam retomar o caminho por onde a aprendizagem realmente acontece: é 0
aprendiz quem aprende e € a partir dele que se deve construir os saberes
(BRETTAS, 2005).

No ensino da Trigonometria, um objeto de conhecimento importante dentro
da Matemética, presente tanto no cotidiano quanto no contexto escolar, grandes sédo
as dificuldades encontradas. As leis da trigonometria provocam grandes dificuldades
a aprendizagem na sala de aula. Dificuldades estas causadas pelo enfoque
desenvolvido pelo professor em sala de aula, distante da realidade do aluno,
priorizando a técnica em detrimento ao significado e a aplicabilidade.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais - PCN’s (BRASIL,
1999) o estudo da trigonometria é destacado como um tema que exemplifica a
relacdo da aprendizagem de Matematica como desenvolvimento de habilidades e
competéncias, sendo que este estudo deve estar relacionado as aplicacdes,
evitando-se 0 uso excessivo no célculo algébrico das identidades e equacoes.

Muitos ainda tém a concepcdo de que a aprendizagem ocorre através da
repeticdo. Existe uma grande preocupacao no ambiente escolar acerca do controle e
contengcdo da conduta dos alunos, onde a avaliacdo da aprendizagem é
predominantemente realizada utilizando-se provas escritas. Existe ainda uma
relacdo muito distante entre a familia e a escola, o que € colocado por muitos como
o principal responsavel pelo insucesso escolar.

Uma nova escola deve ser construida. Para tanto, se faz necessario uma
reflexdo que possibilite a compreensédo das raizes historicas que colocam em
situacdo de miséria e exclusdo grande parte da populacdo. A escola deve ser um

ambiente de formagcdo humana, tendo no universo escolar um espaco privilegiado
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para propor os caminhos que levem a mudancas no carater de exclusao
encontradas historicamente. Nao havera democracia substancial se inexistir essa
responsabilidade propiciada pelo ambiente escolar (MONACO, 2011). Neste
contexto, enquanto 0s materiais manipuldveis permitem a socializacdo entre 0s
estudantes no trabalho coletivo, o uso de recursos digitais traz o bom uso da
tecnologia a favor do ambiente escolar

As contradi¢gdes encontradas no ambiente escolar sdo motivos de grandes
discussbes nas salas de professores das escolas. O aluno vive em um mundo cheio
de recursos tecnoldgicos enquanto que a escola em nada ou muito pouco avangou
nos recursos disponiveis para o ensino de sala de aula. Porém, outro aspecto
levantado é que o uso dos recursos tecnoldgicos tem levado os alunos a uma perda
no sentido de desenvolver sua criatividade, pois as respostas as suas indagacdes
sao rapidamente respondidas pela internet.

O trabalho criativo, tipicamente relacionado com artistas e cientistas, no
entanto, a criatividade ndo esta relacionada ao tipo de ocupacéo profissional, mas
sim nas tarefas e atividades que buscam o desenvolvimento de novas ideias. A
criatividade reside nas pessoas, em suas mentes e no seu ser (DE GEUS, 2010).

E necesséario que se encontre um meio termo entre 0 uso dos recursos
tecnolégicos, que foram desenvolvidos para melhorar o cotidiano do cidaddo, o

desenvolvimento do carater investigativo em sala de aula.

[...] unir em um mesmo contexto cidadania e redes digitais mostra a
importadncia que tem o entorno das TIC (tecnologias de informacdo e
comunicacao) para redefinir, a partir de uma perspectiva multidisciplinar,
alguns dos conceitos bésicos da filosofia politica. Essas redes ndo se
limitam a ser um instrumento de controle social, hem tampouco uma
ferramenta que aumenta a eficacia das formas de comunicacdo que tém
caracterizado a Sociedade Industrial. De fato, as redes digitais s&o o campo
de batalha onde se travam algumas das lutas mais significativas pelos
direitos humanos. Ndo podemos falar de liberdade de expressdo nem de
direito a informacgdo se ndo considerarmos as possibilidades que as ditas
redes oferecem aos cidadaos menos favorecidos. (BUSTAMANTE, 2010)

Por outro lado, ao uso de recursos manipulaveis que permitam a
compreensao dos conceitos cientificos de modo Iudico, desenvolvendo o senso
critico e a criatividade por meio do uso de recursos artesanais.

A efetiva informatizagéo das escolas faz parte de um projeto de construcdo
ndo s6 da educacdo, mas de uma sociedade emancipadora, onde alunos,

professores e funcionarios estardo construindo esse caminho de transformacéo.
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Porém, em paralelo se faz necessaria a criacdo de ambientes para a producao de
materiais de forma artesanal, permitindo aos alunos o desenvolvimento de sua
capacidade cognitiva.

A disseminagéo da informatica na sociedade deve estar presente na escola.
No entanto, a presenca deste novo recurso vai exigir novas concepcdes da escola e
do Professor, conhecendo novos mecanismos de comunicacao interagindo com esta
nova linguagem, tdo proxima de nossos alunos e um verdadeiro desafio para o
Professor. Uma nova postura é exigida do professor, com a incorporacdo de novos
conceitos em sua pratica cotidiana.

Com a presenca mais forte da tecnologia na vida cotidiana, seja ela por meio
do computador ou dos celulares, tablets e smartphones, pode-se acreditar que 0 uso
de materiais didaticos artesanais seria obsoleto e desnecesséario. Porém € preciso
lembrar que além do fato de que a informatica ainda ndo chegou a grande maioria
das Escolas Publicas, as que ja possuem ainda ndo sabem como utilizar. Neste
contexto, associando 0 uso dos recursos tecnolégicos com os materiais didaticos
artesanais ird possibilitar o desenvolvimento no aluno de uma nova visdo de mundo,
associando o mundo tecnoldgico atual com 0s recursos manipulaveis que permitem
uma melhor compreensdo do mundo que 0s cerca.

Ja em 1962, o Professor Manoel Jairo Bezerra, autor de varios livros
didaticos de Matematica, em sua obra: “O material didatico no ensino da
matematica”, destacava que as principais fun¢cdes do material didatico séo: tornar o
ensino da matematica mais atraente e acessivel; acabar com o medo da matematica
gue gera preconceitos e aumenta cada vez mais a dificuldade do ensino, bem como
tornar a matemética interessante para o maior numero de alunos (REGO, 2006).

A transformacdo da sala de aula em um laboratorio de ensino e
aprendizagem ir4 gerar um novo ambiente escolar. A inser¢céo do aluno como sujeito
ativo no processo escolar possibilitard uma nova realidade na escola. Assim, é
necessario desenvolver uma Metodologia para o Ensino de Matematica que agregue
o desenvolvimento tecnolégico ao desenvolvimento motor, associando a
investigacdo em sala de aula aos recursos eletrbnicos e materiais didaticos
artesanais construidos pelos alunos, no intuito de uma melhor compreensao dos
conteudos curriculares.

O uso da informatica, presente no dia a dia do aluno, abre as possibilidades

de novos paradigmas no ambiente escolar. O enfoque experimental e investigativo
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na sala de aula ganha agilidade com os recursos computacionais. A geracdo de
graficos onde os pequenos detalhes séo vistos de forma dinamica e agil estimula os
alunos cada vez mais ansiosos por respostas rapidas (BORBA, 2007).

Neste contexto, as componentes curriculares da Matematica escolar podem
ser desenvolvidas em sala de aula com aplicativos computacionais, bem como com
0 uso de softwares livres tais como Winplot, Winmat e GeoGebra. Em paralelo
podem ser construidos materiais didaticos manipulaveis de forma artesanal, com o
intuito de tornar o conhecimento matemético acessivel a todos os alunos. Estes
aplicativos e materiais podem ser experimentados de forma simultanea,
aperfeicoando e validando os materiais e métodos desenvolvidos.

Considerando, por exemplo, o ensino de Trigonometria, os dois enfoques
podem ser considerados com a construcdo de um material manipulavel e na
sequéncia a representacdo computacional deste modelo pratico por meio de um
software de geometria dindmica tal como o GeoGebra.

SALDAN (2014) apresenta uma alternativa ao estudo da trigonometria no
ensino médio, usando como instrumento adicional para aprendizagem o software de
matematica GeoGebra. Com o objetivo de determinar experimentalmente os valores
das razbes trigonométricas para os angulos agudos, MENDES (2009) propbe a
construcao do “Trigonbmetro”. Este material artesanal permite a medi¢cédo das razdes
trigonométricas. A partir da construcéo e utilizacdo do trigondmetro, os alunos tém
maior facilidade na compreenséao do significado das razdes trigonométricas, além de
viajar pela historia vivida pelos matematicos na antiguidade.

A construcdo de instrumentos artesanais permite aos estudantes, além da
aquisicdo dos conceitos cientificos relacionados ao conteido escolar, o
desenvolvimento de habilidades manuais e interacdo social, que sao caracteristicas
comuns no trabalho em grupo desenvolvido na produgcdo dos materiais
manipulaveis.

O uso de atividades como gerador do ensino e da aprendizagem em
matematica geralmente é usada nas séries iniciais do ensino fundamental e em
geral vista apenas como forma ludica para construir conceitos basicos (MENDES,
2009). O uso de recursos artesanais manipulaveis bem como 0s recursos
computacionais possibilita em qualquer nivel de ensino, quando relacionada ao
conteudo e ndo apenas uma forma de recreacdo, o desenvolvimento pleno do

conteldo matematico.
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As concepcdes histéricas podem ser usadas na geracdo de uma matematica
escolar baseadas na investigacdo e na experimentacdo, desenvolvendo no
estudante a pesquisa como principio cientifico e educativo, através do levantamento
de hipoteses e testagem destas hipdteses por meio de atividades manipuléaveis
extraidas da historia da matematica. Esta forma de acdo em sala de aula possibilita
aos alunos uma reflexdo acerca da formalizagcdo dos conceitos matematicos, das
propriedades e artificios hoje usados e construidos em outras épocas (MENDES,
2009).

Enguanto que os recursos tecnoldgicos, tais como: a calculadora, o tablet ou
o computador, podem tornar possivel a resolucdo de problemas do cotidiano, onde
0S numeros nem sempre sao tdo comportados e de facil manipulacdo como nos
livros didaticos, o uso de materiais manipuladveis permite o desenvolvimento da
relacdo interpessoal dos alunos pela necessidade de interagdo na construcéo destes
recursos (SOUZA, 2015).

A natureza da pratica do professor depende muito da forma com que ele
relaciona os elementos metodoldgicos. A saida de uma zona de conforto que nao
mais satisfaz o aluno dos dias atuais permite novas experiéncias no contexto de
ensino-aprendizagem (BORBA, 2007).

Nesse contexto, a formacgdo continuada dos professores se faz necessaria
como forma de possibilitar o desenvolvimento e o uso das tecnologias, seja digital ou
artesanal, no ambito do trabalho docente, de forma reflexiva e exploratéria,
incorporando novas experiéncias no desenvolvimento das acdes de sala de aula. Os
trabalhos apresentados acerca do ensino de mateméatica apresentam metodologias
com abordagens diversas.

Neste trabalho, serdo apresentados dois modelos complementares para o
ensino da matematica, e no caso, em particular para o ensino da trigonometria:
Primeiro, o uso de aplicativos digitais, como aplicativos ou softwares para 0 ensino
de matematica; em seguida, o uso de materiais manipulaveis, que podem ser
construidos pelos préprios alunos, onde situagdes problemas podem ser construidas
por meio de materiais artesanais. Estes modelos possibilitardo intervir no processo
de ensino e aprendizagem da matematica, proporcionando aos alunos um maior

interesse e uma melhor compreensao do objeto de conhecimento apresentado.
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3. RECURSOS DIDATICOS PARA O ENSINO DE TRIGONOMETRIA

O uso de materiais didaticos manipulaveis artesanais ndo contrapfe o uso
dos recursos tecnoldgicos computacionais, eles sdo complementares no sentido de
aumentar as possibilidades de o aluno desenvolver suas competéncias e habilidades
na compreensao dos objetos do conhecimento estudado.

Por outro lado, o material didatico manipulavel pode ser um eficiente recurso
para muitos alunos que, ndo compreendendo a mensagem visual da tela do
computador, podem usar do recurso do material manipulavel para a compreensao
dos conteudos curriculares apresentados em sala de aula.

Os modelos propostos possibilitardo diversas formas para o trabalho escolar,
levando os alunos a se envolverem mais intensamente com o0 processo de
aprendizagem e a construirem, eles proprios, seu conhecimento matematico. Esses
modelos mostram, claramente, como se pode levar os estudantes a construirem
conceitos e representacdes relativos as componentes curriculares da matematica
escolar.

Na didatica da matematica o conceito de recurso educativo possui diferentes
aplicacdes e interpretacbes (RICOY, 2012). Nesta unidade serdo apresentados
alguns recursos, tanto digitais quanto manipulaveis que podem ser aplicados no

ensino de trigonometria quando da construcao de uma sequéncia didatica.

3.1 RECURSOS DIGITAIS PARA O ENSINO DE TRIGONOMETRIA

BITTAR (2008) apresenta alguns questionamentos que um professor, da
educacao basica deve ter quando resolve fazer uso da tecnologia com seus alunos,
tais como:

v' Onde ele procurara ajuda, caso necessite?

v" Que tipo de material ele tem disponivel sobre o uso das novas

tecnologias em sala de aula?

v Como ele podera escolher o produto tecnolégico a ser usado?

v Quando e como utilizar a informatica com seus alunos?

Assim, o uso de recursos digitais deve ser dosado e muito bem avaliado
sobre o momento de aprendizagem e qual o tipo de atividade deve ser proposto aos

alunos de modo a contribuir com essa aprendizagem. Nao se pode fazer do uso dos
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recursos de informatica apenas como um “modismo”, mas estar relacionado com o
objeto de conhecimento a ser desenvolvido, bem como nas competéncias e
habilidades buscadas.

Serdo apresentados alguns recursos digitais que podem ser utilizados no

ensino da trigonometria.

3.1.1 Simulagdes ludoteca — Introducgéo a trigonometria e funcdes trigonométricas

Desenvolvido por um grupo de pesquisa e extensdo da USP — Universidade
de S&o Paulo e da UNIFESP — Universidade Federal de Sado Paulo, com o objetivo
de fomentar o carater investigativo da educacdo em ciéncias, enfocando o carater
lidico na formacdo escolar. Dentro deste projeto, trés sdo os aplicativos para o

ensino da trigonometria.

Figura 1: Nogdes basicas de trigonometria

BLudoecaliS ISP

m

Experimentoteca - Ludoteca IFUSP

Fonte: http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_atrigonometria

O primeiro aplicativo, “Nocbes basicas de trigonometria”, disponivel em

http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_atrigonometria, como

apresentado na figura 1, permite a obtencéo dos valores das razdes trigonométricas.


http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_atrigonometria
http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_atrigonometria
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Observe que existe no aplicativo um botdo deslizante para variar o angulo bem
como o desenvolvimento tedrico no canto inferior direito.

No segundo aplicativo, “Fungdes trigonométricas graficos I”, disponivel em
http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_funcaotrigonometrica

sqgraficosi, como apresentado na figura 2, possibilita o desenvolvimento das fungcbes
trigonométricas seno (senx), cosseno (cosx) e tangente (tanx) no ciclo unitario, bem
como a representagdo grafica no intervalo [0,4r]. Observe que no lado esquerdo
tem-se o circulo trigopnométrico, enquanto que no canto superior direito seleciona-se
uma das fungbes trigopnométricas ou entdo se seleciona todas. Na sequéncia deve
ser selecionado o iniciar para descrever o movimento do arco no ciclo trigopnométrico
bem como a representacdo gréfica da funcdo trigonométrica estudada. No canto

inferior direito tem-se o desenvolvimento tedrico.

Figura 2: Fung@es trigonométricas 1 - graficos

Fonte: http://www.cienciamao.usp.br

O terceiro aplicativo de trigonometria deste grupo, semelhante e
complementar ao anterior, “Fungbes trigonométricas - graficos II”, disponivel em

http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod= funcaotrigonometrica



http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_funcaotrigonometricasgraficosi
http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_funcaotrigonometricasgraficosi
http://www.cienciamao.usp.br/
http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_funcaotrigonometricasgraficosii
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sqgraficosii, como apresentado na figura 3, possibilita o desenvolvimento das fungdes
trigonométricas: secante (secx), cossecante (cscx) e cotangente (ctgx) no ciclo
unitario, bem como a representacédo grafica no intervalo [0,4]. As consideracfes do
aplicativo sdo as mesmas do anterior. Observe que no lado esquerdo tem-se o
circulo trigopnométrico, enquanto que no canto superior direito seleciona-se uma das
fungbes trigonométricas ou entdo se seleciona todas. Na sequéncia deve ser
selecionado o iniciar para descrever o movimento do arco no ciclo trigonométrico
bem como a representacdo grafica da funcédo trigopnométrica estudada. No canto

inferior direito tem-se o desenvolvimento tedrico.

Figura 3: Fung@es trigonométricas 2 - graficos

Fonte: http://www.cienciamao.usp.br

3.1.2 Explorador grafico de func¢des (GFE)

Disponivel em http://www.mathopenref.com/graphfunctions.html, o GFE —

Graphical Function Explorer - € uma ferramenta gréfica, on-line, gratuita que permite


http://www.cienciamao.usp.br/tudo/exibir.php?midia=tex&cod=_funcaotrigonometricasgraficosii
http://www.cienciamao.usp.br/
http://www.mathopenref.com/graphfunctions.html
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tracar até trés funcdes. No caso das funcdes trigonométricas, seno (sin), cosseno
(cos), tangente (tan), cotangente (ctg), secante (sec) ou cossecante (csc), de forma
isolada ou em conjunto, no mesmo conjunto de eixos. Nestas fungbes, é possivel
variar até quatro parametros, a, b, ¢ e d, independentes e controlados por controles
deslizantes. Neste sentido é possivel que o estudante observe com facilidade os
efeitos dados pela variacdo dos parametros nas fung¢des trigonométricas.

Este aplicativo possui as mesmas regras de sintaxe usadas para expressoes
em calculadoras cientificas. Deve ser digitada uma formula em uma das trés caixas
de entrada (f(x), g(x) ou h(x)), entdo pressione o botdo GRAPH do aplicativo ou a

tecla Enter do teclado. A figura 4 ilustra um exemplo.

Figura 4: Explorador grafico de fun¢des

b c d
] po ] p3 ]

range range range range

¥ [a+b*sin(c*x+d)

v tan(c*x)

v :csc(x)

Fonte: http://www.mathopenref.com/graphfunctions.html

Na figura 4, os numeros 3 e -3 nos retangulos a esquerda do grafico indicam
a variacao do eixo das ordenadas, enquanto que os numeros 0O e 6,28 indicam a
variagdo do eixo das abscissas. Os botdes deslizantes a, b, ¢ e d fazem as
variacdes destes parametros, que podem ser colocados nas fungdes trigonométricas
como objetos do estudo. Para reiniciar o trabalho, pressione o botdo Clear (limpar), e
na sequéncia podem-se descrever as novas funcdes de acordo com objeto de

estudo pretendido.


http://www.mathopenref.com/graphfunctions.html
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3.1.3 Circulo Unitario Trigonométrico

Este aplicativo, “Circulo Unitario Trigonométrico”, disponivel no PlayStore,
loja de aplicativos para celular Androide, é recomendado para os alunos na
compreensao visual e no céalculo das funcdes seno, cosseno, tangente, cotangente,
secante e cossecante; na descricdo das funcdes; na identificacdo dos valores das
tabelas trigpnométricas; na visualizacao das férmulas e identidades trigonométricas,
com destaque na simetria e na periodicidade. Possibilita ainda a compreenséo das
identidades basicas, da soma e da diferenca dos angulos, do arco duplo, do arco
metade, dentre outras aplicacdes. Possibilita mover ponto para definir o &ngulo e os

valores das fungdes associados a este angulo.

Figura 5: Ciclo trigonométrico unitario — circulos e graficos

Q@B ‘¢l .al 62% @ 08:47 FOOEmE» @ 7 0[] .a86%H 19:25 | f RSN C] o5 @ 70 [ .4 83%HM 18:57
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D

C0S 0.71

Fonte: O proprio autor

Nas figuras 5 e 6 sdo apresentadas as telas do Smartphone onde foi
instalado o aplicativo. Na figura 5 tem-se, a esquerda e no centro, o ciclo
trigonométrico. A esquerda tem-se o deslocamento de um ponto sobre o circulo com

as projecOes sobre os eixos, enquanto que no centro a projecao € sobre a reta

tangente ao circulo, na extremidade de arco. Tém-se ainda a direita os gréficos das



25

funcbes. E possivel, no menu de configuracées, selecionar apenas algumas das
funcdes.

O usuério pode dar movimento as figuras apenas com o toque na tecla do
aplicativo. Destaca-se que € possivel selecionar individualmente uma Unica ou um
grupo de fungbes trigopnométricas, o que permite o estudo individualizado de cada
uma destas.

Na Figura 6 sdo apresentadas algumas telas adicionais. Nestas telas sao

apresentados os itens encontrados no menu do aplicativo.

Figura 6: Ciclo trigonométrico unitario — menu do aplicativo
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Fonte: O préprio autor

Assim, €& possivel no aplicativo, o facil acesso as relacbes e férmulas

trigonométricas por parte do usuario.

3.1.4 Uso do software GeoGebra no ensino de trigonometria

O desenvolvimento de atividades com os recursos de um software de
geometria dindmica como o GeoGebra, que possibilita a movimentacdo de objetos, e
a partir destes movimentos observarem as propriedades matematicas envolvidas na

resolucdo de problemas matematicos, desenvolvendo no aluno o carater
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investigativo e a obtengao rapida de respostas a perguntas do tipo “e se eu alterar
um valor?”. O levantamento de hipdteses com a rapida resposta consegue sanar
uma parte da ansiedade dos jovens estudantes. O GeoGebra trabalha com um
conjunto de definicbes mateméaticas e possibilita duas formas de interagdo: uma
janela geométrica e uma janela algébrica, que possibilitam ao estudante uma
interacdo entre as duas informacdes.

Lopes (2013), destaca que uma construgdo realizada com o software
GeoGebra que permite mostrar os objetos matematicos em trés diferentes
representacdes: graficamente (pontos, graficos de funcdes), algebricamente
(coordenadas de pontos, equacdes) e nas células de uma folha de calculo. Assim,
todas as representacdes do mesmo objeto estéo ligadas dinamicamente e adaptam-
se automaticamente as mudancas realizadas em quaisquer delas,

independentemente da forma como esses objetos foram inicialmente construidos.

Figura 7: Tela do GeoGebra com o grafico de fungbes trigonométricas
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Fonte: O préprio autor

O uso do GeoGebra possibilita investir na analise e compreensédo dos
conceitos, pois o aluno néo se prendera em fazer calculos, mas sim em perceber de
onde se originam os valores, focalizando as constru¢gdes e analisando os valores

algébricos apresentados pelo software (MARGOTTI, 2007).Neste sentido, uma
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atividade com o recurso digital, no caso especifico o GeoGebra, a possibilidade de
movimentar os objetos permite ao aluno a investigacdo do que ocorre em sua
construcdo, levantando hipoteses tais como o que ocorre com a variacao na figura
de acordo com as variagdes que podem ser observadas nas figuras, percebendo
assim as suas regularidades (LOPES, 2013).

As figuras 7 e 8 apresentam telas com algumas de possibilidades de
trabalho com o GeoGebra em um laboratério de informéatica ou em um projetor em
sala de aula.

Na figura 7, esta aberta uma janela de algebra, onde estdo destacados as
operacbes geométricas utilizadas na construcdo do grafico das funcbes seno,

cosseno e tangente, apresentados na janela de visualizacao aberta.

Figura 8: Tela do GeoGebra com ciclo e o gréfico de fun¢des seno e cosseno
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Fonte: O préprio autor

Por outro lado, a figura 8 apresenta uma janela de algebra e duas janelas de
visualizacéo, onde esta aplicada a op¢cédo de movimento. Na janela de visualizacdo 1
tem-se no ciclo trigonométrico, o deslocamento do ponto sobre a circunferéncia
trigonométrica com a projecdo nos eixos dos valores do seno e do cosseno deste
arco. Na janela de visualizacdo 2 tem-se a representacdo no plano cartesiano do

grafico das funcdes seno e cosseno. Cabe salientar que as figuras possuem
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movimento, que pode ser dado no GeoGebra pelo comando “Animar”’, conforme
pode ser visto na janela de algebra sobre o ponto B.

Cabe destacar que na figura 8 é possivel selecionar individualmente seno ou
cosseno, apenas fazendo a selecdo na caixa colocada na figura. Outras

possibilidades podem ser descritas.

3.1.5 Uso do software Winplot no ensino de trigonometria

Desenvolvido em 1985, Winplot € um software livre, construtor de graficos de
facil utilizacdo que permite ao usuario a comparacdo das possibilidades de variacédo
dos parametros de uma funcdo. Esta facilidade permite ao estudante usuario com
espirito investigativo compreender o funcionamento de seu objeto de estudo. Por ser
um software livre, € possivel fazer uso tanto em sala de aula quanto na realizacao de
atividades domiciliares. Pode ser usado tanto por professores como complemento de
aprendizado, como por alunos que estudam em casa sozinhos ou em grupo.

A figura 9 apresenta uma tela do Winplot onde estéo construidos os graficos das
funcdes y = senx e y = 2.senx. Observe que existe a janela do grafico e a janela

algébrica com as funcodes.

Figura 9: Tela do Winplot
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Fonte: O proéprio autor



29

Existe também no Winplot a possibilidade de construir graficos em 2D, como

na figura 9, ou em 3D.

3.2 MATERIAIS MANIPULAVEIS PARA O ENSINO DE TRIGONOMETRIA

Antes do surgimento das escolas, os primeiros brinquedos inventados
tinham funcdo educativa. Geralmente representavam atividades humanas
cotidianas, tais como a criagdo de animais, ou 0s cuidados com a criacao da familia,
objetivando a preparacdo das criancas para suas tarefas na fase adulta. As
primeiras bonecas também eram feitas de pele de animais, dentre outros materiais —
com o intuito de desenvolver, nas meninas, as habilidades necessérias aos cuidados
com os filhos, o que torna claro a preocupacgéo com o ludico no processo de ensino,
deixando claro que aprender com prazer significa aprender mais e melhor.
(FREITAS, 2009).

O uso de materiais didaticos manipulaveis pode ser um importante recurso
didatico de apoio ao processo de ensino-aprendizagem. Estes materiais podem
transformar as aulas de matematica, tornando-as mais dindmicas e de facil
compreensao tendo em vista que permite uma constatacdo pratica, através da
manipulacéo de objetos, da teoria matematica desenvolvida (RODRIGUES, 2012).

Cabe salientar que nenhum material didatico pode garantir a qualidade e a
efetividade no processo de ensino e aprendizagem. Estes possuem uma importante
funcdo: a mediacdo do processo, e ndo podem ser utilizados como se fossem
comeco, meio e fim de um processo didatico. O material didatico deve-se integrar
num ciclo mais completo de ensino-aprendizagem (FREITAS, 2009).

O uso eficiente do material didatico, manipulavel ou digital, no processo
ensino-aprendizagem esta relacionado com a forma com que o professor ira utiliza-
lo na mediacdo do processo de ensino. Os materiais didaticos manipulaveis podem
intervir fortemente na aprendizagem dos alunos. Assim, o uso do material
manipulavel em sala de aula pressupde, antes de tudo, por parte do professor, um
exercicio de pratica reflexiva para que este possa utiliza-lo de forma correta,
tornando assim a aprendizagem dos alunos mais significativa e prazerosa
(RODRIGUES, 2012).
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3.2.1 Teodolito trigopnométrico

O teodolito é um instrumento 6ptico de medida utilizado para realizar
medidas de &angulos verticais e horizontais. Atualmente existem teodolitos
eletrénicos e digitais, mas os conceitos e metodologia sdo basicamente 0s mesmos.

No ensino de trigonometria € possivel construir um teodolito rastico, que
costuma ser chamado por teodolito trigonométrico. Um exemplo é destacado na
figura 9, com o uso de dois transferidores, uma haste de madeira, uma base de
madeira e um canudo como viseira. A partir dos conceitos de triangulacdo, é
possivel desenvolver atividades contextualizadas em sala de aula para calcular

distancias e alturas.

Figura 10: Teodolito trigonométrico

Fonte: O proprio autor

Outros modelos de teodolito trigopnométrico sdo encontrados na literatura.
Conforme a necessidade ou recursos é possivel pesquisar e construir equipamentos

mais simples ou mais sofisticados.
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3.2.2 Trigonébmetro

O trigondbmetro, descrito por Iran A. Mendes (MENDES, 2009), € um
instrumento manipuléavel utilizado para determinar experimentalmente os valores das
razdes trigonométricas dos angulos agudos no triangulo retdngulo geometricamente
e numericamente, além de estabelecer a relacdo de complementaridade entre os
angulos agudos do triangulo retangulo.

A figura 10 destaca a disposicao dos elementos utilizados na confeccao do
trigonémetro.

1. Transferidor.

2. Régua milimetrada plastica, com borda superior nivelada com o centro

do transferidor, ou seja, com 0° e 180°.

Fio com um peso preso a ponta (tipo de prumo).

Régua moével de madeira, com furos equidistantes das bordas, um em
cada numero, para fixa-la (furo do 0) no centro da haste e prender o fio
nos demais ndmeros.

Haste de madeira para sustentacéo.

Base de madeira para apoio

Figura 11: Trigonébmetro

Ei\z

Fonte: MENDES, 2009, p.159
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A partir da pagina 158, Mendes coloca uma atividade, intitulada como
Atividade 9 — Construindo e explorando o trigonémetro, onde apresenta além da
construgéo, a utilizacdo do trigonOmetro no desenvolvimento e compreensao das
razdes trigonométricas.

3.2.3 Quadro trigopnométrico

Composto por duas partes, uma fixa e uma moével, o quadro trigonométrico,
fazendo uso de propriedades geométricas, determina os valores do seno, do
cosseno, da tangente e da cotangente de um arco. A figura 11 destaca estas partes.

A parte fixa € colada em uma placa de Eucatex enquanto que a parte moével,
impressa em uma transparéncia de retroprojetor e acoplada a parte fixa por meio de

um alfinete ou um pequeno prego no cruzamento dos eixos.

Figura 12: Quadro trigonométrico

QUADRO TRIGONOMETRICO

Fonte: O proprio autor

Ao girar a parte movel haverd o cruzamento do semieixo que contém a
circunferéncia com o ciclo trigonomeétrico. Este semieixo determinara os valores da

tangente e da cotangente nas retas paralelas ao eixo das ordenadas e das




33

z

abscissas, respectivamente. O valor do seno € dado pelo cruzamento da
circunferéncia moével com o eixo das ordenadas, enquanto que o valor do cosseno é
dado pelo cruzamento desta circunferéncia com o eixo das abscissas.

Este instrumento pode ser um recurso auxiliar na construgdo do
conhecimento trigopnométrico, podendo desenvolver e validar hipéteses no estudo do
ciclo trigopnométrico, permitindo aos estudantes criarem imagens para conceitos

abstratos.

3.2.4 Papel milimetrado e espelho plano

No papel milimetrado, uma unidade pode ser definida por 1 decimetro.
Assim, cada centimetro corresponde a 0,1 da unidade e cada milimetro corresponde
a 0,01 da unidade. Isto permite obter geometricamente medidas com uma
aproximagdo de até duas casas decimais. Na atividade proposta na figura 12, do
lado esquerdo tem-se o quarto de circulo, onde € possivel construir tridngulos de
hipotenusa unitaria e os catetos correspondem as medidas das projecdes sobre os
eixos das abscissas e ordenadas da extremidade do arco correspondente ao angulo

agudo construido na origem dos eixos.

Figura 13: Representacdo no papel milimetrado

Fonte: O préprio autor
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Como exemplo de atividade que pode ser construida, par de espelhos
planos permite a representacdo do circulo trigopnométrico. Colocando os dois
espelhos planos sobre os dois semieixos, permite ao estudante observar a projecéo
do primeiro quadrante completando o ciclo trigopnométrico e projetando 0s arcos nos

demais quadrantes e estabelecendo a reducdo ao primeiro quadrante dos arcos.
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4. CONSTRUINDO SEQUENCIAS DIDATICAS

A acdo de ensinar ndo é uma tarefa simples, pois depende de um conjunto
de varidveis que nem sempre sdo controladas pelos professores. Uma sequéncia
didatica depende da complexidade dos objetivos aos quais sdo almejados no
processo de ensino-aprendizagem e nas relacbes humanas nela envolvidas
(GUIMARAES, 2012).

Sequéncias didaticas sdo um conjunto de atividades ligadas entre si,
planejadas para ensinar um conteudo, etapa por etapa. Organizadas de acordo com
0S objetivos que o professor quer alcancar para a aprendizagem de seus alunos,
elas envolvem atividades de aprendizagem e de avaliacdo (PERRENOUD, 2000).
Neste sentido, a sequéncia didatica aqui apresentada procura abordar o ensino de
Trigonometria relacionando a teoria, desde o conceito histérico, com materiais
manipulaveis e recursos digitais, explorando as possibilidades de uso de cada um
dos recursos didaticos disponiveis.

A sequéncia didatica a ser construida tem como objetivo motivar o
estudante, desenvolvendo atividades de modo a incentivar o carater investigativo do
ensino. Neste sentido, os padrdes e propriedades trigonométricos ndo serdo apenas
conceitos abstratos, sendo visto por meio de tecnologias simples tais como o lapis e
papel até recursos digitais computacionais, passando por materiais construidos de
forma artesanal que proporcionam aos estudantes as mais variadas experiéncias
gue permitem dar um significado ao objeto de conhecimento da trigonometria
escolar (GUIMARAES, 2012).

4.1 ANTECEDENTES HISTORICOS

Os primoérdios do desenvolvimento da trigonometria se perdem na historia,
onde sao identificadas sequéncias numéricas relacionando comprimentos de sombra
com horas do dia. Teoremas sobre as razdes entre lados de triangulos semelhantes
eram conhecidos e usados pelos antigos egipcios e babilénios, onde o conceito de
angulo ndo era conhecido. E com 0s gregos que aparece pela primeira vez um
estudo sistematico de relagbes entre angulos (ou arcos) num circulo e o0s

comprimentos das cordas que os subentendem (SOUZA, 1998).
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Euclides ndo usa o termo trigopnometria, porém em alguns teoremas de Os
Elementos existem uma equivaléncia com as relacbes da trigonometria, onde é
usada uma linguagem geométrica no lugar da trigopnométrica.

A mais importante obra de trigonometria da antiguidade é uma colecéo de 13
livros denominada Sintese Matematica, escrita no primeiro século da era crista por
Ptolomeu de Alexandria. Sua obra é conhecida até hoje como Almajesto, que
significa “o maior” (BOYER, 1974).

Comeca a surgir no século IV na india um conjunto de textos matematicos
denominados Siddhanta, cujo significado era “sistemas de astronomia”, escrito em
versos de uma lingua antiga e dificil, usadas em cerimonias religiosas, 0 sanscrito.

No lugar de usar a relagdo entre as cordas de um circulo e os respectivos
angulos centrais, os matematicos hindus apresentam uma trigonometria que
relaciona a metade da corda, a qual chamava “jiva’, com a metade do angulo

central, como destacado na figura 14.

Figura 14: Relacao entre corda e arco

AB = Corda AC = Meia Corda

Fonte: O préprio autor

A vantagem de se trabalhar com a meia corda (ou jiva para os hindus) é que
se obtém no interior do circulo um triangulo retangulo. Por outro lado, devido a
Influéncia babilénia, os gregos tomavam o raio com comprimento 60 e dividiam o
circulo em 360 partes iguais (CARMO, 2005).

Desde entdo, os matematicos arabes oscilaram entre o Almajesto, de
Ptolomeu e a trigopnometria de jiva dos hindus. Isto ocorreu até o final do século IX e

inicio do século X, quando o mateméatico arabe al-Battani adotou a trigonometria
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hindu, porém introduzindo o circulo de raio unitario. Assim, o valor da meia corda

corresponde a % e poderia ser dado pela razéo indicada na figura 15.

Ocorre que a palavra jiva traduzida para o arabe se transformou em jiba.
Porém guando o inglés Robert de Chester, na segunda metade do século XIl, veio a
traduzir para latim a palavra técnica jiba aparentemente a confundiu com a palavra
jaib, que significa baia enseada (talvez devido a omissédo das vogais, comum entre
0os arabes), usando entdo a palavra sinus, cujo significado € baia ou enseada
(SOUZA, 1998).

Figura 15: Jiva ou seno

Jiva

CatetoOposto _ Jiva Jiva(aj CatetoOposto
Hipotenusa 1 Hipotenusa

Fonte: O préprio autor

A partir dai a razdo entre o cateto oposto e a hipotenusa passou ser
chamada de sinus (em portugués, seno). Por outro lado, a palavra cosseno surgiu
apenas no século XVII, representando o seno do complemento de um éangulo.
Observa-se que 0s conceitos de seno e cosseno tém origem na resolucdo de
problemas de Astronomia. O conceito de tangente, no entanto, surge da

necessidade de se calcular distancias e alturas.

4.2 AS RAZOES TRIGONOMETRICAS DO ANGULO AGUDO.
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Considerando um angulo AOB = 6, com 0 < #< 90 °e tracando, a partir dos
pontos A;, A,, Az, ..., perpendiculares a semirreta OA que interceptam a semirreta
OB emB;, B,, B3, ....Os triangulos assim formados 0A;B,, 0A,B,, 0A3;B;, ..., SA0
semelhantes por possuirem os mesmos angulos.

Assim, de acordo com a figura 16, podem-se definir as seguintes razdes:

. Seno
AyB, A;B, A3B3;  Cateto Oposto
OB, OB, O0OB;  Hipotenusa

Cateto Oposto

Esta razdo é chamada de seno, e indica-se: senf = —
Hipotenusa

ii. Cosseno
0A; 0A, O0A;  Cateto Adjacente
OB, OB, OB;  Hipotenusa

Cateto Adjacente

Esta razdo é chamada de cosseno e indica-se: cos8 =

Hipotenusa
iii. Tangente
AiBy  A;B,  A3Bs o Cateto Oposto
0A; O0A, oV, Cateto Adjacente

Cateto Oposto

Esta razdo é chamada de tangente e indica-se: tgf = ,
Cateto Adjacente

Figura 16: Razdes trigonométricas

Fonte: O proprio autor

Definidas estas razdes, é possivel desenvolver atividades de modo a tornar
a aprendizagem de forma ladica por meio de instrumentos manipulaveis e digitais.

Com objetivo de determinar os valores das razdes trigonométricas usadas
inicialmente no nono ano do ensino fundamental, € possivel desenhar em uma folha

de papel milimetrado dois eixos perpendiculares e a partir da origem dos eixos



39

desenha-se um quarto de circunferéncia com raio igual a um decimetro, que sera a
unidade considerada. Na figura 16, esta desenhado este painel trigonométrico com
um modelo de transferidor no centro. Assim é possivel estabelecer os valores do
seno e cosseno de um angulo agudo.

Ao construir alguns angulos a partir do eixo horizontal, observa-se que a
projecdo ortogonal da extremidade do angulo na circunferéncia, sobre o eixo
horizontal corresponde ao valor do cosseno do angulo, enquanto que a projecado
ortogonal sobre o eixo vertical corresponde ao seno do angulo. Alguns angulos sao

construidos e os valores correspondentes das razdes trigonomeétricas sao obtidos.

Figura 17: Painel trigonométrico

Fonte: O préprio autor

Na sequéncia, reconstréi os eixos e o quarto do circulo. Marcam-se na
circunferéncia os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, destacando que a projecao de
cada um destes angulos sobre os eixos determina os valores do seno e cosseno.

Apés esta atividade, que pode ser feita em grupos, os resultados podem ser
tabelados, comparados entre os colegas e finalmente comparados com as tabelas
de valores trigonométricos descritas nos livros didaticos.

A fixagdo deste conceito pode ser feita por meio do aplicativo “Nocbes

basicas de trigonometria”, apresentado na figura 1.
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Com o uso do teodolito trigopnométrico é possivel resolver, por meio de
triangulacdes, problemas de distancias e altura na escola ou na regido da

comunidade escolar.
4.3 O CICLO TRIGONOMETRICO E AS FUNCOES CIRCULARES

Para fazer a transicdo das razbes trigonométricas do angulo agudo,
estendendo estas relagBes para as funcgdes trigonométricas de dominio real, com
aplicacdes mais amplas, se faz necessario definir na circunferéncia trigonométrica as
funcdes bem como a relacédo entre graus e radianos. A origem da palavra radiano
veio da fusdo das palavras “radial angle”, que em inglés deu “radian” e em
portugués “radianos”.

A medida de um angulo em radianos é razao entre o comprimento do arco
determinado pelo angulo em um circulo, cujo centro € o vértice do angulo e o
comprimento do raio do circulo. Deste modo, como a medida de um arco
correspondente ao semicirculo é"T'T, tem-se que um angulo de 180° corresponde a

. . . 180°
um arco derxradianos. Assim, 1 radiano = —

~ 579,

Como a medida do angulo central corresponde a medida do arco e na
circunferéncia trigonométrica o raio € unitario, temos que: se ao comprimento de
uma volta corresponde a 2rzentdo a um arco de medida « ,corresponde um
comprimento ar = a. Considerando o circulo trigonométrico orientado, com raio
unitario pode-se redefinir as razfes trigonométricas, agora como funcdes

trigonométricas.
4.3.1 Definicdo de seno e cosseno de um arco

Considerando o ciclo trigonométrico de raio unitario, centrado em um
sistema de coordenadas, um arco de comprimento real x e extremidade C,
correspondente a um angulo x. Para definir as funcdes reais de variaveis reais
denominadas seno e cosseno, de um numero real x, considera-se um arco de
comprimento x sobre o circulo trigonométrico. Define-se 0 cosseno de x e o seno de
x como sendo, respectivamente, a abscissa e a ordenada da extremidade desse

arco, partido da origem dos arcos, conforme ilustra a figura 18.



41

Cabe salientar que os arcos no circulo trigopnométrico sdo medidos no

sentido anti-horério, a partir da origem dos arcos (ponto (1,0)). Os arcos no sentido

horéario ttm medidas negativas.

Figura 18: Definicdo de cosseno e seno

A

B(0,1)

c C(cosx, senx)

¥ A(1,0)

cosx = 0C"

senx = 0C'

Fonte: O préprio autor

E possivel observar que a raz&o seno e a razdo cosseno, definidas para o

triangulo retangulo passam a ser um caso particular nessa definicdo. No triangulo

ocC’C:
Cateto Oposto  CC" _ 0C'

= = =—=0C
Senx Hipotenusa oc 1

Cateto Adjacente  0C"  0C"
Hipotenusa ~ 0C 1

coSx = = 0C"

4.3.2 Definicao da tangente de um arco

Considerando o ciclo trigonométrico de raio unitario, centrado em um

sistema de coordenadas, um arco de comprimento real x e extremidade C,

correspondente a um angulo x, uma reta vertical t, tangente a circunferéncia em A,
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origem dos arcos, e orientada tal qual o eixo das ordenadas, denominada eixo das

tangentes.

Define-se a tangente desse arco como a medida algébrica do segmento de
extremidades nos pontos A e T, sendo T o ponto de intersec¢cdo da reta suporte do
raioOC com o eixo das tangentes, conforme mostra a figura 19.

Assim:

tgx = AT
Observe que quando o arco x tem medida igual a §+kn, onde k é um

nlmero inteiro, a reta suporte do raio OC é paralela ao eixo das tangentes. Nestes

casos a tangente ndo existe.

Figura 19: Definicdo de tangente de um arco

A
A

b T
c C
1 AT = tgx
X A(1,0)
0 Cn v

Fonte: O préprio autor

Cabe ainda salientar que nesta definicdo, a razao tangente vista para o
triangulo retangulo, é um caso particular.
No triangulo OAT tem-se:
Cateto Oposto AT AT _

tgx = =—=—=AT
g% Cateto Adjacente 0A 1

Observa-se ainda que também € valida a relagéo:
senx

tgx =
g coSsx
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Os triangulos 0C”C e OAT sao semelhantes (caso AA). Assim:
AT  OA

cc"— oc’
Como AT =tgx, CC" = OC' = senx, OA =raio =1 e 0C’ = cosx, a relagdo
pode ser reescrita como:
tgx 1 senx

=—— S tgx =
senx  cosx cosx

;cosx =0

4.3.3 Defini¢cdo da cotangente de um arco

Considerando o ciclo trigonométrico de raio unitario, centrado em um
sistema de coordenadas, um arco de comprimento real x e extremidade C,
correspondente a um angulo x, uma reta horizontalu, tangente a circunferéncia em
B(0,1) e orientada tal qual o eixo das abscissas, denominada eixo das cotangentes.

Define-se a cotangente desse arco como a medida algébrica do segmento
de extremidades nos pontos A e D, sendo D o ponto de intersec¢cao da reta suporte

do raioOC com o eixo das cotangentes.

Figura 20: Definicdo de cotangente

A

B p u,
c' C
cotgx = BD
X A(L,0)
0 Cu

Fonte: O proprio autor

Na figura 20 tem-se que: cotgx = BD. Observe que quando o arco x tem

medida igual a km, onde k € um namero inteiro, a reta suporte do raio 0Cé paralela
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ao eixo das cotangentes. Nestes casos a cotangente ndo existe. Observando na
figura 20 os triangulos OBD e 0C’C sao semelhantes (caso AA). Assim:
BD OB
cc'~ oc
Por outro lado, BD = cotgx, CC' = OC" = cosx, OB = raio =1 e OC' = senx.

Deste modo, a relacdo pode ser reescrita como:

cotgx 1 cosx
= & cotgx =
cosx  senx senx

Observe que:

;senx # 0

; senx ; CcoSX ; 1
X = ,cotgx = = cotgx = —
g COSX 9 senx g tgx

O quadro trigopnométrico, construido como proposto na figura 12, permite ao
estudante a visualizagdo e obtencdo dos valores nos eixos das tangentes e no eixo

das cotangentes.
4.3.4 Definicdo da secante e da cossecante de um arco

Considerando o ciclo trigonométrico e uma retar, tangente a circunferéncia
na extremidade de um arco de comprimento real x e extremidade C. Esta reta vai
interceptar 0s eixos das abscissas e das ordenadas nos pontos P e Q,
respectivamente.

Define-se a secante do arco como sendo a medida algébrica do segmento
OP e a cossecante do arco como sendo a medida algébrica do segmento
0Q.Observando a figura 21 € possivel verificar a semelhanca entre os triangulos
0C”C,0CP e QcCO.

Da semelhanca entre os triangulos 0C”C e OCP, tem-se:
oc _oc" _C'C
op 0OC cpP
No entanto, OP = secx, OC = raio =1 e 0OC" = cosx. Deste modo, a relacéo

oc

oc" )
— = pode Ser reescrita como:
opP oc

1 COSX

secx 1

& secx = ;cosx =0
X
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Figura 21: Definicao de secante e cossecante

A
N
B
o secx = OP

csex = 0Q
X A R
0 Cll
r

Fonte: O préprio autor

" ~ oc" c'c .
Por outro lado, como C"C = 0C' = senx a relacao = pode ser reescrita

como:
cosx senx senx

= P = =
1 CP il COSX tgx

Logo, o segmento PC representa a medida geométrica da tangente do arco.

Da semelhanca entre os triangulos 0C”C e QCO, tem-se:
oc c'c oc"
Q0 €0 QC
No entanto, Q0 = 0Q = cscx, OC = CO =raio =1 e C"C = OC' = senx. Logo

~ 0C c'c .
a rela(;aoQ—O = pode ser reescrita como:

1 senx 1
—= S csex = ;senx = 0
cscx 1 senx

" ~ c'c oc" .
Por outro lado, como OC" = cosx, a relagéo = ac pode ser reescrita
como:
senx COSX C COSX ¢
= (=4 = = cotgx
1 QcC nx g

Logo, o segmento QC representa a medida geométrica da cotangente do

arco.
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Usando o aplicativo “Circulo Unitario Trigonométrico” destacado na figura 5,
€ possivel fazer a representacdo das projecbes. A figura 22 ilustra este fato.
Observe que séo descritos os valores das seis fun¢des trigonométricas estudadas.

Ao fazer uso do aplicativo é possivel selecionar individualmente cada uma
ou um grupo das funcdes trigonométricas definidas.

O aplicativo “Fungbdes trigonométricas 2 — graficos, destacado na figura 3,
permite a visualizacdo do deslocamento da tangente ao circulo bem como a
representacdo instantanea do gréafico das funcdes trigonométricas.

Construido o conceito do ciclo trigonométrico e a representacdo geométrica
dos valores trigonométricos na circunferéncia, € possivel construir as funcdes
trigonométricas. O Uso do Explorador gréfico de funcdes, do GeoGebra e do Winplot
possibilita uma representacdo dos graficos bem como o estudo das variacbes dos

parametros.

Figura 22: Representagdo da reta tangente ao circulo

PO BERER @ B 4 [a) .af 85% M 08:31

Circle: projecoes

1.0

0.71 +2/2
0.71 +<2/2
1.0

1.0
€0S0.71

0.25
45°0' w/4
0.79

Fonte: O préprio autor

A figura 23 indica segmentos cujo comprimento representa cada um dos
valores trigopnométricos no ciclo.

Com o uso do Winplot € possivel fazer o estudo da fungédo seno, com a
variagdo nos parametros permitindo ao estudante uma visualizacdo dos efeitos

dados ao gréafico com a variacdo dos parametros.
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Figura 23: Representacao geométrica dos valores trigopnométricos
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Fonte: O préprio autor

Na figura 24 séo apresentadas duas telas do Winplot, com a comparacéo

das funcbes y = senx e y = 2.senx.

Figura 24: Variacédo da funcéo seno

Fonte: O proprio autor

Partindo da funcdo genérica y =a+ b.sen(cx +d), pode ser atribuido
valores arbitrarios aos parametros de modo a investigar a variagdo que ocorre na
funcdo genérica, em relacdo a funcdo y = senx, de acordo com cada um dos

parametros selecionados
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Figura 25: variacdo dos parametros na funcéo seno
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Fonte: O préprio autor

Na figura 25, uma tela do Winplot, pode ser observado o comportamento da
funcdo de acordo com a variacdo dos parametros.

Nesta tela sdo apresentadas as fungbes y = senx, y = 2.senx, y = 1 + senx
e y = sen(2x). Outras possibilidades de atividades podem ser exploradas de modo a

agucar a capacidade investigativa do estudante.

4.4 FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

As funcbes trigonométricas ndo sdo bijetoras e, portanto, ndo possui
inversas no sentido formal matematica. No entanto € possivel estabelecer restricbes
apropriadas no dominio das fung¢des trigonométricas de modo a obter a inversa
nesta restricdo. De modo geral, sdo chamadas de fungcéo de arco, pois retorna o
arco correspondente a certa funcdo trigonométrica.

Neste sentido, ao estudar as fungdes trigonométricas inversas, uma
necessidade que permitird uma visualizagdo facil e concreta é encontrar o0s
intervalos onde elas séo bijetoras. Para cada uma destas € possivel restringir o
dominio de forma conveniente e definir a fungdo inversa. Assim, serd necessario
escolher como dominio, intervalos tais que a fungdo percorra todo seu conjunto

imagem.
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Figura 26: Obtencéo da inversa da funcéo seno

Fonte: O préprio autor

Neste contexto, a construcdo grafica da funcado, estabelecendo o eixo de
simetria na bissetriz dos quadrantes impares como apresentado na figura 26 permite
a construcdo da restricdo no dominio da fungcdo de modo a obter, neste dominio uma
bijecdo e por consequéncia a inversa da funcéao.

Piva (2009) apresenta o uso do software trigopnometria como estratégia
didatica para o desenvolvimento do conceito de funcao trigonométrica inversa. Para
tanto, na opcao funcdes possibilita observar, passo a passo, a constru¢ao da funcao
inversa. Neste desenvolvimento, inicialmente apresenta a funcéo direta, onde pode
ser observado pela sua caracteristica periédica, a ndo bijecdo da funcdo. Em
seguida é possivel, pela observacdo do gréfico, as restricbes necessarias ao
dominio de modo a obter a bije¢éo, neste intervalo do dominio, criando as condi¢des

necessarias para a obtencéo da funcéo inversa.

Na figura 26, observa-se que no intervalo restrito do dominio, entre —g e g

tem-se uma funcéo injetora. Por outro lado, para a imagem compreendida entre —1e
1, tem-se uma fungdo sobrejetora. Assim, considerando as duas restricoes
destacadas, a funcao é bijetora neste intervalo e por consequéncia invertivel.

Cabe destacar ainda a existéncia de uma simetria entre o grafico de uma
funcdo e o grafico de sua inversa. Essa simetria existe em relacdo a bissetriz dos

guadrantes impares, ou seja, a simetria em relacéo a reta y = x.




Figura 27: Construcdo da fungdo arcsen(x)
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Fonte: O préprio autor

As demais fungBes trigonométricas inversas podem ser construidas de forma
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similar, fazendo o uso do software Trigonometria como ferramenta de apoio didatico

na construcdo do conhecimento matematico.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Os recursos didaticos diferenciados constituem em importantes instrumentos
no processo de ensino-aprendizagem, colocando o professor como o mediador na
construcdo do conhecimento do estudante. Enquanto 0s recursos artesanais
possibilitam uma maior interacdo entre os alunos, o recurso computacional permite
uma maior agilidade na obtencdo de resultados. As atividades ladicas em grupo
possibilitam, além da constru¢cdo do conhecimento, uma relacdo de sociabilidade,
construindo relacfes humanas. Os recursos digitais, por sua rapidez nos resultados,
permitem a simulacédo e comparacdo na realizacdo de experimentos.

Neste trabalho s@o apresentados recursos e atividades que possibilitam
tornar o ensino de trigonometria de melhor compreenséo, tornando-o atrativo. A
abordagem proposta permite ao estudante desenvolver seu carater investigativo
com grande potencial pedagdgico. As competéncias e habilidades abordadas neste
trabalho sé@o exploradas de modo a tornar o ensino de trigonometria ndo so6 atraente,
mas principalmente eficiente no processo de construgdo do conhecimento do
estudante.

O uso de recursos manipulados e de recursos digitais sdo instrumentos de
grande importancia na intervencdo do professor em sala de aula, na busca de um
melhor desempenho dos estudantes no processo de ensino-aprendizagem, pois
permite o desenvolvimento do conhecimento cientificamente elaborado de forma
lidica e atrativa. As aulas praticas tornaram o objeto de conhecimento mais atrativo,

desmitificando sua complexidade.
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