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RESUMO

VOELZ, Marcia Eni. UTILIZACAO DOS METODOS VIETA JUMPING E DESCIDA INFI-
NITA NA SOLUCAO DE EQUACOES DIOFANTINAS E PROBLEMAS ENVOLVENDO
DIVISIBILIDADE 41 f. Dissertacao - Programa de Mestrado Profissional em Matemética em
Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

O trabalho explora a matemaética envolvida nos métodos da Descida Infinita de Fermat e Vieta
Jumping para problemas de equacdes diofantinas e de divisibilidade. O objetivo principal é
estruturar os conceitos e resultados dos métodos, propondo a utilizacdo adequada dos mesmos na
abordagem de problemas cldssicos e em especial, na abordagem de problemas das Olimpiadas
Internacionais de Matemadtica. O intuito € facilitar a utilizac@o por estudantes e professores de
programas como OBMEP e PROFMAT, especialmente aqueles envolvidos com Olimpiadas de

Matematica.

Palavras-chave: equacdes diofantinas, divisibilidade, Vieta Jumping, Descida Infinita de Fermat.



ABSTRACT

VOELZ, Marcia Eni. THE INFINITE DESCENT AND VIETA JUMPING METHODS OS
SOLVING DIOPHANTINE EQUATIONS AND PROBLEMS INVOLVING DIVISIBILITY
41 pg. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnolégica Federal do Parand. Curitiba, 2018

The dissertation explores the mathematical concepts and results of the Infinite Descent and Vieta
Jumping methods for solving Diophantine equations and problems concerning divisibility. The
main objective is to structure the results, proposing their proper use in the approach to classical
problems and in the approach to problems of the International Mathematical Olympiads. The
aim is to facilitate the use by students and teachers of programs such as OBMEP and PROFMAT,

specially those involved in Mathematics Olympiads.

Keywords: Diophantine equations, divisibility, Vieta Jumping, Fermat Infinite descent.
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INTRODUCAO

Diofanto de Alexandria, matemético grego do século II a.C., se dedicou ao estudo de
equagdes da forma
f(Xl,XQ,...,Xn) :0 (1)

onde f é uma func¢ao polinomial nas varidveis X, ..., X,, e cujos coeficientes e solucdes sao

nimeros inteiros. Estas equagdes sdo hoje conhecidas como equacoes diofantinas.

O assunto sempre interessou David Hilbert. Em sua famosa palestra no Segundo Con-
gresso Internacional de Matemadticos na cidade de Paris em 1900, Hilbert distribuiu uma lista
aos participantes contendo 23 problemas. No problema 10 ele lancou um desafio a respeito da

Equagdo 1:

Estabelecer um procedimento que decida, através de um niimero finito de operagoes, se a

equagdo tem solucdo no conjunto dos niimeros inteiros.

Somente apds 70 anos, Martin Davis, Yuri Matiyasevich, Hilary Putnam e Julia Robinson
provaram que ndo existe tal algoritmo (MATIYASEVICH, 1999). O argumento baseia-se no fato
de que hd mais exemplos de equagdes diofantinas do que algoritmos para resolvé-las. Uma boa
exposicao sobre a inexisténcia da solu¢do pode ser vista em (FERREIRA, 2010).

A resolugdo do problema no contexto geral ndo desmotiva a questdo de estabelecer
procedimentos ou técnicas para determinar a nao resolubilidade de tipos particulares de equagdes

diofantinas.

Nesse sentido, Pierre de Fermat desenvolveu uma técnica conhecida desde a época de
Euclides (em outros contextos) e aplicou-a a certas equacdes diofantinas. Posteriormente, a
técnica ficou conhecida como Descida Infinita de Fermat. Trata-se de um tipo particular de
demonstracao por contradi¢io que utiliza o Principio da Boa Ordem do Conjunto dos Numeros
Naturais. Uma variagdo do método de Fermat ficou conhecido como Vieta Jumping, por fazer

uso das Formulas de Viete.

O Método Vieta Jumping ficou bastante conhecido a partir da 29° Olimpiada Internacional

de Matemadtica (IMO) realizada na Australia em 1988. A questdo nimero 6 da prova era:

Problema 0.1 (Problema 6 da IMO 1988). Sejam a, b inteiros positivos tais que ab + 1 divide
a® + b?. Mostre que

a® + b?

ab+1

¢ um quadrado perfeito.
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O problema foi considerado um dos mais dificeis (ou o mais dificil) das olimpiadas de

matematica, ao menos em aritmética. Segundo (ENGEL, 1997):

Nenhum dos seis membros do comité australiano responsdvel pelos problemas
da prova conseguiu resolvé-lo. Dois dos membros eram George e Esther Szekeres
(marido e mulher) ambos famosos por resolverem e criarem problemas mate-
mdticos. Como era um problema de Teoria dos Numeros, ele foi proposto aos
quatro mais renomados matemdticos australianos que trabalhavam com Teoria
dos Numeros e lhes foi proposto resolver o problema em seis horas. Nenhum
deles conseguiu resolver neste tempo. O comité entdo submeteu o problema ao
juri da 29* IMO marcando-o com um duplo asterisco, que significava que era um
problema extremamente dificil, possivelmente muito dificil para incluir na prova.
Apos longa discussdo, o juri finalmente teve a coragem de escolher o problema,
que tornou-se o ultimo da lista de problemas da competicdo. Onze estudantes

apresentaram solugoes perfeitas.

H4 alguma abordagem dos dois métodos no livro Tépicos da Teoria dos Numeros do
programa Mestrado Profissional de Matematica PROFMAT (MOREIRA C.G., 2012) e no
material da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piblicas OBMEP (MOREIRA,

2012). Desta forma, o assunto desperta o interesse dos estudantes e professores destes programas.

Nosso trabalho explora a matemadtica envolvida nos métodos da Descida Infinita e Vieta
Jumping. O objetivo principal € estruturar os conceitos e resultados, propondo a utiliza¢do dos
mesmos da forma que consideramos mais adequada, classificando os argumentos no intuito
de facilitar a utilizac@o por estudantes e professores, especialmente aqueles envolvidos com
olimpiadas de matemadtica. Vamos nos restringir aos problemas envolvendo equacgdes diofantinas

e divisibilidade.

Outro objetivo € levantar outros problemas de olimpiadas cuja resolugdo faca uso dos
métodos, explorando a forma de resolu¢do. Em particular, divulgar a histéria da prova da IMO
1998, levantando as resolucdes conhecidas da Questao 6. Isto foi também motivado pela questao
natural de saber se existe alguma solu¢do da Questdo 6 sem a utilizagdo dos métodos aqui
abordados.

Desde que a abordagem da equacao diofantina geral (Equagdo 1) pode ser bastante
complicada, explicitar solu¢cdes ou mostrar que as mesmas nao existem € vidvel no caso em que
o grau da equacdo € baixo (no maximo 4) e o nimero de varidveis € pequeno (no maximo 3).

Todos os exemplos no trabalho terdo estas limitagdes.

A solugao de equacdes diofantinas de duas varidveis ainda tem sido objeto de extensa
pesquisa. Alguns artigos como (HALTER-KOCH, 2011), (OZKOC A., 2009), (ADREESCU T.,
2015) e (KESKIN R., 2013) demonstram a complexidade dessas resolugdes.
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Na sequéncia expomos algumas equagdes diofantinas usuais que eventualmente serao

citadas no decorrer do trabalho.

A Equacio Diofantina Linear Geral tem a forma
CL()X() + (Zle + ...+ aan =)

com ay, a1, ..., Gy, b € Z. A condig¢do necessdria e suficiente para que a equagao admita solugdes
¢ que cada inteiro que divide todos os coeficientes ag, aq, ..., a, também divida b. Se hd uma

solugdo, entdo hd infinitas solucdes.

Um caso particular importante encontrado em (HEFEZ, 2013) € apresentado no teorema

a seguir :

Teorema 0.2. A equacdo
aX +b0Y =c¢

com a, b, c € 7 admite solucdo se, e somente se, mdc(a,b) divide c.

Uma solug@o particular (z, yo) pode ser determinada intuitivamente, ou usando o algo-
ritmo da divisdo de Euclides, ou ainda, por congruéncias. A partir de uma solucdo particular

podemos determinar a solucao geral da equacao (HEFEZ, 2013):

Proposicao 0.3. Seja (xg,yo) uma solugdo de aX + bY = ¢, onde mdc(a,b) = 1. Todas as

solugées (x,y) da equagdo, com x,y € 7. podem ser escritas na forma

13:.T0+tb
Yy =1y —ta
ondet € 7.

As solucgdes da equacao quadratica
X2 +Y?=27? )

sdo conhecidas como triplas pitagéricas, pois estdo relacionadas aos comprimentos laterais de
triangulos retos. Se esses lados forem nimeros naturais coprimos, o tridngulo serd denominado
triangulo pitagorico primitivo e a tripla que representa esses lados serd chamada de tripla
pitagorica primitiva, pois d4 origem a outras triplas pitagéricas. A mais famosa tripla pitagérica
primitivaé X = 3,Y =4 e Z = 5, conhecida como tridngulo de ouro. Para referéncia futura,

vamos explicitar as triplas pitagoricas, conforme (HEFEZ, 2013, Teorema 5.21).

Teorema 0.4. As solucoes em N da equacdo 2 expressam-se de modo tinico, a menos de ordem
de X eY , como

X = u(n* —m?)

Y = 2unm

Z = u(n®+m?),
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onde u,m,n € N, com mdc(m,n) = 1 e m,n de paridades distintas. Reciprocamente, toda

tripla desta forma é uma tripla pitagorica.

Demonstracao Seja (z,y, z) uma tripla primitiva da equacgdo 2. Como x, ¥, z s80 coprimos,
temos que (z,y) = (x,z) = (y,z) = 1. Logo, devemos ter dois nimeros impares. Como a
soma de dois quadrados impares ndo é um quadrado (HEFEZ, 2013, Problema 3.S.7), x e y tem
paridades distintas, ou seja, 2 terd que ser impar. Sem perda de generalidade, podemos supor z e

~ {mpares e y par. Reescrevendo 22 + y* = 2% como 22 — 22 = y? obtemos (z + z)(z — z) = y?,

z+xz—2 92
2 2 \2

s30 nimeros inteiros positivos e primos entre si. Como

ou seja,

2tz z—=x 24T z—x
2 7 2 2 2
”Tx como Z;x sdo quadrados (HEFEZ, 2013, Lema 5.20). Logo, existem nimeros naturais

m e n, com mdc(m,n) = 1 e m,n de paridades distintas, tais que

onde

€ um quadrado,

tanto

z+w 9 Z— X 9
:n’ :m’
2 2

ou seja, z = n? — m?, y = 2nm, z = n® + m?, é uma tripla pitagérica primitiva. Dado um

numero natural u, as demais triplas podem ser escritas como segue:

r = u(n? — m?)
Yy = 2unm
z = u(n®+m?),

Reciprocamente, dado x = n? — m?, y = 2nm e z = n? + m?, € imediato verificar que

224+ y? = (n? —m?)? + (2mn)? = (n? + m?)? = 22
([l

A Equacao de Fermat
X"+Y"=/" onden >3

proposta por Fermat em 1637, afirma que ndo ha solucdes inteiras para essa equacio, com n > 2.
Esta afirmacdo foi provada somente em 1994, pelo matemadtico britdnico Andrew Wiles. No
caso n = 3, o problema foi resolvido por Euler e utilizam-se as técnicas que estudamos (Veja o

Teorema 1.3).

Assim, no capitulo 1 estudamos o método da Descida Infinita e no capitulo 2, o método
Vieta Jumping, voltados as equagdes diofantinas e divisibilidade. No Capitulo 3 fizemos uma
introducao historica sobre as Olimpiadas Internacionais de Matemadtica, apresentamos as solucoes

de problemas de olimpiadas que fazem uso dos métodos.

Durante o decorrer do trabalho faremos uso de resultados béasicos de aritmética que
podem ser encontradas em (HEFEZ, 2013).
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1 O METODO DA DESCIDA INFINITA DE FERMAT

Pierre de Fermat nasceu em 17 de agosto de 1601 em Beaumont-de-Lomagne na Franca,
e faleceu em Castres em 12 de janeiro de 1665. Durante sua vida Fermat tornou-se advogado e

membro do parlamento de Toulouse.

Fermat estudava Matematica por lazer, respondendo a cartas de outros matematicos e
desafiando-os também com problemas. Nao chegou a publicar nenhuma obra, apenas fazendo

anotagOes em livros de outros matemaéticos e nas proprias cartas que enviava aos matematicos.

Contribuiu na drea da geometria analitica, desenvolvendo equagdes gerais da reta, circun-
feréncia, e equacdes mais simples para parabolas, elipses e hipérboles. Esse trabalho foi descrito
no manuscrito Introdugdo aos Lugares Geométricos Planos e Sé6lidos, em 1629. O método para
estabelecer tangentes serviu de base para os estudos de Isaac Newton. Desenvolveu junto com
Blaise Pascal as regras essenciais da Teoria da Probabilidade, ao resolver problemas que lhe eram
propostos nas cartas enviadas por Pascal. Na Teoria dos Nimeros, criou jogos com nimeros €
enviava a outros matematicos para que os resolvessem. Iniciou o estudo de eixos perpendiculares,

base das coordenadas cartesianas, cujo feito € atribuido a René Descartes.

Sua heranca mais famosa € a afirmacao que ficou conhecida como Ultimo Teorema de
Fermat: para um niimero natural n > 2, a equacdo " + y" = z" ndo admite solu¢@o no conjunto

dos numeros inteiros.

Alguns matemdticos brilhantes, como Euler e Gauss, se empenharam em achar uma
solugdo para tal anotacdo. Mas somente apds 358 anos, Andrew Wiles demonstrou a veracidade

desse teorema.

Ao analisar as equagdes propostas por Diofanto, Fermat desenvolveu um método que

serve para mostrar que algumas equagdes diofantinas ndo possuem solugao.

Vimos na Introducio que a impossibilidade da solu¢ido do décimo problema de Hilbert
implica que ndo existe um algoritmo para determinar se a equagao diofantina geral possui ou
ndo solucdo. No entanto, através do Método da Descida Infinita de Fermat € possivel mostrar

que algumas equacdes diofantinas ndo possuem solucdes inteiras positivas.

O método faz uso direto do Principio da Boa Ordena¢do (HEFEZ, 2013, p. 12).

Teorema 1.1 (Principio da Boa Ordenagdo). Todo subconjunto ndo vazio dos niimeros naturais

possui um elemento minimo.
De maneira mais precisa:

Dado A C N, A # (), existe ag € A, tal que ay < a, para todo a € A.
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A rigor, o método é matematicamente simples e pode ser considerado como uma variacao
do método de reducao ao absurdo, envolvendo niimeros naturais. Para afirmacdes genéricas,

podemos sintetiza-lo nos seguintes passos:

(1) Considere uma afirmagdo da forma P(n), comn € A C N.

(2) Suponha que exista um subconjunto S de N tal que P(n) seja verdadeira. Pelo Teorema

1.1 existe um nimero natural minimo s € S tal que P(s) é verdadeira.

(3) A partir do niumero s obtido no item anterior, obtenha um nimero natural ¢ < s tal que

P(t) seja verdadeira, contradizendo assim a minimalidade de s.

Vejamos como utilizar a mesma ideia no caso da equagdo diofantina (Equacao 1). Seja

42" =7 x ... x % o conjunto das n-uplas com entradas inteiras.

Consideremos o conjunto de solugdes

A= {(.’L’l, ,l’n) S/ ’ f(Xl,XQ, 7Xn> = O}

Conforme o item (2), assumimos a existéncia de uma solug@o inteira s = (ay, ..., a,)
ndo nula da equag@o, que tenha uma propriedade P(s) de minimalidade conveniente na equag@o.
Na sequéncia, obtemos outra solugdo ¢ tal que P(t) < P(s). Este argumento € contraditério,
pois constréi-se uma sequéncia decrescente de valores a partir do valor minimo assumido. A
contradicdo decorre do fato de supor-se que o problema possui uma solu¢do minima e, por

redugdo ao absurdo, o problema ndo possui solucao.

Fermat utilizou este método para mostrar que ndo existe uma tripla pitagdrica cujos
catetos sejam quadrados perfeitos, conforme o teorema a seguir. A exposi¢cao abaixo estd baseada
em (MOREIRA C.G., 2012, Exemplo 4.40).

Teorema 1.2. A equacdo X* + Y* = Z? ndo possui solugcdo ndo trivial no conjuntos dos

numeros inteiros.

Demonstracao Primeiramente observe que basta mostrar que a equagdo nao possui solucao
composta por trés nimeros positivos. Vamos entiao aplicar o método exposto anteriormente.
Suponha que existam inteiros positivos x, y, z tais que z* +y* = 22. Pelo Teorema 1.1 existe uma
solugdo (a, b, ¢) na qual ¢ € minimo. Note que mdc(a, b) = 1, ou seja, a, b sdo primos entre si. De
a b c bém & luci c
i também € uma solugdo e 22 & menor que c.
Logo, pela minimalidade de c, temos d = 1. Deste fato e notando que (a?)? + (b*)? = ¢? tem-se

fato, se d = mdc(a, b) > 1, teremos que <
que (a?,b%, ¢) é uma tripla pitagérica primitiva. Pelo Teorema 0.4, existem inteiros positivos m e
n primos relativos tais que

a? =m? —n? b =2mnec=m?+n?
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Da primeira equag@o (a,n,m) é uma tripla pitagdrica primitiva e portanto m é impar (pelo
Teorema 0.4). Segue de b* = 2mn que b e n sdo pares. Como b? = (2n)m é um quadrado
perfeito com mdc(2n, m) = 1, temos que 2n e m sdo quadrados perfeitos. Logo existem inteiros

positivos s e t tais que
2n = 4s>em = t2.

Novamente pelo Teorema 0.4, como a? + n? = m?, existem inteiros positivos i e j, primos entre

si, tais que
a=1i>—45%n=2jem=1i+j%

Portanto s> = — = ij, logo i e j serdo quadrados perfeitos, isto €, i = u? e j = v?. Juntando

|3

todas as informagdes, temos
2 44 4
t° =u* 4+ v,

isto €, (u, v, t) € outra solugdo da equagdo original. Porémt < > =m <m? <m? +n?=ce

t # 0 porque m é diferente de 0. Isto contradiz a minimalidade de ¢, o que conclui a demonstragao.
O

Conforme a demonstragio, a equagdo X* + Y* = Z2 nido possui solugdes inteiras
positivas. Entdo a equacdo z*" + 3" = z%", para todo niimero natural n > 1, ndo possui solugio

ndo trivial no conjuntos dos nlimeros inteiros.

Euler resolveu um caso particular da afirmacio do Ultimo Teorema de Fermat usando as

mesmas ideias do método. A exposicdo abaixo segue (MARTINEZ E., 2009).
Teorema 1.3 (Euler). A equacdo diofantina x3 + vy = 23 ndo possui uma solugdo inteira

(x,y, 2) tal que xyz # 0.

Para demonstrar esse teorema, € necessario antes demonstrarmos os lemas na sequéncia.

Lema 1.4. Se x,y € Z, ndo ocorre 2x° = 3.

Demonstracdo Seja z = 2"k tal que 2 1 k e seja x = 2™u, tal que 2 { u. Entdo
213 = 23 = 23mTy3 = 233, (1.1)

O nimero primo 2 aparece um nimero diferente de vezes nos dois lados da igualdade em (1.1).
Isto contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética (HEFEZ, 2013, Teorema 7.3), que afirma
que todo nimero natural maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo inico como um

produto de nimeros primos.
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Lema 1.5. Sejam x,y € 7 impares e primos relativos. Existem p, q inteiros positivos, primos

r=p+gq
Yy=>r—4¢
+y r—y

X
Demonstracao Considere p,q € Z, p,q > 0.Tome p = — eq=

que z = p+gey = p— q. Vejamos que mdc(p, q) = 1. E um exercicio bésico em aritmética
mostrar que mdc(z + y,x — y) € {1,2} (HEFEZ, 2013, p.99) . Assim, mdc(z + y,x — y) =
mdc(2p, 2q) = 2. Portanto, mdc(p, ¢) = 1. Resta mostrar que p e ¢ tem paridades distintas. Eles

relativos, de diferente paridade, tais que

. Entao é facil ver

nao sdo ambos pares porque mdc(p,q) = 1. Se forem ambos impares, isto é, p = 2u + 1 e
q=2v+1,parau,v € Z,entdiox = p+q=2u+14+2v+1 = 2(u+v+ 1) é par, contradi¢io

com a hipdtese que x € impar.
OJ

Para demonstrar o Lema 1.6 a seguir necessitamos enunciar a Lei da Reciprocidade Quadra-
tica, que estd relacionada com a possibilidade de solucionar duas congruéncias quadraticas
simultaneamente:

z? = pmod ¢

y?> = gmod p
onde p e ¢ sdo ndmeros primos impares.

O enunciado pode ser simplificado pela utilizagdo do simbolo de Legendre:

1, sep éresiduo quadratico mod g e p # 0 mod ¢

(2) =4 —1, se p nao é residuo quadratico mod ¢

0, se p=0modgqg

Ou seja, se a congruéncia 2 = p mod ¢ possui solugio e p # 0 mod ¢ entdo <p> = 1. Caso
q

2% = p mod ¢ ndo possui solucdo entdo (p) = —1. Ese p = 0 mod ¢, entdo (p) = 0. Logo, o
q q
enunciado da lei consiste no seguinte:

Sejam p e ¢ dois ndimeros primos impares distintos. Tem-se que

()

Lema 1.6. (MARTINEZ F.,, 2009, Lema 4.24) Todas as solucées de s* = a® + 3b* em inteiros

positivos tais que mdc(a,b) = 1 e s € impar sdo dadas por
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s=m?+3n%, a=m>—9mn? b=3m>n—3n3
com m + n impar e mdc(m, 3n) = 1.
Demonstraciio E facil verificar que os nimeros s, a, b sdo solugdes da equacio, e além disso,

mdc(a, b) = mde(m(m? — 9n?), 3n(m? — n?)) = mde(m? — In?, m? — n?) =

mdc(8n?,m? —n?) = 1.

Suponhamos agora que (s, a, b) é solugdo da equagdo. Seja p um nimero primo tal que p | s.
Como mdc(a,b) = 1 e s éimpar,pt{a,ptbep > 3. Entdo a> = —3b* mod p € como b é

invertivel médulo p temos

<_3>:1<:><p>:1<:>p51 mod 6
P 3

pela Lei de Reciprocidade Quadrética. Por (MARTINEZ F., 2009, Exemplo 4.8, p.144) existem
inteiros m; e ny tais que p = m? + 3n2. Logo p® = ¢ + 3d?, onde ¢ = m? — 9mn? e d =
3m3in, —3n3. Segue que mdc(p, m;) =mdc(p,ny) = 1 e p > 3, logo mde(p, ) =mde(p, d) = 1.
Aplicando o método de indugdo sobre o nimero de divisores primos de s temos o resultado
6bvio quando s = 1. Se s tem um divisor primo, o resultado € igual ao anterior. Suponha que o
resultado valha para todo s que tenha k fatores primos (ndo necessariamente distintos). Se s tem

k + 1 fatores primos, digamos s = pt com p primo p > 3 entao,
3% = §°p* = (a® + 3b%)(c® + 3d*) = (ac £ 3bd)* + 3(ad F be)?.
Como,
(ad + be)(ad — be) = (ad)® — (bc)* = d*(a® + 3b%) — b*(c* + 3d*) = p*(£*d* — b*)

= p’| (ad +bc)(ad —bc) =plad e plbc=p|la e plb

o que contradiz a hipétese de mdc(ab) = 1. Assim, p* divide exatamente um dos fatores,

portanto,
ac £ 3bd ad F be
e — v =

p* p?
s30 inteiros tais que 2 = u? + 3v%. Como t tem k fatores primos segue por hipétese de inducio

que

— 2 2 _ 3 2 _ 9,2 3
t=m5+3n;, w=my—9mgn;, v=3myny — 3In;.

Dado que a = uc + 3vd e b = +(ud — vc), substituindo ¢, u, v, ¢, d em termos de m; e n;
(1 = 1,2) em s, a,b e fazendo m = myms + 3n1ns, n = myng — mayny, concluindo assim a

demonstracao.
OJ
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Finalmente podemos demonstrar o Teorema 1.3.

Demonstracio (do Teorema 1.3) Suponha que a equagio 2 + y> = 23 possua uma solucio
(x,y,z) com z,y,z > 0, de modo que zyz seja minimo. Considere ainda que qualquer fator
comum de dois destes nimeros é também fator do terceiro, ou seja, x, y, 2 sdo coprimos dois a
dois. Pelo Lema 1.4, ndo é possivel termos uma solu¢do com x = y. Sem perda de generalidade,

vamos assumir x > y. Supondo que x e y sdo impares e z € par, entdo pelo Lema 1.5, temos

P =+’ = (r4y) (@ —2y+y) = 20((p+9)° — (p+0) (p—9) + (- 9)?) = 2p(P* +3¢%).
Do mesmo modo, quando z é impar, podemos supor sem perda de generalidade que x € pare y €

impar. Substituindo z = g +pey = ¢ — p, temos

2t =2 =y’ = (=) + 2y +v?) = 20((a+p)° + (¢ +p) (g —p) + (¢ —)*) = 2p(p* +3¢°).
Pelo Lema 1.5, como p? + 3¢ é impar e 2p(p* + 3¢?) € cubo perfeito temos que p serd par.

Assim,
mdc(p, p? + 3¢*) = mde(p, 3¢*) = mde(p, 3).

Logo mdc(p, 3) = 1 ou mdc(p, 3) = 3. No primeiro caso, existem naturais a € b tais que a® = 2p
e b3 = p? + 3¢>. Nesse caso, pelo Lema 1.6, existem m, n € Z de diferente paridade e primos

relativos, tais que
b=m?4+3n% p=m®—9mn?, q¢=3m?*n—3nd

Logo, a® = 2m(m—3n)(m+3n), onde 2m, m—3n, m~+3n sdo primos relativos. Assim, existem
inteiros e, f, g tais que 2m = €3, m — 3n = f3 e m + 3n = ¢*. Teremos entdo f3 + ¢° = 3.
Como

efg=a*=2p < x4y <ayz

teremos uma solucdo menor, o que contradiz a escolha de z, y, 2. No segundo caso, p = 3r com
mdc(p,r) = 1. Logo 2z = 18r(3r? 4 ¢*) ou 2® = 18r(3r? + ¢*) e portanto existem inteiros
positivos a e b tais que 187 = a3 e 3r? + ¢ = b®. Novamente pelo Lema 1.6, existem m e n tais

que
b=m%+3n% q=m3—9mn? r=3m?n—3nd.

Segue que a® = 27(2n)(m — n)(m + n) onde 2n, m — n, m + n sdo primos relativos, portanto

existem inteiros positivos e, f, g tais que

n=e, m—-n=f> e m+n=g.

Teremos entdo ¢ + f2 = g3, que contradiz a minimalidade da solugdo (z, ¥, 2).
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Exemplo 1.7. Sejam a e b inteiros positivos tais que b < 2a + 1. Entdo a equagdo bx® — 2axy —
y? = 0 ndo possui solugdes inteiras positivas.
Soluc¢ao Considere (m, n) uma solugdo inteira positiva da equag¢do, com n minimo. Logo,

bm? — 2amn — n? = 0 = n? + 2amn = bm? = n® + 2amn + a*m? = bm? + a®>m?
Como b < 2a + 1 temos,

= (n+am)?* = (b+ a®)m?* < (a* + 2a + 1)m? = (a + 1)*m* = (am + m)?

Assim, n + am < am +m = n < m. Como bm? — 2amn = n? = m(bm — 2an) = n? temos
que m|n?, logo n* = mq,onde 0 < ¢ < n < m, e bm? — 2amn = n* = bm = ¢ + 2an.

Multiplicando a equacdo original por b obtemos
0 = bn? + 2anbm — (bm)? = bn® + 2an(q + 2an) — (¢ + 2an)* = bn* — 2anq — ¢*.

Logo (n, q) é solugdo da equacdo , o que contradiz a minimalidade da solucéo anterior.

No Capitulo 3 iremos abordar exemplos que apareceram nas olimpiadas de matematica

cuja solugdo pode também ser obtida pelo Método da Descida Infinita de Fermat.
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2 METODO VIETA JUMPING

Vieta Jumping € uma variagdo do Método da Descida Infinita de Fermat, baseando-se
também na técnica de obter uma contradicdo a partir de certa hipotese sobre a solugcao do
problema proposto. De acordo com (GE, 2007), geralmente € usado para resolver problemas
que envolvem a divisibilidade de dois nimeros inteiros positivos, ou uma equagao diofantina
(ou sistema de equagdes, congruéncias ou desigualdades), cujas solu¢des tém alguma estrutura

recursiva.

Inicialmente faremos uma breve exposicdo do Teorema Fundamental da Algebra e das

Férmulas de Viete, que sao indispensaveis no estudo do método e suas aplicacoes.

2.1 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

O Teorema Fundamental da Algebra foi demonstrado em 1799 pelo matemdtico alemio

Karl Friedrich Gauss. Uma demonstracdo completa pode ser encontrada em (HEFEZ A., 2012).
Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda equagdo polinomial
p(z) = apz™ + ap 12"+ .+ ax +ag =0,
com coeficientes a; € C, i = 0,1, 2, ...,n, admite pelo menos uma raiz complexa.
Como corolério, obtém-se que qualquer polindmio com coeficientes complexos pode ser

decomposto em fatores de primeiro grau. Para isto precisamos lembrar da Divisdo Euclidiana

para polindmios: dados f(z) e g(x) polindmios, existem ¢(x) e r(z), tais que
f(x) = g(x)q(z) +r(z),
tais que o grau de r(x) é menor que o grau de g(x).
Coroléario 2.2. O polinémio
p(T) = anx™ + ap_12" " + ... + a1 + ay,
coma; € C,1=0,...,n, a, # 0, fatora-se na forma
p(z) = ap(z — up)(x — ug)...(x — uy),

onde uq, . ..,u, € C sdo suas raizes.

Demonstracao Vamos utilizar indug@o sobre n = grau de p(z). Se n = 1, a afirmag@o é imediata.
Pelo Teorema 2.1 pode-se afirmar que p(x) possui pelo menos uma raiz u, isto é, p(u) = 0. Pela
divisdo euclidiana, se p(u) = 0, entdo p(x) é divisivel por x — u, resultando em um quociente
q(z), que é um polindmio de grau n — 1, ou seja, p(z) = q(x)(x — u).

Pela hipétese de indugdo, ¢(x) decompde-se em fatores de primeiro grau.
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Como exemplo, considere um polindmio p(x) de grau 5 com a,, = 1, tal que suas raizes

sejam —1, 2, 3, —2 e 4. Pelo Corolario 2.2,

p(z) = (z+1)(z — 2)(x — 3)(z +2)(z — 4) = 2° — 62* + 2* + 362% — 202 — 48.

2.2 AS FORMULAS DE VIETE

Francois Viete nasceu em Fontenay-le-Comte em 1540, falecendo em Paris em 13 de
dezembro de 1603. Estudou Direito, tornando-se advogado, membro do Parlamento da Bretanha
no reinado de Carlos IX e conselheiro dos reis Henrique III e Henrique IV. Decifrou os c6digos
que os espanhdis usavam em suas mensagens durante a guerra com a Franga. Participou também

da montagem do calendario.

Viéte ndo era matemdtico, mas escreveu importantes obras na drea de aritmética, algebra,
trigonometria e geometria, contribuindo para a transi¢ao do periodo Renascentista para o periodo

Moderno.

Em Artem Analyticum Isagoge, publicado em 1591, abordou a dlgebra, usando vogais
para representar incognitas e consoantes para representar constantes. Para as poténcias diferentes
de uma quantidade, Viete usava a mesma letra devidamente qualificada, ou seja, escrevia A, A
quadratum, A cubum, para indicar A, A%, A3. Desenvolveu algumas relacdes entre coeficientes e
raizes de uma equacdo, considerando apenas coeficientes ou raizes positivas. Ao aplicar dlgebra a
trigonometria e a geometria em Supplementum geometriae , de 1593, contribuiu para a resolucio
dos trés problemas cldssicos da matematica grega. Segundo ele, tanto a trissec¢do do angulo
como a duplica¢do do cubo dependem da resolug¢do de uma equacao ctibica; mostrou ainda como

construir a tangente em qualquer ponto da espiral de Arquimedes.

Viete descobriu essas férmulas para o caso das raizes positivas. O caso geral foi apresen-

tado pela primeira vez pelo matemaético francés Albert Girard, no século XVII.

As férmulas de Viete relacionam os coeficientes de um polindmio com a soma e produto

de suas raizes.

Teorema 2.3. Seja p(r) = a,2" + a,_ 12" + ... + ag um polinémio de grau n onde os
coeficientes a,,, a,_1, ..., g S0 niimeros reais ou complexos, com a,, # 0, sendo ry, ...,r, suas

raizes. A relacdo entre soma e produto das raizes com os coeficientes é dada por:

ap—1
r+re+...+1r,=— a
" Ay
(rire + rirs 4+ oo +111) + (Tor3 + oy + o+ 1ory) + o F 1Ty = 2
Qo n

TiTrs... Ty = (—1)"a
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Demonstracao Pelo Teorema 2.1, o polindmio pode ser escrito como
p(x) = an(z —r)(x —12)ec(T — 170).
Desenvolvendo-se, temos
() = anx™ —an (ri+rot .. A1) a"  a, (rire st A 1) 2" A (= 1) a1 T T

Igualando os coeficientes com a primeira expressao de p(x), obtemos o resultado.
O

Exemplo 2.4. Seja ax?+bx +c = 0 um polinémio de grau 2, com raizes r1 e o . Pela fatoragdo,
obtemos

ar® +br +c=a(x —r)(x — 1) = ax® — a(ry + r2)x + aryrs.

Assim,

T+ 7o) 1T

b:—(iec:

a a

Exemplo 2.5. Considere 11,74, € 13 as trés raizes de P(x) = x3 + 32% + 4x — 4. Assim
3 430% 4 dr—4 = (z—r))(z—79) (x—13) = 23— (r1+ro+r3) 2+ (rireFrirs+rers) T — 117073,

T + T9 + rs = -3
Igualando os coeficientes tem-se { 1119 + 1173 + 1913 = 4
r1rorsy — 4

VTi—1 o VTt
2 —_— T .

Uma das solucdes éry = 2, ry = — 5

3

2.3 O METODO VIETA JUMPING

Como citamos na Introdugao, a utilizacdo mais conhecida deste método foi na resolug¢ao

da Questao 6 da prova da IMO 1988, num problema envolvendo divisibilidade.

De forma resumida, trata-se de um método de demonstracao por contradi¢do, baseado no

Método da Descida Infinita, mas que faz uso das Férmulas de Viete, conforme se¢do anterior.

Em geral, no Vieta Jumping, ha trés etapas basicas na aplicagdo do método em um dado

problema:
(1) Visando obter uma contradi¢@o, assumir que existe alguma solu¢do do problema que viola
as hipoteses.
(2) Escollher uma solu¢do s minima sob algum aspecto de minimalidade A(s).

(3) A partir de (2), mostrar que existe uma solu¢do menor, isto é, uma solugdo s’ tal que

A(s") < A(s), obtendo assim uma contradicao.
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Para resolu¢cao de problemas de divisibilidade, que sdo comuns nas olimpiadas de

matematica, utilizam-se o exposto nas segdes anteriores.

Vejamos entdo a aplica¢do detalhada do método no caso de um problema de divisibilidade

cujo enunciado é uma afirmacao
Az, y)
que em geral envolve uma funcdo

f(x,y) (2.1)

p(z,y)
q(z,y)

onde f(z,y) € uma fungdo racional de segundo grau, isto é, f(x,y) =

,onde p e ¢ sdo

func¢des polinomiais limitadas até o quarto grau, conforme a introdugao.

A premissa bdsica é que existe um par de nimeros inteiros (x,y) tais que A(z,y) é

verdadeira, isto €, o conjunto
S={(z,y) €ZxZ|A(z,y) ¢V}
€ ndo vazio. Isto em geral vem das hipéteses do problema. Entdo segue-se:
1. Seja (a,b) € S. Fixando uma das varidveis, digamos Y = b, obtém-se uma equagio

quadratica
f(X,b) =k

na varidvel X. Uma das raizes desta equacdo € 1 = a. A outra raiz x5 € determinada

usando as Formulas de Viete.
2. Mostra-se que A(z1,z5) é verdadeirae que 0 < x5 < b.

3. Pelo argumento da Descida Infinita ou assumindo a minimalidade da primeira solugdo,

obter uma contradi¢do.

Vejamos dois exemplos que ilustram o método. No proximo capitulo vamos abordar o

problema 6 da IMO 1988 entre outros problemas, conforme citamos na Introdugao.

Exemplo 2.6. Se x e y sdo inteiros positivos tais que xy divide x> + 1> + 1, entdo

Ty e
Solucao Seja
k= —"F——. (2.2)
ryY

Entre todos os pares de inteiros positivos (x, y) que satisfazem a Equagéo 2.2, tomamos um par
(@, b) que minimize a soma x + y. Afirmamos que a = b. Buscando uma contradi¢io, assumimos
a > b. Fixando y = b na Equagao 2.2 obtemos

P41

B xb ’

k
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donde vem a a equagdo quadratica na varidvel x
2® — kbr + 6> +1=0.

Por hipétese, uma raiz € x; = a. Pelas Férmulas de Viete, a outra raiz x, satisfaz

a+x2:—T:>x2:kb—a
b2 41 b +1
Ary = ——— = To =
1 a

A primeira equagdo mostra que z» € uma raiz inteira, e a segunda equacao, que s € positiva.
Como a > b > 1, temos

b +1 b+1)2 2
Ty = ks <(+)§CL:@7
a

a a
contradizendo a minimalidade de a + b. Portanto, a = b e daf a temos ka® = 2a? + 1, isto é, a®
divide 2a® + 1. Segue que a = b = 1. Portanto, k = 3.

O
a® + b?

] = k é um inteiro, entdo k = 5.
a R

Exemplo 2.7. Se a e b sdo inteiros positivos, tais que

Vamos dividir a solu¢do desse exemplo em dois lemas auxiliares, antes da argumentacao
final.

Lema 2.8. Suponha que um determinado par de inteiros (a,b) seja solugcdo para a equagdo

2 2
Yy (2.3)
ry — 1

2
onde n é um niimero inteiro positivo fixado. Entdo o par | b, —— | também é uma solucdo
a

inteira para a Equacdo 2.3.

Demonstracio Fixando y = b, considere a equagio x> — nbx + (b*> +n) = 0. Temos que a é
2

n
. Note que

uma das raizes. Pelas Férmulas de Viéte, a outra raiz é

1 1 a? + b? a? + ab?
R p—— - .
a( +n) a< +ab—1> a(ab—1)

O numerador € divisivel por ab — 1 (uma vez que n é um inteiro) e também & divisivel por

a. Como mdc(a,ab — 1) = 1, o numerador também ¢é divisivel por a(ab — 1). Logo, a raiz
b*+n

encontrada ¢ um nimero inteiro. Assim, <b, ) € uma solucdo inteira para a equagao.
O

b2 +n

Lema 2.9. Se a, b sdo inteiros com a > b > 3, entdo < b.
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Demonstracao Pelo Lema 2.8 temos que uma solugdo é (b, i n) . Substituindo na expressao
24 ab? b+ b 2b
;L(a:_al), obtemos 2 —_i_ 1= b+ —— 1 . Como b > 3, segue-se que ——— 1 < 1. Logo
b+ b 2b
=b <b+1<
Pl VT tttiee
a 3
Observando que b® + b < ab® — a, a + b3 < ab?® — b segue que 71 < b, e pelo Lema 2.8,
a J—
b?
o < b.
a

Finalmente obtemos a solu¢do do Exemplo 2.7.
a’ +b?

Solucdo Agora, seja (a,b) a solugdo de k = com b minimo e k inteiro positivo. Pelos

a
Lemas 2.8 € 2.9, temos que 0 < b < 2. Caso contrario, pelo Lema 2.9 teriamos uma contradicao,

obtendo um valor menor de b. De fato,

e seb=0entdo k = —a’® <0.

241 2
eseb = 1entio k = a+1:a+1+1Logoa—02Sek —1,5,5,
a a
respectivamente. Como queremos k£ > 0 a solucdo a = 0 nao é valida.
244 4a® + 16
°seb—2temosk—a+ Portanto4k—;+1—2 —|—1—|—2 1.Segueque
a —

2a — 1 € um divisor de 17 Assim, a = 1,9 e k = 5 para ambos 0s casos.

Portanto, em todos os casos aceitaveis, k = 5.
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3 AS OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE MATEMATICA

A Matemadtica sempre se fez presente na historia, principalmente durante a época do
Renascentismo, nos séculos XV, XVI e XVII, quando houve um avango significativo nas teorias

matematicas.

Nos séculos XIX e XX comecaram a ser organizadas Olimpiadas de Matematica com
o objetivo de divulgar e compartilhar o conhecimento matematico. Cada pais organizava sua
competi¢do até que em 1959 foi realizada a Primeira Olimpiada Internacional, com a finalidade
de descobrir, encorajar e desafiar jovens matematicos (alunos do Ensino Médio) em todos os
paises, promover relagdes amigéveis entre os competidores internacionais, criar oportunidades

para a troca de informagdes e préticas entre escolas do mundo, além de popularizar a matematica.

Este capitulo tem como tema a histéria das Olimpiadas Internacionais de Matemética
(IMO - International Mathematical Olympiad), dando énfase a questdo seis da IMO 1988, o

primeiro problema da competicao que foi resolvido pelos métodos estudados anteriormente.

3.1 HISTORIA

O fascinio do homem pela Matematica resultou na organiza¢do de competicoes matema-
ticas. De acordo com www.maa.org (2018), ja na Grécia Antiga tentavam resolver problemas de
Geometria. Na Italia, no século X VI, resolviam-se polindmios de 3° grau e no século X VIII ha

registros de que os franceses também realizavam competigdes.

A partir do século XIX as competi¢cdes comecaram a tomar a forma atual, de acordo
com (KENDEROV, 2009). Ele cita que em 1885 na cidade de Bucareste, Roménia, foi realizada
uma competicdo com 70 alunos de uma escola primaria. Uma competi¢@o para alunos da escola
secundaria em 1894, realizada na cidade de E6tvds, na Hungria pode ser considerada como
precursora das atuais Olimpiadas de Matematica onde trés problemas deveriam ser resolvidos

em quatro horas.

Dois jornais, KoMal da Hungria (1894) e Gazeta Matematica da Roménia (1895),

tinham por objetivo preparar os alunos para competi¢des.

Em 1934 B.N. Delone e G.M. Frijtengolts organizaram a primeira Olimpiada de Mate-
matica na cidade de Leningrado (atual Sao Petersburgo - Rissia). De 21 de julho a 31 de julho
de 1959 foi realizada a Primeira Olimpiada Internacional de Matematica na cidade de Brasov
na Roménia, contando com a participagdo de 7 equipes: Bulgaria, Tchecoslovaquia, Republica

Democrética da Alemanha, Hungria, Polonia, Roménia, e Unido Soviética (URSS).

Cada pais enviou oito competidores, com exce¢do da URSS que enviou apenas quatro.

Seis questdes foram propostas aos competidores com pontuacdes diferentes (P1 =5, P2 = 8,
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P3=7,P4 =5, P5 =8, P6 =7). Bohuslav Divis da Tchecoslovadquia foi o tnico a alcancgar 40
pontos. Foram distribuidas trés medalhas de ouro, trés de prata e trés de bronze, sendo que a

equipe romena sagrou-se campea neste ano.

A Mongdlia integrou o grupo de participantes em 1964 e a Finlandia, em 1965. O
primeiro pafs americano a participar foi Cuba, em 1971. A Africa iniciou sua participagio com a
equipe da Argélia em 1977. O Brasil enviou sua primeira equipe em 1979 e com a inclusdo da
Australia em 1981 todos os continentes passaram a ter representantes na Olimpiada. O recorde
de participacao aconteceu em 2017 (de 12 a 23 de julho) na cidade do Rio de Janeiro, quando

111 paises enviaram 615 competidores na 58* edi¢ao da Olimpiada.

Desde 1959, A IMO ¢€ realizada anualmente. Apenas em 1980 ndo houve edi¢do da
Olimpiada Internacional, devido as sanc¢des politicas decorrentes da invasdo do Afeganistao
pela URSS e conflitos internos na Mongélia. Outras competi¢cdes ndo oficiais foram realizadas
na Europa naquele ano: Olimpiada Austria-Polonia, Merch - Luxemburgo e Mariehamn, na
Finlandia.

A cada ano a competi¢do € sediada em um pais diferente. Com a realizagdo da IMO na

Africa do Sul em 2014, todos os continentes sediaram a competicdo.

A partir de 1981 foi adotada a mesma pontuagdo (sete) para as seis questoes da Olimpiada,
totalizando 42 pontos. Em 1983 as equipes passaram a ter seis competidores, configuragao

adotada até hoje.

De acordo com www.imoofficial.org (2018), o maior medalhista da histéria das Olim-
piadas até a atualidade é Zhuo Qun (Alex) Song do Canadd com 196 pontos, num total de 5

medalhas de ouro (2011 a 2015) e uma de bronze(2010) em 5 participagdes.

A pontuacio por pais € extra-oficial. O ranking geral por pais aponta a China em primeiro
lugar, seguido de Russia, Estados Unidos, Hungria, Roménia, Alemanha, Coreia do Sul, Bulgéria,

Republica Tcheca e Ird que ocupam respectivamente, do segundo ao décimo lugares.

Com 39 participacOes até 2018, a delegagdo brasileira conquistou até agora 10 medalhas
de ouro, 43 de prata, 77 de bronze e 33 mencdes honrosas. Sua melhor classificacdo foi o 15°

lugar em 2016.

Em 1995 na Olimpiada Internacional de Matematica do Canada foi instituido o simbolo
da competi¢do. E formado por uma circunferéncia e o simbolo do infinito, e as cores representam

0s continentes:
Azul: Europa
Preto: Africa
Vermelho: América

Amarelo: Asia
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Verde: Oceania

Figura 1 — Simbolo da Olimpiada Internacional de Matematica - Fonte: www.imo-official.org

No mesmo ano também foi criada a bandeira na cor branca, com o simbolo da Olimpiada
ao centro. Na cerimoOnia de encerramento da competi¢cao a bandeira é passada para o préximo

pais-sede.

3.2 REGULAMENTOS

Os regulamentos da competicdo podem ser encontrados em www.imoofficial.org (2018).

A delegacao do pais € composta por, no maximo, seis competidores, um lider e um

adjunto e no médximo trés observadores.

Os competidores ndao podem ter mais do que 20 anos completos até primeiro de julho do
ano da competicdo e precisam estar frequentando uma escola, seja no Ensino Fundamental ou
no Ensino Médio apds primeiro de dezembro do ano anterior. Nao podem estar matriculados
ou ter diploma de curso superior. Apesar de estarem representando seu pais, as pontuagdes sao
individuais.

A selecio dos participantes depende de pais para pais. No leste da Asia, os candidatos sdo
submetidos a testes cujo grau de dificuldade € superior ao da Olimpiada. Competidores chineses
passam por um periodo de isolamento concentrados na resolugdo de listas de problemas. Nos
Estados Unidos, os candidatos sao submetidos a uma série de competicdes nacionais com grau
crescente de dificuldade. Os candidatos com as maiores pontuagdes sdo escolhidos e recebem
um treinamento isolado. A Unido Soviética e alguns paises europeus selecionam competidores
com alguns anos de antecedéncia, treinando-os especificamente para a Olimpiada. Na Ucrénia,
verifica-se o desempenho do competidor nas tltimas quatro Olimpiadas. Na India, os candidatos
realizam um teste regional. Entdo alguns sdo escolhidos para participar da Olimpiada Nacional

de Matematica. Finalmente, sdo escolhidos em torno de 35 candidatos que sdo submetidos a um
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treinamento rigoroso. Destes 35 s@o escolhidos os 6 competidores que representardo o pais na

competi¢do.

No Brasil, a selecao inicia com as Olimpiadas Estaduais. Os classificados realizam a
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM). Medalhistas de ouro, prata, bronze e mengoes
honrosas do ano anterior ao processo de selecdo passam para a fase de treinamento. Compe-
tidores que tenham alcancado melhor pontuacao na OBM, nas provas de selecao e nas listas
de treinamento sdo selecionados por uma comissao. Essa lista é analisada pela Comissdo de

Olimpiadas que pode aprové-la ou sugerir modificacdes.

A prova da IMO é composta por seis questdes a nivel de Ensino Médio, que abordam
assuntos nas dreas de adlgebra, geometria, analise combinatoria e teoria dos nimeros. Nao é
necessario conhecimentos de cdlculo ou andlise para a resolu¢do dos problemas. Inequagdes
algébricas, numeros complexos e constru¢cdes geométricas ndo foram abordados nos ultimos
anos. As solu¢des na maioria das vezes sdo curtas e elementares. Cada questdo vale 7 pontos,

totalizando 42 pontos.

Cada pais participante pode enviar questdes com pelo menos quatro meses de antecedén-
cia para o Comité de Selecdo de Problemas do pais-sede da competi¢cdo, que fard uma selecao

prévia, reduzindo a quantidade de problemas a uma lista com 30 questdes.

Os lideres das equipes participantes reinem-se com antecedéncia no pais-sede, formando
o juri da IMO, para dirimir sobre assuntos formais da competicao. Uma das obrigacdes desse
juri € a escolha das seis questdes da competicdo e a classificacdo das mesmas pelo grau crescente
de dificuldade. Devem identificar e excluir problemas muito usados em livros ou em programas

de treinamento.

Cabe ao juri verificar se os problemas foram traduzidos apropriadamente para os idiomas
oficiais da IMO (inglés, francés, alemao, russo e espanhol), bem como para alguma lingua
solicitada por algum lider da competicao. Por conhecerem as questdes da prova, esses lideres

ficam isolados e sao monitorados até o término do segundo dia das provas.

A Olimpiada acontece durante nove dias. Para que os competidores se adaptem ao pais-
sede, as provas sdo realizadas geralmente no quarto e quinto dia do encontro. No primeiro dia
sao resolvidas 3 questdes. Os competidores tem quatro horas e meia para resolvé-las, o mesmo
acontecendo no segundo dia. As provas sdo escritas em até 3 idiomas conforme solicitado na

inscri¢do. Tao somente, € permitido usar régua e compasso.

Enquanto as provas sdo corrigidas, os competidores participam de palestras, estudos,

socializagdes, além de conhecerem pontos estratégicos do pais-sede da Olimpiada.

Inicialmente, a correcdo é feita pelo proprio lider da equipe, devido a grande quantidade
de idiomas da competi¢ao. No entanto, ele ndo pode alterar a prova, apenas traduzi-la. Em
seguida, a prova € submetida a um grupo de coordenadores escolhidos durante a competigao.

Lideres e coordenadores dever acordar em relacdo a resolucdo, para que possa ser publicada no
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livro oficial da competi¢do. Caso haja divergéncia, o Chefe dos Coordenadores deve mediar a

questdo. Se ainda ndo houver consenso, o juri internacional devera solucionar o impasse.
A ultima atividade da competicdo € a entrega das premiacdes e um coquetel.

A premiagao depende exclusivamente da pontuagdo individual do competidor. A quan-
tidade de medalhas distribuidas aos competidores que apresentarem as maiores pontuagdes
equivale a até pouco menos da metade dos participantes. A proporcdo para medalhas de ouro,
prata e bronze equivale respectivamente a 1 : 2 : 3. Caso haja uma grande quantidade de partici-
pantes em uma Olimpiada, o nimero de medalhas pode ser reduzido proporcionalmente a essa
quantidade. Competidores que ndo ganham medalha, mas que atingem a pontuacdo médxima na
solu¢do de algum problema, recebem meng¢do honrosa. Aos competidores que apresentarem uma

solucdo elegante ou com boa generalizac@o para a algum problema recebem prémio especial.

3.3 A 29° OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICA

A Austrélia sediou em 1988 a 29* edi¢do da competi¢do com a seguinte logomarca:

Figura 2 — Simbolo da IMO 1988. Fonte:www.imo-official.org

O evento aconteceu na cidade de Camberra, de 09 de julho a 21 de julho e contou com a
participacao de 49 paises (25 ndo-europeus e 24 europeus), 268 competidores, dos quais 17 do
sexo feminino. A prova ocorreu nos dias 15 e 16 de julho (sexta-feira e sdbado) daquele ano, no

periodo matutino.

Cento e vinte competidores foram premiados com medalhas (17 de ouro, 38 de prata e
65 de bronze). Nessa edi¢do, houve também a entrega do prémio especial para o competidor

bilgaro Emanouil Atanassov, pela elegante resolu¢do de uma das questdes da prova.

De acordo com (HALLORAN, 1988),foi a partir desta edi¢cdo que os competidores

passaram a receber a Meng¢ao Honrosa.

Noventa e quatro questdes foram submetidas a anélise do Comité de Questdes, das quais
o juri escolheu as seis que formaram a prova, sendo considerada a mais dificil das dltimas

edicoes.
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O Comité de Questdes foi presidido por David Hunt e composta por cinco mateméticos de
Sidney, mais George e Esther Szekeres, matemdticos famosos por sua capacidade em resolverem

problemas. P. J. O’Halloran presidiu o Comité de Organiza¢do da IMO.

O Brasil participou com seis competidores: Lenilson Barreira de Morais (meng¢do hon-
rosa), Jun Takakura (mencdo honrosa), Alberto Adami, Song San Woei, Maria Célia Paiva de
Freitas, Walfredo da Costa Cirne Filho, ficando na 38" posicdo do ranking da competi¢dao naquele

ano.
Os dez primeiros colocados da 29* IMO foram:
Hongyu He, da China, com 42 pontos,
Nicusor Dan, romeno, com 42 pontos,
Adrian Vasiu, romeno, com 42 pontos,
Nicolai Filonov, da Unido Soviética, com 42 pontos,
Ngo Bau Chau, do Vietna, com 42 pontos,
Xi Chen, chinés, com 41 pontos,
Sergei Ivanov, da Unido Soviética, com 41 pontos,
Ravi Vakil, canadense, com 40 pontos,
Julien Cassaigne, da Franga, com 40 pontos,
Dimitri Tuliakov, da Uniao Soviética, com 37 pontos.

Na classificagdo extraoficial por pais, a Unido Soviética, ficou em primeiro lugar, seguido
da China e da Roménia em segundo lugar. Alemanha, Vietna, Estados Unidos, Republica
Democritica Alema, Bulgéria e Franga classificaram -se, respectivamente, do quarto ao décimo

lugares.

As questdes da prova descritas a seguir também podem ser encontradas em (HALLORAN,
1988).

(1) Considere 2 circulos coplanares de raios R e r (R > r) concéntricas. Seja P um ponto
fixo na circunferéncia de raio r e seja B um ponto varidvel na circunferéncia de raio R. A
reta B P encontra o circulo maior em C'. A reta ¢ perpendicular a BP em P encontra o

circulo menor em A (se ¢ € tangente ao circulo em P, entdo A = P).

(a) Encontre o conjunto de valores de BC? + C'A? + AB2,

(b) Encontre o lugar do ponto médio de AB.

(2) Seja n um inteiro positivo e seja Ay, As, ..., Ag, i1, subconjuntos de um conjunto B.

Suponha que:
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(1) cada A; tem exatamente 2n elementos.
(17) cada A; N A;(1 <i < j <2n+ 1) possui exatamente um elemento e,
(77i) todos os elementos de B pertencem a pelo menos dois subconjuntos A;.
Para quais valores de n podem ser atribuidos a cada elemento de B um dos niimeros zero
e um, de tal maneira que cada elemento de A tem o zero atribuido exatamente a n de seus
elementos.
(3) Uma fungdo f € definida nos inteiros positivos por
f() =1,73) =3,f(2n) =n,
fln+1) = 2f2n+1) = f(n),
fAn+3)=3f2n+1)—2f(n)
para todo inteiro positivo n.

Determine o niimero de inteiros positivos n, menores ou iguais a 1988, tal que f(n) = n

(4) Mostre que o conjunto dos nimeros reais = que satisfaz a desigualdade

1

D

k=1

[e=]

k
z—k

| Ot

>

€ uma unido de intervalos disjuntos, cuja soma € 1988.

(5) ABC' é um triangulo retangulo em A, e D é o pé da altura em relagdo a A. A reta que
intersecta o incentro dos tridngulos ABD, AC'D intersecta os lados AB, AC nos pontos K,
L respectivamente. S e T" denotam as dreas dos tridngulos ABC e AK L, respectivamente.
Mostre que S > 27

(6) Sejam a e b inteiros positivos, tal que ab + 1 divide a? + b. Mostre que

a? + b?
ab+1

€ o quadrado de um inteiro.

3.4 A QUESTAO 6 DA IMO 1988

Segundo (ENGEL, 1997), apds analisarem as questdes pré selecionadas pelo Comite,
os membros do juri decidiram que a questao apresentada pela Alemanha Oriental, proposta por

Stephan Beck deveria ser a tltima questdo da prova, devido ao grau de dificuldade da resolugdo.

De acordo com www.imoofficial.org (2018), onze competidores apresentaram uma

solugdo perfeita para a questao:

Hongyu He,
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Nicusor Dan,

Adrian Vasiu,

Nicolai Filonov,

Ngo Bau Chau,

Xi Chen,

Sergei Ivanov,

Ravi Vakil,

Wolfgang Stocher,
todos esses medalhistas de ouro, mais
Emanouil Atanassov e
Zvezdelina Stankova,
medalhistas de prata.

Terence Tao, australiano, um dos matematicos mais importantes da atualidade e vencedor
da Medalha Fields (equivalente ao Prémio Nobel de Matemadtica, concedida a matemdticos com
menos de 40 anos de idade) em 2006, estava na sua terceira participacao sendo medalhista de

ouro aos 13 anos de idade. Terence Tao conseguiu alcancar apenas um ponto na questao 6.

O artigo de (ROSADO, 2010) apresenta a resolu¢ao baseada nos métodos descritos nos
capitulos 1 e 2, além das resolucdes de dois competidores que participaram da IMO 1988, a

resolugdo do matemadtico australiano Dr. John Campbell e uma solu¢do geométrica.

Vamos expor na sequéncia versoes adaptadas destas resolugdes.

Problema 3.1. Sejam a e b inteiros positivos, tal que ab + 1 divide a* + b. Mostre que

a’+ v
ab+1
é o quadrado de um inteiro.
Para todas as solugdes definimos
2 b2
=010
ab+1

Solucdo 1 [Pelo Método Descida Infinita de Fermat] Inicialmente, se a = 1, temos b* + 1 =

k(b + 1). Subtraindo b*> — 1 nos dois lados da equagdo, obtemos 2 = (b + 1)(k — b+ 1). Como

12412
s 12+1

modo geral, se a = b, entdo 2a® = k(1 + a*). Como 1 + a? é primo com a?, 1 + a? divide 2.

b > 1, podemos afirmar que b = 1 = a = k. Assim

= 1 que € um quadrado perfeito. De

Logo, obtemosa =1 =0b = k.
Como a equacdo € simétrica em a e b, vamos supor que a > b > 1. O valor de k£ ndo pode ser
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ab+1
A igualdade a® + b? = k + kab admite solucdo se a = bk e b*> = k. De fato, essa igualdade gera

igual a 2 pois teriamos 2 =

= (a — b)* . Podemos entdo assumir que k > 3.

uma familia infinita de solu¢des quando b = b; k = b*;a = b°.
Reescrevendo a equagio original como 22 — kyx + 3*> — k = 0, temos uma equagio de segundo
grau em x (ou em y). Neste contexto, a outra letra, como também o k, agem como parametros.

Considerado como uma equacio em z, seu discriminante vale:
(—ky)? — 4(y% — k) = (k* — 4)y2 + 4k > 0, pois k > 2.

Fixando y, existem duas solugdes, 2/, ” = ky — 2/, onde a soma das raizes vale ky. Existem
pares (a, b) de nimeros inteiros que sdo solu¢des, com a > b. Definimos a = z’;b = y. A partir
dessa solucdo, definiremos o par (z”,y), ou seja, (kb — a,b). A expressdo kb — a é inteira e
ndo pode ser negativa porque (a’,b), com @’ = kb — a, é uma solucdo e b € positivo, pois caso
contrdrio, o segundo membro da equacdo escrito como k(1 + a'b) é uma soma de quadrados: se
um produto de inteiros for negativo, serd menor ou igual a —1, uma contradic¢ao.

O nimero kb — a pode ser igual a 0. Se € nulo, provamos que k£ é um quadrado: basta substituir
kb por a na equagdo original.

Se @’ = kb — a ndo é zero, (da’, b) é outra solucdo para o problema inicial. Vamos mostrar que
a’ < b. Do mesmo modo, do par (b, '), podemos formar o par (ka’ — b, a’), onde a” = ka' —b <
a’. Provaremos que a’ = kb — a < b. Construindo desigualdades equivalentes, comegando com a

que queremos provar:
kb<a+beskab<a®?+abs kab+k<a?+ab+k

mas como a® + b%> = k + kab, se tem a® + b> < a®> + ab+ k < b> < ab + k e esta tltima

afirmacdo € verdade porque a > b. Definimos
ag = a;a1 = b;any1 = kap, — ay_1,

para todo n, o par (a,, a, + a,41) é uma solugdo da equagdo. Se para todo n tivéssemos a,, # 0,
a sucessdo (a,) seria uma sequéncia estritamente decrescente de nimeros inteiros positivos, o
que é impossivel, pelo Principio da Boa Ordem. Portanto, existe n tal que a,, = 0, e k = a?_| é

efetivamente um quadrado.
OJ

z

Solucdo 2 [Pelo Método Vieta Jumping] Se a = 0 temos que b é a solucdo da equacdo.
Analogamente, se b = 0, entdo a® resolve. Agora suponha que existe uma ou mais solu¢des
para determinado k fixo, para as quais k£ nao € um quadrado perfeito. Para esse valor de k, seja
(a,b) a solu¢do para esta equacdo que minimize o valor de a + b. Sem perda de generalidade,
assumiremos a > b. Substituindo a por uma varidvel z, podemos rearranjar a equac¢ao de modo
que ela resulte em

z® — (kb)z + (b* — k) =0
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Uma raiz dessa equagdo é x; = a pois (a, b) é uma solugdo . Pelas Férmulas de Viete, a outra

raiz pode ser calculada como segue:

kb
a+x2:T:>x2:kb—a

e
v —k v —k
aro = = Ty = .
1
A primeira expressdo mostra que x € um inteiro, enquanto a segunda expressao implica x5 # 0,
x5 + b

=k > 0, tem-se que x5 € positivo, pois x2b é

- . . o V—k V¥ a?
produto de inteiros e diferente de —1. Finalmente, @ > b implica que x5 = < —<— =

ja que k ndo € um quadrado perfeito. De
[L’Qb +1

a a a
a. Portanto, (z2, b) € uma solucdo, com x5 + b < a + b, que contradiz a minimalidade de (a, b).
0

A solucdo abaixo pode ser considerada a mais precisa, pois determina exatamente o
valor de £ em func¢do de a e b. Ela foi obtida pelo matematico John Campbell, professor da
Universidade de Canberra, Australia (ROSADO, 2010). Campbell provou que

k = mdc(a, b)>.

Solucio 3 [Campbell] Se ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0, o resultado € imediato.
Se ab > 0, podemos supor (pela simetria do problema) que a < b; e o resultado k = mdc(a, b)?

estd provado para ab minimo.
2 2

Devemos encontrar um inteiro c tal que k£ = e que atenda 0 < ¢ < b.

ac +
Usando indugio (desde que ac < ab) queremos provar que k = mdc(a, c)?.

Para obter ¢, resolvemos:

a?+ b a?+ A

ab+1  ac+1

Como as razdes sao as mesmas, subtrairemos numeradores e denominadores na propor¢ao, e
V-2 (b+e)b—c) b+c
ab — ac a(b — c) a

inteiro, e que mdc(a, ¢) = mdc(a, b). Portanto, a prova estara concluida se pudermos provar que

0 < ¢ < b. Temos

, de modo que ¢ = ak — b . Note que c é

isso resulta k =

a’ + b? a2—|—b2_a b

Tl a b a

2 b2
no que resulta ak < %erg z—l—b:2b(jéquea§b),ouseja,ak—b<b,istoé,c<b.
2 2

1
Por outro lado, k = T implica ac + 1 > 0. Dai, ¢ > —— implica ¢ > 0 (c € inteiro)
ac a

O
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2 b2
Solucao 4 [Competidor Emanouil Atanassov (Bulgéria)] Suponhamos que b——i—k 7= k seja um
a
inteiro. Entao,
a® — kab+ b* = k. (3.1)
A partir de agora vamos assumir que k£ nao € um quadrado. Toda solugdo de 3.1 tem
a,b>0 ou a,b<0 (3.2)

(com a,b # 0, e caso ab < 0, entdo a®> — kab + b*> > k). Consideremos uma solucio (a,b) de
3.1 coma > b > 0, supondo @ minimo. Observe que b < a; se b = a, entdo (2 — k)a? = k,
mas o primeiro membro ndo € positivo. Consideremos 3.1 como uma equacio quadratica em a,
com duas raizes: a e a;. Temos a + a; = kb; entdo a; € um inteiro. Por 3.2, j4 que b > 0, temos

a; > 0. Também, aa; = b*> — k. Logo,

O par (ay,b) satisfaz 3.1 e a; > 0;b > 0;a; < a;b < a, 0 que contradiz a minimalidade de a.
O

Solucdo 5 [Competidor Adrian Vasiu (Roménia)] Embora a solucio de Vasiu também seja por
reducdo ao absurdo, em um dado momento utiliza a decomposi¢dao em fatores de um nimero na
forma N = n* + 1.

Suponhamos que existem pares (a, b) de nimeros naturais, tais que

a? + b?
ab+1

=qgeN”

onde ¢ ndo € um quadrado perfeito. Considere um desses pares com ¢ minimo. Entao:

= —_— =
ab+1 4 ab+1 4
4
1
:ab—1+a + € N*
ab +1
a* 41 . .
=ceN*=a"+1=clab+1)=a*—abc=c—1
ab+1

=alc—1=c=ad+ 1.

Sed=0,entdioc=1=a*+1=ab+1= a®=0b= q= a? contradicio.
Logod # 0.Entdo a* + 1 = (ab+ 1)(ad + 1) = ad + 1|a* + 1 = ad + 1|a*d* + a*
Do fato que mdc (ad + 1,a?) = 1 e que ad + 1|a*(a® + d?) resulta ad + 1|a® 4+ d*. Também,
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141 141
acl+1:aTL §a+ <a?+1=0<d<a
ab+1 ~ a2 +1

C = tem-

omo wd 1 b1 em-se
a* + a’b? a* + 1 a* + a?d?
—— =ab—-1 =ab—1 d=ad—1 =
ab+1 a4 te=a ta @ +ad+1 ad +1

Assim, d < a, mas a era minimo, logo ¢ é um quadrado perfeito, contradi¢ao.

A solucdo desta questdo também pode ser representada geometricamente.

Solucao 6 [Solugdao geométrica)

a® + b?

ab+1

O ponto (a,b) representa um ponto de rede na hipérbole H definida pela equagdo ay + by —

= k e fixe o valor de k.

Seja

kab — k = 0. Se a = b, entdo temos a = b = k = 1, solucdo que satisfaz a equagao.

Seja (z, y) um ponto que pertence a um ramo da hipérbole H, e assuma que x < y de modo que
esteja no ramo mais alto.

Ao aplicar as féormulas de Viéte, definimos (z, kz — y) como um ponto no ramo inferior de H.
Entio, por reflexdo (kx — y, z) é um ponto no ramo superior. Este novo ponto tem menor valor
para a ordenada y, e, portanto, estd abaixo do ponto original. Como este ponto estd no ramo
superior, ainda estd acima de y = .

Este processo pode ser repetido, inimeras vezes, sem incluir os pontos do segundo quadrante.

Portanto, deve terminar em z = ( e por substitui¢do, 4> = ¢ é um quadrado, conforme a hipétese.

O

3.5 OUTRAS QUESTOES

Na Olimpiada Internacional de Matematica de 2003, foi apresentado um problema cuja
solugd@o necessitava do método descida infinita de Fermat.

CL2

Exemplo 3.2. Determine todos os pares de inteiros positivos (a, b) para os quais P 1

é um inteiro positivo.

(12

— =%k k€7 k .
2ab? — b3 + 1 ’ €4 >0

Solucio Seja (a, b) uma solucdo inteira positiva de
b
Logo 2ab?> — b3 +1> 1= 2ab*> > b® = a > 3

b
No caso a = 5 obtém-se uma solugdo se b € par.

b
Para qualquer outra solucdo, a > 5 € nesse caso a? > 2ab? — b* +1 = b*(2a — b) + 1 > b*. Dai



38

a > b.
2
Agora se S € N ento a é a raiz do polindmio com coeficientes inteiros z2 — 2kb*z +
2ab? — b +1 \
kb’ —1
k(b® — 1) = 0. Este polindmio possui outra solu¢do inteira a; = 2kb> — a = k("1 >0,
a

assim (aq, b) também € solugdo do problema se b > 1.

Supondo que a € a maior raiz, de a > a; teremos que a > kb® e assim

KB —1) k(P —1)
- < < b.
“ o = ke
o bt Boob
Dessa forma,oub =0o0ua; = — eneste dltimocasok = —ea = — — —

5
Portanto as solugdes do problema sdo (a,b) = (1,2l), (21,1) ou (8I* —,2l),com [ € N.
U

O problema 5 da IMO de 2007 também utiliza o0 método Vieta Jumping na resolugao.

Exemplo 3.3. Sejam a e b inteiros positivos. Mostre que se 4ab — 1 divide (4a® — 1), entdo

a=b.

Solucdo Pela hipotese, 4ab — 1 | (4a® — 1)?, entfo, 4ab — 1 | b?(4a® — 1)? — (4ab — 1)(4a®b —
2ab + a?) = a* — 2ab + b* = (a — b)*.
Suponha que existam inteiros positivos distintos a e b tais que 4ab — 1 | (a — b)?. Seja k =

_p)2 — b)?
(a =) > (. Fixe k e considere S = {(a,b) :(a,b) € Z X 7 | (a —b) :k},

4ab — 1 4ab — 1
Considere (a,b) € S um par que minimize a soma a+ b. Sem perda de generalidade suponha que

—b)?
a > b. Considere agora a equagao quadrética (4x 2 )1 = k. Assim, 22 — (20— 4kb)z+b*+k = 0
x JR—
) . " b +k
tem raizes 11 = a € xo. Pelas férmulas de Viete, x5 = 2b + 4kb — a = .

a
Isto implica que 5 é um inteiro positivo e (z9,b) € S. Pela minimalidade de a + b, obtem-se
b+ k

—b)?
> a, portanto, k > a®> — b e (a—b) =k >a® -2
4ab — 1

a
Segue-se que a — b > (a + b)(4ab — 1) > a + b, uma contradigio.

To > a, isto €,
O

Em 1981, o exemplo seguinte foi aplicado na 22* edicao da IMO, realizada nos Estados
Unidos. A resolugdo também baseia-se no Método da Descida Infinita de Fermat.

Exemplo 3.4. Encontrar todas as solucdes inteiras positivas da equacdo

m? —mn —n? = +1.

Solugiio Seja (m, n) a solugdo da equagdo m* — mn — n? = £1 com m, n inteiros positivos.
Observe que m? = n2 + mn =1 > n? = m > n. A igualdade € vélida se , e somente se,
(m,n) = (1, 1), que é claramente uma solugio.

Considere entdo m > n. Vamos demonstrar que (n, m — n) também € solugdo. De fato,
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n?* —n(m—n)— (m—n)>=n*—nm+n?—m?+2mn —n? = —(m? — nm — n?) = F1

Assim, se temos uma solugdo (m, n), podemos encontrar uma cadeia descendente de solucdes e
este processo parard quando atingirmos uma solugdo (a, b) com a = b, ou seja, a solugdo (1, 1).
A partir de uma solug@o (m,n) e invertendo o processo, encontraremos todas as solugdes

(m 4+ n, m). Portanto todas as solu¢des positivas sao
(1,1),(2,1),(3,2),...,(Fos1, Fn), - ..

onde F;, representa o n-€simo termo da sequéncia de Fibonacci.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A Matematica é uma ciéncia fascinante. Quanto mais se pesquisa, mais se descobrem
particularidades a serem exploradas e divulgadas. Esse talvez tenha sido um dos motivos para

que alguns problemas e teoremas tenham demorado anos e até séculos para serem demonstrados.

A grande quantidade de conhecimento matematico ja divulgado pode colocar os matema-
ticos em situacdes inusitadas, fazendo-os ndo perceber alguma particularidade indispensavel na
resolugc@o de um problema. Esse pode ter sido um dos motivos para que a questao 6 da IMO 1988
tenha ficado tdo famosa. Devido a esse problema, o regulamento das Olimpiadas Internacionais

de Matematica, no tocante a premiac¢do, recebeu importantes contribuicoes.

Ainda em relacdo a questio 6, existem vdrias solugdes para esse problema, mas todas
elas estdo baseadas no método da Descida Infinita de Fermat. Até mesmo a solu¢do geométrica
baseia-se nesse método. Isso nos leva a concluir que no universo matemadtico existem problemas
e situacdes com solucdes estritamente limitadas, isto €, ou segue-se certo caminho, ou nao

resolve-se jamais o problema.

Davi Hilbert percebeu essa lacuna ao propor o desafio de encontrar um tnico algoritmo
que possa ser aplicado para resolucdo de todas as equagdes diofantinas. Posteriormente, foi
provado que esse algoritmo ndo existe. Isso reforca a ideia de que determinados problemas

necessitam de um método especifico para serem solucionados.

Sobre o0 método da Descida Infinita citado anteriormente, as vezes € necessario fazer
algumas adaptacdes para aplicd-lo na resolu¢@o de problemas, desde que mantenha a sua esséncia.

Uma das variacOes desse método € conhecido como Vieta Jumping.

Indmeras publica¢cdes encontram-se disponiveis abordando desses dois métodos. Destaca-
mos as relacionadas as olimpiadas de matematica (MOREIRA, 2012) e ao mestrado profissional
Profmat (MOREIRA C.G., 2012) cuja apresentacdo € um tanto formal. Como o objetivo deste
trabalho é o de apresentar os métodos de maneira mais acessivel a estudantes e professores,
exploramos a resolucdo de algumas questdes, de modo a identificar os argumentos e as etapas da

resolucao, donde concluimos que:

Vieta Jumping € uma varia¢do de do método Descida Infinita. Ambos usam contradicéo.

O método Descida Infinita aplica-se a equacdes gerais, enquanto o método Vieta Jumping

€ especifico para determinadas equagdes envolvendo divisibilidade.

O método Descida Infinita utiliza a minimalidade da varidvel, enquanto Vieta Jumping usa

a minimalidade de uma relacdo entre as varidveis.

Descida Infinita usa triplas pitagéricas e Vieta Jumping usa Férmulas de Viete.
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Esses métodos costumam ser utilizados na solu¢do de problemas propostos em olimpiadas
de matematica. As escolas brasileiras quer sejam publicas ou privadas, incentivam seus alunos a
participar dessas olimpiadas de Matematica, sendo as mais importantes a Olimpiada Brasileira
de Matemadtica das Escolas Puablicas e Privadas OBMEP e a Olimpiada Brasileira de Matematica
OBM.

Algumas escolas estdo estruturadas com laboratérios de matematica onde os alunos
tem acesso a materiais disponibilizados pela propria OBMEP e OBM, a fim de se prepararem
para as competi¢Oes. O Instituto de Matematica Pura e Aplicada também mantém um programa
chamado Pélos Olimpicos de Treinamento Intensivo POTI, com o objetivo de abordar contetdos

que normalmente ndo sdo ensinados em sala de aula, como no caso dos métodos acima citados.

Diante do atual quadro da educagao brasileira, com um IDEB tdo baixo, seria uma utopia
apresentar esses métodos para a resolugcdo de equacdes nas salas de aula no Ensino Médio. A
maioria dos alunos da escola publica ndo tem base matemadtica suficiente para tal. O sistema
de educacgdo precisa ser revisto para que o quadro de educacdo no Brasil comece a evoluir.
Programas como as Olimpiadas de Matematica (para os alunos) e o Mestrado Profissional em
Matematica PROFMAT (para os professores) tem como um dos objetivos ajudar a mudar este

cenario.

No entanto, consideramos que as equagdes diofantinas podem ser adaptadas para o
ensino médio, incluindo-as nas func¢des do primeiro grau, fun¢des do segundo grau, teorema de

Pitagoras, etc.
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