UNIVERSIDADE FEDERAL DA GRANDE DOURADOS - UFGD
MESTRADO PROFISSINAL EM MATEMATICA - PROFMAT

MARCIA APARECIDA GARCIA TEIXEIRA

ASPECTOS ALGEBRICO E COMBINATORIO DOS NUMEROS DE
PELL E CATALAN

Dourados - MS
2018



MARCIA APARECIDA GARCIA TEIXEIRA

ASPECTOS ALGEBRICO E COMBINATORIO DOS
NUMEROS DE PELL E CATALAN

Dissertacao apresentada ao final do Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT da Universidade
Federal da Grande Dourados — UFGD como
exigéncia parcial para obtenc¢ao do titulo de
Mestre em Matematica.

Universidade Federal da Grande Dourados - UFGD
Mestrado Profissional em Matematica - PROFMAT

Orientador: PROF2. DR2. IRENE MAGALHAES CRAVEIRO

Dourados - MS
2018



Ao José Paulo, pela paciéncia,
incentivo, carinho, amor,

em todas as horas dessa caminhada.
Aos meus pais, Wilson e Rosa,

que me ensinaram a ousar,
questionar e,

acima de tudo,

ser persistente,

mutto persistente...



Agradecimentos

O ato de agradecer ajuda o coracdo e faz a sua mente se expandir. Agradeca, agradeca, agradeca!

Agradeca sempre!!!

Demorei muito para escrever essa pagina, pois a tantos devo gratidao. Pessoas maravilhosas com
enorme conhecimento, carinho ou amizade, contribuiram direta ou indiretamente para a realizacao desse
trabalho.

Agradego ao meu Marido e amigo, Jose Paulo, que sempre esteve ao meu lado me apoiando,

ajudando, animando, sendo paciente e companheiro de viagem de todos os fins de semana.

Aos meus pais, Wilson e Rosa que sempre me incentivaram e me acolheram durante esse periodo

de estudo, com um ché sempre quentinho no final da noite.
A minha sogra Judith, pelo carinho, incentivo e por sempre cuidar de mim.

Aos meus colegas de turma (turma 2016) que me ensinaram que a unido, doagdo, bom humor
(muito bom humor), resiliéncia e um bom cafezinho, sdo essenciais para a boa convivéncia. Agradego a
oportunidade de ter feito parte da vida de cada um. Em particular aos colegas: Anderson (Tiquinho),

Anderson, Beatriz, Eder, Eduarda, Edvair, Katiuce, Miqueias, Naiguiel, Rodrigo, Viviane.

Em especial agradego aos amigos Edvair, Miqueias, Eduarda, (os dois dltimos filhos que adotei),

vocés sempre estarao no meu coragao.

Aos professores da UFGD-PROFMAT, pela paciéncia, conhecimento e precioso apoio durante
todo o curso e pelas intimeras aulas extras quando precisdvamos. Agradego ao Prof. Bruno Locatelli que

sempre acreditou que seriamos capazes.

A professora Irene mais do que orientadora, agradeco pela dedicacdo, carinho e enorme atengao.
Obrigado por todas as sextas-feiras que estudamos juntas para a qualificagdo e por todo o seu tempo,
aplicacdo e disciplina para que pudéssemos desenvolver este trabalho. Agradeco por ter acreditado no
meu potencial sempre oferecendo palavras de incentivo e suporte quando precisei. Penso que algumas
pessoas nos marcam, nem sempre por estarem continuamente ao nosso lado nos incentivando, mas sim

porque de certa forma nos fizeram segui-la como exemplo de humildade, disciplina e competéncia.
A Mariana pelo estimulo e todos os livros e cadernos emprestados durante o curso.

As amigas de caminhada e toda uma vida, Maria Aparecida e Marystela pela imensa contribuicio

nesse trabalho.

A dire¢do Colegiada da Escola Bonifdcio Camargo Gomes (Bonito), Maria Luisa e Rose por

sempre entenderem a minha auséncia e acreditarem em mim.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro.



Posso ter defeitos, viver ansioso e ficar irritado algumas vezes,
mas nao esqueco de que minha vida € a maior empresa do mundo.
Que posso evitar que ela vd a faléncia.

Ser feliz € reconhecer que vale a pena viver
apesar de todos os desafios, incompreensoes e periodos de crise.
Ser feliz é deizar de ser vitima dos problemas e
se tornar um autor da propria historia.

E atravessar desertos fora de si, mas ser capaz de encontrar
um odsis no recondito da sua alma.

E agradecer a Deus a cada manha pelo milagre da vida.
Ser feliz é nao ter medo dos proprios sentimentos.

E saber falar de si mesmo.

E ter coragem para ouvir um “nio”.

E ter sequranca para receber wma critica, mesmo que injusta.
Pedras no caminho?

Guardo todas, um dia vou construir um castelo...

(Fernando Pessoa)



Resumo

O escopo desse trabalho é explorar as sequéncias numéricas de Pell e Catalan através de
uma abordagem com o uso de recorréncias e fungoes geradoras. Introduzir conceitos e
aspectos algébricos para algumas propriedades relacionadas a essas sequéncias. Iremos
explorar algumas interpretacoes combinatorias e aplicagoes, tais como razao de prata,

ladrilhamentos, n- braceletes, triangulacées de poligonos e caminhos reticulados.

Palavras-chave: Recorréncias. Fungoes Geradoras. Ntimeros de Pell. Numeros de Catalan.

Razao de Prata. Triangulacoes. Ladrilhamento. n-braceletes.



Abstract

The scope of this work is to explore the numerical sequences of Pell and Catalan through
an approach with the use of recurrences and generating functions. Introduce concepts
and algebraic aspects to some properties related to these sequences. We will explore some
combinatorial interpretations and applications, such as silver ratio, tiling, n-bracelets,

polygon triangulations and lattice paths.

Keywords: Recurrences. Generating Functions. Pell Numbers. Catalan Numbers. Silver

Ratio. Triangulations. Tying. n-bracelets..
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INTRODUCAO

O propésito deste trabalho é o estudo de duas sequéncias numéricas de niimeros
inteiros, mais precisamente aquelas em que os termos sao obtidos por meio de uma regra
matematica aplicada aos termos anteriores, em particular os ntimeros de Pell e os de

Catalan.

Um exemplo de sequéncias numéricas sao as progressoes, segundo Boyer (2010), as
progressoes foram estudadas desde os povos muito antigos como os babilénicos. Inicialmente,
procurou-se estabelecer padroes como o da enchente do Rio Nilo, no qual os egipcios
de 5.000 anos atras tiveram que observar os periodos em que ocorria a enchente do rio,
para poderem plantar na época certa e assim garantir seus alimentos. Havia, portanto,
necessidade de se conhecer o padrao desse acontecimento. Eles observaram que o rio subia
logo depois que a estrela Sirius se levantava a leste, um pouco antes do sol. Notando que
isso acontecia a cada 365 dias, os egipcios criaram um calendario solar composto de doze
meses, e com 30 dias cada més e mais 5 dias de festas dedicados aos deuses Osiris, Horus,
Seth, Isis e Nephthys. Os egipcios dividiram ainda os dozes meses em trés estagoes de

quatro meses cada uma: periodo de semear, periodo de crescimento e periodo da colheita.

Iremos explorar essas duas sequéncias numéricas, a saber, Pell e Catalan. Vamos
defini-las e em seguida obter uma férmula fechada por meio de duas técnicas: polinémio
caracteristico e funcao geradora. A Andlise Combinatéria é a parte da Matematica que
analisa estruturas e relagoes discretas, visando desenvolver métodos que permitam contar,
de uma forma indireta, o niimero de elementos de um conjunto, sem que seja necessario
enumerar seus elementos, com isso associamos a combinagoes, arranjos e permutacoes. No
entanto, outras técnicas podem ser uteis, tais como, o principio de inclusao e exclusao,

fungoes geradoras, relagoes de recorréncia e principio da casa dos pombos.

As relagoes de recorréncia podem modelar problemas relacionados a Matematica
Discreta, Combinatoria e Teoria dos Nimeros, temos como objetivo principal, estabelecer
uma férmula explicita para tal sequéncia gerada pela recorréncia em questao. Uma das
ferramentas para determinar a férmula explicita é a utilizagdo do polinémio caracteristico,
entretanto, essa técnica ¢é valida para recorréncias lineares homogéneas com coeficientes
constantes. Todavia o conceito de funcao geradora pode abranger uma classe mais ampla

de relagoes de recorréncia.

Dessa forma, usaremos o polinomio caracteristico e funcao geradora para determinar
uma férmula para o niimero de Pell que é um dos tépicos principais de estudo desse trabalho
e outros resultados que envolvam essa sequéncia explorando os aspectos combinatoérios.

Com relacao a sequéncia de Catalan que nao é uma sequéncia linear, a formula explicita
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serd obtida por meio de funcao geradora. Funcao geradora é uma técnica versatil para

solugdo de problemas combinatorios.

Este trabalho esta subdivido em 3 capitulos. No primeiro capitulo, apresentaremos
as definicoes e o conceito de recorréncias, nosso foco serd apenas das resolucgoes das
recorréncias lineares homogéneas de 22 ordem com coeficientes constantes e as funcgoes
geradoras. Serdo abordados alguns teoremas encontrados em (CARVALHO; MORGADO,
2015, p. ), bastante simples de se demonstrar e faremos alguns exemplos aplicando esses

teoremas.

No segundo capitulo, apresentaremos uma definicao para a sequéncia de Pell,
também conhecida como os ntimeros de Pell. Estabeleceremos uma férmula fechada para a
recorréncia usando o polindmio caracteristico e outra solu¢ao para a férmula explicita com
as fungoes geradoras. Outro enfoque serd demonstrar algumas propriedades e identidades
dos niimeros de Pell, com isso, realizaremos algumas interpretagoes combinatérias para
validar algumas propriedades. Também, apresentaremos o nimero de prata, ou ainda, razao
prateada que esta relacionada ao nimero de Pell e outras aplica¢cbes como na arquitetura

e em situagoes do uso cotidiano.

No terceiro capitulo, apresentaremos a definicao para os ntimeros de Catalan. A
partir da recorréncia estabeleceremos uma férmula explicita usando o conceito de fungoes
geradoras. Em seguida, provaremos algumas propriedades explorando os aspectos algébricos
e finalmente, faremos algumas interpretacées combinatorias, dentre elas, iremos relacionar
os numeros de Catalan com o nimero de triangula¢ées de um poligono de n lados e os

caminhos reticulados que saem da origem (0, 0) e chegam no ponto (n,n).
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1 RECORRENCIAS E FUNCAO GERADORA

Os problemas de contagem podem ser resolvidos combinando diversos métodos,
tais como principios aditivo e multiplicativo, da inclusao e exclusao, entre outros. Também
podemos usar o conceito de recorréncias, cuja ideia principal por tras desse conceito é

expressar uma quantidade de x,,_1,x,_o, ..., 2. Em termos da quantidade z,,

1.1 Recorréncias

Uma relacao de recorréncia é uma equagao em que cada termo de uma sequéncia é
definido em funcao dos elementos anteriores. Resolver uma relacao de recorréncia consiste
em encontrar, se possivel, uma férmula explicita que da o termo geral da sequéncia.
A modelagem matemética por meio de uma recorréncia linear consiste em abordar um
problema particular, por exemplo, calcular o nimero de determinadas configura¢oes quando
dispomos de uma quantidade pequena de elementos e a partir dai estabelecer uma equagao
que descreve o problema genérico. Ou seja para um dado niimero natural n, esta equagao

depende das configuragoes iniciais e das geradas até o passo n — 1.

Em Poffal e Ferreira (2012), aborda uma situagao no qual podemos modelar usando
o conceito de recorréncia. Para isso observemos a seguinte situacao: vamos cortar fatias de

um bolo retangular que apresentamos na tabela abaixo:

Figura 1 — Bolo Retangular Fatiado

— | —~

Fonte: Autor.

Na Figura 1, podemos visualizar que quando fazemos um corte no bolo, obtemos 2
pedacos. Quando fazemos 2 cortes obtemos 4 pedagos. No terceiro corte teremos 7 pedagos
e com o quarto corte teremos 11 pedacos. Na sequéncia quantos pedacos obteremos no
n-ésimo corte? Podemos observar que os pedagos vao aumentando a cada corte e que no
n-ésimo corte teremos n pedagos novos. Se tomamos P(n) como o total de pedagos obtidos

por n cortes teremos a seguinte relagao de recorréncia:

(1.1)
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Um exemplo interessante de recorréncia sao as progressoes aritméticas muito usadas
no ensino médio e que modela diversos problemas aplicados. Uma progressao aritmética
é uma sequéncia da forma (a,), € N onde r é a razao a; é primeiro termo da sequéncia

definida por a, 11 = a, +r, com n > 1.

Definir uma sequéncia recursivamente é uma maneira pratica de utilizar uma
ferramenta matematica eficiente que permite modelar problemas partindo de um caso
particular para um caso geral. Essa técnica permite o calculo de qualquer termo da sequéncia
em func¢ao do termo anterior. A finalidade do modelo como ja dissemos anteriormente, é
obter a partir do comportamento genérico da recorréncia linear uma solucao do problema

genérico de forma explicita.

1.2 Recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes

constantes

Uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coeficientes constantes
tem a forma X,,o + pX,411 +¢X, = 0, onde ¢ # 0 e p e q sdo constantes e X, e
X1 s@o condigoes iniciais. A cada recorréncia desse tipo podemos associar uma equag¢do
caracteristica, nesse caso a equacao da referida equacdo é: 72 +pr4+q=0e 7 e ry, 530 as
raizes dessa equacao. Em CARVALHO e MORGADO (2015, p.), é descrito que o célculo
das raizes dessa equacao esta relacionado com a solugao da recorréncia dada. Para isso

vamos descrever como que ¢é validado esses resultados.

O teorema a seguir mostra que se as raizes da equagao caracteristica sao r; e 79,
entao qualquer sequéncia explicita da recorréncia em questao é da forma X,, = Cyr? +Corl

onde ] e 5y constante a determinar por meio das condigoes inicias.

Teorema 1.2.1. Se as raizes da equacdo caracteristica 2 + pr +q = 0, sdo r; e ry entdo
a, = Cir? + Cor} é solucao da equagao da recorréncia X, 12 + pX, 11 + ¢X,, = 0, para

quaisquer valores de (' e (.

Demonstragao. De fato a, = Cir? + Cyrl é solugdo da recorréncia em questao, pois por

definicao a, 1, = O™ 4+ Cori™ e appo = Ciri ™2 + Cory ™.

Substituindo ambos na equagao de recorréncia X, 1o + pX, 11 + ¢X,, = 0, temos:
Cir™2 4+ Cord*? +p {C’ﬁ“’f“ + C’ﬂ?“] + q[Cyr} + Corl] = 0, agrupando os termos de

forma conveniente obtemos:

Cyry (Tf + pri + q) + Cory (T% + pro + q) =Cir? (0) 4+ Cory (0) =0
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Teorema 1.2.2. Se as raizes da equacao caracteristica r? +pr +¢ = 0, sdo r; e ry, com
r1 # 19, entdo todas as solugoes da recorréncia X, o + pX, 11 + ¢X,, = 0 com condi¢oes

inicias x¢ e z; sao da forma a,, = Cyr} + Cary, Cy e Cy constantes.

Demonstragao. Seja y, uma solucao qualquer de X, 1o +pX,11+¢X, =0, onde y; = xg e
Yo = x1. Segue do teorema 1.2.1 que as solugoes sao da forma a,, = Cy77 +Cyry. Determina-
Cir1 + Corg =
remos constantes C e Uy que sejam solugoes do sistema de equagoes ! ; ° Z n ,
017’1 + 027“2 = Yo

r3y1—ray2 e O — ray2—Tiy1
rira(ra—r1) 2 rira(r2—r1)

Afirmamos que y,, = Cyr} + Cory para todo n natural, o que provara o teorema.

isto é C7 = Isto é possivel pois 11 # 19, 71 # 0 e 1o # 0.

Com efeito, seja z, = y, —C177+Corl. Mostraremos que z, = 0 para todo n. Temos

Zn42 + PZn+1 + qzn = (yn+2 + PYn+1 + qyn) - 017"11 (T‘% + pri + Q) - CZT; (TS + pra + Q> :

O primeiro paréntese é igual a zero porque ¥, é solugdo X, o + pX,11 + ¢X, =0;
os dois tiltimos parénteses sao iguais a zero porque r; e ry sao raizes de r2 + pr + ¢ = 0.
Entao 2,49 + p2ny1 + qz, = 0. Além disso, como Cyry + Cory = yy e C1r3 + Cord = 3o,

temos z; = 29 = 0.
Mas, se 2,49 + pzni1 + @z, =0 e 21 = 25 = 0, entao z, = 0 para todo n. |

Exemplo 1.2.1. Determine a solugao da recorréncia X,io —4X,+1 —5X,, = 0 ,dados
Xo =1le X1 =1.

Solugao: Considere a recorréncia X,1o —4X,11 —5X, = 0. A equacgdo caracteristica é
r? —4r —5 =0, cujas as raizes sio —1 e 5. De acordo com teorema 1.2.1, todas as formas

a, = C1(=1)" + Cy(5)" sao solugio da recorréncia.

Substituindo Xo = 1 e X1 = 1, obtemos ag = C1(=1)° + C5(5)° =1 e a; =
Ci(—=1)! + Cy(5)r = 1 que resulta no sistema

Y

Ci+Cy=1
—C1+5C, =1
1

2
cuja solugao é Cy = 3 e Cy = 3"

1
Logo, a solugio da recorréncia dada € a, = g(—l)” + 55".

Teorema 1.2.3. Se as raizes da equacao caracteristica 72 + pr + ¢ = 0 sdo iguais, com
ry =19 =1, entao a, = C1r" + nCyr™ é solucao da recorréncia X, o + pX,11 + q¢X,, =0,

com condigoes inicias xy e x1 e os valores de C e (5 constantes a determinar.

Demonstragao. De fato, se as raizes sao iguais, entao r = —g. Substituindo a,, = Cyr"™ +

nCor™ na recorréncia X, o + pX, 11 + ¢X,, = 0, obtemos:

Cir" 2 4 nCor™ 2 4+ p |Cyr™ T + anr”H} + q[Cir™ + nCor™]
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agrupando os termos de forma conveniente obtemos:

Cir™(r* +-pr4-q) +nCyr™ 4+ (r* +pr+q) +Cor™r(2r+p) = C1r™(0)+nCyr™(0)+Cor™r(0) = 0

As constantes sao determinadas por meios das condigdes iniciais. [
Exemplo 1.2.2. Determine a solugcio da recorréncia X, 1o —8X,11 + 16X,, =0, dados
X() =1le X1 = 1.

Solugdao: Considere a recorréncia X0 — 8X, 11 + 16X, = 0. A equacao caracteristica é
r? —8r+16 = 0, cujas as raizes sdo r1 = 4 e ry = 4. De acordo com teorema 1.2.3, todas
as formas a,, = C14" +nCy4™ sdo solugdo da recorréncia.

Substituindo Xo = 1 e X1 = 1, obtemos ay = C1(4)° + 0C,(4)° = 1 e a; =
Ci(4) + 1Cy(4)r =1 que resulta no sistema

Ci=1
401+402:1 ’

3
cuja solucao ¢ C; =1 e Cy = 1
N L ) 3
Logo, a solugdo da recorréncia dada € a, = 4™ — 14".

Teorema 1.2.4. Se as raizes da equacdo caracteristica 72 + pr + ¢ = 0 forem complexas,
ry=a+bi e ry = a— bi, entdo a, = p™[C} cos(nf) + Cysin(nd)] é solucao da recorréncia

Xnio+pXni1+¢X, =0, com condigoes iniciais xg e x1 e os valores de C e Cy constantes.

Demonstracio. De fato, como o r; é complexo ou seja, r; = a + bi, onde a,b € R e
i ¢ a unidade imagindria, tal que i = —1, além disso r; e 7, as raizes complexas da
equacao caracteristica. Esses nimeros sao complexos e conjugados, ou seja, o conjugado

deri=Zi=a+biéry=2y,=a— b.

De acordo com DANTE (2011, p.156), as raizes podem ser escritas da forma
trigonométrica, onde . = p(cosf 4 isinf) e ry = p(cosf —isinf), com p = va? + b2.
Na trigonometria p representa o médulo do ntimero complexo e 6 é o argumento, tal que

a

cosf = — esinf = —
p p

A férmula de Moivre! representa a poténcia de um ntimero complexo, tal que

ri = p" (cos(nf) + isin(nh)) e ry = p™ [cos(nf) + isin(nd)], Dessa forma,

a, = Cyr} + Corly = p" [(Cy + Cy) cos(nb) + i((Cy — Cy) sin(nd)] .

Fazendo C| = C} + Cy e C, = i(Cy + Cy), a solucio pode ser escrita

a, = p" {Cl cos(nf) 4 i(C, Sin(ne)} :
1 Abraham De Moivre (1667-1754), matemdtico francés Benjamin et al. (2008, p.312)
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Exemplo 1.2.3. Determine a solugdo da recorréncia X,io — 2X,11 + 2X,, = 0, dados
Xl =1le X2 = 2.

Solugdo: Considere a recorréncia X,io — 2X,41 + 2X, = 0. A equagdo caracteris-
tica é 1> — 2r +2 = 0, cujas as raizes sior; = 1 +i ery = 1 —i. Sendo r;
e Ty as raizes, calculamos o modulo e o argumento da equagcio p = |ri| = |ra] =

s . N
V2,6 = —. De acordo com teorema 1.2.4, a solucio da recorréncia é da forma a, =

p" [C1 cos(nB) + Cysin(nb)], substituindo as raizes e o argumento temos a solugio da
recorréncia a, = \/§n [Cl cos (nZ) — (ysin (RZ)] _

Fazendo X1 =1 e Xy =2, temos

V2 [C’lcos (Z) + Cysin (Z)} =1 _ CL+Cy=1
2 {Cl COS (g) + Cg sin (g)] =2 202 =2

cuja solucao € C; =0 e Cy =1

n nm
Logo, a solucio da recorréncia dada a, = /2 sin <2>

1.3 Usando Funcao Geradora para Resolver Recorréncias

O método de resolugao de problemas de contagem por meio de fungoes geradoras é
atribuido a Euler e apresenta-se muito util. Além disso, pode ser usado na resolucao de

recorréncias.

Normalmente, quando resolvemos um problema de contagem estamos interessados
em determinar uma quantidade a, que depende do natural n, essa dependéncia de n
pode ser formalizada por meio de uma sequéncia, cujos valores que queremos determinar:
ag, a1, ..., 0y, - ... A resolugdo do problema consiste em determinar o termo geral dessa
sequéncia. As funcoes geradoras podem ser de grande utilidade para determinar o termo
geral de uma determinada sequéncia. Funcao geradora é uma forma de abordarmos a teoria
elementar de fungoes e sao ferramentas tteis para contagem de configuragoes discretas que
permitem relacionar os conceitos de contagem (combinatéria) com fungoes continuas. Um
exemplo de fungoes continuas sao as fungdes polinomiais, um polinémio é uma expressao

da forma p(x) = ag + 1@ + asx® + ... + a,z".

Uma generalizacao de polindmios sao as séries de poténcia, que é uma expressao
da forma p(x) = ag + a1z + asx® + ... + a,z" + ..., onde a; € R,¥i > 0 com i € N sdo
chamados de coeficientes das poténcias. Essas séries podem ser usadas para encontrar
aproximacoes de niimeros irracionais, por exemplo, o nimero e, 7 entre outros. Em um
curso de calculo sao estudadas as fungoes que podem ser expressas com séries de poténcias,

nesse trabalho iremos abordar algumas fungoes desse tipo, sem nos preocupar com a
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convergéncia, com intuito apenas de resolver as recorréncias que geram os numeros de Pell

e de Catalan.

Dessa forma, considere as séries de poténcias
f(z) = ag + a17 + asx® + azz® + . ..
g(x) = by + byx + byz® + bz’ + .. .,

Dizemos que f(z) = g(x) < a, = b,,¥n > 0 e n € N. Agora definimos as soma e
produto de duas séries de poténcia, analogamente a somas e produtos de polinémios, para

isso dados
A BER, f(x) =ao+ax+ax® +azz®+... e g(x) = by + bz + box® + bzx® + . . .,

Entao definimos a soma;:

Af(x) + Bg(x) = (Aag + Bby) + (Aa; + Bby)x + (Aay + Bby)a® + .. ..

Portanto os coeficientes de x”, da serie de poténcia Af(x) + Bg(z), sao da forma
Aa, + Bb,,¥r € N.

O produto de f(z) por g(x) é dado:
f(iL')g(l’) = aobo + (albo +a0b1)x + (a2b0 —|—G,1b1 —|—a0b2){23'2 + (a3b0 —|—(Igbl —I—albg —Fagbg)l‘g +...
Lot (akbo + ak_lbl + (lk_gbg + ... (lobkﬁ)l’k + ...

Assim os coeficientes de ¥, da série de poténcia f(z)g(x), sdo da forma ¢, =
k
Z akbk,i, Vk € N.
i=0 |
Sabemos que para |z| < 1, f(z) = ——, quando F(z) =1+ z+2? + 23+ ..., em calculo

1—2z

estamos preocupados em saber para quais valores de z, f(x) converge. Nesse caso nao
estamos preocupados com as questoes de convergéncia, e podemos tratar a série simbolica-
mente, como uma serie formal de poténcia, No contexto de série de poténcia estaremos
interessados somente no calculo dos coeficientes destas fun¢oes quando expandidas em

séries de poténcia e nao necessariamente em atribuir valores numéricos a variavel z.
Uma primeira aplicacao das séries de poténcia, por exemplo, consiste em determinar
uma férmula explicita para a sequéncia definida por ag = 0,a; = 1, a,19 = ba, 1 — 6ay,
paran > 0. A ideia é considerar a série de potencia f(x) = ao+a1x+asx? +asx®+. .. onde
a, é o termo da sequéncia definida pela recorréncia em questao. Em seguida multiplique

f(z) por —5x e em seguida por 622, assim,
f(x) = ap + a1x + agx® + azz® + ...

—5xf(x) = —bagr — bayx® — bayr® — Sazxt + ...
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6xf(z) = 6agzr® + 6a12° + 6asx® + 6azx® + . ..

Somando as equagoes acima, os coeficientes de ™, n > 2, anulam-se e ficamos com

(1-5z+622)f(x) =z & f(x) = #W, observe que 1—5x2—6x2 =(1-22)(1—3x2)
e que ¢é razoavel procurar constantes a e b tais que 1 _a2x + 1“3z 1= 5;+ 622 &

— 2 b=0
(a+0) — (3a+20)z = * & at , resolvendo o sistema temos

(1—2x)(1 - 3x) 1 — 5z + 622 3a+2b=—1

a=—-leb=1.

Logo

T 1 1
flx) = =

1—5r+622 1-3z 1-—2
= (1+32+322+3%2% +..) — (1 + 22+ 2222 +2%2° +..)

= 3-2)+@3' =22+ (3> —2%)2" + (3° - 2%)2° + ...
assim o coeficiente 2" em f(z) é 3" — 2" = a,,.

Defini¢ao 1.3.1. Seja (a,)neny uma sequéncia numérica. A série de poténcia A(n) =
[ee] oo n
, ~ .. A x
Z a,x, é chamada fungdo geradora ordinaria para (a,)nen € A(n) = Z an— € chamada
n!
n=0 n=0

funcao geradora exponencial para a sequéncia (a,)nen-

Exemplo 1.3.1. Determine a fungio geradora ordindria para a sequéncia (ay)nen, definida

A ap =1
pela recorréncia

ap = 30p—1+1

Solugao Consideremos a sequinte sequéncia (ay)nen definida pela recorréncia:

ag =1 L A

, 0s primeiros termos da sequéncia sdo: 1,4,13,40, ...
ap = 3ap-1 +
Em alguns casos raros € possivel conjecturar uma formula explicita para a, a partir

da simples observagdo dos primeiros termos. Quando isto € possivel, pode-se tentar a prova

por inducdo.

O ideal, quanto se estd lidando com uma relacao de recorréncia, é a obtengdo
de uma formula que fornega o valor de a, como uma fungdo de n. O procedimento que
fornecemos faz uso do conceito de funcao geradora ordindria para determinar uma formula

explicita para a,, para isto, escreva

o0
flx) = Z a,x"
n=0
Multiplicamos a relagdo de recorréncia por x™ obtemos: a,xz" = 3a,_1x" + x™.

Somando os dois lados para n > 1,

o0 o0 o0
Z apx’ = Z 3a,_12" + Z z"
n=1 n=1 n=1
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oo oo 1
Segue dai que f(z) —ao =3z f(x) + Y a". Podemos escrever »  a" = 7 —-1= 1 T
n=1 n=1 - — X
Com essas observagoes e sabendo que ag = 1 podemos resolver f(z) obtendo
fle) = 82f(r) = 1+~ & f@)(1-82) = —— & fla) = -
ARt A A I SCA I R G

Podemos a partir de f(x) = m

(@p)nen- Para isso vamos decompor f(x) em fragoes parciais, este método € visto em cdlculo

determinar uma formula explicita para

quando se estuda a resolucdo de integrais de fungoes racionais. Ou seja,

1 A N B
(1—2)1-3z) 1—z 1-3z

Para que esta igualdade seja vdlida, A e B devem, portanto, satisfazer os sistemas de

equagoes:
A+B=1 1 3 1 1 3 1
= A= — B=— tant = __ Z
{3A+B:O 2 © p Cportanto f(@) ==t 0T,
L. ~ ~ . 1 & n 3 n,n
Mas, as séries para essas duas fungoes sao conhecidas:f(x) = 5 Zx + 3 ZS x",
n=0 n=0

3+ 1

colocando x" em evidencia, temos a solucdo: a, = 5

Teorema 1.3.1 (Teorema Binomial). Dados a e b ntimeros reais e n um ntimero natural,

tem-se que

n n ny 9 ny o3 ny n
(I4+x)"=1+ x+ x” + e S e I A R o A
1 2 3 1

Caso o leitor esteja interessado em uma prova do teorema 1.3.1, veja (SANTOS et

al., 2007, p.161).

Teorema 1.3.2 (Teorema Binomial Generalizado). Seja v um nimero real arbitrério.

Entao:

r=0

Lo =3 (“) z" (1.2)

onde,

(u) u(u—l)...(u—r+1)7 e >0

1, se r=20

7 u 7’ . . . .
O ntimero ( ) é chamado coeficiente binomial generalizado.
r
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Demonstragio. Considere a funcao f(x) = (1 4+ )%, w é um ndmero real arbitréario.
Podemos considerar a expansao de f(z) em série de Taylor (CAMINHA, 2015, p.358) em
torno de z = 0. Dessa forma,

(u—1) , wu—1)...(u—r+1)

u
(1+x)“:1+u:1:+Tx +...+ . "+

Denotando,

= ’f‘!
T

(u) u(u—l)...(u—r—l—l)7 w© >0

se r=20

L,
= (u
temos (1+z)" =) ( ) z"
r=0 \T

Observamos que quando u é um nimero inteiro positivo temos o Teorema Binomial
(j& conhecido), pois =0sen>u |
r

Corolario 1.3.1. O coeficiente de z” na expressao (1+x + 2+ a3+, )™ é igual (n?fl)-

1 n
Demonstragio. Temos que: (1 +x + 22 + 23 +...)" = ( ) = (1 — x)~™. Fazendo

11—z
u = —n e substituindo  por —x em 1.2, obtemos:
- =3 () oy =3 () oty (13)
Observamos que o coeficiente de z? em 1.3 é dado por (vamos reescrevé-lo de maneira
conveniente):
(—n) -1y = —n(—n —1)(—n —2) - (—m —p+1)(—=1)P
p p:
_ —n(=)n+)(-)n+2)...(-)(n+p—1)(—=1)?
p!
_ )P+ D(n+2).. . (n+p—1)(=1)"
p!
_ nn+1)(n+2)...(n+p—1)(n—1)!
pl(n —1)!
_ n+p—1)n+p—2)...(n+1)nn—-1)...1
pl(n —1)!
_ (n+p-1)
 pl(n—1)!

)
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Exemplo 1.3.2. Calcule o coeficiente de 23" em (1 +x + 22 + 23 + ... + 2°")3.

Solucgdo:

1 — $2n+1 3
> — (1 - x2n+1)3(1 _ iL‘)_3 — (1 _ 3x2n+1 +

l+a+a?+2°+.. +22)° =
11—z

3$4n+2 _ x6n+3)(1 _ 17)73.

Podemos escrever (1 —z)™3 = ( >(—ac)r =) (—1)T< >x’", concluimos que
r r

r=0 r=0

-3 -3
o coeficiente de x°" € igual a (—1)3"<3n> = 3(=1)" (n _ 1)'

Temos que (;n> (—1)" (n +:: a 1).

Assim,
() -a () -

() <3+3n — 1) 3y <3+n -1- 1) _

3n n—1

3n + 2 n+1 3n+2 n+1
_ N _ _ _ 1) +1.
Exemplo 1.3.3. Calcule o coeficiente de 2% em (x + x> + 23 + 2* + 2° + 25)*.

Solugao: Observe que

1—a%\*
(x+x2+x3+:z:4+x5+:z:6)4:x4(1+x2+x3+x4+x5+x6)42164(1 x) :
— X

A solugdo para o problema € o coeficiente de x'°, equivale a encontramos o coeficiente de

1—a2%\"
ot em(l x) . Temos que (1 —25)* =1 — 42° + 62'2 — 4218 + 22 ¢
—x

1o =3 ()

r=0 J

Portanto a resposta para o problema é:

eG4 A5 () o)
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2 OS NUMEROS DE PELL

Neste capitulo, definiremos uma sequéncia de ntimeros em que os dois primeiros
termos valem 0 e 1 e cada nimero de Pell é obtido pela soma de duas vezes o niimero de
Pell anterior mais o nimero de Pell antecessor, tal sequéncia é chamada de sequéncia de

Pell ou ntimeros de Pell.

Porém, antes vamos descrever umas consideragoes sobre o autor dessa sequéncia.
Segundo Stedall (2002), descreve o matematico John Pell (1611-1685) como um dos mate-
maticos mais enigmaticos do século XVI e de um homem que amava ler, estudar, trabalhar
em projetos, ensino, e trocar correspondéncias envolvendo trabalhos com matematica. Ele
nao é famoso na histéria da matematica devido ao seu desejo de manter-se anénimo, e por
sua falta de publicagoes de significativa relevancia e de pouquissimos materiais publicados.
Dos poucos livros e trabalhos que ele publicou, o que é mais conhecido ¢ uma “Introducao
a Algebra” publicado em 1668. John Pell, pelo menos o nome, é provavelmente mais

conhecido por intermédio da sequéncia ou equacao de Pell.

2.1 Definicao e férmula explicita para os nimeros de Pell usando o conceito

de recorréncia

Os ntimeros de Pell formam uma sequéncia infinita de inteiros conhecidos desde a
Antiguidade que compde os denominadores das aproximacoes racionais que convergem para
o irracional v/2. Esta sequéncia de denominadores irracionais ¢ dada por &, 2,7 17 4l
Sendo os primeiros termos da sequéncia dos nimeros de Pell 1,2, 5,12,29, 70,169, . ... Além

disso, eles sao dados por meio de uma relagdo de recorréncia como segue.

Definicao 2.1.1. Seja n € N, denotamos por P, o nimero de Pell de ordem n, cuja lei

de formacao ¢ dada pela relagao recorréncia:

P(0) =0
P(1)=1 (2.1)
P(TL) = 2Pn—1 —+ Pn—2

Agora, determinaremos uma formula explicita para os nimeros de Pell por meio
do conceito de recorréncia homogénea linear de segunda ordem, cujos coeficientes sao
constantes, pois a relagdo de recorréncia que define os nimeros de Pell apresentam essas

caracteristicas. Para isso usaremos o teorema 1.2.2 e reescreveremos a recorréncia 2.1 como:

P(TL) - 2Pn71 + Pn72 =0 (22)
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A equacdo caracteristica de 2.2 é 72 —2r —1 e resolvendo temos as raizes r; = 1++/2
e = 1 — /2 que sdo reais e distintas. Dessa forma, a solucdo da recorréncia serd da

forma:

P(n) = CyriCorly =0 (2.3)

substituindo as raizes ry e ry temos:

P(n) = Cy(1 4+ V2)"Cy(1 +V2)". (2.4)

Sabendo que C e (5 sdo constantes a determinar e usando as condigoes iniciais de
2.1, sendo Py =0 e P, =1, obtemos o sistema:
Ci+Cy=0
P (2.5)
Ci(1+ \/i) + Cy(1 — \/5) =1

Resolvendo 2.5, temos:

vz V2
n n

CH = e CE:: —

Substituindo C; e Cy em 2.4, encontramos a férmula explicita para os nimeros de
Pell.

P(n) ‘/5(1 +v2)" — ﬁ(l —V2)".

T4 4
2.2 Funcao geradora e uma férmula explicitam para os nimeros de Pell

Faremos uma outra abordagem para gerar uma férmula explicita para os niimeros

de Pell, tal abordagem fara o uso de fungoes geradoras. Para isso, considere a série de
o0

poténcias a f(z) = Y _ P,z", onde P, é o n-ésimo ntimero de Pell.

n=0

Multiplicando por " em ambos os lados de 2.2 temos:

Pa" =2P, 12" 4+ P,_oa" = Z Ppa™ = z 2P, 12" + Z Pygr”™ =
n=2 n=2 n=2

Yo P =22 Poga" 4+ a2?) Poa™ =

n=2 n=2 n=2

S Pt =22 Pa" ! + 2t f(z) =

n=2 n=2

f(x)+ Py + Pix =22(f(x) — P) + 2 f(x) = f(x) — 22 f(x) — 2°f(2) =2 =
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(1—2r—2%)f(z) ==

Desse modo,

Assim, obtemos o resultado:

Proposicao 2.2.1. A funcao geradora para os numeros de Pell é:

B x
1 =2z — 22

f(z)
A proposicao 2.2.2 estabelece uma férmula explicita para os nimeros de Pell usando

o conceito de funcao geradora.

Proposicao 2.2.2. Seja P, o n-ésimo nimero de Pell. Entao

Pn:f[(wx/ﬁ)”—(l—\/i)"].

Demonstracio. Usando fragdes parciais podemos encontrar A e B tais que

T = e = L V- (VD)
A B
T0-0+vD) -0V >
Logo,
A+B=0
Al +v2)+B(1-v2) =1
Resolvendo o sistema obtemos A = \f e B = —\f substituindo em 2.6 temos,
f(ZE)— 4 (1_<1—|—\/§)ZL‘) + 4 (1—(1_\/5)1‘)

> Yo vaya - 52 - vare = o [ S [0 v - - vy

%

p, = Y2 (1+v2)" = (1-V2)"] (2.7)
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2.3 Propriedades para sequéncia dos nimeros de Pell

Na matemaéatica hd uma infinidade de sequéncias que podemos descrever situagoes
praticas que poderao ser usadas em diversos campos das ciéncias, em geral, como exemplo
citamos a sequéncia de Fibonacci que é muito explorada, sendo estudada de variadas

formas explorando tanto os aspectos combinatérios como os algébricos.

A sequéncia de Pell é tdo importante quanto a sequéncia de Fibonacci e na literatura
matematica é possivel encontrar uma quantidade razoavel de resultados relacionados a
essa sequéncia. Nos ultimos tempos alguns mateméaticos estudaram a sequéncia de Pell

relacionando matrizes de ordem 2 X 2 e recorréncias lineares.

Em Santana e Diaz-Barrero (2006) sdo concebidos varios resultados correlacionados
aos numeros de Pell. Algumas consequéncias exploraremos nesse trabalho, sendo que um
deles estabelece que a soma dos primeiros 4n + 1 ntimeros de Pell é um quadrado perfeito,
e como consequéncia outras propriedades para os niimeros de Pell sdo obtidas.

V2 (1+v2)—(1—-Vv2)"

1 5 .Tomea=1++2¢ef =

Segue de 2.7 que P, =
1 — +/2. Entéo,

a" =B (1+V2)h - (1—-V2)"  (1+V2) = (1—V2)"

a—B 1+vV2-(1-12) 2v/2
(L+v2)"—(1-Vv2)" V2 _

2v/2

(V]

— \f (1+V2)" = (1-v2)"| = P, (2.8)

Vamos definir por S,, a seguinte soma:

Sp=> P,=Pi+P+P+...+P,
k=1

O{n+1 + Bn+1 -9

1 , por inducao sobre n.

QA2+ 32 -2 (1+v2)2+(1—2)?

Para n = 1,57 = 1. Por outro lado, S; = = —

4 4
L+2V2+42+1-2V2+2-2 4 _
4 T4

Provaremos que S,, =

an+1 + 5n+1 )
4

Suponha que para algum n > 1, S,, = . Observe que:

an—l—l + ﬂTH-l —9

Spmi=Pi+P+Ps+ ...+ P+ P = 1

+Pn+1:
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an+1 + 6n+1 ) N @( il 6n+1> n+1 + Bn+l — 24+ ﬂan+l _ \/iﬁn+1 _
4 4 4

Oz”+1(1 + \/§) +5n+1(1 _ \/5) ) B &n+1&+6n+15 ) _ a2 _‘_6n+2 _
4 B 4 B 4

Portanto, segue por indugao que

an—l—l + Bn-l—l )

P+P+P+...+F,=5,= 1

Dessa forma temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.3.1. Para todo n € N,n > 1, temos que

1+Vv2)"+(1—v2)"
4

PP+P+P+ ...+ P, =

Corolario 2.3.1. Para todon >0, Sy,y1 = P+ Po+ Ps+ ... + Py, € um quadrado
perfeito.

Demonstragio. Observe que a - 8 = (1 4+ v/2)(1 —/2) = —1.

(an+1 + /Bn+1>2 B O[4n+2 + 2a2n+1ﬁ2n+1 + 54n+2 B a4n+2 + 2<a6)2n+1 + 54n+2 B
B 4 4 B

2

a4n+2 + ﬁ4n+2 + 2(_1)2n+1 a4n+2 + B4n+2 -9
1 = 4 = S4n+1

a2n+1 + /62n+1

Segue por indugao sobre n que S E— € N. De fato:

a+f  1+V2+1-2
2 2

2n+1 2n+1
Suponha que para algum n > 0, 04—;—6 =keN.

Para n = 0, temos =1 € N. Logo, u eN

Temos que

a2n+3 +62n+3 _ 042052n+15252n+1 _ (1 _|_ ﬁ)2a2n+1 + (1 _ \/5)25271—}—1
2 - 2 - 2

(1+2v2+2)a” ! + (1 -2v2+2)8 (34 2v2)a” ! + (3-2v2)5 !
2 2 -
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3a2n+1+3 2n+1+2 2 052n+1_ 2n+1 3 a2n+1_|_ 2n+1
6 2\/_< B ) _ ( 5 B ) + \/§(a2n+1 _6271—&-1) —

3k+ V2 ((1 V) (1 \/5)2%1)

Observe que

2
P, =

I

(14 V2" (1= V2)"] & 4P, = V2|1 + V)" (1 - v2)"]
Logo
a2n+3 +ﬁ2n+3

2 :3k+4P2n+1€N

Um resultado que segue imediatamente do corolario 2.3.1 é do teorema Binomial
(SANTOS et al., 2007, p.161) é que

1o 1\
Sin = (z ( )2)
n=0 n
De fato,

&271—1—1 +B2n+1
S4n+1 =\

2
5 > , € segue do teorema Binomial que

O‘%H;W _ ; (a2n+1 4 62n+1) _ ; [(1 + \/5)2n+1 + (1 — \/5)27”rl

S0 0))

r—0 r =0 J

1 o + 1 om + 1 m + 1 om + 1
oo TN g o[ gz o[ g3 o) onf
2 2 4 6 m

on+1 on+1 on+1 lon 4+ 1
=1 = i
) () =5 0

r=0
ntl fop 11 2 Q2+l 4 g2 2
Portanto: Sy, 411 = (Z < 5 > -27"> = <2> , OU seja,
r=0 r

(2.9)

n+1 2 1 2n+1 2n+1
(Sins1)? = (3 ( "Qj ) Lor 0“55

r=0
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a2n+1 + 62n+1

Vamos considerar a sequéncia (a,),n € N, definido a,, = (S4n+1)% = 5

, =1
E claro que 0 Observe que:
ay = 7

a2n+1 + 5271 +1 a2n71 _’_527171 a2n+3 +62n+3
an = 5 p-1 =" € =

Entao:

1 2n+1 1 1 2n+1 1 1
Api1 = §<a2n+3 + ﬁ2n+3) = 9 ( 2 + 5 ?) 5 (52 + @ - @)
2n+1 2n+1 1 1
= 5 ( 2 4 E) 5 (52 52) o 5(0627171 4 627171) —
Comooz—ki (1—1—\/_) ¥:3+2\/§+ 1 (3 -2v2)

(15v2) 312v2 (3-2v2)
52

1
—3+2V2+ 9_3 :3+2\/§+3—2\/§:6edamesmaforma52—|—§:6,entéo
2n+1 6277,—{-1 1 &2n+1 + 6277,—}—1 Oé2n_1 + 6277,—1
" 6 6 = 2n—1 2n—1 — 6 . _ —
10+ Gl + 57 2 2

=6-a, — Qp_1-

Portanto, concluimos.
" (2 1
Proposicao 2.3.2. Para todo n € N;n > 0. Seja a,, = (Sy_1) % Z ( nt )

ag = 1
Entao (a,) é solu¢do da recorréncia ¢ a; =7

pi1 = 6a, —an —1

Proposicao 2.3.3. Para todo n € N,n > 0 Seja a, = (S4n_1)% = Z
P2n + P2n+1

2r+1
Demonstracio. Segue da proposicao que a, = Z ( >2T. Por outro lado a equagao
r=0 r
agp = 1
caracteristica da recorréncia ¢ a; =7 b2 —6x+1=0

Qi1 = 6a, —an —1
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Cujas as raizes sao:
—4 2 24.2 44/2
_ 6+/36 :6+\/3_:6+\/ _ 6+ \/_:3+2\/§:a2

2 2 2 2
6-v36—-4 6-v32 6-v2'-2 6-42
2 2 2 2

T (§]

=3-2v2=4"

To =

Portanto: a,, = Cia?"® + C53%", sendo que C; e C5 sdo constantes a determinar.

Ci+Cy=1
Como ag =1 e ay = 7, entao 1
01042 + 0252 =7
1 1
Resolvendo o sistema obtemos: C; = ot 3 e Cy = —ﬁJrﬁ. Dessa forma conclui-
o — o —
mos 2n 2n 2n+1 _ 22n+1 2n _ AQ2n
(et a = (B 1En o gt g
" a—p B a—p a—pF
2n+1 _ 22n+1 2n __ AQ2n
Segue de 2.9 que = - g =Pyq1 e a b =P,,
Logo,
" (2r+1)\_,
Z( . )2 = Pop + Pany1
r=0

Vamos definir para todo x € R, |z] o maior inteiro menor do que ou igual a x.

|_§J ="\ n_or
Teorema 2.3.1. Para todo n € N. Temos P,,; = Z 2 :
r=0 r

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n. Para todo n = 0 é valido o resultado.

Para n =1,
5] 0
Z 1-— 1-— 1
( T’) 21—27" _ Z < T) 21—21" _ ( )21 —9 = P2
r=0 r r=0 r 0

Suponhamos que para algum k£ € N,k > 1, temos Py (k;T) k=2,

n4l
SEX (n—l—l _7">2n+1—2r

Queremos provar que P, = Z
r
r=0

1 2k 1
De fato, se n é par, ou seja, n = 2k, k € N, entao VL; J = {2 + 2J = BLJ

Assim,
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E (n ; T) o _ ) (n - 7“> ont1-2r (2.10)

Fazendo j = r — 1 na ultima parcela 2.10 temos:

2] n+l—r 2] n—r 5] n—j—1
< >2n+1—27‘ —9 Z < >2n—27‘ _ Z < J )2n+1—2(j+1) _
r=0 r r=0 \ T =0 J

5] :

_ i1 A

=2 (nT r>2"—2r+ > (n j )2”“—; =2P, 1+ Py = Poyo.
=0

J

Portanto, para todo inteiro par n > 0 a férmula 2.1 é valida. Seguindo o mesmo

raciocinio para todo o caso n impar provamos a férmula (I). [ |

Podemos escrever para n,k € N,n > k a seguinte identidade:

n—=k n n+l—-k\ n+l (n+1-Fk
k—1 k Cn+1-—k k '
De fato,
n—k n n+1—-k\ (n—k)! N (n+1-k)!
kE—1 k S k=Dln—2k+1)!  (n+1-2k)k

k(=R (1K) k(=R + (4 1-k)n—k)! _ (k+n+1-k)(n—k)

kl(n+1—2k)! B kl(n+1— 2k)! kl(n+1—2k)!

=k o+l (a+1—Kn-k  n+l  (n+1—k)

pu— 1 pu— pu— pu—
o a1 na1—F Mnsi-2k)  ntl—FR(nt =2k
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B n+1 n+1-—k
Cn+1—k k

Segue do teorema 2.3.1 que Py, 1 + Popi1 = Pop o+ 14 Popyy =

252 2]
Z <2n —2- 7") 92n—2-2r | Z <2n - 7”) 92n—2r _
r=0 r r=0 r

_ nloap—2—r gom-2-20 | zn: 2n—2-—r on—2r _
r=0 r r=0 r

on—-2—(r+1) " (2n—r
— 22n72(7‘+1) 2211727" _
< (r+1)—1 ) * Z r

r=0

Dessa forma concluimos:

Proposicao 2.3.4. Para todo n € N,n > 0. Obtemos que:

" 2n (2n—r
Poy1+ Popy1 = Z ( . )22"2r.

—22n—r

Da mesma forma como fizemos para validar a proposicao 2.3.4 temos:

n—1 n
2n+1-—r 2n+1—r
P 1+ Popyq = Z ( )22n+1—2r + Z ( >22n+1—2r _

r r

r=0

_ <2n(;|— 1)22n+1 +Z [(271—7“) <2n+1 —7“)1 92nt1-2r _
r

zn: 2n+1 [P2n+1-—7r 92n-+1-2r
2n+1—k r

r=0

Dessa forma concluimos.
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Proposicao 2.3.5. Para todo n € N,n > 0.Temos

" 2n+1 n+1—r
Pn Pn — 22n+172r
20+ Fan2 ;)271—#1—7’( T >

Uma interessante identidade para os nimeros de Pell e a relacao entre a poténcia

da Matriz [ 1] , para n natural e a sequéncia de Pell. Usando a diagonalizacao da matriz

estabelecemos essa bela identidade como segue. Caso o leitor queria se aprofundar

sobre esse tema podera recorrer a livros de algebra linear ou consultar o breve resumo do

apéndice anexo a esse trabalho.

2 1
elzlo.
01 01

Vamos encontrar a Matriz P que diagonaliza A. Para isso vamos determinar

2 1 1 —2 1
AN —A=-— PN L
10 01| |1 A

PO\ =det(\ —A) =(A—2A+1=X2—2\—1

Sejam A =

autovalores de A.

PA) =0, temos: M =1+v2 e M=1-V2
A matriz P que diagonaliza A é formada pelos autovetores de A, associados a \; e
Ag.

Além disso,

1+v2 0

PlAP =D = A O
0 X\ 0 1—+2

e P = [PIPQ],onde P1 =

1| , . Ta|
} ¢ autovetor associados a A\; e P, = é autovetor
Yo

n
associado a A,.

Encontrando P;, temos:

el

x] :{ 2 +y = (14+2)x @{ (1-vV2)z+y=0
Y

21 x
[1 0]:[y12(1+\/§ r=(1++2)y z—(1+v2)y=0
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lg — (1 — \/§>l2 +ll

1—v2 1 0
1 —(1+v2) 0

1—-v2 1 0
0 0 0]

(1-V2)z+y=0cy=—(1-V2)x

T T —1 | -1
A P R P R S P

Encontramos P:
2 1 x|, x| 20 +y = (1 —+2)z
bl

{2x+y—x:+\/§x:0 @{ (14+V2)x+y=0

Logo:

T—y+V2y=0 r+(1—-v2)y=0
1++2 1 0 1+v2 1 0
ly = —(1+V2)ly +1 .
1 142 0] 2= = bty 0]
(1+V2)r+y=0cy=—(1+V2)x
Logo:

T T —1 Ty —1

= = —XT P2: =
Y —(1+v2)z 1++2 Y2 1++2

Temos que {P;, P} é linearmente independente e P que diagonaliza A e
-1 -1
P= .
[1 V2 14+2

2
Além disso, [1 = P 'DP, onde D =

1+v2 0
0 1—+2|

Logo, calculando a inversa de P obtemos:

4

—1-/2 -1 (=1-vV2)v2 -2
pl_| 22 V2| 4 4 | _ V2 [1-v2 -1
1-v2 1 (1—\{?)\/§ % 1—-v2 1|

22 2V2
Logo, temos a seguinte relacdo para a matriz A : A = PDP™! & P71AP = D,
para cada n € N. Se A = PDP~! entao A" = PD"P—1.

De fato, se n = 1 entdo A = PDP~!, suponha que A" = PD"P~! e observe
que A" = A"A = (PD"P Y (PDP') = PD"(P~'P)DP~! = PD"DP~! = PD""'P.
Portanto, segue por indugao sobre n o resultado.
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Como

2 1] [ -1 1
1 o] |1=v2 1+v2|

Entao

4

1+v2 0 V2 [-1-v2 -1
0 1-v2| 4 |1-v2 1

0 1—+2

2 1" [ -1 1 1+v2 0 |" val-1-v2 -1
10l |1-vZ 1+v2] '

R ~1
T li-vZ 1+v2|

(14 v2)" 0 ]'\/5[—1—\/5 —1]

0 1-v2)"| 4 |1-v2 1
Ve[ Ve ~-vr ] [V ]
A=V VR 1V -VR)T] | 1-v2 1|
_ V2 { —(14VE) (~1) (14+v2) —(1-V2)" (1-V2) ~(1-VD)(-1)-(1-V2)" ] _
4 10V (A 1-VDHIHVD AV (1-VD)  (1-V2) (VD" (~ D+ (1D (1)
2 1] _ VRV (- vD (VR - (1 VD)
1 0] 4 (1+v2)"(1=v2)" (1+v2"—1—(1—v2)"!
Portanto,
[2 1] C R laevar - a-var] 2o var-a-vay)
P Plavara-var]  aevart-a-var]
= P;)ZI anl ,  pra todon € N,

Com isso obtemos o seguinte resultado.

2 1]
1o

Corolério 2.3.2. Para todon € N, (=1)" = P, 1P, — P2

PnJrl Pn

Proposicao 2.3.6. Para todon € N,
Pn Pn—l

Pn+1 -Pn

2 1]"
Demonstracdo. Segue da proposicao 2.3.6 que, det = det
¢ g Proposig q ([1 O] ) ( P, P,

Ou seja,

2 1]\"
(det L OD =P, P —P’=(20-1)"= P, Pn—1- P2,

ou ainda (—1)" = P, P, 1 — P?

)
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Em Dasdemir (2011) e Srisawat e Sriprad (2016) sao abordadas intiimeras pro-
priedades dos niimeros de Pell e matrizes 2 X 2 e com isso obtendo outras identidades,
usando o conceito de determinantes de uma matriz, sendo que algumas dessas identidades

abordamos nesse trabalho. Por isso considere

Qo =2
Q=2 (2.11)
Qn = 2Qn71 + Qn72

B possivel provar facilmente por indugao sobre n € Nyn > 1 que Q, = P11+ P, _1.

De fato, paran =1,y = P, + Py = 2+ 0 = 2. Suponha Q; = Pyy1 + Pr_1 para
K > 1 e observe que

Qn+1:2Qn+Qn—1:2(Pn+1+Pn—1)+Pn+Pn—2:(2Pn—1+Pn—2):Pn+2+Pn-

Dessa forma ainda podemos obter que Q,, = P,y1 + P, 1 =2P, + P, 1+ P,1 =
2P, 4+ 2P,_1, para n > 1, ou seja, Q; =P, +P,_1.

Outra identidade interessante que obtemos para Q,, é Q, = o+ 3" cujos o = 1+/2
e B=1—+/2, ou seja,

Qo =2
Proposicao 2.3.7. Dada a recorréncia ¢ @Q; = 2 , n > 2 entao Q, =

Qn = 2Qn—1 + Qn—2
a + [".

Demonstracao. A recorréncia 2.1 é linear homogénea com coeficientes constantes. A

equacdo caracterfsticas de 2.2 é 22 — 2z + 1 = 0 cujas as rafzes sdo o = 1+ /2 e
B=1-+2.

Entao @, = Cia™ + C35", onde C e (5 sao constantes a determinar. Temos que

{ 2=0Qo=Ci+0C, (2.12)

2=0,=Ca+Cp
Resolvendo 2.12 temos C; = Cy = 1. Logo Q,, = o™+ 3" = (1—|—\/§)”+(1—\/§)”. [ |

Proposicao 2.3.8. Paran > 1

-

1

awn Pn
_2Q

1 .
2P, -Q.
5@

Pn+Pn—1 Pn
2Pn Pn+Pn—1
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Demonstracio. Dado A = 5 1| vamos encontrar a matriz P que diagonaliza A. Para
10 11 A—1 -1

isso, considere A\ — A = \- — = :
0 1 2 1 -2 -1

A equagdo caracteristica de A é P(A) = 0, no qual P(\) = det(\] — A) =
(A—1)2—2=A2—2\+1-2=A2—2)\—1.
2+/8 28

9 :1—1-\/52046)\2: 5 =

A =4+ 4 = 8 e obtemos as raizes: A\ =
1—v2=5.

Vamos encontrar um autovetor P; associado a A\; = «, ou seja,

g B et E A RN

LN

Observe que

V2 -1 0 V2 -1 0

[_2 /2 O] l2—>\/§l1+l2 0 0]~
x x 1 ) 1
Logoﬁx—yzO@y:ﬁxeL/]-[ﬂx]:x{ﬁ.Ass1mP1: ﬂ]

Agora vamos calcular P, autovetores associados a Ay = 1 — V2.
1—-v2-1 ~1 T _ |9 & —v2 =1 | |z| |0
—2 1—v2-1| |y| |0 —2 2| |yl |o|

Temos que

—v2 -1 0

-2 -1 0
-2 =2 0 0

T

Y

. Assim P, =

L=l

Logo—\/ix—y:(](:)y:—ﬂxe[

-

Além disso P;, P, sao linearmente independentes. Portanto a matriz P que diago-

1 1 1
naliza A e . A inversa de P é P! = [f 2‘15] e além disso, A = PDP™!,
V2 —v2 NG

a 0
Cujo D = 0 , dessa forma para cada n > 1,n € N temos A" = PD"P~!, ou seja,
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11 |1 L] e 0 5 57
2 1) V2 —v2| |0 B |3 5]

2v2
sar+pmy o | (% R _[P+Pa P
2055 (e + ") 2P, & 2P, P+ P,

Corolario 2.3.3. Paran > 1, P2+ 2P,P, 1+ P>, = (—-1)".
Demonstracao. Segue da proposicao 2.3.8 que
11]" P, + P, P,
det<21 )zdet< N !

, ou seja, |det =
2P, P, 4+ P, 2 1

~P2 4+ 2P, 1P, +P2? . Logo(1-1-2-1)"=—~P24+2P,P, 1+ P2 |,

ou ainda (—1)" = —P?+2P,P, 1 + P2 | [

Corolério 2.3.4. Paran > 1,Q? — 8P = 4(—1)".

n Qn "
11 - bn
Demonstracao. Segue da proposicao 2.3.8 que,det = det 2 o) , Ou
2 1 op.  xn
n ! 2
1 1 2 2
seja, (det [2 1]) :%—2P3:> (1-1—2-1)":%—23%,
ou ainda 4(—1)" = Q? — 8P? [ |

2.4  Os nimeros de Pell e a raziao de Prata

Alguns ntimeros metalicos estdo na natureza, como por exemplo o niimero de ouro
e outros sao utilizados como base nas construcoes desde a Antiguidade até os dias de hoje.
O mais famoso dos nimeros metalicos é sem divida o nimero de ouro, porém com igual
importancia, mas nao tao conhecido, o nimero de prata ja era estudado pelos gregos e
surge em varias aplicacoes na matematica. O casal de arquitetos norte americano Donald
e Carol Whatts, estudaram cuidadosamente as ruinas das Casas de Jardim de Ostia, na
cidade Porto do Império Romano e descobriram que essas casas eram organizadas por um

sistema proporcional ao nimero de prata, conforme podemos constar em Spinadel (1995).
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A terminologia razao de prata ou nimero prateado é uma analogia ao nimero de ouro

relacionado de Fibonacci enquanto que a razao de prata vincula-se a sucessao de Pell.

2.4.1 Os nimeros de Pell e a Razao de Prata

Do ponto de vista geométrico, o elemento mais simples ao qual se pode aplicar
o conceito de proporcao, é um segmento dividindo-o em duas partes. Essas proporgoes

aplicadas resultam na razao extrema e média que da lugar a razao prata.

Para que possamos chegar algebricamente a razao de prata considere o segmento

de reta, dividido em duas partes de medidas 2a, b,com a > b.

Figura 2 — Segmento Prateado

a a b

Fonte: Autor

2 b
Sejam a + b € R, a,b > 0 tais que ot :%:S.
20+b «a 2ab  b*  a? a a\?
SN I R L S PN 1:()
g b<:>a—|— a<:>b2—|—b2 b2<:>b+ b

ComoSz%,entéoZS—i-l:SQ, ouseja S?—25—-1=0,sendo S€Re S > 0.
Resolvendo S% — 25 — 1 = 0 temos

S=1++2 (2.13)

O numero de prata é uma constante matematica sendo que sua terminologia tem
como ponto de referéncia o nimero de ouro. Em Primo e Iglesias (2007), sdo dadas diversas

propriedades do nimero de prata sendo que algumas delas desenvolveremos nesse trabalho.

A solucdo positiva da equacio 22 — 22 — 1 = 0 temos o = 1 + /2 e é chamada de

nimero de prata. E claro que a solucio negativa é g =1 — /2.

Agora, considere a progressao geométrica {a,} = {a"} de razao a.
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Observe que

a = (1+V2)+0=1+vV2=a

o = aa=01+vV2)1+v2)=21+V2)+1=2a+1
o) = ad®=5(1+v2)+2=>5a+2

ot = ad®=aba+2)=5"+2=12a+5

Com isso,

Proposicao 2.4.1. Para todon € N,n > 1. Entao o = aP, + P,_1, onde P, é 0 n-ésimo

numero de Pell.

Demonstracao. Faremos a prova por induc¢ao sobre n. Observe que para n = 1, temos
a=14++v2=11++2)+0= P(1++2)+ PFy. Suponha que para algum n > 1,n €
N,O&n = PnOé—’—Pn,l.

Queremos provar que o = P, + P,.

De fato, a"™! = aa™ = a(P,a+ P,_) = P,a®> +aP, | = P, [2(1 +2) + 1} +
aP,_1 =2P,(1++2)+ P, + (1 ++v2)P,_1 = (2P, + P,_1)a+ P, = aP,., + P,.

Portanto, segue o resultado por inducao sobre n

O numero de prata satisfaz as seguintes propriedades:

Proposigao 2.4.2. Sejan € N;n > 1. Entao:

1. a® = 22" ! +a" 2, para todo n > 2

2. a " =20 "4+ a2 para todon > 2

(o] 2 n
3. Z:l (a) = 2a, para todon > 1

[e%) 2 n
4.3 () = a?, para todon > 1
n=0 o

Demonstragio. 1) Faremos a prova por inducio sobre n. Para todo n = 2, temos a? =

20271 a2 =0 =20 + 1.
Logo o? = 2a + 1.

Suponhamos que seja valido para n, temos: o = 2a™! + "~ 2. Queremos provar

que é valido para n + 1.
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n—2

"lo4am2a,

Multiplique a hipétese de indugao por o em ambos os lados, a”a = 2«

a™ + 1 = 2a™ + o™ 1. Portanto, segue o resultado por inducao sobre n. ]

Demonstragio. 2) Faremos a prova por indugao sobre n. Para todo n = 2, temos a2 =

20721 + 0722 ou seja, a2 = 2073 + a~%. De fato:

1 V2-1
1+v2v2-1

=a3a=a?

a?=a324+a ) =a"? (2 + ) —aP24+V2-1)=a3(1+V2) =

Suponhamos que seja valido para n, temos: ™™ = 2a~ "' + a "2, Queremos

provar que é valido para n + 1.

Multiplique a hipétese de inducdo por a em ambos os lados, aa™ = 2a" o +

a" 2o — a " = 207" 4+ o "L Portanto, segue o resultado por inducao sobre n. W

2
Demonstragio. 3) De fato, temos que a = 1 + V2 entdo = < 1 e com isso garantimos a
«

convergéncia da série.

Logo,

D [ - B S .47
a 1-2 1-325 1+v2 —-1+2
201+v2)  2(1++2)

n=1

= = = 2a.

—1+vV2-v2+2 1

[
Demonstragio. 4) Usando o resultado anterior (3), finalizamos a demonstragao.

Z() :1+Z<> =1+2a

n=0 « n=1 ‘&
[

Agora vamos definir a sequéncia S,, = P]’_E,Il, para n > 1, ou seja, S, é a razdo entre

os nimeros de Pell consecutivos P, e P,. Uma observagao que fazemos sobre (S, )nen é

que tal sequéncia é limitada.

P,
De fato, para todon > 1,0 < P+1 <1, pois P, >FyeP,=2P,_ 1+ F, > >

Pn+1 2Pn + Pnfl Pnfl
= =2 <2+4+1=3
P, P, * P, *

P, 1 > 0, para todo n > 1. Dessa forma, 0 <

e com isso, (Sy)nen é limitada.

Segue do Corolério 2.3.2 que P2, — P,P,1» = (=1)""™,n € N entdo com isso
concluimos:

. Pn+1 Pn+2 o Pg-ﬁ-l - PnPn+2 o (_1)n+1
Sn - Sn+1 - - - - )
Pn Pn+1 Pn+1pn PnJran
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onde P,y 1P, > 0, para todon > 1

Sp—Sp11 <0, se n épar
Portanto{ 1 p

w—Sn+1 >0, se n éimpar

Ou seja, (Sp)nen, (S2k)ken € (Sak—1)ken sa0 sequéncias mondtonas. Toda sequéncia
mondétona e limitada é convergente (CAMINHA, 2015). Como ambas (S, )nen, (Sok)ren €

(S9k—1)ken sao limitadas e mondtonas entao convergem, isto é, existem os seguintes limites:
lim Sgk == Ll e lim SQk+1 = LQ.
k—o0 k—o0

A ideia agora é provar que Ly = L. Assim:

. o Py 2P+ Py k1Y)
Jim S = Jim o = Jim =L — i (2 ) =
1 1 1
lim <2+ B ):hm (2—1— >:2—|—.
k—o00 2k k—o0 SQk:fl L2
Paj—1

1
Logo, L, = 2+L—, ouseja, L1-Ly =2Ls+1. Fazendo Ly = klim Sor_1 € procedendo
2 — 00
de forma andloga temos que Lq - Ly = 214 + 1.
LiLy=2Ly+1
Como
L1L2 = 2L1 + 1, entao L1 = LQ.
Pn+1

Dessa forma, concluimos que li_>m S, = lim = L. Segue do teorema da
n oo

n—o0

conservagao de sinal para limites (CAMINHA, 2015) quenL > 0.

Py
Proposicao 2.4.3. Seja (S, )nen, (Pn)nen a sequéncia de Pell. Entao T}grgo PH =1+v2
Pn+1 o 2Pn+Pn—1

=2
P, P, *

Py
Demonstracao. Temos que: nhﬁrglo PH =LeL > 0. Como

Pn—l 1 ~ . P'r:I—l 1 1 .
Pn :24—?, entaOL:nh_)HC}O Pn :2+m:2+zLOgO L2:2L+118t0

n—oo
n

6, 12 —2L —1=0.
Resolvendo a equacdo L? — 2L — 1 = 0, obtemos a solucdo positiva L = 1 + /2.
Portanto,

P,
lim —* — 142

n—oo
n

2.4.2 Algumas construcoes geométricas que envolvem a Razao de
Prata.

Na se¢ao anterior fizemos a prova para a razao de prata e sua proporcao, iremos agora

relacionar a razao de prata com outros elementos geométricos e com sua utilizagao presente
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em nossas vidas. Através da construcao geométrica da figura 3, podemos determinar as

proporgoes e estas por sua vez correspondem ao valor da razao prateada.

As etapas a seguir descrevem a construcao de um tridngulo retangulo isésceles e

sua relacao com a proporgao prateada.

Considere um triangulo retangulo isosceles ABC, cujos lados sao respectivamente:
os catetos que medem n e hipotenusa que mede m, tal que AB = n e BC = n. Logo

AC = ny/2 = m, pelo teorema de Pitdgoras.

1. Construir o tridngulo retangulo isésceles de catetos n. O cateto BC = n, por
construcao A=C=45°e B=90°.

2. Com centro em A e raio AC' = m, trace uma circunferéncia e encontre o ponto F que
serd a intersec¢ao da circunferéncia com a reta suporte AB. Obtendo por construcao

o segmento BE =m — n.

3. Com centro em A e raio AB = n, trace uma circunferéncia e encontre o ponto D que
serd a interseccao da circunferéncia com a reta suporte AC. Obtendo por construgao

o segmento C'D = m — n.
4. Tragando o segmento E'D, encontre o ponto P que serd a interseccao com o cateto
BC

5. Considere os triangulos EPB, PDC' e ADE, onde BEP=0e EPB=3,CPD =0
e CDP =4.

Provaremos que 6 = 8 = 45° e § = 90°. De fato, do triangulo ADE obtemos:
0+ 180° — 0 +45° =180°, ou seja, § — 6 = —45°. Observando agora o tridngulo PDC
vemos 3+ +45° = 180°, ou seja, f+ d = 135°.

Dessa forma temos

h—6=—45°
6+6=90° (2.14)
B+5=135°

Resolvendo 2.14, obtemos 8 = § =45° e § = 90°.

Portanto, concluimos que PD = m —n e BP = m — n. Observe que BP =m —n

e BC = n, logo temos PC = 2n — m.

O triangulo ABC' é semelhante aos triangulos EBP e PDC', pois os trés triangulos

possuem angulos congruentes. Dessa forma, obtém-se as seguintes relagoes:

S
J3
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Observe que:
AB 1 2+1

BE m-n n/2-n n(v2-1) (2-1)(2+1)

e assim concluimos que a = V2 + 1 é o ntimero de prata.

~—

Figura 3 — Tridngulo Isésceles e a Relagao de Prata

Fonte: Autor

2.4.3 Retangulo de prata

Outra construcao interessante é o retangulo prateado que faremos a seguir. Cha-
mamos de retangulo prateado um retangulo que possui a razao entre dois de seus lados

adjacentes igual & a = /2 4+ 1 que é o niimero de prata [3].

As etapas a seguir descrevem a construcao do retangulo prateado e sua relagao

com a propor¢ao prata.

1. Construa um quadrado ABC'S de lado a. Em seguida fixe o ponto D do quadrado

anterior e construa outro quadrado C'DEF de lado a, que fique adjacente ao primeiro.

2. Com centro em A e raio DFE, trace um arco de circunferéncia até interceptar o

prolongamento do segmento DF', obtendo assim o ponto H.

3. Trace uma perpendicular DF' passando pelo ponto H e obtenha o ponto G, que esta

na intersecgao dessa perpendicular e a reta suporte C'E.

O resultado serd o quadrilatero ABGH que ¢ o retangulo prateado, onde a razao

BG
entre os lados do retangulo o = 15 = 1+v2.
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E repetindo o processo infinitamente da construgdo acima, teremos sucessivos novos

retangulos aureos prateados a partir do primeiro.

Observe que a diagonal DE = av/2 e que AB = a ¢ BG = a + /2. Sabemos que
BG  a+av2
AB V2

Provaremos agora que o quadrilatero FGH F' é um retangulo prateado, tal que a

«

razao entre os lados GH e F'H é também o nimero de prata. Tome o segmento GH = a e

FH = av/2—a e arazio entre eles é o« = % = —Z—=1+ V2. Da mesma forma faremos

para o quadrildtero FHK L. Os segmentos FH = av/2 e KL = a—2(av2—a) = a(3—2v/2).

Dessa forma teremos a razao entre os lados do retangulo FHKL,

FH  av2—-a  a(v2-1) 14

KL  a(3-2V2) a(3—-2v?2)

Assim, concluimos a prova que a razao de prata esta presente em todos os retangulos

originarios do primeiro.

Figura 4 — Retangulo de Prata

B a a E el
av'y J I

a 2
L K
M

Fonte: Autor

Uma das aplicagoes notaveis da proporcao de prata e o retangulo prateado esta
relacionada a folha de A4 que obtida com a ajuda do conceito da proporcao de prata. As

folhas de A4 possuem tamanho padronizados internacional de acordo com a 1.S0'216
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Figura 5 — Formato de Folha ISO 216

_Cy

! a7 Ad
AS

.Y

- A3
Ia
P

ARV

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Silver_ratio>

Com base na construcao do retangulo aureo prateado é possivel tragar uma espiral.

Faremos um breve relato sobre a construgao espiral prateada.
1. Construa um quadrado ABC'D de lado a. Em seguida, fixe o ponto D do quadrado
anterior e construa outro quadrado CDEF de lado a, que fique adjacente ao primeiro.

2. Em seguida, fixe o ponto F' e construa outro quadrado de lado a, que fique adjacente

ao primeiro.
3. Repita o processo fixando agora o ponto E e construa outro quadrado de lado a.

4. Repita o processo sucessivamente até obter o nimero suficiente de quadrado para a

construcao da espiral.

5. Agora com o uso da ferramenta arco circular inicie a construgao da espiral, tracando

inicial o arco AC', com centro em A trace o AC.

6. Analogamente repita o processo e trace os demais arcos.


https://en.wikipedia.org/wiki/Silver_ratio
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Figura 6 — Espiral de Prata

Fonte: Autor

2.4.4 QOctégono e a Razao de Prata

O retangulo de prata que definimos na se¢ao 2.4.3 pode ser relacionado ao octégono
regular; com efeito, a partir de um octégono regular podemos formar um retangulo de
prata. vamos desenhar o octégono, seja L o lado do octégono e D a sua diagonal que
atravessa o centro e unido os dois lados opostos. A razao de prata pode ser obtida quando

olhamos a razao entre a diagonal e o lado do octogono.

Para isso observe a figura 7.

Figura 7 — Octogono Regular

i

Fonte: Autor

Suponha que o retangulo em questao cujo o lado escolhido tenha comprimento L

Temos que L? = 22% e 2z +1 = D. Portanto: L = 7v/2 e D = (24 +/2). A relacio

(D z(24V2) _ 24v2 V2 _ 2v2+42 _ 2(v2+41) _
entre De L é T = e = SR YE = A = 5 =1++2.
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Com isso temos que o« = 1 + /2 que é a relacdo entre a diagonal e o lado de
comprimento L e assim o retangulo que esta indicado no octégono e o retangulo prateado.
Pois duas quantidades estao em proporcao de prata se a razao entre a maior e a menor € o

numero prateado.

Além disso, um octégono regular tendo, ao centro um retangulo de prata ao giré-lo
com rotagao de 45°, obtemos quatro retangulos prateados organizados como mostra a
figura 8 originando um poligono em forma de estrela (forma de estrela de 8/2 e poligono

em forma de estrela 8/3), conforme podemos verificar nas figuras abaixo.

Figura 8 — Os Quatro Retangulos de Prata de um Octdgono

/’// N\
/! N /]

< v >

Fonte: Autor

Com isso, verificamos que o niimero de prata pode ser construido facilmente com o
uso de uma régua e compasso, ou fazendo uso de um software como, por exemplo, geogebra,
e suas aplicagoes (0 que nos mostra a sua relagdo com octégono regular), estdo presente
na arquitetura romana e mourisca, em varias catedrais medievais e de arte gotica, e com

igual representacdo nos simbolos como quadrado do corte e a cruz dos templarios.

O Cimborrio da Catedral de Burgos, Figura 10, é um exemplo em que um octégono,
sua estrela |8/3|, outra estrela nela inscrita e varias formas geométricas que cobrem a
estrutura sao combinadas, outro exemplo é a enigmética igreja de Santa Maria de Eunate,
do século XII, Figura 9, também octogonal em planta, abside pentagonal e rodeada por

multiplos arcos, mostra a presenca de proporcoes dinamicas em sua construgao.
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Figura 9 — Ermita Santa Maria de Eunate

Fonte: <www.picoeuropa.net>

Figura 10 — Cimborrio Catedral de Burgos

Fonte: <https://www.arteguias.com/catedral/burgos.htm>

2.5 Algumas Interpretacdes combinatéria para os Nimeros de Pell

O nosso objetivo é reconsiderar algumas identidades da se¢ao 2.3 com demonstragoes

algébricas e apresenta-las sob um ponto de vista combinatorio, de acordo, com Benjamin
e Quinn (2003).

Para isso apresentaremos uma interpretagdo combinatoria para os nimeros de Pell
por meio de uma certa classe de ladrilhamentos para o retangulo de altura 1 e largura n

n x 1.


www.picoeuropa.net
https://www.arteguias.com/catedral/burgos.htm
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Vamos denotar por L, o niimero de ladrilhamentos do retangulo n x 1, onde n é um
numero natural, com Trés tipos ladrilhos, o ladrilho 1 x 1 azul, o ladrilho 1 x 1 vermelho e
o dominé 1 x 2 preto. Temos que Lo = 1, pois Ly conta o ladrilhamento vazio e L, = 2,
pois temos dois ladrilhamentos 1 x 1. No quadro 12, descrevemos alguns ladrilhamentos

do retangulo 1 x n, para alguns casos particulares de n.

Quadro 1 — Ladrilhamento Para o Retangulo (n — 1) x 1

[n]| P, \ Ladrilhamento para o retangulo (n — 1) x 1
1| P=1 1%
2 | Phb=2 ..
3| Ps=5
4P =12 -

Fonte: Autor

Queremos determinar uma recorréncia que enumera o conjunto dos ladrilhamentos
do retangulo n x 1 com trés tipos de ladrilhos, um ladrilho de azul 1 x 1, um ladrilho de
cor vermelha 1 X 1 e um domind preto 1 x 2. Segue abaixo os trés tipos de ladrilhos que

usaremos para ladrilhar este retangulo.
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Figura 11 — Ladrilhamento 1 x 1 e 1 x 2.

Fonte: Autor

O numero de ladrilhamento para o retangulo 1 x 2 é Ly = 5. Segue abaixo a lista

desse ladrilhamento com trés tipos de ladrilhos.

Figura 12 — Ladrilhamento Ly =5

Fonte: Autor
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Observamos que L3 = 12, pois ha 12 maneiras de ladrilhar o retangulo 1 x 3 com

os trés tipos de ladrilhos.

Figura 13 — Ladrilhamento L3 = 12.

Fonte: Autor

Agora vamos considerar o conjunto dos ladrilhamentos do retangulo n x 1 com
n > 2 que é sera o total de ladrilhamentos possiveis. Particionamos esse conjunto em trés

subconjuntos distintos da seguinte forma:

1. O conjunto dos ladrilhamentos do retangulo n x 1 que contem na ultima célula o
ladrilho azul 1 x 1. Observe que temos um total de L,,_; ladrilhamentos com essa

caracteristicas;

2. O conjunto dos ladrilhamentos do retangulo n x 1 que contem na ultima célula o
ladrilho vermelho 1 x 1. Observe que temos um total de L,,_; ladrilhamentos, cuja a

ultima célula é o ladrilho vermelho;

3. O conjunto dos ladrilhos do retangulo n x 1 que contem nas duas ultimas células o

dominé preto 1 x 2. Temos um total de L,,_5 ladrilhamentos desse tipo.

Segue de 1,2 e3 que L, =L, 1+ L,_1+ L, o, ouseja, L, =2L, 1+ L, o para

n > 4. Reescrevendo a recorréncia temos
LO == 1

Ly =2
L,=2L,_1+ Ln_g, n>?2

Observe que L, = P,1, onde P, ;1 é (n + 1)-ésimo niimero de Pell. Portanto P, 4

enumera os ladrilhamentos do retangulo 1 x n. Dessa forma concluimos:
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Proposicao 2.5.1. Para todo n > 0, temos que o total de ladrilhamentos para o retangulo
n x 1 com trés tipos de ladrilhos: 1 x 1 azul, 1 x 1 vermelho e um dominé preto 1 x 2 é

P,.1, ou seja, (n+ 1)-ésimo nimero de Pell.

Como haviamos mencionado anteriormente, em Roman (2015) foram apresentadas
diversas propriedades para o nimero de Pell em que o autor faz validagoes algébricas para
tais resultados. Agora abordaremos alguns desses resultados fazendo provas combinatoérias
de acordo com Santana e Diaz-Barrero (2006). A primeira dessas identidades é a 2.2.1 da
secao 2.3.

L2 n—r
o~ n—2r
Proposicao 2.5.2. Para todon € N;n > 0, temos P, = L, = Z ( )2 :
r
r>0
Demonstragdo. Segue da proposicao 2.5.1 que L,, é o total de ladrilhamentos do retangulo

n X 1, com trés tipos de ladrilhos. Vamos contar os ladrilhos de n x 1 de outra forma.

Vamos considerar todos os ladrilhamentos que contém exatamente » dominds cinzas

e entao sobra n — 2r ladrilhos para serem ladrilhados com os ladrilhos azul ou vermelho.

Os ladrilhamentos que possuem r dominds devem conter n — 2r quadrados. Tais
ladrilhamentos contém n — r ladrilhos juntos (n = n — r + r). Dessa forma ha (";T)
maneiras, para decidir quais desses n — r ladrilhos juntos sdo dominds e entao colorir os

n — 2r restantes que podem ser coloridos de 2"~2" .

Portanto ha (";T> 2"=2" Jadrilhamentos de n x 1 com r dominés cinza. Observe que

QJ , temos:

r nao excede g e fazendo r variando de 0 até {2

Em Benjamin et al. (2008) é caracterizado a soma de dois nimeros de Pell conse-
cutivos, a saber L, _; + L, em termos do conceito de braceletes. Em Benjamin e Quinn
(2003, cap.2) define a ideia de bracelete de comprimento n x 1, ou seja, um n-bracelete,
que consiste de um ladrilhamento circular de n lugares que podem ser preenchidos com
ladrilhos curvos: o ladrilho chamado de quadrado curvo de altura 1 e o dominé curvo de
altura 1 que consiste na juncao de dois quadrados curvos. Para ilustrar considere a figuras

14 e 15, respectivamente.
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Figura 14 — Quadrado Curvo de Altura 1

Fonte: Autor

Figura 15 — Dominé Curvo

I

Fonte:Autor

Dado um n-bracelete, vamos considerar as n células que podem ser preenchidas
por n quadrados curvos numerados de 1 até n no sentido horario. Para ilustrar considere

a figura 16.

Figura 16 — n-bracelete Rotulado

n 1

5

Fonte: Autor

A ideia seguinte é ladrilhar o n-bracelete com trés tipos de ladrilhos, dois quadrados

curvos, sendo um vermelho e um azul e um dominé curvo cinza. Vamos considerar o
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conjunto dos ladrilhamentos de um n-bracelete com esses trés tipos de ladrilhos que

denotamos por 7,.

Um n-bracelete ladrilhado em 7, é dito fora de fase quando houver um tinico dominé
cobrindo simultaneamente as células n e 1. Caso contrario dizemos que o n-bracelete esta

em fase. As figuras 17 e 18, respectivamente ilustram as duas definigoes.

Figura 17 — 8-bracelete Fora de Fase
8 _ _ 1

Fonte: Autor

Figura 18 — 11-bracelete em Fase

1

Fonte: Autor

Observe o quadro:
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Quadro 2 — Braceletes em Fase e Fora de Fase.

n braceletes em fase braceletes fora da fase || b,

. 1 00000 O
. 00000 O |
00000 ©

34

Fonte: Fonte: Autor

Observando o quadro vemos que: bp = L1+ L3 =1+5=6e by = Lo+ Ly, =2+ 12 = 14,
finalmente b3 = L3 + L5 =5+29=34.

Vamos denotar o niimero de n-braceletes ladrilhados com trés tipos de ladrilhos,
com dois quadrados curvos azul e vermelho e um dominé curvo cinza por b,, ou seja,
|70| = by, com n > 2. Denotamos por 7,1 e T,o 0s conjuntos dos n-braceletes em 7, fora de

fase e em fase, respectivamente. Logo 7, = 7,1 U Tpo € T1 N Tpo =

Para os n-braceletes em 7,1 retiramos o dominé que cobre as células n e 1 e o
abrimos em um retangulo (n — 2) x 1, que agora podem ser preenchidos por ladrilhos

1 x 1 azul, 1 x 1 vermelho e dominé cinza 2 x 1. Para revertermos o processo, dado um
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ladrilhamento (n — 2) x 1, rotulamos no sentido horario e mantemos o ordenamento das
posigoes 2 e n — 1 sao completados pelo dominé cinza, com isso temos um n-bracelete fora

de fase. A figura 19, ilustra o processo

Figura 19 — 5-bracelete Fora de Fase

) |, — — *w‘_
4 4 2

3

Fonte: Autor

Portanto ha uma bijecdo entre os n-braceletes fora de fase e os ladrilhamentos do
retangulo (n — 2) x 1,n > 2. Segue da proposicao 2.5.1 que |7,1| = L,,—2 e (n — 2)-ésimo

niimero de Pell.

Para os n-braceletes em fase, ou seja, um n-bracelete em 7,2, basta abri-lo entre as
células 1 e n dando origem a um n-ladrilhamento do retangulo n x 1 com trés tipos de
ladrilhos, 1 x 1 azul, 1 x 1 vermelho e um dominé 2 x 1 cinza. O processo é reversivel de
forma tnica, pois dado um n-ladrilhamento rotulamos da esquerda para direita as células

de 1 até n e em seguida colarmos os seus extremos.

Assim temos uma bijecdo entre os ladrilhamentos do retangulo n x 1 com trés tipos
de ladrilhos 1 x 1 azul, 1 x 1 vermelho e o dominé cinza 2 X 1 e o conjunto 7,2. Dessa
forma, segue da proposicao 2.5.1 que |7,2| = Ly,. Logo |7,| = b, = L,—2 + L, paran > 2

e temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.5.3. Para todo n > 2, o nimero de n-braceletes ladrilhados com trés tipos
de ladrilhos, dois quadrados curvos azul e vermelho e um dominé curvo cinza ¢ igual
al, o+ L,=PF, 14+ P,1,L, o e L, denotada o total de ladrilhamento do retangulo
(n x 1) com trés tipos de ladrilhos, dois quadrados de cores azul e vermelho e um dominé

preto.

Proposicao 2.5.4. Para todon > 2,L, o+ L, = E " (n—’r’) 2" ou seja,
Son—r\ r
5]

n—r
Z ( )2”_27" é o total de n-braceletes ladrilhados com trés tipos de ladrilhos, dois
,
r=0

quadrados curvos azul e vermelho, e um dominé curvo cinza.

Demonstracao. Segue da proposicao 2.5.3 que L,,_o+L,, é o total de n-braceletes ladrilhados
com trés tipos de ladrilhos, dois quadrados curvos azul e vermelho e o dominé cinza 2x 1. Por

outro lado, temos que o total n-braceletes em fase com exatamente r dominds é (”;’") n=2r,
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pois ha uma bijecao entre os ladrilhamentos do retangulo n x 1 com exatamente r dominds

e os n-braceletes desse tipo. Além disso, na proposi¢ao 2.5.2 tratamos desse argumento.
—r—1 _ . g ,
Dessa mesma forma, ("rfl )2" I braceletes fora de fase com r dominés. Como é

1
valida a identidade (Z:’f) + (”J“;_k) = jj/’{: (”J“;_k) entao fazendon - n—1ek = r:
n J—

n—r—1 on-2r . L P n—r—1 n n=r\ | gne2r _
r—1 r r—1 r

_ n—1+1 (n—-1+1-7r gn-2r _ T (M= g0 oy
n—1+1-r r n—r\ r

Somando em 7 todos os n-braceletes temos: L, o + L, = 32,50 == (";T) = N
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3 0OS NUMEROS DE CATALAN

Os numeros de Catalan é uma sequéncia que surge em diversas areas da matematica,
entre essas estdo a Geometria, Algebra, Anglise Complexa e Combinatéria, essa tltima
é a que nos interessa e sera fonte do nosso estudo. Nesse capitulo, faremos um breve
historico sobre a origem dessa sequéncia e em seguida apresentaremos a recorréncia para
os nimeros de Catalan usando método recursivo, em seguida uma féormula explicita com o
uso de fungoes geradoras juntamente com algumas propriedades e por fim apresentaremos

algumas interpreta¢oes para os numeros de Catalan.

3.1 Um breve histérico

Em Poffal e Ferreira (2012) descreve a trajetéria dos niimeros de Catalan. Eugene
Catalan (1814-1894) nasceu em Bruges, na Bélgica e teve uma infancia tranquila, aos dez
anos tornou-se aprendiz de joalheiro, mas desistiu da arte por nao ter habilidade. Anos
mais tarde sua familia mudou-se para Paris e seu pai comecou a trabalhar como arquiteto
e levava seu filho Eugene para o trabalho. Essa experiencia influenciou sua vida académica
e o inicio dos estudos na Escola Ecole Polytechnique. A vida académica e profissional
de Eugene foi tumultuada por seu envolvimento politico, republicano e esquerdista, que
quase acabou com o seu futuro, mas ainda assim tornou-se um grande especialista em
teoria dos niimeros e teoria combinatoria. Em 1838 é atribuido a Eugene Catalan o nome
da sequéncia dos Numeros de Catalan, durante um estudo das sequéncias bem formadas

entre parénteses descobriu quase ao acaso a sequéncia de Catalan.

H& trés matematicos que merecem uma mencao especial quando se trata da
descoberta e desenvolvimento dos niimeros catalaes: Leohnard Euler, Eugene Charles

Catalan e Sharabiin Myangat.

No entanto, os nimeros de Catalan tém seu primeiro registro volta de 1730 com
alguns modelos geométricos por Ming An-Tu(1692-1763), um matematico da Mongdlia

que escreveu o livro Quick Methods for Accurate envolvendo os nimeros de Catalan.

O matemético Leonard Euler (1707-1783) é considerado a primeira pessoa a des-
cobrir os nimeros de Catalan , ao conjeturar um método para a resolugao do seguinte
problema geométrico: “De quantas maneiras se pode decompor um poligono convero com
n + 2 lados em n triangulos através das suas diagonais de forma a que ndo existam duas

que se interceptem no interior do poligono?”.

Nao ha provas que Euler tenha concluido ou demonstrado o resultado, Euler sugere

por carta este problema ao matemético Johann Andres Von Segner (1704—1777) e, este
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por sua vez, empenha-se e determina uma relacao de recorréncia para solucao do problema
e realiza os cédlculos para um n < 20, mas Segner comete alguns erros de célculo e Euler
aproveita desses erros ,refaz seus cdlculos até n = 25 e apropria-se dos resultados sem
mencionar a participa¢do de Segner. O Matematico francés Gabriel Lamé (1795-1870),
inspirado pelo trabalho de Euler, conjectura e demonstra uma prova para os resultados de
Euler e mais tarde essa prova foi discutida em artigos publicados (1838-1839) por Eugene

Catalan. E obtém a formula que conhecemos

=i ()0

Os ntmeros de Catalan possuem mais de 200 interpretagoes combinatorias e
aparecem em cerca de 400 artigos atuais e em problemas relacionados aos nimeros de

Catalan, e é uma fonte inesgotavel de possibilidades de estudo.

3.2 Definicdo e féormula explicita para os numeros de Catalan usando o conceito
de recorréncia

Os numeros de Catalan é uma sequéncia numérica 1,2,5,14,42, ...

Definicao 3.2.1. Seja n € N, denotamos por C,, o nimero de Catalan de ordem n, cuja

lei de formacao é dada pela relacao recorréncia:

Co=1

Cn = Z Can,j, n Z 0 (31)
j=0

Faremos alguns exemplos com termos da sequéncia, com o objetivo de determinar

futuramente uma formula explicita para os nimeros de Catalan.

Exemplo 3.2.1.

Co = 1

C1 = Cop-Co=11=1;

Cy = Co-C14+C1-Co=1-141-1=2;

Cs = CoCatC1-C1+Cy-Co=1-241-142-1=5;

Ci = CoCs4+C1-Ca+Cy-Cr+C3-Co=1-5+1-2+2.2+5-1=14;

Cs = Co-Cy4C1-C3+C2-CotC3-C14Cy-Co=1-14+1-5+2.2+45-1414-1=42;

Ce = (Cp-C5+C1-Cy+Co-C3+C3-Co+Cy-C1+C5-Cop=1-42+1-14+2-54+5-2+14-14+42-1=132.
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Quadro 3 — Numeros de Catalan C,,0 < n <6

o [ G |
0 1 ]
] T T
> I+1 2
3 2+1+2 5
1 521245 14
5| ldthd+btid | 42
6 | 42114+ 10+10+14+42 | 132

Fonte: Autor

Podemos reescrever 3.1 da segquinte forma:

Co=1
Cn+1 = Z Can,j, n Z 0

J=0

Paran =0, temos:

Ci=Co1 =) CoCoj=CoCor=1-1=1

Jj=0
Para =1, temos:

OQ - Cl+1 - ZOOCO—j = 0001 —|—010() = 1 —|— 1 = 2

j=0
Entao, faca k =n+ 1 dessa forma para n =k — 1 e reescrevemos 3.1

Co=1
k-1
Cp=Chor1=>_ CiCyi_y, k>1
=0

3.3 Formula Explicita para os niimeros de Catalan

Queremos agora determinar uma formula explicita que permitam gerar os niimeros
oo
de Catalan. Para isso, considere a série de poténcias C'(z) = Z Crz", onde C,, é 0 n-ésimo

n=0

de Catalan:

C(Z) :Co+012+0222+0323+"' - Zann
n=0
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n=1

Multiplicando por 2" em ambos os lados C,, = Z C,,Cp-1-;, para ngeql Temos:
7=0
Z C,2" = Z ChCro1-;2";
n=1 n=1

Adicionamos Cy em ambos os lados da equagao:

00 e’} n—1
Z Cnz2"+ Cy = Z 2" Z C;Cpo1-j + Cy;
n=1 n=1 7=0

Utilizando o conceito de produto de series de poténcia,

n—1 o0

Clz) =Y C;27 Y 2" 2+ Cy;
7=0 n—1
n—1 - )
Clz)=2Y C;2? Y 2" Ch 1+ Cy;
7=0 n—1

Portanto temos:

ou

20(2)? — C(2) +1 = 0; (3.2)

Utilizando o calculo do discriminante, obtemos as possiveis solugoes para a equagao

quadratica acima:

Aotz (Oz) = 1EVIZ42

2z
Temos que:
o 1+4/1 -4z o 1+4/1 -4z
lim ——— =400 e lim ——— = -0
20+ 2z 2—0— 2z

Analisando as solugoes e sem considerar a convergéncia, que nao € o nosso objeto

de estudo:

1—+v1—14z

Portanto C'(z) =

2z
1—v1—-4
Observe que: lim R A I C(0).
z—0 2z
1—-1—-4 0
De fato, o liII(l) Rl ¢ uma indeterminacao do tipo o Dessa forma aplicar
Z—

2
a regra de L’Hospital( CAMINHA, 2015):
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T
:?L%\/ll_ﬁ —1=0(0).
Proposicao 3.3.1. A funcao ordinaria para os nimeros de Catalan é:
Clz) = 1o Vizdz V212_42 (3.3)

Agora vamos determinar uma formula explicita para os nimeros de Catalan;

\/1—422(1—42)%:

Utilizando o teorema Binomial Generalizado 1.3.2 para expandir o binémio;

_1+§:<> 4Z;:1_4222(2—1)...<2—k+1)(—4z)_

k!

=1—2,z§:(5_1)"-(§—/€+1)(—4z)’f—1

k=1 k!

Substituindo em 3.3

=0t = — -2
(%_1) (;—2)...(%—14;4_1) (_42)14:—1
g:l(_l) (5—2)...£%—k+1) (—42)"
Y50 (FE e
7’; k! -
R
_k=1 k! =
s R <2k2_ 3) (7 TR

' =
= k!
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&1 13 (2 = 3) ()R ()R () ()

— kz::l = o —
_oo 1 1-3..... (2k — 3) . _1_00 13 (2k — 3) 1
- kz::l k1 k! (47 = kz_:l 2 k! ="

E assim a solucao da recorréncia ¢ obtida por:

o _opl32k-1 28 1.2.3.4.5. (k1) 2k _
R k+1) (k+1) 2.4-6...2k a
o 2 (2Kk)! 2k (24! B
TP KA DIRD)R2)2:3). (2 k) (k+1)126-1-2-3. .k
o @) 1 (2k)!

(k+ Dkl k+1 kKl
1 (2k
G = k:+1<k>

1 2k
Portanto, a formula explicita que define os nimeros de Catalan é Cy = Pl ( k)

para k > 0. Dessa forma,

Teorema 3.3.1. Seja C,, é o n-ésimo de Catalan e n € N, entao

o = 1 <2n>
n+1\n

3.4 Propriedades para os nimeros de Catalan

Apresentaremos algumas propriedades para os nimeros de Catalan cujas provas

apresentadas para cada uma delas faremos por meio de manipulagoes algébricas.

Proposigao 3.4.1. Sejan € N;n > 1. Entao C,, = (2") — (2" )

n n—1

1 (2
Demonstracao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C),, = —1—1< n)
n

Logo:
2n 2n 1\ (2n)! (2n)!
<n> B (n—l) T )2 (n=1D)l(n+1)!
(2n)! (2n)ln (2n)! n(2n)!
T2 (n+ Dl ()2 (n+ D)(n)?
(@21 (2n)! 1 [2n)
BCIECES TSN n+1<n> — o
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Co=1
Proposicao 3.4.2. Seja n € N,n > 1 tal que 2(2n + 1)

n+l — n+ 2 n.

1 /2
Demonstragdo. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = ( n) logo:

n+1\n
1 jonio 1 (2n +2)!
Chnta n+2("+1>_n+2(”+1)!(n+1)'_
G Loy Lo ewt
n+1\" n+1 nin!
1 (2n+2)(2n+1)2n!
Cn+42 +DE+1D) 1 2n+2)2n+1)(n+1)(n!)?
-1 (2n!) n+2 (n+ 1)n!(n+ 1)n! B
n+1 nln!
1 2+ 1)(2n+1)  2(2n+1)
42 (n+1) o on+2

2n
Uma identidade interessante que decorre do teorema Binomial é que ( ) =
n

S (1) ca- L (1)

k=0 k=0

De fato, considere a expansao do polinémio:
2 2 2 " (2
(1+27)2 =1+ ( 1”>x+ (2">x2+...+ ( " ):c"l - Z( ”):c" (3.4)

Por outro lado:

(1420 = (142" (L 4a) =3 (Z) Y (7?)3;]‘ (3.5)

k=0

Comparando o coeficiente de ™ em 3.4 e 3.5, temos que:

(=BG =E 06w ()=

Dessa forma temos a identidade
2
2n " (n
= 3.6
()= ) 69
Demonstracao. Segue da identidade 3.6.

1 2n 1 & (n)’
De fato, C,, = —— = |
¢ o, n—l—l(n) n—i—lZ(/{;)
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2
1 n
Proposicdo 3.4.3. Seja n € N. Entao C,, = 1 kz:% (Z) .

1/ 2
Proposicao 3.4.4. Sejan € N;n > 1. Entao C,, = ( " )
n\n+1

1 (2
Demonstracao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = —1—1< n) Dessa forma:
n n

"Tnti\n) n+lnnl n+1n(n—1)!n!:ﬁ(n—i—l)n!(n—l)!_

1 (2n 1 (2n)) 1 (2n) 1 (2n)!
()= -

1 (2n)! _1( 2n
T nn+Dl(n—1) n<n+1>'

|
. . - 1( 2n
Proposigao 3.4.5. Sejan € N;n > 1. Entao C,, = — ]
n\n —
- 1 2n
Demonstragao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = e , dessa forma:
n n
1 f2ny 1 (2n)!  (2n)!
"Tn+1\n) n+lnn! nln+1)!
1 (2n)! _1( 2n
T nn-Dln+1)! n\n-1
|

Proposigao 3.4.6. Sejan € N;n > 1. Entao C, = 4(2”7;1) — (2"J1>.

1 (2
Demonstragao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = 1 < n)) dessa forma:
n n

4<2n—1>_<2n+1> 4(2n—1)! (2n+1)!

n n - nl(n—1) (n+1)n!

(2n—1)!  (2n+1)2n(2n—-1)!  (2n—1)! ( ~ (@n+ 1)2n> _

- nlln—1!  (n+ Dinlntn =1 nl(n—1)! (n+1)n

_ (@2n=1)! [4n+1n—4n® —2n\  (2n — 1){(4n® 4 4n — 4n® — 2n)
~nl(n—1)! ( (n+1)n ) B nin(n —1)!(n+ 1)

_ (@-D2n 2ot 1 (20)!

nln(n — Dl(n+1)!  nlnln+1) n+1 nlnl
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2.6 (4n — 2)

Proposicao 3.4.7. Sejan € N;n > 1. Entao C,, = =
n+ 1!

1 (2
Demonstragao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = +1< n)) dessa forma:
n n

I @2n)  @2n)! 1 2n2n—-1)2n-2)(2n—-3)...2-1
n+1nn!  (n+Dn!  (n+1) n!

n —

1 2n(2n—-2)2n—4)(2n—6)...22n—1)(2n—3)...3-1
(n+1)! n!

1 2n(n—12m—2)(n—3)...2-1-(2n—1)(2n—3)...3-1
(n+1)! n!

1 2% —1)2(m—2)...12n - 1)(2n —3)...3-1
(n+1)! n!

1 2 lp(2n —1)(2n—3)...3-1 1
- n@n-1)(n=-3)...3-1_ 2(2n — 1)2(2n — 3)...2-3-2 =
(n+1)! n! (n+1)!

_ (4n—2)(4n —6)---6-2
(n+1)!

4 4
Proposicao 3.4.8. Sejan € N;n > 1. Entao Cy, = " - o).
2n 2n —1

4n dn \  (4n)! (4n)!
<2n> B <2n - 1) T 20)I2n)! 2n-DI2n+1)

I GO L (4n)!2n _ @n) (4n)i2n

(2n)!(2n)!  2n(2n —1)!2n+1)(2n)!  (2n)!(2n)!  (2n)!(2n)!(2n + 1)

2n
Demonstracio. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C), = —— = < ), dessa forma:
n

__ (n)! <2n ): (4n)! <2n+1—2n)
(

(2n)!(2n)! \2n +1 2n)!(2n)! 2n+1

4dn 1
<2n> m+1
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Proposicao 3.4.9. Sejan € N;n > 1. Entao lim

n—00 CnJrl

=4.

1 2n
Demonstracao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = +1< ), dessa forma:
n

n
lim ~ lim (2n)!  n(n+1H(n—1)! ~ lim 2n(2n — 1)(2n — 2)!Inl(n — 1)! _
n—o0 Oy = (n+ 1)nln! (2n — 2) n—oo (n 4 1)nln(n —1)!(2n — 2)!
2n(2n — 1 2(2n — 1 dn — 2 4-2
L C Ui € ) TR it

1 2
Observe que Vn, € N,n > 1 temos 0 < 1<1e0<4——<4.

1+~ "
n
Logo
2
c, *—. 2 1
- ?:(4—) —T | <4--<4
Cri1 14 n 14 n
n n
Cox Oy O

. e — e — < 444, .47 Co=1,1
0, C G e como Cj , logo

C, = L <2n><4” [
n+1\n

Proposigio 3.4.10. Seja n € N,n > 2. Entdo C, = (2"‘1) - (2"_1)

n—1 n—2

1
Demonstragao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = 1 (%ff), dessa forma:
n
2n —1 2n—1\  (2n—1)! (2n —1)!
n—1 n—2) (n—1)n (n—2)(n+1)
(@21 2n-1)!  (2n—1) ( 1 1 )
Cn=Dln=2)n! n-'n+Dn! nln-\n-1 n+l

~_@2n-1)! (n4+1-(n—-1)\ (2n—-1)! 2
~ nl(n —2)! < (n+1)(n—1) ) S nln=2)'(n+1)(n—1)

_ (2n—-1)! 2n 2n(2n — 1)!

S alln—=2)!nn—1)(n+1)  (n+ Dnln(n —1)(n —2)!

B 1 2n!_ 1 2n _c
n+1nn! n+1\n/) "
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2
Proposicao 3.4.11. Sejan € N;n > 2. Entao C,,,1 = 2C,, + —( 2n )
n

n—2

1
Demonstragao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = ?(21;‘), dessa forma:
n

2( 2n 1 (2n 2( 2n 2(2n)! 2 (2n)!
+n<n—2> n+1<n>+n<n—2> nn!n!+nn(n—2)!(n+2)!

22n)!(n+2)(n+1)+2@2n)(n—1)(n+1) 22n)!(n+1)[n+2+n—1]

(n+2)(n+1)!(n+1)! (n+2)(n+Dl(n+1)!

(2n)!(2n +2)(2n + 1) (2n 4+ 2) 1 (2n + 2)!

n+2)n+Din+1)1 m+2)(n+Dn+D n+2m+Din+1)

B 1 2n + 2 _c
T n+2\n+1/) et

n

Proposicao 3.4.12. Sejan € N;n > 2. Entao C,,1 = (2”> —

()

1
Demonstragao. De fato, segue do teorema 3.3.1 que C,, = ?(2;1), dessa forma:
n
2n\ ([ 2n | _ (2n)! (2n)! B
n n—2) nalnl  (n—-2)(n+2)!
(2n)l(n+1) (2n)!(n —1)n ~ (2n)l(n+1) (2n)l(n —1)n

nn+1n!  (n—=2)(n—Dnn+2)(n+1)!  nal(n+1) nl(n+2)(n+ 1)!

 (2n)! . (n—DLn| (o)  22n-2)

= lnt 1) [< +1) (n—|—2)]_n!(n+1)! nt2
_@n)!2n+1)@2n+2)  (2n+2)0 <2(n+ 1)) _c
T oaln+D)n+2) e+ Dn+2)! \n41 )
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3.5 Interpretacoes Combinatéria para os niimeros de Catalan

Os numeros de catalan possuem varias e maravilhosas aplica¢oes e uma infinidade
de interpretagoes combinatérias, (STANLEY, 1997), do MIT (Massachusetts Institute
of Technology), reuniu ao longo de sua vida académica intiimeros problemas com os
numeros de Catalan e mais tarde escreveu o livro Enumerative Combinatorics vol. 2,
com cerca 66 problemas cuja solugao é um ntmero catalan. Apresentaremos algumas
dessas interpretagoes e comegaremos por uma interpretacao geométrica para os niimeros
de Catalan.

3.5.1 Triangulacdes e os nimeros de Catalan

Historicamente, matematicos demonstram grande interesse em estudar objetos
com propriedades especiais, por exemplo, as triangulagdes de um poligono convexo. Uma
triangulacao de um poligono é a P decomposicao de P em triangulos por um conjunto
maximal de diagonais que nao se cruzam. Estamos interessados em determinar o niimero

de triangulagoes de um poligono convexo de n lados.

Usaremos a notagao 7}, para indicar o nimero de triangulacoes de um poligono
convexo de n lados P,. No caso de n = 3, temos um triangulo e convencionamos 75 = 1.
Por inspecao podemos constatar que hé 2 maneiras de triangular um quadrilatero convexo
e cinco maneiras de triangular o pentagono convexo tracando diagonais que nao se cruzam.

Para ilustrar observem a figura 20.

Figura 20 — Triangulacoes de um Poligono

/\
4

) <Y

Fonte: Autor

Definigao 3.5.1. Seja n > 3 e considere um poligono convexo de n vértices rotulados.
Definimos T, = 1 e T;, como o numero de triangulagdes validas deste poligono, isto é,

aquelas obtidas através de n — 3 diagonais que nao se interceptam em seu interior.

Vamos definir 7,, =|conjunto das triangulagoes de P,|. Temos que |7,,| = T,.
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Antes de enunciar o préximo teorema que sera de grande utilidade em nosso trabalho,
iremos conhecer um pouco sobre a histéria do matematico de Johann Andreas von Segner
(1704-1777), nascido em Pressburg, Hungria (atual Bratislava, Eslovaquia). Filho de um
comerciante, estudou nos ginasios de Pressburg e Debrecen, formou na Universidade de
Jena com um M.D. em 1730, onde estudou matematica e fisica e desenvolveu um fascinio
vitalicio por ambos. Em 1728, Segner publicou um artigo sobre a Regra dos Sinais de
Descartes e em 1758 publica seu segundo livro. Depois de praticar medicina em Pressburg e
Debrecen por um breve periodo, Segner retornou a Jena em 1732 como professor assistente

e tornou-se professor associado de matematica no ano seguinte.

Em 1735, Segner foi nomeado professor de matematica e fisica na recém-fundada
Universidade de Gottingen, na Alemanha. Vinte anos depois, ele se mudou para a Uni-
versidade de Halle, Alemanha, e permaneceu 14 até sua morte. Um escritor volumoso em
matematica e fisica, Segner ironicamente nao fez descobertas na medicina. Em 1743, ele
desenvolveu um barémetro naval. Sete anos depois, ele inventou uma turbina hidréulica de
reacao simples que leva seu nome. Mais tarde, Euler acrescentou seus préprios aprimora-
mentos a roda hidraulica de Segner. Aconselha-se a considerar a construcao e a execucao
de dispositivos eficientes, incluindo réguas de calculo, relogios e telescopios. Em 1751, ele
introduziu o conceito de tensao superficial de liquidos e estudou a teoria do pido. A segner

devemos esse belissimo teorema a seguir.

Teorema 3.5.1. (Férmula de Segner) A sequéncia T,, satisfaz

n—2
T, =3 TjTy js1, n>3

Jj=2

De fato, tomemos um poligono convexo de n vértices, temos que T,, = |O conjunto
das triangulagbes de P,| e por convengao definimos 75 = 1. Seja @ € {3,4,5,...,n}. Ao

triangular Pg obtemos 14 triangulacoes

= ASAB AN,
T = @@@@@
N QX S D

Cada triangulacao de FPs que contém o triangulo 12¢), podem ser particionadas

em triangulagoes de poligonos cuja quantidade de lados é menor do que 6, por exemplo,

observe o () = 3, vamos triangular o pentdgono (Figura 21) que sdo cinco no total.
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Figura 21 — Triangulacao do Pentagono ) = 3

1 2
4

5 1

Fonte: Autor

Dessa forma com o tridngulo de vértices 123 fixos temos 5 triangulagoes de Fg.

Agora, considere o hexagono com o tridangulo de vértices 124 fixos:

Figura 22 — Triangulacao do Pentagono ) = 4

N=N\+D

Fonte: Autor

Nesse caso vamos considerar as triangulagoes de P, que é um quadrilatero e do
triangulo que é no total T,T5. Assim temos duas triangulacoes de Py com o tridngulo de

vértices 124 fixos.

Da mesma forma, °° * e assim temos 757 com duas triangulacoes de Py com

o triangulo de vértices 125 fixos.

1 2

Finalmente considere Q o total de triangulagoes de Ps com os triangulos de
vértices fixos é igual ao total de triangulacoes do pentagono de vértices 62345, logo o total
é T5T2 :T5' 1. Portanto, T6 = T2T5+T3T4+T4T3+T5T2 =1-54+1-2+2-1+5-1= 147

conforme vemos na quadro abaixo:
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Quadro 4 — Triangulagoes de T

Q Triangulagoes de Fy_; | Triangulacoes de Fs; que
|To-1] = To-1 contém o triangulo 12Q)
T6-q+2| = To—q+2

g 2o 2 e PR 2
36 36
s g %] 5 4 3 Ll 4 s 4 s s

Q3 Ty =1 Ts =5
| B NN
Qs |T3=1 Ty =2
¥ | < ne
05 | T, =2 T, =1

NNV V /A NV A

Y

Fonte: Autor

Teorema 3.5.2. A sequéncia T,, satisfaz

n n—1
(n - 3)Tn = 5 Z Tan—J-Q—2> n >4
j=3
Demonstragio. De fato, observe a figura a abaixo, cujo @ € {3,4,5,...,n — 1} e uma

diagonal 1Q) do poligono convexo P,, que se divide em 2 outros poligonos convexos. Um a
direita com () lados e com Ty maneiras e outro a esquerda comn+1—-Q+1=n—Q +2

lados, triangulados de T},_ g2 maneiras.

Figura 23 — Divisao do Poligono P, em Duas Regides Separadas pela Diagonal 1Q

Fonte: Autor

Usando o principio multiplicativo, temos TpT,,—g+2 que serao as triangulagoes
validas usando a diagonal 1Q) e ao variar o ponto @ para as posicoes 3,4,5,...,n — 1,
obtemos um total de triangulacoes validas para as diagonais que cruzem o vértice 1.

n—1

Z TQTn7Q+2
Q=3
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Somando os nimeros de triangulagoes e variando vértice de 1 até n, teremos
duplicidade de todas as triangulagoes feitas a partir das diagonais. Isso porque contaremos

duas vezes as diagonais 1Q e Q1. Portanto

n—1

n
5 2 TeTuq+2
Q=3

¢ o namero de triangulacoes validas a partir de cada diagonal do poligono convexo P,.
Esse nimero contém as n — 3 vezes o total de triangulacoes de 7},, uma vez que cada
vértice é origem de n — 3 diagonais e cada triangulacao utiliza n — 3 diagonais. Com isso

finalizamos a demonstracao da recorréncia:

Teorema 3.5.3. Se n € Ny, entdo 1,40 = C),.

De outra forma, seja n € N. Entao o nimero de triangulagoes de um (n + 2)-dgono
convexo em n triangulos, obtidas através de n — 1 diagonais que nao se interceptam em

seu interior, é dado por C),, o n-ésimo nimero de Catalan.

T
Demonstragdo. De fato, seja g : NUO — N e g(m) = C’+2‘ Provemos que g(m) = 1,Vm
e NU{0}. Sabemos que To =1 e Cy = 1. "
Logo:
T2 1 T3 T4
0)==—=—-=1eT;,=Cph, também: g(1) = — =1 2)=—=1
g( ) CO 1 S ) 0, tambem g( ) Cl eg( ) CQ )

Observe que para n > 4, temos:

Tn +1 = Zj—‘an—j-i-Q’ ou Seja, Tn—i—l = Tng_2+2 + 2?13 T‘an—j-i-Q = TQTn +

=2
’ n—1
Z?;:gl jjan—j—i—Q + TnT2 = Z ,I'an—j—&—Z + 2Tn
=3
Logo:
n—1
Tn+1 - 2Tn - Z CTan—j—l-Q (37)
=3
Segue do Teorema 3.5.2, que
n n—1
(n—3)T, = 5 > TjT,—ji2, paratodo n>4 (3.8)
=3

Substituindo 3.7 em 3.8:



Capitulo 3. OS NUMEROS DE CATALAN 75

(n—3)T, = g(TnH —Ty), ou seja, (2n — 6)T,, = nT,1 — 2nT,, isto é, 2nT,, —

67, + 21,, = nT,, .1 ou ainda, 4nT,, — 61}, = nT}, .

Portanto,

dn — Toor  4n—
Un=6)p  Ton 4n=0 (3.9)

T, n

Tn—l—l =

Segue da proposicao da féormula explicita que:

) S

20 —-1)2n—=3) 1 (2n—4)! 4n—-6 1 (2n—4)!

n(n —1) n—1n-2)12 n n-1Mn-2)2
1 2n—=2)2n-3)2n—4)!  (2n—-2)2n-3) 1 (2n—-4)!
nn(n—1)(n—2)!(n—1)(n—2)! nin—1) n—-1(mn-2)2

4n—6 1 (2n—4)!

n n—1(Mn-2)" (3.10)
2n — 4)!
Substituindo C,,_3 = w em 3.10 temos:
(n—2)2
An —
C’n—l - n 6071—2
ou seja,
Cn—l . 4n — 6
Cnfg - n
Logo:
C,_ n
- j =G (3.11)

Para todo n > 4 | segue de 3.10 e 3.11,

g(n — 1) _ % _ Tn+1 Cn_g _ Tn+1 Cn_g _ 4n — 6 n -1
g(n —2) CT—’; Cn_1 T, T, Cn_1 n 4n—=6

Portanto para todon >4,g(n —1) = g(n —2) = C.

Como ¢(3) = g(4) =1, entao g(m) = 1, para todo n € NUO [
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3.5.2 Uma abordagem combinatéria para os nimeros de Catalan: Ca-

minhos reticulados

Iremos agora apresentar uma interpretacao combinatoria para a identidade 3.4.1
da secao 3.4. Faremos aqui uma interpretacao do coeficiente binomial (N ;;m) através de

caminhos reticulados em Z? = {(a, b); a,b € Z}.
Considere o plano zy e o retangulo de lados inteiros N e m contidos no primeiro

quadrante, cujo em lado esteja contido o eixo x e no outro eixo y

Figura 24 — Retangulo N x m

v

(0,0)

Fonte: Autor

De quantas maneiras podemos passar pela origem (0,0) para o ponto (N, m), cujo
N e m sao inteiros nao negativos, podendo caminhar de unidade em unidade para a direita
(leste) ou para cima (norte). Tomamos um total de N + m passos, exatamente N desses
passos devem ir para o leste, sendo tomados em qualquer posicao. Assim do conjunto de
N + m passos, podemos selecionar qualquer m deles para serem os passos para o norte.
Vamos denotar por K (N, m) =total de caminhos reticulados que partem de (0,0) e chegam
no (N, m).

Temos que #K(N,m) = (N+m)

m

Exemplo 3.5.1. De quantas maneiras podemos passar da origem (0,0) para o ponto
(3,3)7

Temos:

|
(3_§3> = (S) = 3?3' =20 caminhos de (0,0) a (3,3).
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Considere uma grade quadrada n X n, como ilustrado na figura:

Figura 25 — Caminho 3 x 3

3,3)

0.0

Fonte: Autor

No caso a grade 3 X 3 temos o0s sequintes caminhos reticulados:

Quadro 5 — Caminhos Reticulados Grade 3 x 3

(3.3) (3,3)

(0.0) 0,0

3.3)

(0.0)

(0,0)

(3.3)

(0,0)

(3,3) (3,3)

(0,0) (0,0)

(0,0)

(3.3)

(3,3)

(3.3)

(0,0)

(0,0)

(3,3) (3.3)

(0,0) (0,0)

(3,3)

(0,0)

(3,3)

(3,3)

(0,0)

(0,0)

(3.3) (3,3)

(0,0) (0,0)

(3,3)

(0,0)

(0,0)

3,3)

(0,0)

Fonte: Autor

Segue do exemplo 3.5.1 do quadro 5 todos os possiveis caminhos reticulados que

saem (0,0) até (3,3). Vamos estabelecer uma bijegao entre os caminhos que saem de (0, 0)

e chegam em (n,n). Com os anagramas de 2n letras, cujas letras L se repetem n vezes e a

letra N se repetem n vezes.

Temos K (n,n) conjunto dos caminhos reticulados que saem de (0,0) e terminam
em (n,n). J& vimos que #K(n,n) = (%?) e £(n,n) = o conjunto dos anagramas de 2n

letras, cujas letras L se repetem n vezes e N se repetem n vezes. A bije¢do de K(n.n) e

£(n,n) é dada da seguinte forma:
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Cada passo dado no caminho para o leste, simbolizamos a letra que compode o
anagrama por L e cada passo dado para o norte simbolizamos com a letra N . Como temos
2n passos, formamos um anagrama com 2n letras, observe que o processo é reversivel. Na

figura 26 ilustramos a bijecao:

Figura 26 — Bijecao

(3,3) (3,3)

<~ LNLLNN

«— LNLNLN

(0,0) = (0,0 >

Fonte: Autor

Agora vamos considerar em K (n,n) os caminhos reticulados cujos passos estao
abaixo da reta y = x e iremos denotar por ((n,n) C K(n,n) e vamos considerar o

complementar de ((n,n) em relagdo a K(n,n).

Definig¢ao 3.5.2. Dado C' € K(n,n), dizemos que C' é um caminho vélido se o anagrama
A € £(n,n) associado a C' satisfizer as seguintes condigoes:

i. Os anagramas devem comecar em L e terminar em N;

ii. A cada bloco de k letras (1 < k < 2n) o nimero de L’s é maior ou igual ao nimero de

N's.

Caso contrario, dizemos que o caminho reticulado C' é invalido.
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Exemplo 3.5.2. Seja C na figura 25, C' € K(3,3)

Figura 27 — Bijecao - Caminho Reticulado 3 x 3

Ay

«— LNLNLN

(0,0)

Fonte: Autor

Dado o anagrama A : LNLNLN, associado a C, A comeca com L e termina com

N. Logo satisfaz a condigao 1).

Agora vamos verificar que a condigio i) da defini¢ao 3.5.2 também ocorre. Logo
Para k =1, temos: LINLN LN, no primeiro bloco temos 1 nimeros de L e zero nimeros
de N.
Para k = 2, temos: LN|LNLN, verifique que 1 nimeros de L e 1 nimeros de N.
Para k = 3, temos: LNL|NLN , verifique que 2 nimeros de L e 2 nimeros de N.
Para k =4, temos: LNLN|LN, verifique que 3 nimeros de L e 1 nimeros de N.
Para k =5, temos: LNLN L|N, verifique que 4 nimeros de L e 1 nimeros de N.

Portanto C € um caminho vdlido.

Observe que os caminhos vdlidos estao associados ao C € K(n,n) tal que C estd

abairo da reta y = x.
Queremos provar que C' € K(n.n), C é |Caminhos vdlidos|=| {(n.n) |.

Agora iremos definir uma bijecao entre os caminhos invdlidos e os anagramas de

2n letras cuja letra L repete (n — 1) e a letra N repete (n + 1) vezes.

Para isso observe: Se o caminho C' comegca com N entdo C serd invdlido, nesse
caso, considere o bloco formado pela letra N e outro com o restante das letras com seque

no exemplo:

N LLNNL
NLLNNL «+ > |~ N | NNLLN

1° Bloco 2° Bloco

Ou seja, repetimos a letra do 1° bloco e trocamos as letras do 2° bloco, concluimos

que o processo € reversivel.

Se C' comega em L e termina com N e nao satisfaz ii) da defini¢do 3.5.2.
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Por exemplo, LNLNNN. Como sao 6 letras, entdo considere a grade 3 x 3 e
descreva o anagrama LNLN NN nessa grade, por meio norte (acima) e leste (direita),

como a figura abaixo.

Figura 28 — Caminhos Nao Valido

9

(3,3)

— LNLNNN

Fonte: Autor

Separamos o anagrama em dois blocos de letras como segue LNLN N|N no qual
a barra divide em dois blocos em que exatamente a reta y = x cruza o caminho C' a ser

construido. Vamos conservar o 1° bloco e trocamos as letras do 2° bloco.

LNLNNI|N < LNLNN|L

Figura 29 — Caminho C'

(3,3)

— LNLNNI|N

Fonte: Autor

Como o caminho C’ obtido de C' comega em L e termina em L nao satisfaz i) e
nem ii), continua sendo um caminho invéalido. Além disso, cruza a reta y = z em algum
instante. Considere a primeira vez que C’ cruza a reta y = x. O exemplo a seguir deixara

claro
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Figura 30 — Caminho C'

(3,3)

LNLNN]|L «» LNLNN|N

Fonte: Autor

Ou seja, observando o caminho no momento e em que passo ele cruza a reta y = x
que foi no quinto passo, nesse instante forma-se dois blocos de letras 1° bloco e 2° bloco
(lendo da esquerda para direita). Conserve as letras do 1° bloco e trocamos as letras do 2°
bloco, observe que ficamos com um anagrama de 6 letras com 4 letras N's que se repetem

e 2 letras L's que se repetem.

2n)! 2
Portanto, C' € K(n,n) : C' é | caminhos invélidos |= (2n) = ")
(n—1ln+1) n—1
. ) 2n 2n
Com isso concluimos que #((n,n) = < > — < >
n n—1
De fato,
(2n)! (2n)! ~ (2n)! (2n)!n (2n)! n(2n)!

)2 (n—Dln-1)" @) m-Dn  ®)2 (n—1)(n!)?

(en) 1 (201 (2”>:cn,

S (2(n+1) n+1(mh2 n+1

Portanto, segue do resultado:

Proposigao 3.5.1. Sejan € N, n > 1. O total de caminhos reticulados que comecam em

1 2
(0,0) e terminam (n,n) e estdo abaixo da reta y = x ¢é igual a C,, = —l—l( n)
n n
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho apresentamos defini¢oes, resultados, algumas propriedades e identi-
dades que envolvem os nimeros de Pell e Catalan, ressaltamos a importancia do estudo
dessas sequéncias numéricas e apresentamos algumas possibilidades para o professor
utiliza-las e aplica-las em sala de aula, adequando-se a sua realidade. Delineamos algu-
mas interpretacoes combinatérias que validam algumas propriedades que escolhemos e a
presenca dessas duas sequéncias numéricas em problemas praticos, seja em construgoes
arquitetonicas ou no cotidiano. Um dos objetivos durante a elaboracao desse trabalho
foi pensar numa proposta didatica para o Ensino Médio que ajudasse o professor em
sua pratica, os nimeros de Pell oferecem muitas possibilidades desde as suas constru-
¢Oes geométricas até as interpretagoes combinatorias, explorando os ladrilhamentos e os
braceletes em atividades ludicas e praticas. uma ideia é uma aula sobre braceletes feita
com a montagem de pequenas de pulseiras coloridas feitas com migangas, onde podemos

introduzir o conceito de maneira divertida e prazerosa.

Os ntimeros de Catalan com as triangulacdes e os caminhos reticulados em que
espera que o aluno perceba a quantidade de movimento feitos para a direita (leste) é
o numero correspondente ao eixo x no plano cartesiano e a quantidade de movimentos
feitos para cima (norte) é o nimero correspondente ao eixo y no plano, ou seja, o par
ordenado (z,y) onde os caminhos reticulados terminam. A proposta didatica é oferecer
uma abordagem com construgoes geométricas e interpretagoes combinatorias que possam
ser aplicadas em sala de aula do Ensino Médio e com isso, melhorar e fixar os conceitos

aqui apresentados.

Durante os estudos esbarrei em outras sequéncias interessantes que podem vir a
serem investigadas e estudadas. A riqueza e diversidade das sequéncias numéricas sera

sempre uma fonte inesgotavel para aqueles que a apreciam.
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APENDICE A - Caracterizacdo Sistemas Homogéneos via

Determinantes de Matrizes e dependéncia e independéncia linear

Faremos um breve estudo dos conceitos: autovalores e autovetores e teremos a
necessidade de alguns resultados que envolvem a resolugao de sistemas lineares homogéneos.
Dessa forma, nos preocuparemos em descrever alguns conceitos e resultados que usaremos

diretamente no proximo capitulo.

A.1 Sistemas Homogéneos

Defini¢do A.1.1. Dados os niimeros reais oy, @, . . ., &, 3(n > 1). Chamamos de equagao

linear nas variaveis xq, xo, ..., T,

a1x1+a2x2+...+anxn:ﬁ

onde, aq, g, ...,q, € R sao os coeficientes e § é chamado de termo independente.

Exemplo A.1.1. 2z + 3y — 52 = 10, é uma equagao linear nas varidveis x,y,z sendo

2,3,5 os coeficientes e 10 € o termo independente.
Definicao A.1.2. Dada a equacao linear nas variaveis x, o, . .., T,
a1T1 + Xy + ...+ apx, = 67

dizemos que o vetor, cujas entradas sdo ntmeros reais e tem comprimento n, a saber,

(b1,bs,...,b,) é uma solugdo da equagao, se e somente se,
Oélb1+a2b2+...+anb:ﬁ.

Definigao A.1.3. Um sistema linear S de m equagoes com n variaveis 1, oo, . . ., Tp(m,n >

1) é um conjunto de m equacoes lineares, cada uma dessas equacdes com n varidveis

X1, To, ..., Ty, COMO SEgUE
a11T1 + Q192 + ... + QT = 61
Q01T + Q%o + ... + Q2T = Po
S =
QA1 T1 + paZo + .o+ ATy = Bm
para todo 7, j as constante a;; sao chamados coeficientes das varidveis z; com j = 1,2,...,n

e os (3; sdo chamados de termos independentes.
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Exemplo A.1.2. Considere os sequintes sistemas lineares:

10 3r—2y =26
x4+ 3y =10 um sistema linear 2 X 2,de varidveis x e y.
r—2y—2=0
2 =92 —y—2z=-1 um sistema linear 3 X 3, de varidveis x,y e =z
xr—y—2z=2_8)

Definicao A.1.4. Se em um sistema linear todos os termos independentes sao nulos, o

sistema ¢ chamado sistema linear homogéneo.

A.2 Sistemas Homogéneos: Determinante de Matrizes

O objetivo desta se¢ao é descrever a resolucao de sistemas lineares homogéneos,
cujo numero de variaveis é igual ao nimero de equagoes. Para isso, vamos reescrever esses
sistemas lineares, por meio de matrizes quadradas, onde estao definidos o conceito de
determinante de matriz. Segue de [1], que a toda matriz quadrada A estd associada a ela

um numero real chamado determinante da matriz A que denotamos por de(A).

Exemplo A.2.1. 1)O sistema linear homogéneo de m equagdes e n varidveis:

1121 + Q1229 + ...+ ALy = 0

Q91 T1 + Qoo + ... + Qopx, = 0

A1T1 + Qoo + ... + Ay, =0

Observe que esse sistema sempre tem uma solugdo, a saber, a solug¢io que chamamos
de trivial, ou seja, que é S = (0,0,...,0). Estaremos interessados nos sistemas homogéneos

que apresentam outras solucoes que sao diferentes da solucao trivial.

2)0s sistemas lineares homogéneos de 2 e 3 equagoes e 2 e 3 varidveis, respectiva-
mente:

r—2y—z=0
3r —2y==6

20 —y—z=-—1
r+ 3y =10

r—y—z=28)

Considere o sistema linear homogéneo n equacoes e n variaveis, como segue
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independéncia linear

o111 + apprs + ...+ agpx, =0

Q171 + ooy + ...+ g, =0

Q1 X1 + Qoo + ..o + Ay, =0

Vamos reescreve-lo usando a notagao matricial, dessa forma tal sistema é equiva-

lente:
AX = 0(yx1) onde
11 Qg ... Oqp I
921 Qo2 ... (Qap 4
A= s X = . e 0(n><1) =
m1 Opm2 ... Qpp Tn 0
Reescrevendo
11 12 ... 1p T 0
Qo1 Qg ... Qap T2 0
AX - O(TLX 1) @ . —
am1 Op2 ... Opp Tn 0
0
, . . . ., . 0 7,
Onde A é chamada matriz dos coeficientes, X matriz das varidveis e Op,x1) = || € a
0

matriz dos termos independentes

Segue de [1], algumas propriedades de sistemas homogéneos que irdo orientar o

desenvolvimento desse trabalho.

1) Se det(A) = 0 entao o sistema é homogéneo sé pode ser possivel e indeterminado,

ou seja, tem a solucao trivial entre outras;

2) Se det(A) # 0 entdo o sistema é homogéneo tem somente uma solugdo, ou seja,
S =1(0,0,...,0) é a tnica solugao do sistema;

3) A é inversivel <= det(A) # 0;

De acordo com essas propriedades:

r+y+z=0
Exemplo A.2.2. a) O sistema linear homogéneo é determinado < 2x + 2y +4z =0

r+y+32=0)
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possui mais de uma solugdo. Pois,

—_ N =
—_ N =
w oA e
I
=

r—y+z2=0
b) O sistema linear homogéneo é determinado § 2z + 2y 4+ z = 0 € possut uma unica

r+2y+5z=0)

-1 1
solugao, pois [ |2 1 1| |=5+1+4+1-2410=19.
2 5
1 -1 1
Comodet | [2 1 1| | # 0 entao o sistema linear homogéneo sé admite a solugdo
1 2 5

trivial;
c) Observe que A ¢é inversivel se, e somente se, existe uma matriz quadrada A~ tal

que Ax A7V = A7V X A = Iy, onde I, € a matriz identidade de ordem n. Dessa

forma,
AX - OTLXI <~ A_l X (AX) - A_l X Onxl <~ IanX - 07’L><1 ~ X - OTZXI'

Com isso concluimos que um sistema linear homogéneo admite somente a solucao
trivial quando a matriz dos coeficientes, A é inversivel. Dessa forma, um sistema
linear homogéneo admite somente a solugdo trivial se e somente se, det(A) #
0. Estaremos interessados em sistemas lineares homogéneos que admite infinitas

solucoes, neste caso, € equivalente dizer que o determinante da matriz dos coeficientes,
det(A) = 0.
A.3 Sistemas Homogéneos: Dependéncia e Independéncia Linear

Queremos descrever a resolucao de sistemas lineares homogéneos AX = 0,1,

observando as colunas da matriz A. Ou seja,

a1 12 ... O1p € 0 I
AX = O(nxl) =1 a2 @22 e Gon :L:Q = 1. ~ [Ul Vo ... Un} l:2 =
AUm1 Cpa ... Quyp Tp 0 Tn 0
onde v = (O{H 19 ... aln) , Uy = (0621 Qoo ... O{Qn) LUy = (aml (077550 N Oémn),
Para isso,
Definicao A.3.1. Sejam V um espago vetorial e vy, vs,...,v, C V. Dizemos que o

conjunto vy, vs, ..., v, é linearmente independente (LI), ou que os vetores vy, vy, ..., v,
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sao LI, se e somente se, (Vay, as ..., € R, tais que, ajv; + agvy + ... + apv, = Oy =
a; = ag = ..., = 0). Caso contrario, dizemos que e vy, vs,...,v, C V é linearmente

dependente. Neste trabalho denotaremos por Oy = vetor nulo do espaco vetorial V.

Teorema A.3.1. Sejam v, = (au I aln) , Vg = (om Qoo ... agn) .
11 19 ... qp
91 Qo2 ... Q9
-Un = (aml Am2 - a/mn) ER"e A=
Am1 Om2 ... Qpp
Temos que v; = (all Qg ... aln)av2 = (Om Q22 ... a2n)
Uy = (aln Qop v ann) sao linearmente dependentes se, e somente se det(A) = 0.
Demonstrag¢io. Suponha v, = (0411 a1y ... anl),vg = (om Qoo ... anQ) ce Uy =
(aln oy .. oz,m) € R"™ é linearmente dependentes, dessa forma existem ¢y, ¢ ... ¢, € R
0
0
com algum c; # 0 tal que, c;v1 + cova + ... + v, = Oy =
0
Qi Qp2 Q| |4 0
. Qo1 Qo2 ... Q2q C2 0
Ou seja, S =
am1 Om2 ... Opp Cn 0

Portanto existe uma solucao que nao ¢ a solucao trivial desse sistema homogéneo. Logo,

a7 Q19 ... O1p
Q21 Qoo ... Qop
det(A) = = 0.
Om1 Om2 ... Opp
a1 12 ... O1p
. Qo1 Qg2 ... O2p
Reciprocamente, suponha det(A) = = 0.
Om1 Om2 ... Opp
11 12 ... 1p T 0 C1
. « Qo1 Qo2 ... Qog T2 0 . |C2
Dai o sistema homogéneo, .| | =1 | temsolucao | | #
am1 Op2 ... Opp Tn 0 Cp, 0

Isto ¢é, existe pelo menos ¢; # 0, ¢; € R. Dessa forma,

Cl><<0(11 Qo1 ... Oénl)‘l‘CQX(alz Qo ... an2)+...
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0
0
...+, X (aln oy v e ann) = C1V1 + CUy + ...+ CrLU, =
0

Portanto vy, v, ... v, sao linearmente dependentes.
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APENDICE B - Autovetores e autovalores

Dada uma matriz quadrada A estamos investigando a existéncia de vetores nao
nulos v, tais que o vetor Av seja miltiplo de v. Esta questdo ¢ fundamental na Algebra
Linear. Este tipo de problema tem aplicagoes por todas as areas da Matematica, e fora

dela também.

B.1 Autovalores de uma matriz quadrada

Definigao B.1.1. Considere A uma matriz de ordem n x n. Um escalar A é chamado de
autovalor de A, se existe um vetor nao nulo v, tal que Av = Av. O vetor v é chamado de

um autovetor de A correspondente a .
Dada uma matriz A quadrada de ordem n queremos encontrar os autovalores de A,
para isso, suponha Az = Az, onde x é um vetor nao nulo e X\ é um escalar. Observe que:

Az =X r & Av — Az = 0,1 & (M — A)x = 0,51

onde 0,51 é a matriz nula de ordem n x 1 e I é a matriz identidade de ordem n. A equagao

(M — A)z = 0,51 tem uma solugdo nao nula, se e somente se, det(A] — A) = 0.

Definicao B.1.2. Considere A uma matriz n x n. Chama-se polinémio caracteristico
de A, o polinémio na indeterminada A, p(\) = det(A] — A) e det(A] — A) = 0 de

equacao caracteristica.

Observe que os valores A € R que satisfazem det(A — A) = 0 sdo autovalores de A.
Para encontrar os autovalores associados a A basta resolver o sistema Ax = Az e escolher

uma solugao nao nula z.

0o 1 0
Exemplo B.1.1. Encontre os autovalores de A= |0 0 1
4 —17 8
Solugao: Agora vamos calcular a equagdo caracteristica de A, para isso,
1 00 0o 1 0 A -1 0
AM—-A)=X|01 0/ —-|0 0 1|=]0 X -1
0 01 4 —17 8 -4 17 (A=138)
Seque da expansdo em cofatores [1], que:
det(A — A) :A{)\ - ] "1 [O - ] = AN =8N+ 17) —4 = N3 —
17 (A =28) —4 (A=38)

82+ 17\ — 4.
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Assim det(\] — A) =0 < X3 —8X2 + 17\ — 4 = 0, portanto os autovalores devem
satisfazer esta equacao cubica. Fsta tarefa pode ser enormemente simplificada se lembrar-
mos do sequinte resultado: “todas as solugoes (se houver) de uma equagdo polinomial

AN+ Cido1 + ...+ C, =0, com coeficientes inteiros sao divisores do termo constante
2
C,.

Desta forma, as possiveis solucoes inteiras de N> —8\2+ 17T\ —4 = 0 sdo os divisores
de —4 que sio £1, 42, £4. Substituindo cada um destes valores em N3 —8\2 + 17T\ —4 =0
temos que A = 4 € uma solucdo inteira. Entdo dividindo \3 — 8\2 + 17\ —4 =0 por A — 4
temos N3 — 8N +1TA —4 = (A —4) (N2 =4\ +1) = 0.

Resolvendo a equacdo quadrdtica N> — 4\ +1 =0, temos que 2 £+ /3 sdo as duas
solugoes. Desta forma, os autovalores de A sio: \ =4, Ay = 24+ /3, A3 =2 — /3.

Teorema B.1.1. Sejam A uma matriz de ordem n e A € R. Entao as seguintes afirmacgoes

sao equivalentes:

a) A é autovalor de A;

C

)
b) O sistema (A — A)x = 0,x; de equagdes tem solugoes nao nulas;
) Existe um vetor nao-nulo z, tal que Ax = A\z;

)

d) A é uma solugao da equagao caracteristica det(A — A)x =0
Demonstragio. (a = b)
Um escalar A é chamado autovalor de A, se existe um vetor nao nulo z, tal que Az = Az.
Az =Xz & A\ — Az = Opun & (M — A)z = Opxny

Onde 0,,«, € a matriz nula n x 1, I é a matriz identidade de ordem n e x uma solu¢ao nao

nula.

(b = ¢) Considere o sistema (A — A)x = 0,,xpn, onde 0,1 é a matriz nula n x 1,

I a matriz identidade de ordem n e x uma solugao nao nula.
Av =X & v —Arx =0,up & (A — A)x = 0y & Az = Az
Onde 0,,»,, é a matriz nula n x 1, I a matriz identidade de ordem n e x uma solugao nula.
(¢ = d) Suponha que exista um vetor x nao nulo , tal que Az = Az
Az = r & \x — Az = 0 & (M — A)z = 001
Onde x é uma solu¢ao nao nula. Dessa forma det(A] — A) =0

(d = a) Supondo que A é uma solucao da equagao caracteristica det(A — A) = 0.

Segue dai que existe x nao nulo tal que (A — A)x = 0,5;. Como
Az =Xz & \r — Az = 00 & (A — A)z = 0551

Portanto A\ é autovalor de A. [ |



APENDICE B. Autovetores e autovalores 94

B.2 O calculo dos autovetores

Dada uma matriz A de ordem n, queremos calcular os autovetores de A. Inicialmente,
temos que calcular os autovalores de A que ja vimos como proceder, na se¢ao anterior. Se
a matriz A nao possui autovalor, nao ha o que fazer. Sendo, sejam A\;, Ag, ..., A;t < n os
autovalores de A, associados ao ;7 =1,2,3,...,t. Segue um esquema para o calculo dos

autovetores de A.

Procedimento

Dados de entrada: matriz A de ordem n.

1. Calcule a matriz A\ — A, onde \ é uma varidvel real,
2. Calcule p(\) = det(AI — A);
3. Encontre ¢, onde t é o grau de p, observe que t < n;

4. Encontre as raizes do polindémio p, ou seja, resolva p(A) = 0, onde A € R: Para j = 1

até t faga:

4.1 3)\; € R; p(A;) = 07 Se 4.1 é falsa, entao A nao possui autovalores. Caso

contrario, repita o passo 4.1 novamente;

4.2 Liste A;.
5. Enquanto j = 1 até t faca:

5.1 Encontre as solugoes nao nulas do sistema Az = \;z;

5.2 Liste as solucoes X associados a Aj;

6. Liste X1, Xo,..., X;. Estes sdo os autovetores de A, associados & A1, Ag, ..., \; res-

pectivamente.

Fim do Procedimento

B.3 O Problema de Diagonalizagdo (versdo matricial)

Dada uma matriz A de ordem 7, existe uma matriz invertivel P, tal que P~1AP ¢é
uma matriz diagonal?
1 1

11 2
; P = eD =
-2 4 1 2 0

P~'AP = D, ou seja, AP = PD.

Considere A = Observe que P é invertivel e




APENDICE B. Autovetores e autovalores 95
) 0
Considere agora A = ol Queremos encontrar P =

A
T z oD - | 0 ’
—1 Yy ow 0 A
tais que P~YAP = D, ou seja, AP = PD. Supondo que existem tais matrizes temos:
roz| TN 29
Yy w

p_ Yy =1\ —r =Y\

YA wAy W= Ty —Z = WAy
Sy=—y\ e w=-wNSyl+X)=0 ¢ w(l+X)=0=y=0 e w=0.
Mas, y = 0 e w = 0 implica que o det(P) = 0 e P ndo é invertivel, o que é uma contradigao.

Defini¢ao B.3.1. Seja A uma matriz de ordem n. Dizemos que A é diagonalizavel se
existe uma matriz P invertivel, tal que a P! AP ¢ uma matriz diagonal. Se existe a matriz

P, dizemos que P diagonaliza A.

Proposicao B.3.1. Sejam M uma matriz quadrada e n um nimero natural. Se M é
diagonalizavel entao M™ é diagonalizavel.

Demonstragio. M diagonalizdvel < 3P inversivel e D matriz diagonal tais que P*M P =
D« M= PDP!.

M = PDP~' = M" = (PDP~Y)" = M" = (PDP~\)(PDP')...(PDP!) =
PD(P'P)D(P~'P)D(P~'P).. (P-'P)DP~' = PDDDD ... DP~' = PD"P

E D™ é uma matriz diagonal, pois D ¢ uma matriz diagonal. Portanto,
M" = PD"P & P 'M"P = D"
E M™ é diagonalizavel. |

Teorema B.3.1. Seja A uma matriz de ordem n, entdo as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:
a) A é diagonalizavel,

b) A tem n autovetores linearmente independente;

Demonstragio. (a = b) Suponha que A é diagonalizavel. Logo existe uma matriz

P11 P12 --- DPin
P21 P22 ... DPon
Pn1 Pn2 -+ DPnn
Invertivel, tal que P~'AP = D,onde
A0
0 Ao



APENDICE B. Autovetores e autovalores 96

P11 P12 --- DPin A1 0 0
o n 0 A 0 ...
AP — PD < AP — P21 P22 . b2 o 2 . _
Aipi1 Aopi2 Aepiz .. AppPin
AiD21 Aopaz A9paz ... Appan
= . & Apr = Mip1, Apa = Aopa, ..., Apn = Aypp,  onde
)\lpnl /\2pn2 /\2pn3 cee >\np'rm
P11 D12 DPin
P21 D22 Pon
P = . y P2 = . yeeoyPn = .
Pn1 Pn2 Pnn
sao as sucessivas colunas de P.
Portanto pi,po, ..., p,, sdo autovalores de A e A\j, Ag,..., A, 0s seus autovalores

associados, respectivamente. Como P é invertivel, seus vetores colunas sao nao-nulos e

formam um conjunto linearmente independente (L.I) com n vetores.

(b = a) Suponha que A tenha n linearmente independente pq,pa,...,p, sdo
autovetores de A com autovalores associados e A1, Ao, ..., A, e seja
P11 P12 P13 --- DPin
P P21 P22 P23 Pan
Pn1 Pn2 Pn3 --- DPnn
A matriz cujos vetores colunas sdo: pi, pa, . .., pn. Os vetores de AP sdo: Apy, Aps, ..., Apy.

Mas Ap; = AMip1, Aps = Aapa, ..., Ap,, = A\.pn de modo que

Api1 Aepiz Aapiz .. AnDin
AP — AiDa1 A2paz  Aopas . P
ADn1 A2Dn2 A2Dn3 -+ AnDnn
pPu1 P12 P13 --- Pin A0 0 ... 0
_ P21 P2 P Pon| 0 A 0 0 _pp
DPnl Pn2 Pn3 --- Pan 0O 0 ... 0 X\,
Onde D é uma matriz diagonal com autovalores A;, Ao, ..., A\, na diagonal principal. Como

os vetores-coluna de P sdo linearmente independentes, P é invertivel, assim P~'AP = D,

ou seja, A é diagonalizavel. |
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Procedimento:

Dado de entrada: matriz A de ordem n.

1. Calcule a matriz A\ — A, onde \ é uma variavel real,
2. Calcule p(\) = det(A] — A);
3. Encontre ¢, onde t é o grau de p, observe que t < n;

4. Encontre as raizes do polindémio p, ou seja, resolva p(A) = 0, onde A € R: Para j =1

até t faga:

4.1 3\; € R; p(\;) = 07 Se 4.1 é falsa, entdo A nao possui autovalores. Caso

contrario, repita o passo 4.1 novamente;

4.2 Liste A;.
5. Enquanto j = 1 até t faca:

5.1 Encontre as solucoes nao nulas do sistema Azr = \;z;

5.2 Liste as solucoes X; associados a Aj;

6. Liste X1, Xo,..., X;. Estes sdo os autovetores de A, associados & A1, Ag, ..., \; res-
pectivamente.
7. Verifique se é possivel escolher X1, X», ... X,, autovetores de associados a A1, Ao, ..., A,

de maneira que o conjunto { Xy, Xs, ... X,,} seja linearmente independente. Caso nao

seja possivel, entdo A nao é diagonalizavel, caso contrario:
8. Forme a matriz P com os vetores-coluna X, Xs,...X,,.

9. A matriz P{ — 1)AP é a matriz diagonal D com entradas na diagonal principal
AL, A2y ey Ape

Fim do Procedimento

4 0 1
Exemplo B.3.1. Encontre a matriz P que diagonaliza A, onde A= |—-2 1 0].
-2 11

Solugd@o: Temos que a equagdo caracteristica de A é: N> — 6\* + 11\ — 6. Desta
orma, seque que os autovalores sao: X = 1,\ = 2, A\ = 3, com isso 0s seus respectivos
g

autovetores associados sGo:

0
)\:1,X1: 1 ,)\ZQ,XQZ
0
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Observe que {X1, Xo,... X, } é L.I. Portanto A é diagonalizdvel e

-1
0 5 -1
P=11 1 1
0 1 1
1 00
Exemplo B.3.2. Encontre a matriz P que diagonaliza A, onde A= |1 2 0
-3 5 2

Solucdo: Temos que a equagdo caracteristica de A é: (A — 1)(A —2)% = 0. Desta

forma, seque o0s autovalores com os seus respectivos autovetores associados:

1 0
)\1:1,X1: —1 ;)\QIQ,X:J,: 0f;
8 1

observe que {X1, Xy} ndo é L.I, em R3. Portanto A ndo é diagonalizdvel.

Uma interessante aplicacao de diagonalizagdo de matrizes é resolucao de sistemas

de recorréncias lineares, por exemplo:

Exemplo B.3.3. Considere a sequinte recorréncia, dados ag,by € R e co =0 com
ag+byg+co=1

1
Qp = Qp—1 + Ibn—l

1
b, = =b,_ .
50n-1 + 1

c, =0

Encontre uma formula explicita para tal recorréncia em fungdo de ag, by, co € R.

Vamos reescrever a recorréncia por meio de matrizes, ou seja,

1 % 0 CLnfl) Qn,
X,=MX,_1, com M= |0 % 1, Xn—-1)= b, e X,=|b,
000 Cn—1 Cn
Qo
Ainda podemos reescrever o vetor X,, em funcao do vetor inical Xo = |by | .
Co
Pois, X, = M X, 1) = M*X, 5= M3X, 3=...= M"Xy. Dessa forma, estabe-

leceremos uma expressao explicita para M"™, para isso, vamos diagonalizar M, ou seja,
procuraremos uma matriz inversivel P e uma matriz diagonal D, tais que M = PDP~1,
Com esta diagonalizacdo teremos: M™ = PD"P~' paran =1,2,3,..., onde,
N0 ol oo oo
D'*=10 X 0| =10 Xy 0],
0 0 Xs 0 0 A%
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onde A, A2 e A3 sdo autovalores da matriz M.

Com a diagonalizacao de M, encontramos os autovalores e 0os autovetores corres-

pondentes, a saber: \y =1, Ay = %, A3 = 0, cujos autovetores associados:

1 1 1
X1=10|,Xo=|-1]|,X5=|-2].
0 0 1
Dessa forma,
A0 0 1 00 1 1 1
D=10 )\2 0= % % 0 s € P:[X1|X2|X3]: 0 -1 -2 y
0 0 s 010 0 0 1

Como P = P71, temos X,, = PD"P~ !X, =

1 1 1 1 0 0 Qo ap + b() +co — (%)n b() — (%)n_l Co
=0 -1 —2| x |0 (%)" 0] x bo = (%)nbo + (%>n—1 Co
0 0 1 0 0 0 co 0

Lembrando que ag + by + c¢o = 1, entdo temos paran =1,2,3, ...

=1 (;)nbo - (;)n_l o (B.1)

by = (;)nbo + (;)“ o (B.2)

cn =0 (B.3)

Exemplo B.3.4. Considere a sequinte recorréncia, dados ag, by, co € R,

ap = %an—l + %bn—l
by, = %bnfl + %bnfl + %bcnfl <B4)

1 1
Cn = an—l + 5Cn—1

agp
Encontre uma formula explicita para tal recorréncia em funcdo do vetor inicial Xo = |bg| -
Co

Solugao: Vamos reescrever a recorréncia por meio de matrizes, ou seja,

1 1
2 4 0 an—1 Qp,
— — |1 1 1 _
Xo=MX,1, com M=|L L 1 X, 1 =|b 4| e X.=|b,
1 1
0 ) Cpn—1 Cp
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Usaremos a diagonalizagdo de operadores para encontrar uma formula explicita

para Xn. Temos que a equagdo caracteristica de M é:

det(M — \) &
2 1 0
N
0 3 3

i
T

N | —
~

1 1 1 11 /1
= (IG5 Y=o
1 1 , 11
o G-z 22550
1 2
N <2—>\){—)\+>\ =
1
N <2—>\ A=1)A=0
1
S A=0A=1,)\=—-.
2
. 1
Para encontrarmos os autovetores associados a A\ = 5; Ao = 0; A3 = 1, basta resolvermos
x
os sistemas MX = \X,©1 = 1,2,3 onde X = |y| e considerarmos uma das suas
z
solugoes ndao nulas. Resolvendo os sistemas temos:
. 1 1 1
)\1:§;X1: 0 ;)\QZO;XQZ —2 ;)\3:1;X3: 2
-1 1 1
1
Observe que { X1, Xo, X3} € L.I. Portanto M é diagonalizdavel e P = | 0 -2 2
-1 1
% 00
eD=10 0 0|. Dessa forma M = PDP~! e dai, M™ = PD"P~!.
0 0 1

Como X,, = M"X, entdo, X,, = PD"P~'X,. Usaremos o método do cdlculo da

matriz cofator para calcular a matriz inversa de P.

1 1 1
Entdo seque que P = | 0 —2 2|, vamos calcular a matriz cofator A de P. Para
-1 1 1

isso precisaremos determinar as matrizes menores Pi; para todo 1 < 4,7 < 3. Assim
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teremos 9 matrizes menores, que SGo:

s 22, o o2, 0 -2
1 — 1 1 y £12 — 11 y £13 — 1 1
P L | B e | e R
21 — 11 y 422 — . 1 y 423 — 1 1
P e o | e L
31 — —9 9 y 432 — 0 y £33 — 0 -2

Agora devemos calcular os nimeros cofatores A;; para todo 1 < i,j < 3. Logo:

Ay = (=1)"det(Py) = —4
A = (=1)'"2det(Py) = —2
A = (=1 det(P3) =2
Ay = (=1)*det(Py) =0
Agy = (=1)*det(Py) =2
Agzy = (—1)*Pdet(Py3) = —2
Az = (=1)*det(Py) =4
Aszy = (—1)*"det(Ps) = —2
Azz = (=1)*Pdet(Ps3) = -2
—4 -2 -2
Portanto temos que A = | 0 2 —2|. Como a matriz inversa é dada pela
4 -2 =2
[<4 0 4
férmula P‘lzdetl(P)At. Assim temos que A' = | -2 —2 —2].
_—2 -2 =2
—4 0 4
Aplicando a formula temos: P(—l):—% -2 2 =2|, assim temos, portanto
-2 =2 =2
que:
3 00—
S TR
1 1 1
1 1 1
Dessa forma,
11 (5)" oo [& o -1 fa
Xo=PD"P'Xo=10 -2 2{x| 0 0 0]x|} =1 1]x]p
-1 1 1 0 01 i i i co
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