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RESUMO

Neste trabalho é apresentado um estudo sobre funcbes afim e quadratica e resolucdo de
situacOes-problema através do uso de programacdo, tendo como publico alvo os estudantes do
ultimo ano do ensino fundamental e primeiro ano do ensino médio. Atualmente, notamos no
ensino basico apatia e desmotivacdo por parte dos estudantes, por ndo julgarem necessario o
que aprendem na escola e, principalmente, ao encarar as dificuldades apresentadas em
Matematica. Partindo dessa premissa, objetiva-se apontar uma ligacdo direta entre resolucédo
de situacbes-problema e programacao, e abordar de forma interativa e atraente uma maneira
de adquirir as habilidades necessarias nessas duas &reas. Utilizando o software Scratch para
resolver as atividades propostas sobre fungdes afim e quadratica, conseguimos cativar o
interesse dos estudantes e atingimos maior participacdo em sala de aula, por meio de
atividades diferenciadas e criativas. Incluem-se ainda os beneficios de aprender a programar,

que é considerada uma habilidade essencial para o futuro.

Palavras-chave: Funcao afim, funcdo quadratica, software Scratch, situac6es-problema.



ABSTRACT

In this work, it is presented a study on linear and quadratic functions and problem-solving
through the use of programming, focusing on the students of the last year of elementary
school and the first year of high school. Nowadays we notice apathy and demotivation from
the students in the basic education due to their belief that what they learn in the school is
unnecessary and, mainly, when facing the usual difficulties concerning Mathematics. Based
on this premise, this work aims to point out a direct link between problem-solving and
programming, interactively and attractively approaching a way to acquire the necessary
skills in these two areas. Using the Scratch software to solve the proposed activities on linear
and quadratic functions, we were able to captivate students' interest and achieve greater
participation in the classroom through differentiated and creative activities. It also includes

the benefits of learning how to program, which is considered an essential skill for the future.

Keywords: Linear functions, quadratic function, Scratch software, problem-solving.
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INTRODUCAO

Resolver problemas é tdo antigo quanto nossa propria existéncia. Desde o comeco da
historia dos seres humanos, nos deparamos com situacées em que precisamos utilizar alguma
estratégia para superar os obstaculos encontrados. Apesar disso, foi apenas na segunda metade
do século XX que a resolucdo de situagBes-problema na area da Matemética comecou a se
fortalecer. SituagOes-problema diferem de problemas comuns no leque de habilidades e
competéncias necessarias para sua resolucdo. Enquanto um exige apenas o contedo tedrico
especifico, o outro exige leitura, interpretacdo, selecdo de dados importantes e elaboracédo de

uma estratégia antes da resolugdo propriamente dita.

A resolucdo de situacBes-problema € considerada uma metodologia de ensino
inovadora por muitos especialistas da area da educacdo, pois proporciona ao estudante a
capacidade de aprender a aprender. D4 a ele a autonomia para gerir a propria aprendizagem,
evidenciando os processos de pensamento e raciocinio. Contudo, atualmente nosso pais passa
por uma crise na educacdo em gue 0s estudantes ja ndo sdo cativados pelo processo didatico
tradicional, considerado por eles arcaico e entediante. Eles querem aulas diferenciadas,
atrativas e inovadoras. Ou seja, os professores atualmente passam pelo desafio de diversificar
as aulas tradicionais e criar novos métodos que atraiam e foquem os estudantes no processo de

ensino e aprendizagem. Para muitos, este € um caminho nebuloso e desafiador.

De acordo com George Polya (1887-1985), matematico hungaro, a resolucdo de um
problema é dividida em quatro passos principais: compreensdo do problema, elaboracdo de
um plano de solucéo, execucdo do plano e verificacdo da resposta obtida. Do ponto de vista
computacional, estes passos representam um algoritmo. Ou seja, é uma sequéncia ldgica e
ordenada de instrucBes para executar uma tarefa. Programacdo é uma area com crescente
necessidade de profissionais devido ao acelerado avango tecnoldgico que vivenciamos no
mundo globalizado, entretanto a maioria das escolas ndo fornecem nenhuma formagéo ou

apoio nesta area, que é diretamente ligada a Matematica.

Portanto, objetivando unir os beneficios de ambas as partes, ou seja, fortalecer as
estratégias para resolucdo de situacBes-problema, ampliar o dominio dos jovens sobre
instrumentos tecnoldgicos, introduzir programagdo no conjunto de competéncias dos

estudantes e resgatar o interesse e motivacdo em aprender, este trabalho visa entrelacar a
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resolucdo de situagBGes-problema em Matemética com programacao através do software e
linguagem de programacao Scratch. Desenvolvida pelo Massachusetts Institute of Technology
(MIT) e lancado em 2013, esta ferramenta promete ajudar criangas a partir de oito anos a

pensarem criativamente e raciocinarem de modo sistematico.

Apesar de permitir trabalhar todas as areas da Matematica, neste trabalho
apresentaremos uma proposta, utilizando a linguagem Scratch, para abordar funcdes afim e
quadrética, e resolucao de situacdes-problema de forma criativa e atraente para o0 nono ano do
Ensino Fundamental e primeiro ano do Ensino Médio, através de atividades elaboradas de
modo a desenvolver meticulosamente as habilidades e competéncias descritas anteriormente.
No entanto, antes de desenvolver as atividades contidas nesse trabalho, os estudantes devem

passar por um referencial tedrico sobre o tema, contido nas sec¢des iniciais desta obra.

No capitulo 1 deste trabalho introduzimos brevemente o conceito geral de funcdo. No
capitulo 2 trazemos um estudo mais aprofundado sobre funcdo afim, envolvendo
monotonicidade, grafico, estudo do zero e a caracterizacdo da fungdo. J& no capitulo 3
abordamos funcdo quadratica, sua caracterizacdo, estudo da imagem, zeros da funcéo,
determinacdo algébrica das interseccGes do grafico com os eixos coordenados, grafico, vértice
da parabola e forma candnica. As principais referéncias utilizadas nos trés capitulos iniciais
sdo (DANTE, 2013); (LIMA, 2006) e (LIMA, 2012). O capitulo 4 estabelece uma relagédo
entre resolucdo de situacGes-problema e programacdo, o problema que gera essa necessidade e
a apresentacdo do software Scratch. Ainda nesta secdo encontramos uma proposta de
atividades sobre fungfes com o uso do Scratch e um relato de experiéncia sobre a aplicacao
dessas atividades no laboratorio de informéatica de uma escola. No fim do trabalho encontra-se

0 apéndice, com as respostas para as questdes elaboradas.
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1 O CONCEITO DE FUNCAO

1.1  Preliminares

E muito comum livros didaticos e professores em sala de aula apresentarem uma
funcdo apenas como uma regra do tipo “y = x + 1” tratando-se da funcdo f: R — R, que a
cada nimero real x associa o nimero real x + 1. Porém, esta representacdo ndo e suficiente
para fazer sentido matematico, caracterizando a situacdo apresentada inicialmente como um

abuso de linguagem.

Do ponto de vista pedagogico, o uso descuidado do termo “a
fungdo y=x*” pode levar ao desenvolvimento de uma ideia limitada do
conceito de fungdo. Se em sala de aula referimo-nos a fungbes apenas
por meio de formulas, é de se esperar que os alunos desenvolvam uma
concepgao de fungdo restrita a ideia de formula: funcéo é tudo que tem
férmula. [...]J(LIMA, 2013, p. 3)

Para que uma funcdo esteja bem definida, ela precisa de trés elementos fundamentais:
dominio, contradominio e lei de associacdo. Entretanto, como o foco deste trabalho é o ensino
basico, em algumas situacbes de aplicacdo serdo omitidos os conjuntos dominio e
contradominio da funcdo em questdo, cometendo o abuso de linguagem mencionado

anteriormente, mas nestes casos estaremos trabalhando dentro do conjunto dos numeros reais

(R).

Defini¢do 1.1.1: Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios. Uma fungéo f: X — Y (lé-se
“uma fung¢do de X em Y”) € uma regra (ou conjunto de regras) que, a cada elemento x € X,
associa um, e somente um, elemento y € Y. Neste caso, 0s conjuntos X e Y sdo chamados

dominio e contradominio de f, respectivamente.
Notacao: Escreve-se x — f(x) para indicar que f transforma (ou leva) x em f(x).
Observagéo 1.1.1:

(1)  As variaveis associadas ao dominio designam-se por variaveis independentes e as

associadas ao contradominio por variaveis dependentes.
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(2) Dada uma fungdo f de X em Y, para cada x € X, existe um Unico elemento y € Y
correspondente, o qual é chamado de imagem de x pela funcé@o f ou o valor assumido pela
funcdo f para x € X e € representado por f(x) (I&-se “f de x). Assim, y = f(x). O conjunto
de todos os y assim obtidos é chamado imagem da func¢do f e é indicado por Im (f), ou
seja, I m(f) ={yeY|IxeX, f(x) =y} cV.

(3)  Outra forma de dar a definicdo de uma funcdo, ainda mantendo a consisténcia de
incluir os elementos dominio, contradominio e lei de associacdo, € como segue: para que uma
relacdo f: X — Y seja uma funcdo, esta deve satisfazer duas condi¢fes fundamentais:

(1) Estar definida em todo elemento do dominio (existéncia);

(i) Né&o fazer corresponder mais de um elemento do contradominio a cada elemento

do dominio (unicidade).

Exemplo 1.1.1:
Funcéo identidade: f: X — X, definida por f(x) = x, Vx € X.

Funcdo constante: f: X — Y, definida por f(x) = ¢, sendo ¢ uma constante qualquer tal que

cEeY.

Observacdo 1.1.2:  Como mencionado anteriormente, uma férmula algébrica, por si s6, ndo
define uma funcdo, sendo que uma mesma regra de associacdo pode representar diversas
fungdes, variando de acordo com 0s conjuntos dominio e contradominio. Por outro lado,
existem funcbes que ndo podem ser representadas por uma unica regra de associacdo em todo
seu dominio, como por exemplo:

fR->R

{1, sex <0

x e x+2, sex=>0

Definicédo 1.1.2: Sejam f:A—-> B e g:C - D duas fungbes, com B c C. A funcéo
composta de g com f é a funcdo denotada por g o f, com dominio em A e contradominio em

D, que a cada elemento a € A se associa 0 elementod = g o f(a) = g(f(a)) € D.
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Definicédo 1.1.3: Consideremos uma funcdo f: X — Y. Dizemos que:
(i) f é sobrejetiva se paratodo y € Y, existe x € X tal que f(x) = y;
(i)  féinjetivasexy, x; € X, x;1 # x5 = f(x1) # f(x2);

(ili)  f € bijetiva se fé sobrejetiva e injetiva.

Observacdo 1.1.3:  Note que, pela defini¢cdo acima, uma funcéo f: X —» Y é:
e injetiva quando elementos diferentes em X sdo transformados por f em elementos
diferentesem Y.
e sobrejetiva quando, para qualquer elemento y € Y, pode-se encontrar pelo menos um

elemento x € X tal que f(x) = y.

Definicédo 1.1.4: Uma funcdo f: X —» R, com X c R, é dita:
(i) Crescente quando para quaisquer xq,x, € X, x; < x; = f(x1) < f(xy).
(i) Decrescente quando para quaisquer xq,x, € X, x; < x; = f(x1) > f(x3).
(ili)  Monotona ndo  decrescente quando  para quaisquer  xq,x, € X,
x1 < xz = fx1) < fxz).

(iv) Mono6tona ndo  crescente  quando  para  quaisquer  x,x, € X,

x; <x2 = f(x1) = fx).

Em qualquer um dos quatro casos, f diz-se monétona. Nos dois primeiros (f crescente ou
f decrescente) diz-se que f € estritamente mondtona. Nestes dois casos, f é uma funcédo

injetiva.

Observagdo 1.1.4: A condicdo para que uma funcdo f: X = R, com X c R seja crescente

ou decrescente também pode ser posta da seguinte maneira:
N fx)—f(x2)

X1—X2

e f écrescente quando para quaisquer x;,x, € X, x; # X, > 0.

f(x1)—f(x2) <0.

X1—X2

e f édecrescente quando para quaisquer x;,x, € X, x; # x, =

1.2 Coordenadas Cartesianas

A notacéo (a, b) é usada para indicar o par ordenado de nimeros reais a e b, no qual o

numero a é a primeira coordenada e 0 numero b é a segunda coordenada. Note que os pares
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ordenados (1,2) e (2,1) sdo diferentes, pois a primeira coordenada de (1,2) é 1, enquanto a

primeira coordenada de (2,1) é 2.

Um sistema de eixos ortogonais é constituido por dois eixos perpendiculares, Ox e
Oy, que tém a mesma origem 0. O eixo Ox chama-se eixo das abscissas e Oy é chamado de
eixo das ordenadas. O sistema € indicado com a notagdo Oxy. Por conveniéncia, 0 eixo das
abscissas costuma ser chamado de eixo x e 0 eixo das ordenadas de eixo y. O sistema de eixos

ortogonais é denominado plano cartesiano.

A cada ponto P do plano corresponde um par ordenado (x,y) € R?, onde 0s nimeros
x e y sdo as coordenadas cartesianas do ponto P relativamente ao sistema Oxy, sendo x a
abscissa e y a ordenada. Reciprocamente, a cada par ordenado de nimeros reais corresponde
um ponto do plano cartesiano. Essa correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e os
pares de nimeros reais une Algebra & Geometria, isto ¢, possibilita escrever algebricamente
algumas propriedades geométricas e, reciprocamente, interpretar geometricamente relacdes
entre ndmeros reais. Dessa forma podemos representar geometricamente as expressoes
algébricas estudadas e visualizar o comportamento de cada tipo de funcdo no plano

cartesiano. As coordenadas x, y do ponto P s&o definidas do seguinte modo:

Se P estiver sobre o eixo Ox, o par ordenado associado a ele é (x,0), onde x é a
coordenada de P no eixo Ox. Se P estiver sobre o0 eixo Oy, a ele corresponde o par (0,y),
onde y é a coordenada de P no eixo Oy. Se P nédo estiver sobre nenhum dos eixos, tracamos
por P uma paralela ao eixo Oy, a qual corta Ox no ponto de coordenada x, indicando sua
abscissa. Analogamente, tracamos por P outra reta, paralela ao eixo Ox, que cortara o eixo Oy
no ponto que indica a ordenada do ponto P, ou seja, (x,y) € R? é o par ordenado que

corresponde ao ponto P.

Figura 1: Plano cartesiano (eixos coordenados).

(eixo vertical 4y
ou eixo das
ordenadas)

T| X
(eixo horizontal

ou eixo das

abscissas)

]
(origem)
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1.3 Grafico

Uma fungdo na forma f: D c R — R é chamada uma fung&o real (pois seus valores
s80 nameros reais, isto €, seu contradominio é R) de variavel real (pois sua variavel
independente assume valores reais, isto €, seu dominio € um subconjunto de R). O gréfico de

uma funcdo desta forma é o seguinte subconjunto do plano cartesiano R?:

G(f) ={(x,y) ER*} x € D,y = f(x)}.

Assim, um ponto (x, y) pertence ao grafico de f se, e somente se, x € D e 0s hUmeros
reais x e y satisfazem a lei de associacao de f. Em outras palavras, o gréafico de uma funcgéo f

é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem sua lei de associacao.

O principal recurso para esbocar e tracar graficos de fungdes reais apresentado aos
estudantes no ensino basico é o método baseado em substituicdo e interpolacdo. Dado uma
expressao algébrica qualquer (usualmente omitem-se o dominio e contradominio, cometendo
0 abuso de linguagem comentado inicialmente e, assim, ndo caracterizando uma fungdo), cria-
se uma tabela de valores para x e f(x) (mais frequentemente chamado de y) onde atribuimos
valores para x e através de substituicdo na expressdo dada, calculamos o valor de y
correspondente. Ao encontrar pares em quantidade suficiente para um bom esboco, traga-se o
grafico no plano cartesiano através dos pontos encontrados. Em geral, os valores da variavel
independente escolhidos para a tabela sdo numeros inteiros proximos de zero e 0s pontos sdo
ligados por segmentos de reta. Este procedimento envolve pouco raciocinio matematico
referente a funcdo trabalhada. Tanto as escolhas dos valores incluidos na tabela quanto a
interpolacdo dos pares obtidos sdo feitas mecanicamente sem que sejam levadas em
consideracao as propriedades algébricas e geométricas da funcao.

Portanto, apesar deste método ser didatico para o nivel basico, ele ndo contribui para a
compreensdo integral do grafico como conjunto de pontos que satisfazem a lei de associagédo
dada e, como o procedimento envolve ligar pontos por meio de segmentos de reta, ainda pode

causar erros em casos onde a funcéo ndo € continua.
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2 FUNCAO AFIM

Suponha a situacdo de ter que escolher entre duas empresas, A e B, para alugar um
carro em uma viagem. A empresa A cobra uma taxa fixa de R$150,00 e R$0,50 por
quilémetro rodado, enquanto a empresa B recolhe R$2,00 por quilémetro rodado e ndo possui
taxa fixa. Esta € uma situacdo muito comum no dia a dia e evidentemente ndo podemos
afirmar que uma empresa € sempre mais vantajosa que a outra sem o devido estudo. Aqui, a
escolha depende da estimativa de quilémetros a serem rodados, tornando uma delas mais
interessante. As regras que transformam a quantidade de quilébmetros rodados no prego
cobrado por cada empresa, ao fim do uso do veiculo, sdo representadas por fungdes afim.
Matematicamente, chamando de x a quantidade de quildmetros rodados, podemos calcular o
preco a ser cobrado pelas empresas A e B através das fungbes f(x) = 0,50x + 150 e
g(x) = 2x, respectivamente. Neste capitulo, estudaremos este tipo de funcdo e suas

caracteristicas.

2.1 Definicéo e preliminares

Definigdo 2.1.1: Uma fungdo f:R — R chama-se afim quando existem constantes
a,b € Rtais que f(x) = ax + b paratodo x € R.

Exemplo 2.1.1: Séo exemplos de funcdo afim:
e A funcdo identidade f: R — R, definida por f(x) = x,V x € R;
e AstranslacBes f: R — R, definidas por f(x) = x + b;
e Funcdes lineares f(x) = ax;

e Fungdes constantes f(x) = b.

E possivel saber que certa funcio f: R — R é afim sem que os coeficientes a e b
sejam fornecidos explicitamente. Neste caso, obtém-se b como o valor que a funcdo dada
assume quando x = 0. O nimero b = f(0) as vezes se chama o valor inicial da funcéo f.
Quanto ao coeficiente a, ele pode ser determinado a partir do conhecimento dos valores f(x;)
e f(x;) que a fungdo f assume em dois pontos distintos (porém arbitrarios) x; e x,. De fato,

conhecidos:
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f(x;)=ax;+b e f(xy)=ax,+b,
Obtemos

fxz) = f(x1) = alx; — x1),

Portanto

_ f(xz) — f(x1)
a=—"

Xy —Xq

Dados x,x + h € R, com h# 0, 0 nimero a = [f(x + h) — f(x)]/h chama-se a

taxa de crescimento (ou taxa de variacdo) da fungéo f no intervalo de extremos x, x + h.

Como exemplo, 0 preco a ser pago por uma corrida de taxi € dado por uma funcéo
afim f: x » ax + b, onde x é a distancia percorrida (normalmente medida em quildmetros), o
valor inicial b é a bandeirada e o coeficiente a € o preco do quilémetro rodado cobrado pelo

taxista.

Proposicao 2.1.1: A funcdo afim f(x) = ax + b, com a # 0, é injetora.
Demonstracéo: Para todos x, x, € R, temos
fxp)=fxy) o ax;+b=ax,+b=ax;,=ax, @ ax; —ax, =0 a-(x; —x,) =0.

Como a - (x; —x,) = 0,coma # 0, entdo (x; — x,) = 0 e, portanto, x; = x,.

Proposicdo 2.1.2: A funcdo afim f(x) = ax + b, com a # 0, é sobrejetora.

Demonstracao: Para qualquer que seja y € R, existe x = yT_b € Rtalque f(x) =f (y—_b) =

a

— g2 —
=a-— +b=y.

Observacéo 2.3.1: A fungdo afim f(x) = ax + b, com a # 0, é bijetora porque, como

visto, é injetora e sobrejetora.

2.2 Monotonicidade da fungdo afim

Proposicao 2.2.1:  Uma funcdo afim f(x) =ax + b é crescente quando sua taxa de
crescimento (coeficiente a) é positiva e decrescente quando a é negativo.

Demonstragao: Para quaisquer x;, x, € R tais que x; # x,, temos:
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a(x1—x;)

F(x) = ax + b é crescente & LEDTX2) o o @ath)-laxnh) o >0=a>0
X1—X2 X1—X2 X1—X2

e

F(x) = ax + b 6 decrescente < LV D) g o @atb)-(@0th) ) o ad=X) g oy g <,
X1—Xp X1—X3 X1=X2

Figura 2: Representacéo de uma funcéo afim crescente.

yﬂ
f(x)
fxz)
fxi)
X4 Xax

Figura 3: Representacéo de uma funcéo afim decrescente.

f(x;)

f(x2)

2.3  Gréfico da fungéo afim

Verificaremos a seguir as caracteristicas do grafico da funcéo afim.

Proposicdo 2.3.1: O Grafico G de uma fungdo afim f: x » ax + b € uma reta.
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Demonstracéo: Basta mostrar que trés pontos quaisquer do grafico G séo colineares.

Sejam
P; = (xq,ax; + b),
P, = (xy,ax, +b) e
P; = (x3,ax3 + b)

pontos de G. Vamos mostrar que P;, P, e P; sdo colineares. Para isso, € necessario e suficiente
que 0 maior dos trés nameros d(P;, P,), d(P,, P;) e d(P,, P;) seja igual a soma dos outros
dois. Podemos naturalmente supor que as abscissas x;, x, € x5 S80 tais que x; < x, < x3. A

formula da distancia entre dois pontos® nos d&:

d(Py, P) = \/(xz —x1)?+a?(x; — x)% = |(xz —x) W1+ a?=(x, —x)V1+a?
d(P,, P3) = (x5 —x,)V/ 1+ a?

d(Py, P3) = (x5 —x)v 1+ a?

Dai, temos imediatamente que

d(Py, P;) = d(Py, P,) + d(P,, P3).

Figura 4: Colinearidade de pontos do gréafico de uma fung¢ao afim.

'LIMA, 2006, p.14-16
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Como consequéncia da proposigdo anterior, para que uma funcdo afim f fique
totalmente determinada basta conhecer os valores f(x;) e f(x;) para x; # x,. Isto se deve ao
fato de que o gréfico de f é uma reta e, como sabemos, uma reta fica determinada quando

conhecemos dois de seus pontos.

Proposicdo 2.3.2:  Dados arbitrariamente (x;,y;), (x2,y,) € R?, com x; # x,, existe
uma, e somente uma, funcdo afim f: R - R tal que f(x;) = y; € f(x2) = y,.
Demonstragdo: Sendo f:R — R uma fungdo afim tal que f(x;) =y, e f(xy) =y,,
qgueremos determinar os coeficientes a e b de modo que se tenha
f(x) = ax + b paratodo x € R. Isto corresponde a resolver o sistema

ax,+b=y;

ax,+b=y,
A solucgéo é imediata:

Y2—Y1 X2Y1 — X1)2
a= , h=——"=
Xy —Xq Xy — X1

Proposicdo 2.3.3:  Toda reta ndo vertical r € o grafico de uma funcéao afim.

Demonstracdo: Tomemos dois pontos distintos P; = (xq1,y1) € P, = (x5,y,) na reta r.
Como r é ndo vertical, temos necessariamente que x; # x,, logo, pela Proposicdo 2.3.2,
existe uma funcdo afim f: R — R tal que f(x;) = y; € f(x;) = y,. O gréafico de f é uma reta

que passa pelos pontos P, e P,. Portanto, essa reta coincide com r.
[ |

Observacgdo 2.3.2:  Geometricamente, b é a ordenada do ponto onde a reta que é o gréfico
da fungdo f: x = ax + b intersecta o eixo Oy, também chamado simplesmente de coeficiente
linear. O numero a chama-se inclinacao (ou coeficiente angular) dessa reta (em relacdo ao
eixo Ox das abscissas). Quanto maior o valor de a, mais a reta se aproxima da posi¢do
vertical. Quando a > 0, o grafico de f € uma reta ascendente (da esquerda para a direita) e

quando a < 0, a reta é descendente.

Trabalhando-se com fungdes, no entanto, ndo é apropriado chamar o coeficiente a de
coeficiente angular da funcdo f. O nome mais apropriado é taxa de variacdo (ou taxa de
crescimento), pois embora geometricamente a seja a tangente trigonométrica do angulo do

eixo Ox com a reta que representa o grafico da funcdo afim, na maioria dos casos nenhum
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angulo é estudado em problemas algébricos envolvendo fungdes. Outro problema é que o
angulo que o grafico faz com o eixo horizontal depende da escala utilizada para medir as
grandezas x e f(x). Resumidamente, tem-se a taxa de variacdo de uma fungéo e coeficiente

angular de uma reta.

2.4 Caracterizacdo da fungdo afim

Para caracterizar a funcdo afim, precisaremos inicialmente do Teorema Fundamental

da Proporcionalidade, apresentado a seguir:

Teorema 2.4.1: (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Seja f: R - R uma

funcdo crescente. As seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

(D) fn-x)=n-f(x)paratodon € Ze todo x € R.
(2) Sendo a = f(1),tem — se f(x) = ax para todo x € R.
) f(x+y) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracao: Iremos provar as implicacbes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).
e (D)= (2):

Inicialmente, vamos verificar que, para qualquer namero racional g = % a hipotese

(1) acarreta que f(q - x) = q - f(x), paratodo x € R. De fato, como nq = m, temos:
n- f(qx) = f(ngx) = f(mx) = m- f(x),
logo
flgx) ==f() = q- f().

Sejaa = f(1). Como f(0) = f(0-0) = 0- f(0) = 0, a monotonicidade de f implica
que a = f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além disso, f(q) =f(qg-1) =q-f(1) =
q - a = aq qualquer que sejaq € Q.

Mostremos agora que f(x) = ax paratodo x € R.

Suponha, por absurdo, que exista algum ndmero real x (necessariamente irracional) tal

que f(x) # ax. Vamos admitir f(x) < ax. Como a > 0, temos



22

A

a

Tomemos q racional tal que

f&)

—<q<x
a q

Entdo f(x) < aq < ax, ou seja, f(x) < f(q) < ax. Absurdo, pois f é crescente e,

consequentemente, como q < x, deveriamos ter f(q) < f(x). Portanto, (1) = (2).

(2) = (3):

Seja f(x) = ax, paratodo x € R. Entdo temos:
fx+y)=a-x+y)=a-x+a-y=fx)+f(y),Vx,y eR

(3) = (D:

Suponhamos, por hipétese, que f(x +y) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R.
Provaremos, por inducdo sobre n, que f(n-x) =n- f(x),vn € Z,Vx € R.
Inicialmente, verificaremos a veracidade para n = 0:

f(0) =£(0+0)=f(0)+f(0) = f(0) =0.
Logo, f(0-x)=f(0)=0=0"f(x),Vx € R.
Suponha, agora, f(n-x) =n- f(x),vn = 0 (Hipotese de Inducdo).
Provemos que f((n+ 1) -x) = (n+ 1) - f(x), Vx € R.
Temos, Vx € R,

f(ln+ 1D x)=flax +x) = f) + f) =n- f) +f() = (n+ 1) - f(x).

Logo, f(n-x) =n-f(x),Vvn=>0,Vx € R.
Agora, se n < 0, entdo —n > 0. Temos, Vx € R,

fn-x) = F((-n)(=x)) = (—n) - f(—x).
Como,Vx e R, 0 =f(0) = f(x —x) = f(x) + f(—x), segue que

f(=x) = =f(x).

Assim f(n-x) = (—n) - (=f(x)) =n- f(x), Vx € R,
Logo, f(n-x) =n-f(x),Vn<0,Vx € R,
Portanto, f(n-x) =n- f(x),vn € Z,Vx € R.
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Teorema 2.4.2: Seja f:R—- R uma fungdo monotona injetiva. Se 0 acréscimo

f(x+ h) — f(x) = @(h) depender apenas de h, mas ndo de x, entdo f é uma funcéo afim.

Demonstracéo: Vamos supor que a funcdo f seja crescente. Entdo ¢: R — R também é
crescente, com ¢ (0) = 0. Além disso, para quaisquer h, k € R temos:
ph+k)=f(x+h+k)—f(x)=
=f((x+k)+h)—fx+k)+flx+k) —f(x) =
= @(h) + @(k).

Portanto, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, fazendo a = ¢(1), temos
@(h) = a-hparatodo h € R. Isto quer dizer que f(x + h) — f(x) = ah. Chamando f(0) de
b, obtemos f(h) = ah + b, ou seja, f(x) = ax + b paratodo x € R.

Observacdo 2.4.1: A reciproca do teorema anterior é vélida. De fato, se f(x) = ax + b,
entdo f(x + h) — f(x) = ah ndo depende de x.

A taxa de variacdo nos leva a observar uma ligacdo interessante entre funcgdes afins e

progressdes aritméticas.

Uma progressao aritmética pode ser vista geometricamente como uma sequéncia
finita ou infinita) de pontos x4, x5, ..., x;, ... igualmente espacados na reta. Isto quer dizer que
1,42 i

arazdo h = x;,, — x; ndo depende de i:
h=x;—x; =X3 =X == Xy —X; =

Se f: R - R é uma fungdo afim, digamos f(x) = ax + b, e xq, x5, ..., Xj, ... € UMA
progressao aritmética de razdo h, entdo os pontos y; = f(x;), i = 1,2, ... também estdo

igualmente espagados, isto &, formam uma progressao aritmética cuja razéo é
Yir1 — Yi = (@xi41 + b) — (ax; + b) = alx;4, — x;) = ah.

Assim, se tivermos uma reta ndo vertical (grafico de uma fungdo afim) em R e

tomarmos sobre ela os pontos

(1,y1),(2,y2), ., (i, yi), ..
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cujas abscissas sdo 0s numeros naturais 1,2, ...,1,.., as ordenadas y;,y,, ..., ¥;, ... desses

pontos formam uma progressao aritmética.

Reciprocamente, se uma fungdo monoétona f: R — R transforma qualquer progressao
aritmética  xq, x5, ..., x;, ... huma progressdo aritmética y; = f(x1), y2 = f(x3), ...,

y; = f(x;), ... entdo, pelo Teorema anterior, f € uma funcdo afim.

2.5 Zero da funcéo afim

O valor de x para o qual a funcdo f:x ~ ax + b se anula, ou seja, para o qual
f(x) =0, denomina-se zero da funcdo afim (comumente também chamado de raiz da

funcdo). Para determinar o zero de uma funcéao afim basta resolver a equagéo ax + b = 0.

Ou seja,

Geometricamente, o zero da funcdo afim é a abscissa do ponto de intersec¢do do

grafico da funcdo com o eixo Ox.

Figura 5: Representacdo geométrica do zero da funcao afim.

JlJ.-"

X

Xo (zero da?um;éo )
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3 FUNCAO QUADRATICA

Suponhamos que uma pessoa queira aumentar a renda familiar e comece a fazer bolos
caseiros para venda. Passado certo tempo e anotando os dados de seus negdcios, ela observa
que cada bolo custa R$20,00 em ingredientes e estima que se cada um for vendido por x reais,
ela vendera 100 — x bolos por més. A funcdo que representa matematicamente o lucro nesta
situacdo pode ser escrita por L(x) = x(100 — x) —20(100 — x) = —x2 + 120x — 2000.
Esta equacdo representa uma funcdo quadratica. Com ela, esta pessoa poderia estabelecer qual
0 preco a ser cobrado que acarretaria em um lucro maximo, aperfeicoando seu negécio. Neste

capitulo estudaremos a fungdo quadratica e suas caracteristicas algébricas e geométricas.

3.1 Definicéo e preliminares

Definicéo 3.1.1: Uma fungdo f: R — R chama-se quadratica quando existem ndmeros

reais a, b, ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax® + bx + c para todo x € R.

Exemplo 3.1.1: Sdo exemplos de funcdes quadraticas:
a) f(x)=2x*—5x+150,emquea=2,b=-5¢ec=150.
b) f(x)=—x?*+x+1,emquea=—-1,b=1ec=1.

c) f(x)=x*—3x,emquea=1,b=-3ec=0.
d) f(x)=x72+4,emquea=§,b=0ec=4.

e) f(x)=x*emquea=1,b=0ec=0.
Observe que ndo sdo funcdes quadraticas:

f) f(x) =3x (funcdo afim)
g) f(x) =2* (funcdo exponencial)

h) f(x) = x*+ 2x*+ 3 (func&o polinomial do terceiro grau).

Observagdo 3.1.1:

(1) Erroneamente, € muito comum a funcdo quadratica ser chamada de funcdo do segundo
grau nas salas de aula do ensino basico, pois se “assemelha” a uma equacéo do segundo grau
(ax* + bx + ¢ = 0). A forma correta de utilizar essa nomenclatura seria funcdo polinomial do

segundo grau.
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(I1) Os coeficientes a, b e ¢ da fungdo quadratica f ficam inteiramente determinados pelos
valores que essa fungdo assume e sdo os principais elementos a serem estudados em funcoes
quadraticas. Ou seja, se a,x*+ byx + ¢; = a,x* + b,x + ¢, para qualquer x € R, entdo

a, = a,, b = b, e c; = ¢,. Vamos mostrar agora a veracidade desta ocorréncia.

Seja a;x? + b;x + ¢; = a,x? + b,x + ¢, para todo x € R. Fazendo x = 0, tem-se
¢, = ¢,. Entdo, a,x? + byx = a,x? + b,x para todo x € R*. Dividindo ambos os membros
da igualdade por x, obtemos a,;x + b; = a,x + b, para todo x # 0. Fazendo x =1,
chegamos em a; + b; = a, + b, e agora substituindo x por —1 obtemos —a; + b; = —a, +
b,. Chegamos entéo no sistema

{ a1+b1:a2+b2
—a1 + b1 = _az + bzl

Somando as duas equacdes, temos que b, = b, e as subtraindo encontramos a, = a,.

Esta observacdo permite que identifiguemos uma funcdo quadratica com um trindbmio do

segundo grau.

A fim de que se tenha a=d', b=Db" e c=c', ndo é necessario exigir que
ax*+ bx +c =a'x?+ b'x + ¢’ para todo x € R. Basta supor que esta igualdade valha para

trés valores distintos de x.

Suponhamos  que as  funcBes  quadrdticas f(x) =ax*+bx+c e
g(x) =a'x?*+b'x +c’ assumam os mesmos valores f(x;) = g(x1), f(x3) = g(x,),
f(x3) = g(x3) para trés nimeros reais distintos x;, x, € x3. Escrevendo @ =a —a’,
B=b—b" e y=c—c, queremos mostrar que a=pf =y =0. Sabemos que
fx1) —g(xq) =0, f(xz) — g(xz) = 0 e f(x3) — g(x3) = 0. Isto significa que
ax? + Bx;+y =0

axs+ Bx, +y =0
axi+Px;+y =0

Subtraindo a primeira equagéo de cada uma das outras, vem:

a(x —x}) + B, —x,) = 0
a(xf —x{) + Blxs —x,) =0

Como x, —x; # 0 e x3 —x; # 0, podemos dividir a primeira destas equagdes por

X, — X, € asegunda por x; — x;, obtendo
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alx; +x,)+p=0
a(x; +x3)+ =0

Subtraindo membro a membro, temos a(x; — x,) = 0

Como x; —x, # 0, resulta dai que a = 0. Substituindo nas equagfes anteriores,
obtemos sucessivamente f = 0 e y = 0. Portanto, se duas funcdes quadraticas assumem 0s
mesmos valores em trés pontos distintos x;, x, e x3 entdo essas funcbes sdo iguais, isto &,

assumem o mesmo valor para qualquer ndmero real x.

A cada trinémio do segundo grau de coeficientes reais ax® + bx + c € associada uma
funcdo quadratica definida por x » f(x) = ax* + bx + c. Ou seja, dado qualquer trinémio
do segundo grau de coeficientes reais ax®+ bx +c, a esse corresponde uma funcio
quadratica com os mesmos coeficientes a, b e ¢ definida por f(x) = ax* + bx + c, para todo
x € R. Note que a correspondéncia (trindomio) ~ (funcdo quadratica) é biunivoca, pois é

injetiva pela observacao anterior e sobrejetiva pela definicdo de funcdo quadratica.

3.2 Valor ou imagem da funcdo quadratica em um ponto

Se f:R — R é dada por f(x) = ax* + bx + c, o valor (ou a imagem) de f no ponto

xo € dada por f(x,) = ax3 + bx, + c.

Exemplo 3.5.1: Se f:R — R definida por x » 2x* — 2x — 12, para calcular o valor

dessa fungdo no ponto x = 1, ou seja, f (1), fazemos:

f)=2-12-2-1-12
(1) = —12.

Outro problema importante seria questionar o caminho inverso. Dado f(x), calcular o
valor de x. Isto €, descobrir 0 valor de x que substituindo na funcdo dada, nos retorna o
resultado f(x) dado. Utilizando, ainda, a funcdo dada no exemplo anterior, suponha que
f(x) = 0, entdo temos 2x* — 2x — 12 = 0, que é uma equacdo do segundo grau. Os valores

que satisfazem essa equacdo sdo 3 e —2.
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3.3 Zeros da funcéo quadratica

O estudo da fungdo quadrética se origina na resolucdo da equacéo do 2° grau. Os zeros
(ou raizes) da funcdo quadratica f: R — R definida por f(x) = ax®+ bx + ¢, com a # 0,
sdo todos 0s pontos x € R tais que f(x) = 0. Ou seja, as solucBes da equacdo do segundo

grau ax® + bx + ¢ = 0.

Queremos agora generalizar o célculo dos zeros da funcdo quadratica de modo a ter

uma férmula para o célculo dos zeros de qualquer funcédo deste tipo.
Para isso, partiremos de ax* + bx + ¢ = 0.
Subtraindo ¢ em ambos 0s membros, temos:
ax*+ bx = —c
Dividindo a equacéo pelo coeficiente a, temos:

5 bx c
X2+ —=—=
a a

Completando quadrados, ficamos com:

2+bx+ b? c+ b?
et —=——t—
a 4a? a 4a?

O primeiro membro é um trinbmio quadrado perfeito. Voltando ele para a forma de

quadrado de uma soma:

( b)z_b2—4ac

X+ 5=
2a 4q?

Aplicando raiz quadrada em ambos os membros:

N b N b? — 4ac
x 2a 4q?
Dai,
b b*—4ac
X=——+t—-—
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Entdo, concluimos que:

X

_—b ++/b? — 4ac
B 2a '

O nUmero b?>—4ac ¢é chamado de discriminante da funcdo quadratica

f(x) = ax* + bx + c e representado pela letra grega A (delta).

Por estarmos trabalhando no universo dos nimeros reais, as seguintes afirmagdes sdo

verdadeiras:

e SeA>0,entdo afuncdo f(x) = ax* + bx + c tem dois zeros reais diferentes;
e SeA<0,entdoafuncio f(x) = ax® + bx + ¢ ndo tem zeros reais;

e SeA=0,entdo afuncio f(x) = ax® + bx + ¢ tem dois zeros reais iguais.
Para usar a formula acima basta conhecer os coeficientes a, b e ¢ da funcéo.

Se A> 0ouA = 0, entdo os zeros dessa funcdo serdo:

I __ _b + '\/Z o __ _b B ﬂ
X = 2a e X = 2a .
Exemplo 3.3.1: Calcular os zeros da fungdo real dada por f(x) = 2x* — 2x — 12,

Temos f(x) = 2x*—2x—12=0,coma=2,b=—-2ec = —12.

Utilizando a formula e substituindo os valores dos coeficientes dados, ficamos com:

A = b?% — 4ac
A=(=2)2—4-2-(-12)
A=4496

A = 100.

Dai,

!

_ —(-2)++V100 2+10 12

2-2 4 4




30

,_—(=2)—V100 _2-10 -8
x 2.2 4 4

Verificando:

f(=2)=2-(-2)2-2-(-2)-12=8+4-12=0,
f3)=2-32-2-3-12=18—-6—12 = 0.

Portanto, os zeros de f sdo —2 e 3.

Observacdo 3.3.1: Podemos estabelecer as relagdes de soma e produto entre os zeros da
funcdo quadratica, que servem para muitos propdsitos, tanto no estudo de fungdes quadraticas
quanto na resolucdo de problemas. Dada a funcéo quadratica f(x) = ax® + bx + c, existindo
—b+VA ;y  —b—VA
ex
2a a

os zeros de f, a saber, x" = , € facil calcular algebricamente sua soma e

produto deles:

—b++VA —-b—vVA —=2b++A—-+A b

Xhxn= 2a + 2a - 2a =_E
e
2
, ., _—b+vA —b—+vA b?—(VA)" b?-b*+4ac 4ac c
o= 2a 2a 4q? - 4q2 442 a

Logo, f(x)= ax2+bx+c=a(x2+§x+£) =a[x>—("+x")x+x"-x"] =
=alx*—x"-x—x""x+x"x"]=alx—x")(x —x

Portanto, f(x) = a(x —x")(x — x""), que é a forma fatorada da funcéo quadratica.

Note que existem outras formas algébricas de calcular os zeros da funcdo quadratica.
Em geral, os livros didaticos de matematica para o ensino basico expem, numa sequéncia
l6gica com progresséo de dificuldade, o célculo das raizes de uma equacgéo do segundo grau,
deixando a apresentagdo da formula para o fim. Ou seja, comecando desde as equacdes
incompletas, passando pelas completas, que ja formam trinbmio quadrado perfeito ou que seja
necessario completar quadrados para que se tornem um, até as equacbes completas mais

elaboradas.
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E facil resolver por fatoracdo as equacdes incompletas com ¢ = 0, sabendo que para o
produto entre dois fatores resultar em zero, um dos fatores tem que ser, tambeém, igual a zero.
Por exemplo, x*—5x=0=>x(x—-5)=0=>x=00ux—5=0=>x=00oux=5=
x'=0ex" =5. A resolugdo para as incompletas de b = 0 basta isolar a varidvel x, se
assemelhando ao célculo para a raiz da equacdo do primeiro grau, como mostra o exemplo
2x*—8=0>x*=4>x=42>x"=2ex"”" =—-2. Para determinar, quando elas
existem, as raizes reais de uma equacdo do segundo grau completa sem utilizar a formula,
basta completar quadrados e continuar o desenvolvimento algébrico analogamente a

demonstracdo apresentada para a mesma.

Geometricamente, a relacdo entre os zeros da funcdo quadratica e o grafico dessa
funcdo € a interseccdo do grafico com o eixo Ox. Vimos que a funcdo quadratica pode possuir
dois zeros reais diferentes, nenhum zero ou dois zeros reais iguais, portanto o seu grafico
podera cortar 0 eixo Ox em até dois pontos. Sendo assim, ndo faria sentido esperar que seu

gréfico seja uma reta. Estudaremos a seguir o grafico da funcdo quadratica.

3.4 Grafico da funcéo quadratica

Veremos que o grafico de uma funcdo quadratica € uma parabola. Para isso,
inicialmente recordemos o conceito de uma parabola.

Dados um ponto F (chamado de foco da parabola) e uma reta d (chamada de diretriz)
gue ndo contém F, definimos parabola como o lugar geométrico dos pontos que equidistam
de F ed.

Figura 6: Parébola (Gréfico da fun¢do quadratica).
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Na figura acima, onde o segmento AD é perpendicular a reta diretriz d, sdo iguais as
distancias de A até F e de A até D, ou seja, d(4,F) = d(A, D), para qualquer ponto A da

parébola.

Observe que para representar o grafico de uma fungdo quadratica, a reta diretriz da

parabola deve ser paralela ao eixo Ox.

Proposicdo 3.4.1: O grafico da funcdo quadratica f(x) = ax?, com a # 0 é a parabola
cujo focoe F = (O, ﬁ) e cuja diretriz é a reta paralela ao eixo Ox de equacéo y = ;—a.

Demonstracdo: Para todo x € R, mostremos que a distdncia de um ponto aleatorio
X = (x,ax?) do grafico de f(x) = ax* ao foco F = (Oﬁ) é igual a distancia do mesmo
ponto X areta d de equacéo y = ;—a

Queremos mostrar que d(X, F) = d(X, d).

2

d(X,F) = \/(x—0)2+(ax2—%)2=\/x2+<ax2—%).

Agora, a distancia entre o ponto X e a reta d ¢ calculada da seguinte maneira®:

in

Como distancias sdo numeros positivos, para verificarmos a igualdade entre elas, basta

e+
= |ax* +—|.
a 4qa

verificar a igualdade entre seus quadrados. De fato,

= el 2 ) oo <o)

2

= (|0Lx2 +i) = (d(x, d))z.

4a

’LIMA, 2006, vol.lll, pp. 37-38
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Portanto, o grafico da funcdo quadratica f(x) = ax?, a # 0, é a parabola com as

caracteristicas descritas anteriormente.

Proposicdo 3.4.2:  Para todo a,m € R com a # 0, o grafico da fungdo quadratica

f(x) = a(x —m)? é uma parabola cujo foco é F = (m, ﬁ) e cuja diretriz é a reta horizontal
~ -1
de equacdo y = e

Demonstracdo: Sendo X = (x,a(x —m)?), F = (m, i) e a reta d de equacgdo y = e
Vamos mostrar que para todo x € R, vale a igualdade d(X,F)=d(X,d), ou seja,

(x —m)? + [a(x —m)? — i]z = [a(x —m)? +i]2.

De fato,

(x—m)? + [a(x —m)? — %]2 =

2a(x —m)? 1

=(x-m)?+a*(x—m)*— i T
x —m)? 1
:(x—m)2+a2(x—m)4—( 5 ) Ty
(x —m)? 1

— 12(r — )4 _
a*(x —m)* + 5 T6a?

2

= [a(x -m)? + L
4a

Observacdo 3.4.1: Notemos que o gréafico de f(x) = a(x —m)? é obtido do grafico de

g(x) = ax? através da translacdo (x,y) - (x + m,y), que leva o eixo x = 0 no eixo x = m.
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Figura 7: Translacéo horizontal da parabola.

y

Proposicdo 3.4.3: Dados m,k € R, com a#0, o grafico da fungdo quadratica
f(x) =a(x —m)? + k é a parabola cujo foco é F = (m,k +i) e cuja diretriz € a reta
horizontal de equacdo y = k — ﬁ.
Demonstracdo: Sendo X = (x,a(x —m)?+k), F = (m,k +£) e a reta d de equacédo
y=k —ﬁ. Vamos mostrar que para todo x € R, vale a igualdade d(X,F) = d(X,d), ou

; 2 2 1]? 2 17]?
seja, (x —m) +[a(x—m) +k—k—z] =[a(x—m) +k—k+a].
Temos,

17? 179?
(x—m)2+[a(x—m)2+k—k——] =[a(x—m)2+k—k+—] =
4a 4a
2 2
1 1
o (x—m)? + [a(x—m)2 ——] = [a(x—m)2 +—]
4a 4a
e esta igualdade foi verificada na demonstragéo da Proposicéo 3.4.2.

Observacdo 3.4.2: O grafico da funcdo quadratica f = a(x — m)? + k é obtido através da
translacdo vertical (x,y) ~ (x,y + k) do gréfico de g(x) = a(x — m)2. Em outras palavras,

adicionando-se k a cada ponto do grafico da funcéo g.



35

Figura 8: Translacédo vertical da parabola.

A

Das proposicdes anteriores, podemos concluir que o grafico de qualquer funcéo
quadrética f(x) = ax®+ bx + ¢ é uma parabola que pode estar transladada vertical e/ou

horizontalmente em relagdo a parabola que € o grafico da fungdo quadratica f(x) = ax>.

Vejamos agora outras observacdes a respeito do gréfico da funcdo quadratica

f(x) = ax* + bx + c, além de algumas interpretacdes geométricas.
O coeficiente a indica o direcionamento da concavidade da parabola. Quando:

e a > 0, aconcavidade da parabola é voltada para cima;

e a < 0, aconcavidade da parabola é voltada para baixo.

Figura 9: Orientacéo da concavidade da parabola.

a>0

a <0
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Se a concavidade da parabola é para cima, ela tem um ponto de minimo. Por outro
lado, se a concavidade for para baixo, essa parébola tera um ponto de maximo. Este ponto

chama-se veértice e sera estudado na secdo 3.5 a seguir.

Quanto maior for o valor do coeficiente a, mais fechada serd a concavidade da
pardbola, enquanto que valores mais proximos de zero mostram o comportamento contrério,

isto €, aumentam a abertura da concavidade.

A parébola intersectard o eixo Ox nos pontos do tipo (x,0) e 0 eixo Oy no ponto
(0,y). Vejamos quem sdo a abscissa x e a ordenada y desses pontos.

As raizes reais da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 (caso existam) sdo as abscissas dos
pontos onde o grafico intersecta o eixo Ox. Lembrando que o discriminante A determina

guantas raizes reais a funcéo quadréatica terd. Temos:

A = 0 — uma raiz real dupla (o grafico intersecta o eixo em um s6 ponto)
A > 0 — duas raizes reais distintas (o grafico intersecta o eixo em dois pontos)
A < 0 — nenhuma raiz real (o grafico ndo intersecta o eixo x)

O coeficiente c indica a ordenada do ponto onde a parabola intersecta o eixo Oy. Ou
seja, a intersecgdo do grafico da funcdo com o eixo das ordenadas acontece no ponto (0, c),

pois f(0) =a-02+b-0+c=c.

Figura 10: Interseccao da parabola com o eixo das ordenadas.

(0, )
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De acordo com o valor do discriminante A e do coeficiente a, a parabola pode ter as

seguintes disposi¢des no plano cartesiano:
Figura 11: Posi¢des do grafico da fungdo quadratica quando a>0.

a=>0 a>0 =0
A=0 A=10 A<0

VAR

Figura 12: Posicbes do grafico da funcéo quadréatica quando a<0.

a<0 a
A=0 A

~ NN

Note que as pardbolas sdo figuras simétricas, com um eixo de simetria vertical,

<0
=0

)

paralelo ou coincidente ao eixo das ordenadas passando pelo seu ponto de maximo ou de
minimo. Este ponto, o vértice da parabola, € muito importante no estudo da funcdo quadratica
pela sua aplicacdo em problemas envolvendo este tipo de fun¢do. Geometricamente, ele € o
ponto médio do segmento que representa a distancia do foco a diretriz da pardbola. Na
sequéncia, exploraremos sua definicdo e demonstracdo da formula para determinar seu valor,

dada a regra de associacdo de uma funcéo quadréatica qualquer.

3.5 Veértice da parabola

Determinar o veértice da parabola permite o estudo de varios elementos da funcéo
quadratica relacionada a ele. A partir dele e do sinal do coeficiente a podemos encontrar a
imagem da funcdo, bem como seu valor de maximo ou de minimo e ainda nos auxilia no

esbogo do grafico dessa funcéo.
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Tomemos uma funcdo quadratica f: R » R definida por f(x) = ax® + bx + ¢, com
a # 0. Para a obtencéo das coordenadas do vértice da parabola associada a f, utiliza-se o fato
de ela ser simétrica em relacdo a reta que é paralela ao eixo Oy e contém o Foco da parabola,
e ter a reta diretriz paralela ao eixo Ox. Tomando dois pontos da pardbola que sdo
equidistantes do eixo de simetria, basta calcular a média aritmética de suas abscissas para
determinar a abscissa x do vértice, que denotaremos por x,. Note que, para A > 0, podemos

utilizar os zeros x’ e x'' da fungdo f para este propdsito. Sendo assim, temos:

x"+ x"

Xy = .
v 2

Vimos anteriormente que x’' + x" = —b/a. Dai, substituindo na equagdo anterior,
temos:

—b
Xy = 77—
v 2a

Generalizaremos para qualquer valor de A. Tome m € R, m # 0. Como x,, pertence
ao eixo de simetria da parabola, os pontos x,, — m e x,, + m do dominio da funcdo possuem a

mesma imagem, ou seja, f (x, — m) = f(x, + m). Entdo:

a(x, —m)?+b(x,—m)+c=alx, + m)?+b(x,+m)+c=>
a(x2 — 2x,m +m?) + bx, — bm = a(x2 + 2x,m + m?) + bx, + bm =

ax? — 2ax,m + am? + bx,, — bm = ax? + 2ax,m + am? + bx, + bm =

4ax,m = —2bm =
_—b
Xp =5

A ordenada do vértice, denotada por y,, € 0 valor de f no ponto x,, ou seja:

—b\? —b —b?+4ac —(b®>—4ac) -A
) () _ _

yv=f(xv)=a'(z 4a 4a " 4q

2a

Portanto, o Vértice da pardbola que é o grafico da fungdo quadratica

f(x) = ax*+ bx + ¢, a # 0, é 0 ponto:

V_(—b —A)
" \2a’ 4a/)
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Exemplo 3.5.1: Para f(x) = x* — 4x temos
e ) D € 1O B
vTT W= T

Portanto, V = (2, —4).
Observe o gréfico:

Figura 13: Representacdo do vértice V da parabola.

i

1

G

Pelo gréafico podemos ver que a imagem de f é:

Im(f) = {y eR|y = —4}.

Observacdo 3.7.1: Dada f:R — R definida por f(x) = ax*+ bx+c, com a # 0, se
V(x,,y,) € 0 Vvértice da parabola associada, temos entéo:
e Sea>0,entdo Im(f) = {y e R|y = y,} ey, é ovalor minimo de f;

e Sea<O0,entioIm(f) = {y e R|y <y} ey, éovalor maximo de f.

3.6 Forma canbnica da funcéo quadratica

Dada a fungdo quadratica f: R — R determinada por f(x) = ax* + bx + ¢, com

a # 0, podemos escrever:
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b c
f(x)=ax2+bx+c=a(x2+ax+a>.

Completando quadrados, temos:

, b p» B b\*> —b*+ 4ac
fx)=alx +ax+ +— =a<x+—> +—

4> 4a®  a 2a 4a?
Simplificando:

b)2+4ac—b2

Lembrando que x,, = ;—2 ey, = ;—2 = f(x,), entdo para todo x € R e a # 0, podemos

escrever qualquer funcdo quadratica f(x) = ax* + bx + ¢ da seguinte maneira:

f(x) =a(x — xv)z + W

a qual é denominada forma canénica.

3.7 Caracterizacdo da funcdo quadratica

Uma progressao aritmética de segunda ordem é uma sequéncia y,, y,, ¥, ... €m que as
diferencas sucessivas d; =y, —y;, d, = y3 — Y5, ... formam uma progressdo aritmética
usual. Por exemplo, a sequéncia 1, 4,9, 16, 25, ... dos quadrados dos nimeros naturais € uma
progressdo aritmética de segunda ordem. Isto significa que a funcdo quadratica

f(x) =x* transforma a P.A. 1,2,3,4,5.. na P.A. de segunda ordem
f,f2),f3),f(4), f(5), ...

Se f: R — R, definida por f(x) = ax* + bx + ¢ é uma funcdo quadratica qualquer e
X1,X2,X3,X4,... € UmMa P.A. arbitrdria, entdo os ndmeros y; = f(xy),y2 = f(x3),
y3 = f(x3),ys = f(x,),... formam uma P.A. de segunda ordem, isto €, goza da propriedade
de que as diferencas sucessivas d; = y, — y;, dy = Y3 — Yo, d3 = Y, — ¥3, ... formam uma
progressao aritmética. Mais precisamente, se x;,; —x; = r, para todo i = 1,2, 3, ..., entdo

d;+1 — d; = 2ar?. De fato, paratodoi = 1,2,3, ...,

— — a2 2 _ 2 2 —
div1 = Yis1 —Yi = AX{yy + bXpyq + ¢ — axi —bx; —c = a(xiy —x7) + b(xi1 — %) =

= a(xj41 + %) (41 — %) + b(xi11 — x;) = a(xjq + x)7 + br
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di =y, —yi—1 = alx; + x;_1)r + br.
Portanto,

diy1—d; =alx;1 +x)r +br —a(x; + x;_)r —br =

=alx;+ 7+ x)r —alx; + x; — r)r = 2ar®.

Observacgédo 3.7.1: Uma P.A. pode ter razdo x,,; — x, = 0. Neste caso, trata-se de uma
sequéncia constante: x;,x;,xq,--~. Consequentemente, uma P.A. de segunda ordem pode
degenerar-se em uma P.A. ordindria, quando a razdo r da P.A. y, — ¥4, V3 — V5, ... for igual a

ZEro.

Teorema 3.7.1: (Caracterizacdo das Funcdes Quadraticas.) Para que a funcdo continua
f:R - R seja quadratica é necessario e suficiente que toda progressdo aritmética néo

constante x;, x,, ..., xp, ... Seja transformada por f numa progressdo aritmética de segunda

ordem ndo-degenerada y; = f(x1),y2, = f(x2), oo, Y = f(x), ..

Demonstracdo: Mostremos que Se y4, ¥2, Vs, ... € uma P.A. de segunda ordem, entdo existem
nlmeros reais a, b, ¢ tais que y, = an® + bn + ¢, para todo n € N. Assim, considerando a
funcdo f(x) = ax® + bx + c, temos y,, = f(n) para todo n € N, portanto a restricdo de f aos
nameros naturais fornece os termos da P.A. de segunda ordem dada. De fato, as diferencas

sucessivas

Y2 =Yu Y3~ V2o Yn+1 — Yns -

formam uma P.A. ordinéria, cujo primeiro termo é d = y, — y; e cuja razdo chamaremos de

r, portanto seu n-ésimo termo é
Y1~ Yo =d+ (n—Dr,
paran =1, 2,3, ... Temos entao:

Yn+1= One1 = Y) + O = Vn—) + o+ 3 —y2) + (2 —y1) + 1
=ld+n-Dr]+[d+(n—=2r]+-+[d+r]+d+y,
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nrin—1
d+(—)

paratodo n € N.

Esta igualdade também é verdadeira quando n =0, 0 que nos permite escrever

Vo = (n—l)d+(n_1)2(n_2)r

+ Y1

ro, 3r
=3n +<d—7)n+r—d+y1

=an’+bn+c,

paratodon € N, coma =

N =

3
,b =d—?r,c=r—d+y1.
Isso mostra a necessidade, concluindo a primeira parte da demonstracéo.

Para provar a suficiéncia, seja f: R - R uma funcéo continua com a propriedade de
transformar toda P.A. ndo-constante numa P.A. de segunda ordem ndo-degenerada.
Considerando a funcéo g: R — R dada por g(x) = f(x) — f(0), para todo x € R, vemos que

g tem as mesmas propriedades de f e mais a propriedade adicional de que g(0) = 0.

Em particular, considerando a progressdo aritmética 1,2,3,4,5,..., temos que
g(1),g(2),...,g(n),... forma uma P.A. de segunda ordem ndo-degenerada. Logo existem
constantes a # 0, b e ¢ tais que g(n) = an? + bn + ¢ para todo n € N. Como g(0) = 0,

segue que ¢ = 0. Logo, paratodon € N,

g(n) = an? + bn.
Agora, fixemos arbitrariamente um numero p € N e consideremos a progressao
aritmética
123 n
25
Analogamente, concluimos que existem a’ # 0 e b’ tais que

n
g (—) =a'n®+b'n
p
para todo n € N. Assim, para todo n € N, temos:

an*+bn=gn) =g (r;Tp) =a'(np)? + b'(np) = (a'p?)n* + (b'p)n.
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Portanto, as fun¢des quadréticas

ax*+bx e (a'p?»)x*+ (b'p)x

coincidem paratodo x = n € N. Assim, a = a’p®*e b = b'p, ou seja, a’ = %, b' = >

Logo, para quaisquer nimeros naturais n e p vale:
n ' 5 , a , b n\?2 n
g(—)=an +b'n=—=n +—n=a<—) +b—.
p p p p p
Portanto as fungBes continuas g(x) e ax® + bx sdo tais que g(r) = ar®+ br para
todo numero racional positivo r = %‘ Segue-se que g(x) = ax* + bx para todo nimero real
positivo x. Analogamente, considerando a P.A. —1,—2,-3, ..., concluiriamos que g(x) =

ax* + bx para todo x < 0. Logo, colocando f(0) =c, temos f(x) = g(x) + ¢, ou seja,

f(x) = ax* + bx + c, paratodo x € R.
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4 UMA ABORDAGEM COM O USO DA LINGUAGEM SCRATCH

Nas ultimas décadas, o mundo tem passado por um processo de desenvolvimento
tecnoldgico muito acelerado. Esta evolucdo ramifica cada vez mais as areas de pesquisa,
gerando ainda mais novidades. Todo avancgo tecnoldgico tem envolvimento de maquinas. Na
medicina, bracos mecanicos ja realizam cirurgias com precisdo e detalhamento superiores a
capacidade humana. Na industria, a maior parte dos processos de producdo € automatizada.
Na agricultura, a mecanizacdo ja existe desde a preparacdo do solo até a colheita. Ou seja,
maquinas estdo substituindo o homem. Contudo, apesar de desenvolverem as atividades com

velocidade, forca e precisao surpreendentes, ainda hé a necessidade de serem programadas.

Desenvolvimento de software, que exige programacdo, € uma &rea com crescente
necessidade de profissionais, entretanto a maioria das escolas ndo fornecem nenhuma
formacdo ou apoio neste campo. Dai, visando fortalecer as estratégias para resolucdo de
situacdes-problema, ampliar o dominio dos jovens sobre instrumentos tecnoldgicos, introduzir
programacéo no leque de competéncias dos estudantes, resgatar o interesse e motivagdo em
aprender e entrelacar essa area com a Matematica, apresentaremos uma proposta para abordar
funcBes afim e quadratica utilizando o software Scratch. As atividades terdo como publico

alvo o ultimo ano do ensino fundamental e primeiro ano do ensino médio.

4.1 Resolucéo de situacdes-problema

Desde os primdrdios, nos deparamos com situagdes em que precisamos utilizar alguma
estratégia para superar o obstaculo a frente. A simples tarefa de cortar dois galhos de arvore
de mesmo tamanho para formar a armacéo de uma barraca ja requer uma linha de raciocinio
sistematizada. Dai para as adversidades encontradas na exploracdo espacial, utilizando
espacgonaves sofisticadas e equipamentos de tecnologia de ponta, existe uma ampla diferenca
de habilidades envolvidas. E natural pensar, portanto, que a resolucio de problemas esta
intrinseca a nossa histdria e que as dificuldades enfrentadas aumentam junto com nossa

evolugéo como civilizagdo.

Apesar de andar lado a lado com nosso desenvolvimento, s6 no final da década de 70

que comecou a se fortalecer a resolugdo de situa¢Bes-problema na &rea da matematica, ja que
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estdo diretamente ligadas. Note que resolucdo de problemas difere da resolugéo de situagéo-
problema. Um pode limitar-se num célculo direto, por exemplo, a resolucdo de uma equacéo
dada ja na forma de expressdo matematica, enquanto o outro é uma situacdo elaborada,
contendo um texto discorrendo sobre uma circunstancia arbitraria ligada ao nosso dia a dia,
onde o estudante necessita ler, interpretar, selecionar os dados importantes e entender o
problema proposto, antes de poder elaborar uma estratégia para resolvé-lo pondo em prova
tudo o que se sabe. Ou seja, a resolucdo de uma situacdo-problema aborda um leque de

habilidades muito superior as necessarias para a resolucao de uma simples equacao.

Segundo Dante (2003, p. 20):

“situacdes-problema séo problemas de aplicacdo que retratam situaces reais do dia-
a-dia e que exigem o uso da Matematica para serem resolvidos... Através de
conceitos, tecnicas e procedimentos matematicos procura-se matematizar uma
situacdo real, organizando os dados em tabelas, tragando gréficos, fazendo
operacOes, etc. Em geral, sdo problemas que exigem pesquisa e levantamento de
dados. Podem ser apresentados em forma de projetos a serem desenvolvidos usando
conhecimentos e principios de outras areas que ndao a Matematica, desde que a

resposta se relacione a algo que desperte interesse”.

Estas situacbes sdo responsaveis por grande parte das duvidas que surgem entre 0s
estudantes. O aluno precisa executar leitura atenta e interpretativa, entender a situacdo, extrair
as informacdes fornecidas e traduzi-las para linguagem matematica, identificando a operacéo
ou sequéncia de operacGes mais adequadas para a resolucdo. Para isso € necessario que o
aluno aplique o que aprendeu em outros componentes curriculares ou até em outras areas do
conhecimento, desde conceitos de fisica, quimica e biologia até lingua portuguesa, historia,

geografia, entre outros.

Devido a essa extensdo do processo de busca pela resposta, os estudantes acham o
processo complicado, tedioso e desnecessario, perdendo a motivacdo que os impulsiona. A
proposta das situacdes-problema é precisamente o inverso. Justamente pela ligacdo com uma
situacdo do cotidiano, possibilitando que o estudante estabeleca uma relacdo de vivéncia com
0 problema, é que se espera despertar-lhes a curiosidade e interesse para buscar a solucao e,
principalmente, desenvolver habilidades proprias dentro da escola para abordar adversidades e

se preparar para a vida fora dela.

Considere o exemplo a seguir, retirado da prova de matematica do ENEM-2017:
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Exemplo: (ENEM-2017) A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas

representa cada vez mais preocupacao quando feito em vias urbanas.
Caminhao entala em viaduto no Centro

Um caminhdo de grande porte entalou embaixo do viaduto no cruzamento das
avenidas Bordes de Medeiros e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, proximo a Ponte
de Pedra, na capital. Esse veiculo vinha de S&o Paulo para Porto Alegre e transportava trés

grandes tubos, conforme ilustrado na foto.

Figura 14: Situag&@o-problema contida no ENEM-2017.

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja 0,60 m e que eles estejam
em cima de uma carroceria cuja parte superior esta a 1,30 m do solo. O desenho representa a

vista traseira do empilhamento dos canos.

Figura 15: Situacdo-problema contida no ENEM-2017.

Y
AN

A margem de seguranca recomendada para que um veiculo passe sob um viaduto é
que a altura total do veiculo com a carga seja, no minimo, 0,50 m menor do que a altura do

vao do viaduto.

Considere 1,7 como aproximaco para v/3 (x).
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Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro, para que esse caminhdo

pudesse passar com seguranga sob seu véo?

a) 2,82
b) 3,52
c) 3,70
d) 4,02
e) 4,20

Resolucgdo e comentarios:

Observamos inicialmente a quantidade de informagfes para uma Unica questdo. Ao
ler, o candidato precisa interpretar toda a situacdo e atentar-se as informacGes relevantes
contidas no texto. A manchete e o paragrafo inicial apenas ilustram a situacdo-problema,
enquanto que a partir da primeira figura encontramos os dados necessarios para a sua

resolucéo.

O exercicio pergunta qual deveria ser a altura minima para que esse caminhao
pudesse passar com seguranca, portanto devemos analisar todas as alturas desde o chéo até a
parte mais alta do empilhamento de canos, além de considerar a margem de seguranca
recomendada de, no minimo, 50 cm. Portanto, devemos somar os valores das alturas: Solo <
Base da carroceria < Altura da pilha de canos < Viaduto (margem de seguranga).
Conhecemos a distancia do solo a base (1,30 m) e a margem de seguranca (0,50 m), portanto
nos resta apenas calcular a altura da pilha de canos através do raio de um deles, dado pelo
desenho de sua vista traseira. Aqui € importante o candidato verificar que esta altura nédo é
duas vezes o didmetro do cano, pois 0 que estd disposto na posi¢do superior se apoia

ligeiramente entre os dois inferiores.

Figura 16: Ligacao entre os centros da circunferéncia para visualizar a resolugéo.
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Unindo os centros das circunferéncias como mostra a figura anterior, obtemos um
triangulo equilatero de lado [ = 1,20 m. Dai é facil observar que a altura da pilha de canos é a
altura deste triangulo equiltero, somado com duas vezes o raio de 0,60 m (um abaixo e outro

acima do triangulo, unindo a cacamba ao ponto mais alto da pilha).

Uma forma de efetuar este calculo é utilizando a formula da altura h do triangulo
equilatero (obtida tracando sua altura e aplicando o Teorema de Pitdgoras em qualquer um

dos dois triangulos retangulos resultantes) dada por h = ? Assim,

1,24/3
h =

— = 0.6V3 & 1,02 m.

Portanto, a altura do empilhamento de canos é 1,02 + 0,6 + 0,6 = 2,22 m. Dali,
utilizando a estratégia elaborada anteriormente, a altura minima do viaduto deve ser 2,22 +

1,30 + 0,50 = 4,02 m, que esta representada pela alternativa (d).

Ainda aproveitando o exemplo, situa¢Ges-problema na forma de questdo objetiva
contemplam quatro alternativas chamadas de distratores, que tém por objetivo analisar o erro
do estudante. Supondo que tivesse sido marcada a alternativa (e), o professor consegue
identificar onde esteve o equivoco. Ao somar, considerar a altura do empilhamento de canos
como duas vezes o didametro de um deles, o calculo final resultaria em 4,20 m. Ou seja, as
alternativas ndo sdo elaboradas arbitrariamente, mas sim visando compreender o raciocinio do

aluno.

A resolucdo de situacBes-problema é considerada uma metodologia de ensino
inovadora por muitos especialistas da area da educagdo, pois proporciona ao estudante a
capacidade de aprender a aprender. Da a ele a autonomia para gerir a prépria aprendizagem,
evidenciando os processos de pensamento e raciocinio. O estudante deve assumir o papel de
protagonista da propria aprendizagem. Ou seja, ele deve aprender a buscar informacdes e
conhecimento sozinho atraves de estudos e pesquisas nos diversos meios disponiveis, como
livros, enciclopédias, internet, jornais, documentarios, etc. Com isso, hd uma evolugdo nas
funcdes do aluno e do professor dentro da sala de aula. O professor torna-se 0 mediador do

processo de ensino e aprendizagem.

O papel do professor neste processo é fazer intervengdes direcionando o estudante

para 0 caminho correto, sem entregar a resposta ou atalhos para a resolucdo. Ele deve saber
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ajudar a organizar as ideias, guiar o estudante para que aprenda a retirar os dados mais
importantes fornecidos pelo enunciado, estimular a aprendizagem e principalmente saber lidar
com os erros. Especialmente em matematica, analise do erro é importante para o aprendizado.
Deve ficar claro para o aluno onde ele errou e o porqué, de modo que possa evitar 0S mesmos
erros futuramente. Ensinar bem inclui conduzir o estudante a pensar, criticar, debater e
questionar. De acordo com Cury (2003, p.127), “a exposicdo interrogada gera a davida, a
duvida gera o estresse positivo, e este estresse abre as janelas da inteligéncia. Assim

formamos pensadores, e ndo repetidores de informacdes”.

Atualmente, ainda ndo damos a devida importancia a resolucdo de situagcdes-problema,
porém estamos caminhando para essa direcdo. Provas de vestibulares, concursos publicos e
processos seletivos cada vez mais incluem situacdes elaboradas para avaliar os candidatos,
como o exemplo supracitado do Exame Nacional do Ensino Médio. Sua complexidade é
proposital e permite uma analise mais profunda e fiel do verdadeiro conhecimento e
habilidades do candidato. Algumas escolas que priorizam a evolucdo do ensino ja estdo
desenvolvendo metodologias préprias, centradas na resolucdo de situacdes-problema e
treinando professores para serem mediadores no processo de ensino-aprendizagem,

transformando estudantes em protagonistas.

Apesar dos inimeros beneficios trazidos pela injecdo de situa¢es-problema no ensino
brasileiro, 0o nosso publico estudantil, de uma maneira geral, passa por uma fase de
comodismo. A interpretacdo errada da progressao continuada, em que o estudante é aprovado
automaticamente, independentemente de ele ter ou ndo conseguido obter as habilidades e
competéncias exigidas, a falta de participagdo dos pais na vida escolar dos filhos, tanto no
acompanhamento dos estudos diarios quanto no estimulo e incentivo mostrando valores e a
importancia dos estudos, sdo alguns dos fatores que corroboram com essa falta de interesse
dos estudantes. Nosso sistema educacional arcaico ndo é menos culpado. Ele valoriza mais as
notas obtidas pelos estudantes do que o conhecimento efetivamente adquirido. Embora
especialistas e pesquisadores da area de educacdo tenham evoluido muito as nocoes
pedagdgicas de avaliacdo, ainda € mais conveniente para o aluno conseguir as notas de
maneiras antiéticas. Assim, os estudantes frequentam atividades basicas apenas por obrigacao,
ndo se dedicam e, por conseguinte, deixam de exercitar e melhorar sua capacidade de

pensamento.
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Todos esses fatores mencionados resultam na desvalorizagdo do conhecimento. Para
reverter este quadro, os professores, com o0 apoio de toda a equipe escolar, precisam elaborar
estratégias criativas e inovadoras que cativem a atencdo dos estudantes. Ou seja, elaborar
aulas envolvendo os diversos espagos e ambientes disponiveis na escola, desenvolver projetos
e até utilizar os diversos aparelhos tecnoldgicos disponiveis, como smartphones,
computadores, tablets e lousa digital, entre outros. Aulas diferenciadas geram motivacéo, que
por sua vez, transformam apatia em protagonismo e proatividade, elevando a qualidade do
ensino e aprendizagem. Segue um exemplo em que “transformei” 0 piso quadriculado da sala
de aula em plano cartesiano para reforcar o conhecimento sobre como esbocar graficos de
funcdo afim. Esta atividade foi aplicada a uma turma do nono ano do ensino fundamental, que
mostrou um nivel de atencdo e participacdo muito superior comparado as aulas expositivas

tradicionais.

Figura 17: Professor Douglas Costa em atividade diferenciada em Aracatuba-SP.

Outro trabalho que vem sendo realizado, ainda dentro do objetivo de diferenciar as
aulas, é a utilizacdo de programacdo no ensino de matemética e desenvolvimento das
habilidades necessarias para resolucao de situa¢des-problema. De acordo com George Polya
(1887-1985), matematico hungaro, a resolucdo de um problema é dividida em quatro passos

principais. S&o elas:

e Compreensdo do problema;
e Elaboracdo de um plano de solucéo;

e Execucéo do plano;
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e Verificacdo da resposta obtida.

Do ponto de vista computacional, estes passos representam um algoritmo. Portanto,
resolver uma situacdo-problema em Matematicas e assemelha a programar, ja que exercitam
as mesmas habilidades. Programacdo é considerada uma das habilidades para as profissdes do
futuro. Partindo dessa ideia, é razoavel considerar que aliar programacdo com resolucdo de
situacOes-problema € uma estratégia efetiva de mobilizacdo e motivacdo para os estudantes.
De fato, é o que foi observado na aplicacdo desta técnica utilizando o software Scratch e sera
relatado mais adiante neste trabalho. De acordo com Ricardo Basaglia, diretor da empresa de
recrutamento Michael Page, “A demanda por profissionais com essa habilidade (programar)

deve ser maior do que a de uma pessoa que domine um segundo idioma”.

4.2 Scratch

Programacdo € o processo de escrita dos codigos que regem um programa de
computador, seja ele simples ou complexo. Computadores nada mais fazem do que processar
dados, portanto precisamos ensina-los a executar as tarefas que cobramos deles. Isso traz
muitas vantagens, como por exemplo, a agilidade para desenvolvimento de tarefas repetitivas
ou complexas que demorariam muito tempo caso feito manualmente. Para isso, utilizamos as

linguagens de programacao.

Linguagens de programacdo sdo métodos padronizados de transferir instrucGes para
um computador. Sdo compostas por diversos codigos e regras que o computador consegue
interpretar de modo a executar uma tarefa. Elas permitem que o programador especifique
exatamente os dados que o computador devera utilizar e como eles serdo trabalhados,
armazenados, transmitidos, transformados ou outra acdo qualquer que devem ser tomadas
para atingir o objetivo. Essas informagdes sdo passadas de forma ordenada e sequencial e sdo

executadas passo a passo pela maquina, isto €, na forma de algoritmos.

Algoritmo € uma sequéncia ordenada finita e ndo ambigua de instrucGes para executar

uma tarefa.

Embora ainda ndo seja uma palavra usada corriqueiramente, seguimos algoritmos para
as mais diversas atividades do dia a dia. Por exemplo, vamos analisar o processo de ferver
certa quantidade de agua.
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Algoritmo para ferver uma quantidade de agua:
Selecione uma panela ou leiteira que pode ser levada ao fogo.
Insira a 4gua no recipiente.

1.
2
3. Coloqgue o utensilio sobre o fogo.
4. Espere alguns minutos.

5

Apague o fogo.

Observe que a ordem escolhida para os passos é importante para que o resultado
obtido seja o esperado. Embora trocando a ordem dos passos 2 e 3 ndo altere
significantemente o produto final, o simples fato de permutar os passos 3 e 4 determinaria o

sucesso ou fracasso da tarefa planejada.

Note ainda que esta ndo € a Unica forma de ferver uma quantidade de &gua.
Poderiamos escrever 0 mesmo algoritmo de forma diferente e obter resultado semelhante ou
até superior ao encontrado anteriormente. Alguns problemas 6bvios que ndo foram abordados
sdo: quantidade de agua, tamanho do recipiente, distancia do objeto ao fogo e tempo de
espera. O tempo de espera, como foi proposto, pode ndo ser suficiente de acordo com a
guantidade de agua e/ou intensidade do fogo ou extrapolar e acarretar no desperdicio do
combustivel que mantém a chama ou ainda evaporar a agua, reduzindo o produto final e, por
consequéncia, a eficiéncia. Para corrigir isso, poderiamos substituir o quarto passo por uma
espera curta e adicionar a decisdo de verificar se a agua estad fervendo ou ndao. Em caso
afirmativo apos a verificacdo, pular para a proxima instrucdo e, caso contrario, voltar para o

inicio do quarto passo.
Veja o algoritmo adaptado para a melhoria discutida:

Selecione uma panela ou leiteira que pode ser levada ao fogo.
Insira a agua no recipiente.

Coloque o utensilio sobre o fogo.

Espere 10 segundos.

Se a agua estiver fervendo, continue, sendo volte para o passo 4.

2 T D

Apague o fogo.

Algoritmos podem ser representados na forma de descricdo narrativa, fluxograma ou

linguagem algoritmica.
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Descrigdo narrativa € a utilizacdo da propria lingua mae para descrever 0S processos
envolvidos na execucéo da tarefa, como utilizado no exemplo anterior sobre o fervimento da

agua.

Fluxograma consiste em usar formas geométricas padronizadas para descrever 0s
passos a serem executados no algoritmo. A figura a seguir mostra os blocos mais comuns

utilizados na representacao de um algoritmo através de fluxograma.

Figura 18: Formas geométricas utilizadas em fluxogramas

Processamento. ¢ Sentido do" fluxo
de execugio do
algoritmo.
S EE—
Inicio/Fim. Ponto de decisio.
N
-—-—-—"-_-_---_-_-_-
Saida de dados.
Entrada de dados.

Por usar representacdo geométrica, os fluxogramas podem ser entendidos mais
facilmente mesmo sem conhecimentos prévios sobre programacdo. Porém, para representar
algoritmos mais sofisticados com diversos passos e interacdes complexas, os fluxogramas ndo
sdo muito adequados pelo grande espaco utilizado e emaranhado de blocos que resulta deste

processo.

Por fim, a linguagem logaritmica, também chamada de pseudocodigo ou
pseudolinguagem é uma forma genérica de escrever um algoritmo, sendo uma forma
intermediaria entre descricdo narrativa e linguagem de programacdo. Este meio termo se d&
pela utilizacdo da estrutura de uma linguagem de programacgdo, porém sem o alto rigor

envolvido nas suas regras e codigos.
A seguir iremos abordar um pouco sobre a linguagem de programacao Scratch.

Scratch é uma linguagem de programacao visual, que possui uma comunidade online
usada por dezenas de milhdes de pessoas ao redor do mundo, tanto para propositos educativos
quanto para lazer. Ele foi desenvolvido pelo MIT (Massachussetts Institute of Technology)
Media Lab e langado publicamente em 2013 com o objetivo de ajudar criangas a partir de oito

anos a pensarem de forma criativa, utilizar raciocinio sistematico e trabalhar
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cooperativamente. E um software livre que pode ser baixado para uso off-line ou acessado

online pelo site oficial https://scratch.mit.edu.

Figura 19: Distribuicao de idade de novos Scratchers (dados gerados em Jan/18).
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Diferentemente das principais linguagens de programagéo utilizadas nos mais diversos

sistemas, o Scratch usa blocos personalizados, com encaixe (semelhante ao LEGO) e
agrupados em categorias, que facilitam o entendimento e construgédo de cddigos e algoritmos.
Esta forma de representacdo influenciou varios outros ambientes de programacdo e esta
disponivel em mais de 40 idiomas e 150 paises. Com poucas informag@es, 0s usuarios ja sao
capazes de elaborar historias interativas, cartdes animados, jogos, animagfes, musicas,

programas e ainda compartilhar suas criacbes na comunidade online.

Ao abrir o programa, 0 usuario se depara a uma interface simples e intuitiva, onde
encontra um palco na parte superior esquerda, que representa os resultados parciais ou finais e
conta com uma lista de atores (objetos geométricos ou figuras) adicionados ao programa no
espaco inferior ao palco. O palco tem 480 pixels de largura e 360 pixels de altura, com
coordenadas variando de -240 até 240 para as abscissas e de -180 a 180 para as ordenadas,

seguindo as mesmas orientacdes do plano cartesiano.

Na parte central, encontram-se as abas de scripts, fantasias e sons. Scripts sédo 0s
blocos, que estdo separados nas categorias movimento, aparéncia, som, caneta, variaveis,
eventos, controle, sensores, operadores e mais blocos. A aba de fantasias permite desenhar,
importar ou editar as aparéncias de um objeto, permitindo criar varios efeitos, incluindo
animacdes. A terceira e ultima aba gerencia os sons dos objetos, oferecendo recursos para

entrada de voz através de microfone ou carregados externamente. O Scratch também oferece


https://scratch.mit.edu/
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um banco de imagens e sons préoprio para auxiliar nas criagdes, sem a necessidade de utilizar

Imagens externas.

A direita da tela inicial, encontra-se a area de programacio, para onde os blocos
devem ser arrastados e conectados logicamente para construir o algoritmo desejado. Esta area
é ilimitada e expande automaticamente conforme mais blocos séo incluidos. A versdo 2.0 do
programa adicionou 0 zoom como opgao de acessibilidade nesta area. Neste espago, também é
possivel escrever comentarios para orientar ou especificar o que cada bloco de programacéo

significa, mais utilizado em algoritmos longos e complexos.
Figura 20: Scratch 2.0 - Interface.
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Os blocos (scripts) se encaixam e seguem uma sequéncia logica de cima para baixo,
exceto em casos de repeticdo, e sé iniciando um bloco novo quando a acdo do anterior for
concluida. No evento de repeticdo, o programa podera voltar alguns passos caso a condicao

necessaria para continuar ndo seja alcangada.

Observe agora a programacao a seguir como exemplo, onde o estudante devera inserir

um valor x do dominio de f(x) = 3x + 1 e calcular f(x):
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Figura 21: Exemplo de programacéo no Scratch.

quando dicar em

mude Imagem para .

mude Resposta Aluno  para .
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Ao iniciar o programa, ele limpara a memoria para as varidveis ‘Ilmagem’ e ‘Resposta
Aluno’ e abrird um campo para o usuario inserir um valor qualquer e espera até que a resposta
seja dada. Na sequéncia, ele muda a variavel imagem para trés vezes a resposta dada, mais
um. Entra-se, entdo, numa repeticdo cuja condi¢do de saida é a variavel Resposta Aluno ser
igual a imagem calculada pelo programa. O algoritmo perguntara a resposta e esperara. Ao ser
respondido, ele verificara se a resposta dada esta correta ou ndo. Em caso afirmativo, o objeto
respondera Parabéns! Vocé Acertou! e encerrard. Caso contrario, ele perguntard novamente

qual é a resposta, mantendo esse loop até que a resposta correta seja dada.

Figura 22: Ator no Scratch reagindo a programacao.
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4.3 Proposta de atividades com o uso da linguagem Scratch

ATIVIDADE 1: Imagem da fungéo afim

Objetivo: Espera-se com essa atividade fixar o processo do calculo da imagem de uma
fungdo afim f: R — R nos mais diversos pontos do dominio, ou seja, que o estudante elabore
um algoritmo para verificar seus célculos utilizando ndmeros reais nas suas diversas
representacdes possiveis. Espera-se ainda que o aluno note o comportamento do grafico da

funcdo afim, de acordo com sua monotonicidade.

Material necessario: Computadores com o software Scratch instalado ou acesso a internet

(https://scratch.mit.edu/projects/editor/)

Tempo previsto: 3 aulas (2h30min)
Desenvolvimento:

1) Escreva um algoritmo que, ao inserir um ponto x do dominio, calcule a imagem deste

ponto para a regra de associacdo f(x) = 2x — 3.
Responda as etapas a seguir para resolucao:

a) Analisando o enunciado, quais 0s blocos chave que serdo utilizados no algoritmo?

b) Elabore uma estratégia para a construcdo do algoritmo (deve conter sequéncia

I6gica de argumentos e envolver os blocos mencionados no item anterior).

c) Execute no Scratch a estratégia elaborada.

d) Verifique se o algoritmo calcula corretamente:
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e f(2)=1
e f(—4)=-11

e) Relate a seguir as dificuldades ou erros encontrados no processo de

desenvolvimento da atividade:

2) A partir do algoritmo escrito no item 1, faga o que se pede:

a) Escolha cinco valores para x em ordem crescente e anote suas imagens:

b) Escolha cinco valores para x em ordem decrescente e anote suas imagens:

c) Analisando os itens (a) e (b), qual conclusdo vocé pode tirar?

d) Escolha agora cinco valores para x, igualmente espacados, e anote suas imagens:

e) Analisando as imagens obtidas no item (d), que conclusdo vocé pode tirar?

3) Escreva um algoritmo generalizando a atividade anterior para a regra de associagao
f(x) =ax +b.

Responda o que se pede:

a) Ha diferencas em relacéo ao algoritmo criado no item 1? Quais?
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b) Escreva no Scratch o novo algoritmo baseado na estratégia elaborada e nas
modificagOes relatadas no item (a).

ATIVIDADE 2: Zero da funcao afim.

Objetivo: Com essa atividade, espera-se fixar o processo do calculo do zero de uma funcéo
afim f:R — R. Para isso, o estudante devera elaborar um algoritmo para calcular sua raiz,

dada uma fungdo afim qualquer.

Material necessario: Computadores com o software Scratch instalado ou acesso a internet
(https://scratch.mit.edu/projects/editor/)

Tempo previsto: 01 aula (50 minutos)
Desenvolvimento:

1) Escreva um algoritmo que, ao inserir os coeficientes a e b de uma funcdo afim

arbitréria, calcule sua raiz.
Responda as etapas a seguir para resolucao:

a) Analisando o enunciado, quais 0s blocos chave que serdo utilizados no algoritmo?

b) Elabore uma estratégia para a construcdo do algoritmo (deve conter sequéncia

I6gica de argumentos e envolver os blocos mencionados no item anterior).

¢) Escreva o algoritmo no Scratch.
2) Escreva um algoritmo que gere funcdes (afim) aleatorias e peca para que 0 usuario
responda qual é sua raiz e verifique a resposta. Desenvolva o algoritmo no formato de

um aplicativo para exercitar o calculo da raiz da funcéo.
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Responda o que se pede:

a) Baseando-se nas etapas para a resolucdo de uma situacdo problema (compreensao
do problema, elaboracdo de um plano de solugéo, execucdo do plano, verificagdo
da resposta obtida), elabore e escreva uma estratégia para construir o algoritmo

pedido.

b) Crie este aplicativo utilizando o Scratch.

c) DESAFIO: Crie um contador para as respostas corretas e as erradas. Mostre a

porcentagem de acerto ao usuario.

ATIVIDADE 3: Gréfico da funcdo afim.

Objetivo: Espera-se com essa atividade que o estudante entenda a representar corretamente o
grafico de uma funcdo afim, que significa o lugar geométrico dos pontos que satisfazem a lei
de associacdo dessa funcdo. Outro objetivo é analisar a influéncia dos coeficientes no

comportamento do grafico da funcao.

Material necessario: Computadores com o software Scratch instalado ou acesso a internet

(https://scratch.mit.edu/projects/editor/)

Tempo previsto: 03 aulas (2h30min)
Desenvolvimento:

1) Elabore um algoritmo para esbocar os graficos da funcdo afim f(x) =2x —20 e
g(x) = 2x + 20.

a) Quais os scripts chave utilizados nesta atividade?
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b) Baseando-se nas etapas para resolucdo de situacGes problema, elabore uma
estratégia para construir este algoritmo.

c) Escreva este algoritmo no Scratch.

d) Analisando o grafico, o que vocé pode observar sobre a posi¢do relativa entre as

retas tracadas?

Estenda o algoritmo criado no item 1 para a fungéo afim generalizada f(x) = ax + b,
dados os seus coeficientes a e b.

a) Quais as diferencas entre o algoritmo anterior e 0 novo?

b) Escreva o algoritmo no Scratch.

¢) Inclua em seu algoritmo a opcdo de calcular a ordenada do ponto onde o grafico
intersecta 0 eixo y.

d) Inclua em seu algoritmo a opg¢do de mostrar as coordenadas da posi¢do do cursor
do mouse para verificar geometricamente a funcionalidade implementada no item
(©).

Com base nos itens 1 e 2, responda:

a) O que o coeficiente linear representa na funcéo afim?

b) O que o coeficiente angular representa na fungéo afim?

c) Com relagédo aos graficos de duas funcbes (afim), o que implica dizer que seus

coeficientes angulares sdo iguais?
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d) Com relacdo aos graficos de duas fungdes (afim), o que implica dizer que seus

coeficientes lineares sdo iguais?

ATIVIDADE 4: Imagem da funcao quadratica.

Objetivo: Espera-se com essa atividade fixar o processo do calculo da imagem de uma
funcdo quadratica f: R — R nos mais diversos pontos do dominio, ou seja, que o estudante
elabore um algoritmo para verificar seus célculos utilizando numeros reais nas suas diversas

representacdes possiveis.

Material necessario: Computadores com o software Scratch instalado ou acesso a internet
(https://scratch.mit.edu/projects/editor/)

Tempo previsto: 01 aula (50min)
Desenvolvimento:

1) Escreva um algoritmo que, ao inserir um ponto x do dominio, calcule a imagem deste

ponto para a regra de associacdo f(x) = x* — 70x + 600.
Responda as etapas a seguir para resolucao:

a) Analisando o enunciado, quais 0s blocos chave que serdo utilizados no algoritmo?

b) Elabore uma estratégia para a construcdo do algoritmo (deve conter sequéncia

I6gica de argumentos e envolver os blocos mencionados no item anterior).
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c) Execute no Scratch a estratégia elaborada.

d) Verifique se o algoritmo calcula corretamente:

e £(0) =600
e f(5) =275
e £(10)=0

e) Estenda o algoritmo criado para a fungcdo quadratica generalizada

f(x) = ax* + bx + c, dados os seus coeficientes a, b e c.

ATIVIDADE 5: Zeros da funcéo quadrética e ponto de méximo ou minimo.

Objetivo: Espera-se com essa atividade utilizar o conhecimento tedrico do estudante para
escrever um algoritmo que calcule os pontos de maximo ou minimo da funcdo quadrética e

suas raizes reais, quando existirem.

Material necessario: Computadores com o software Scratch instalado ou acesso a internet

(https://scratch.mit.edu/projects/editor/)

Tempo previsto: 02 aulas (2h40min)
Desenvolvimento:

1) Elabore um algoritmo que calcule as raizes reais de uma funcdo quadréatica
f(x) =ax*+ bx +c.
—b++vb*-4ac

a) Escreva o algoritmo no Scratch utilizando a equagéo x = ”»

b) A funcdo f(x) = x* + 4x + 5 ndo possui raizes reais. Teste seus coeficientes no
algoritmo criado no item (a). O algoritmo obteve a resposta correta? Em caso

negativo, interprete o erro do programa e justifique o erro.

c) O que pode ser incluido no programa para corrigir o erro encontrado?
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2) Elabore um algoritmo que calcule o ponto de méximo de uma funcdo quadrética
f(x) = ax* + bx + ¢ quando a < 0 ou seu ponto de minimo, quando a > 0.
a) Baseando-se nas etapas para resolugcdo de situagdes-problema, elabore uma
estratégia para construir este algoritmo.

b) Escreva este algoritmo no Scratch.

ATIVIDADE 6: Grafico da funcédo quadratica.

Objetivo: Espera-se com essa atividade que o estudante entenda a representar corretamente o
gréfico de uma funcdo quadratica e que ele significa o lugar geométrico dos pontos que
satisfazem a lei de associacdo desta funcdo. Outro objetivo é analisar a influéncia dos
coeficientes no comportamento do grafico da funcéo.

Material necessario: Computadores com o software Scratch instalado ou acesso a internet
(https://scratch.mit.edu/projects/editor/)

Tempo previsto: 02 aulas (1h40min)
Desenvolvimento:

1) Elabore um algoritmo para esbocar os graficos da funcdo quadratica f(x) = x* — 100

e g(x) = x* + 100x.

a) Escreva este algoritmo no Scratch.

b) Estenda o algoritmo criado no item 1 para da funcdo afim generalizada
f(x) = ax? + bx + ¢, dados os seus coeficientes a, b e c e escreva o algoritmo no
Scratch.

c) Inclua em seu algoritmo a opg¢éo de calcular a ordenada do ponto onde o grafico
intersecta o eixo y.

d) Inclua em seu algoritmo a opgdo de mostrar as coordenadas da posigéo do cursor

do mouse para verificar geometricamente o que foi calculado no item (c).
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b) O que o coeficiente ¢ implica no gréafico da funcdo quadréatica?

¢) Qual o significado geométrico dos zeros da funcdo quadratica?
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4.4 Relato de experiéncia

As atividades 2 e 5 (item 1) foram aplicadas no segundo semestre de 2017 para 0 9°
ano do ensino fundamental de uma escola de Aracgatuba-SP, onde sou professor titular de
Matematica. Na mesma turma também foram aplicadas outras atividades (que ndo estavam
diretamente ligadas com funcdes) utilizando o software Scratch, trabalhando também as
habilidades de resolucbes de situagdes-problema. Para esta atividade, foi utilizada a lousa
digital como recurso pedagdgico para representar sistematicamente as ideias e sugestdes

dadas pelos estudantes.

As atividades mencionadas foram propostas apds o estudo de fungbes afim e
quadrética da forma tradicional e as outras atividades utilizando o Scratch. Portanto, os
estudantes j& conheciam métodos para o calculo da(s) raiz(es) das fungdes, tinham noc¢édo de
esboco de gréfico e diversos exercicios resolvidos como base. Conheciam também o bésico
sobre a funcionalidade do software utilizado, légica de programacdo e construcdo de

algoritmos.

Figura 23: Aplicacéo do Scratch na sala de informatica.

Os beneficios do uso de programacdo na educacdo matematica sdo notados
imediatamente. A partir da superacdo das dificuldades encontradas durante a execucdo da

atividade, os estudantes ampliaram seu conhecimento sobre a formula para o calculo das
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raizes tanto da fungdo afim quanto quadréatica. Ao utilizar esta maneira interativa de resolver
problemas através do uso de tecnologia, 0 estudante mostra mais foco, atencao e interesse.

A principal dificuldade encontrada foi organizar os argumentos mateméticos de modo

—b+Vb?—4ac

a fazer sentido a equagdo x = ”

O software considera cada bloco (script)

matematico como estando em parénteses, dando prioridade a operacdo nele contida. Portanto,
0 estudante compreende e exercita as habilidades de resolucdo de equacOes e expressoes
algébricas sempre que o algoritmo calcula incorretamente as raizes de uma fungdo estudada

previamente, pois precisa localizar o erro em sua programacao e corrigir.

E importante o professor responsavel conhecer muito bem o software. Como
mencionado anteriormente, ndo ha apenas uma maneira de solucionar um problema ou
escrever um algoritmo para executar uma tarefa preestabelecida. Estudantes diferentes
apresentardo solucbes diferentes e frequentemente acontece do estudante elaborar uma
programacao Unica que chega ao resultado esperado parcial ou totalmente. Cabe ao educador
analisar o programa escrito e intervir quando necessario. Essa intervencdo € imprescindivel
caso 0 programa tenha alguma falha evidente que o estudante ndo tenha percebido como

sugere, por exemplo, o exercicio 1-b da atividade 5, apresentada anteriormente.

Figura 24: Algoritmo criado por estudante apds a aula, em seu tempo livre.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

E recomendavel seguir o tutorial online encontrado no site oficial do Scratch antes de
comecar a utilizad-lo. Apenas alguns minutos serdao suficientes para que o usuario entenda a

linguagem e ja seja capaz de iniciar a programacao.

Neste trabalho, foi proposta uma abordagem para inclusdo do software de forma
paralela ou posterior ao estudo sobre fungdes afim e quadrética. Entretanto, é possivel que o
educador o utilize previamente como mobilizacdo ou como instrumento para sistematizar o
conceito de funcdo com os estudantes, tornando o conteddo mais interessante desde o

primeiro momento.

Venho incluindo o Scratch nas aulas de matematica ha oito anos, iniciando pelo
Ensino Fundamental I, durante minha participacdo no Programa Institucional de Bolsas de
Iniciacdo a Docéncia (PIBID) enquanto graduando, e nos ensinos Fundamental 11 e Médio, ja
como professor graduado. A experiéncia com este software em sala de aula mostra melhores
resultados em estudantes a partir dos 13 anos, ou seja, a partir do 8° ano do Ensino

Fundamental.

Figura 25: Screenshot do aplicativo educativo Desafio da Hora.

Programado no Scratch, por Douglas Costa. Disponivel em https://scratch.mit.edu/projects/2028169/

Nas séries iniciais, 0s estudantes ainda ndo possuem habilidades e competéncias
necessarias para programar algoritmos complexos, porém ja é possivel comecar pelo béasico,

sugerindo criagdo de cartbes comemorativos, pequenas histdrias ou animagdes. O professor
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também pode utilizar o programa para criar aplicativos préprios e abordar contetudos de

qualquer natureza.

Nas séries finais do ensino fundamental e durante o ensino médio, os estudantes
demonstram mais autonomia e criatividade surpreendente para a constru¢do dos mais diversos
tipos de historias animadas, conteddo matematico e jogos. Constantemente consultam o
professor para auxiliar na inclusdo de novas funcionalidades e acdes em seus programas,

gerando resultados magnificos.

Apesar dos beneficios gerados pela aplicacdo da programacéo na educacgdo, o tempo
ainda é um fator limitante. Cumprir o extenso curriculo de matematica de cada série durante o
ano letivo ¢ desafiador e a aplicacdo de atividades complementares precisa ser bem planejada.
No entanto, também faz parte das atribuicbes dos professores elaborar aulas diferenciadas e
prazerosas, para incentivar e motivar os estudantes a gostarem de Matemética e suas
tecnologias, além de divulgar suas agdes exitosas com os colegas de profissdo, buscando

elevar o nivel da educacédo nacional.
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APENDICE

Apresentaremos a seguir a resolucdo das atividades propostas neste trabalho. Estas
respostas foram elaboradas no Scratch 2.0 em 27 de Janeiro de 2018. Possivelmente, elas

podem se tornar incompativeis com futuras versées do software.

ATIVIDADE 1: Imagem da funcéo afim:

1)
a) Inicio, pergunte, resposta, variavel (mude variavel para), multiplicacéo e subtracéo.
b) Inicie com o bloco de pergunta pedindo para o usuario inserir o valor x. Crie uma
variavel para armazenar a imagem de x. Dé sequéncia mudando o valor da variavel
criada para duas vezes o valor da resposta, menos trés.

c) Resposta na figura a seguir:

Figura 26: Atividade 1-1. Algoritmo para calculo da imagem de um ponto dado.

quande dhicar em

pergunte e espere a resposta

mude Imagem  para E* resposta

d) Resposta na figura a seguir:

Figura 27: Atividade 1-1. Célculo de f(2) = 1 utilizando o algoritmo.
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2)

3)

B
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Figura 28: Atividade 1-1. Calculo de f(-4) = -11 utilizando o algoritmo.
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b)

Um erro comum seria ndo colocar um bloco de inicio para o algoritmo. Outro comum
seria esquecer-se de gerar uma varidvel de memoria para armazenar a imagem obtida.
Por fim, a ordem das operacGes de multiplicagdo e subtragdo precisa estar bem
ordenada, pois 0 programa considera cada script mais interno em uma expressao como

estando entre paréntesis.

-1, 3,4, 5, 10.

-5,3,5,7,17

Conclui-se que pegando cinco valores para x em ordem crescente, as suas respectivas
imagens também estardo em ordem crescente.

f)=-1,f3)=3,f(5)=7,f(7) =11, f(9) = 15.

-1,3,7,11, 15.

Sim, agora precisaremos gerar variaveis para armazenar os valores inseridos para 0s
coeficientes a e b, além da varidvel para armazenar a imagem obtida. Colocaremos as
varidveis dentro dos scripts e trocaremos a operagdo de subtracdo por adi¢do. De modo
a deixar armazenados a e b e verificar varios pontos x, utilizaremos dois inicios
diferentes.

Resposta na figura a seguir:
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Figura 29: Atividade 1-3. Algoritmo para calcular imagens de pontos de uma funcéo afim.

quando a tecla espago  for pressionada
pergunte JITITEY © espere a resposta

mude Imagem para a * resposta + b

ATIVIDADE 2: Zero da funcéo afim.

1)

a) Inicio, variaveis, blocos matematicos de soma e multiplicacdo, pergunte e resposta.

. . b .. .
b) Primeiramente devemos perceber que ax +b =0=x = —. Iniciamos o algoritmo

criando duas varidveis para armazenar os valores dos coeficientes e uma para guardar
a resposta e, em seguida, escrevemos a equacao dada acima e substituimos o valor de
x para o célculo resultante. Por fim, colocamos uma funcdo para perguntar ao usuario
quais os valores dos coeficientes a e b da fungdo ao rodar o programa.

c) Resposta na figura a seguir:

Figura 30: Atividade 2-1. Algoritmo para calculo da raiz de uma fungéo afim qualquer.

quando dicar em

pergunte -Insira £] & espere a resposta r
[a

1)
a) Por ainda existir a necessidade de o usuario inserir informacgdes, continuaremos
precisando perguntar e utilizar a resposta no programa, porém agora necessitamos
gerar valores aleat6rios para os coeficientes a e b. Ao criar uma funcdo, precisamos

programar o aplicativo para calcular corretamente sua raiz e verificar se a resposta
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subsequente dada pelo usuério estd correta ou ndo, através dos blocos condicionais.
Criaremos uma variavel para representar a funcdo arbitraria gerada.
b) Resposta na figura a seguir:

Figura 31: Atividade 2-2. Programa que gera funcdes afim para o usuario calcular sua raiz.

quande dicar em

sempre
= mude a3 para nimerc aleatéric entre a m
Gerar fungio |
repita até que nio a = n
mude a3 para nimero aleatdric entre e
' )
mude b para nimerc aleatéric entre o a
y mude x para 9 *'h fla
7
A
|I'T'IDFiI'T'IiffI..II"I§ﬁO mude Funcio para junte junte junte junte junte a cnnlﬂ l:l'llll com b cnm= cnmn
#
- pergunte JURIEPYR e espere a resposta
"
Inserir e verificar o x - < resposta e resposta < x + @B entio
resposta

mude para a fantasia correto
»

c) Resposta na figura a seguir:

Figura 32: Atividade 2-2. Acréscimo de contador de acertos ao programa.

quando dicar em

mude Certo  para [i]

mude Eradc  para [

sempre
s mude a para nimero aleatério entre @) e« §I)
Gerar funcio |
repita até que nie a =[]
mude 3 para nimero aleatério entre @ < €
L
mude b para nimerc aleatério entre () « §E)
5
p mude x para @9* b / a
£ »
=
Imprimir fungio mude Funcio para junte junte junte junte junte a com [ com ] com b com [ com ]
.
- pergunte [EETFEYEH e espere a resposta
b
Inserir e verificar o= x -@F) < resposta e resposta
resposta

mude para a fantasia correto
8

adicione a Certo @9

mude para a fantasia errado

v
adicione a Errado

mude % Acertos para arredondamento de Certo / Certo + Errado b 100
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ATIVIDADE 3: Gréfico da fungéo afim.

1)

a) Inicio, scripts de caneta, sempre, scripts de coordenadas e os demais utilizados nas
atividades 1 e 2.

b) Utilizaremos o fato de que o grafico de uma funcéo é o lugar geométrico dos pontos
que pertencem a essa funcdo. Para isso, comecaremos com x = —240 (extremidade
negativa aceita pelo programa) e calcular ponto a ponto dessa funcao, passando com a
caneta por todos (precisaremos criar um ator para guiar a caneta). Para isso, basta
utilizar as mesmas estratégias utilizadas nas atividades 1 e 2 e desenhar cada uma das
funcbes. Adicionaremos ao palco o fundo xy-grid-20px contido na biblioteca do
Scratch.

c) Resposta na figura a seguir:

Figura 33: Atividade 3-1. Algoritmo para o esboco dos gréaficos das fungdes dadas.

apague tudo

levante a caneta

mude o tamanho da caneta para € /
mude x para

e T T — /

vi para x: posicio x y:| ) * posicio x | + ED

use a caneta

v
adicione @9 a2 x

levante a caneta

mude x para

mude a cor da caneta para

use a caneta

vi para x: posicio x y:| ) * posicio x | - E

,
adicione @9 a2 x

d) As retas sdo paralelas.
2)
a) Utilizaremos variaveis para representar os coeficientes da funcdo e podemos
programar um botdo separado para apagar 0s tracos de modo a desenhar varios
graficos no mesmo plano para compara-las.

b) Resposta na figura a seguir:



3)

Figura 34: Atividade 3-2. Algoritmo para esbogo do gréafico de qualquer funcgéo afim.

quando dicar em

pergunte e espere a

mude a para resposta

pergunte e espere a

mude b para resposta

mude x para

quando dicar em

levante a caneta

mude o tamanho da caneta para 9

quande a tedla espagco  for pressionada

apague tudo

mude a cor da caneta para nimerc aleatorio entreﬂe

use a caneta

repita até que posicio x :

va para x: posigao xX ¥ a
3
adicione 'n ax

c) Resposta na figura a seguir:

Figura 35: Atividade 3-2. Comando para identificar intersecgdo com o eixo Oy.

quando a teda y for pressionada

levante a caneta
wva para x:ﬂv: E "’ﬂ + b

mude IntersecciocomOy para b

d) Resposta na figura a seguir:

Figura 36: Atividade 3-2. Comando para mostrar as coordenadas da posic¢ao do cursor.

quando dicar em

mude Coordenadas para junte posicio x do mouse com ilmte-cnnl posicio y do mouse
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a) O coeficiente linear representa a ordenada do ponto onde o grafico da fungdo

intersecta o eixo y.

b) O coeficiente angular representa a inclinacao da reta (tangente do angulo de inclinacéo

referente ao eixo x).
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c) Elas tém a mesma inclinagdo, portanto sdo paralelas.

d) Elas intersectam o eixo y no mesmo ponto.

ATIVIDADE 4: Imagem e Zeros da funcao quadratica.

1)
a) Inicio, pergunte, resposta, variavel (mude variavel para), multiplicacdo, adicdo e
subtracéo.
b) Inicie com o bloco de pergunta pedindo para o usuario inserir o valor x. Crie uma
variavel para armazenar a imagem de x. Dé sequéncia mudando o valor da variavel
criada para a expressdo do enunciado.

c) Resposta na figura a seguir:

Figura 37: Atividade 4-1. Algoritmo para calculo das raizes da fungédo dada.

d) Resposta na figura a seguir:

Figura 38: Atividade 4-1. Verificagéo dos célculos do algoritmo.

e) Resposta na figura a seguir:



Figura 39: Atividade 4-1. Extensdo do algoritmo para uma funcéo quadrética qualquer.

quande chicar em

pergunte e espere a resposta

mude a3 para resposta

pergunte e espere a resposta

mude b para resposta

pergunte & espere a resposta

mude c para resposta

quando a teda espaco for pressionada
pergunte & espere a resposta

mude x para resposta

mude Imagem ELE] a ¥

ATIVIDADE 5: Zeros da funcdo quadratica e ponto de maximo ou minimo.

1)

a) Resposta na figura a seguir:

Figura 40: Atividade 5-1. Algoritmo para calculo das raizes de uma funcao quadratica.

quando dicar em

pergunte e espere a resposta

mude a para resposta

pergunte m e espere a resposta

mude b para resposta

e T e espere a resposta

muode ¢ para resposta

mude Delta para b *

mude x1 para &2

mude x2 para &

b —ﬂ* E]

b + raizquadrada

- raiz quadrada
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b) N&o. O algoritmo retornou x = —2 como raiz real da equacdo. Portanto houve um

equivoco do algoritmo. Seu erro foi, ao identificar a raiz quadrada de um ndmero

negativo, ao invés de invalidar toda a equacdo ele ignorou apenas a sentenca v—4 e

continuou a equacgdo com o que conseguia calcular.

c) Precisamos apenas incluir o seguinte script em nosso programa:

Figura 41. Atividade 5-1. Correcédo do erro do algoritmo.

se  Delta <[] entio

| mude x1

k

mude =2

TEE N MEo existe soluco real
W ELEN MEo existe solugdo real



2)

1)
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a) Sabemos que o ponto de maximo ou de minimo de uma funcdo é dado por

-b -A . ~
V= (_'E)' portanto precisamos apenas escrever esta equagdo no Scratch. Mas o

2a

programa ndo conseguira identificar automaticamente se é ponto de maximo ou de

minimo, entdo precisaremos incluir a verificacdo do sinal do coeficiente a e dar a

resposta de acordo.
b) Resposta na figura a seguir:

Figura 42: Atividade 5-2. Algoritmo para calculo do ponto de méximo/minimo da fungéo.

quande dicar em

pergunte & aspare a resposta

mude 3 para resposta

pergunte m & espere a resposta

mude b para resposta

pergunte e espare a resposta

mude ¢ para resposta

mude xv para ’*’ b [ 9"’ E

mude yv para G— b *' b - 6*

sa a{mentin

mude Ponto de Maximo para juntelll:nm junte  xv com junte- com

3
muda Ponto de Minimo

se a > entio

junte  ywv cnmn

Ponto de Minimo para jnntencnm junte  xv com jnnte-cnm junte ' yw cnmn

Ponto de Maximo

ATIVIDADE 6: Gréfico da fungdo quadratica.

a) Resposta na figura a seguir:
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Figura 43. Atividade 6-1. Algoritmo para tracar o gréafico das fun¢des quadraticas dadas.

quando dicar am

apague tudo

levante a caneta

mude o tamanho da caneta para 9

mude x para

mude a cor da caneta para

use a caneta

repita até que posicio x :

va para x: posicao x y: posicdo x * posicio x —
3
adiciene o ER

levante a caneta

mude x para

mude a cor da caneta para

use a caneta

repita até que  posicic x = XN

va para x: posicio x  y: posicio x * posicio x | - QL) *
»

adicione o ER

posicio x

b) Resposta na figura a seguir:

Figura 44. Atividade 6-1. Algoritmo para calcular o ponto de maximo/minimo de uma fun¢do quadréatica

qualquer.

quando dicar em

levante a caneta

pergunte e espere a resposta
pergunte & espere a resposta
pergunte e espere a resposta
mude o tamanhe da caneta para 9
mude x para

mude a cor da caneta para  nuomerc aleatorio entre 0 -

use a caneta

repita até que POSICAO X :

va para x: posicao x  y: a *

3
adicione ﬂ ax




c)
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Figura 45: Atividade 6-1. Algoritmo para o célculo do ponto de intersec¢do do grafico com o eixo Oy.

quando dicar em

levante a caneta

pergunte e espere a resposta

pergunte e espere a resposta
mude b para resposta
pergunte e espere a resposta
mude ¢ para resposta

mude o tamanhe da caneta para 9

mude x para

mude a cor da caneta para  ndmero aleatorioc entre oe

use a caneta
repita até que  posicio x =
va para x: posicio x  y: a *

"
adicione €9 a x

quando a teda sspacn  for pressionada

apague tudo

quando a tedla y for pressionada

levante a caneta

va para x: @i y: a*@+ b @ + c

mude Interseccio com Oy para ©

posicio x * posicio x ||+ (b * posicio x |+«

d) Resposta na figura a seguir:

Figura 46: Atividade 6-1. Comando para mostrar as coordenadas da posic¢ao do cursor.

quande dicar em

mude Coordenadas para junte posicao x do mouse com iunte-cnm posicao y do mouse

2)

a) O coeficiente a indica a abertura da pardbola, além de indicar a direcdo de sua

concavidade (a < 0 = concavidade para cima e a < 0 = concavidade para baixo).

b) O coeficiente ¢ indica a ordenada do ponto em que o grafico da funcdo intersecta o

eixoy.

c) As raizes indicam as abscissas dos pontos em que o grafico da funcéo intersecta o eixo

X.



