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“A musica é um exercicio de aritmética secreta
e aquele que a ela se consagra ignora que
manipula numeros”

— GOTTFRIED LEIBNIZ



RESUMO

Dissertacdo de Mestrado
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT
Universidade Federal de Santa Maria

A MATEMATICA NA MUSICA: DIVISSIBILIDADE DO COMPASSO.
AUTOR: MARIEL DE PAULA CHAVES
ORIENTADORA: VALERIA DE FATIMA MACIEL CARDOSO BRUM
Local da Defesa e Data: Santa Maria, 5 de marco de 2018.

Este trabalho apresenta um estudo sobre a relagdo da musica com a matematica, ressal-
tando os grandes matematicos envolvidos e suas contribui¢des para evolucdo do estudo tedrico
musical. Também, buscou-se uma resposta tedrica a um questionamento do autor sobre a im-
possibilidade de preencher um compasso % sem utilizar figuras repetidas ou ponto de aumento,
que matematicamente significa estudar S,, = 1 + % + }l + % + ..+ 2%1 e lim S,,. Posterior-

— 00

mente, foi observado a existéncia do paradoxo de Zenao, sobre a flecha ating?r o alvo, e reescrito
em tempos musicais para ser respondido de forma andloga ao problema do preenchimento de
um compasso j—i. Além disso, neste trabalho estudou-se a escala pitagdrica e as simplifica¢des
apresentada por Gioseffo Zarlino, assim como o sistema suave de afinacdo de Marin Mersenne.
Ap0s, foi comparado o comprimento de uma corda e suas subdivisdes em cada escala e foram
observadas as caracteristicas de cada uma. Analisou-se as frenquéncias das notas musicais na
escala temperada e a capacidade audivel do ouvido humano. Os resultados foram analizados
em um programa elaborado em liguagem VBA para auxiliar na constru¢do e estudo de um
monocordio. Também foi apresentada uma proposta de aula para o ensino médio envolvendo
musica e matematica. Concluiu-se que a relacdo entre a musica € a matematica gerou grandes
resultados e desmonstrou que existe muito ainda a ser explorado sobre a beleza e exatidao que
ambas proporcionam juntas.

Palavras-chave: Matematica. Musica. Divisdes de Tempos Musicais.



ABSTRACT
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MATHEMATICS IN MUSIC: COMPASS DIVISIBILITY
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ADVISOR: VALERIA DE FATIMA MACIEL CARDOSO BRUM
Defense Place and Date: Santa Maria, March 5%, 2018.

This work presents a study on the relation between music and mathematics, highlight-
ing the great mathematicians involved and their contributions to the evolution of the theoretical
musical study. Also, a theoretical response was sought to a questioning of the author on the
impossibility of filling a compass % without using repeated figures or point of increase,which
mathematically means to study S, = 1 + % + i + é + ...+ % e nlgrolo Sp. Subsequently it
was observed the existence of a Zeno paradox, on the arrow reaching the target, and rewritten
in musical timings to be answered in a way analogous to the problem of filling a compass j—i.
In addition, the work studied the Pythagorean scale and simplifications presented by Gioseffo
Zarlino, as well as Marin Mersenne’s smooth tuning system. Afterwards, the length of a rope
and its subdivisions in each scale was compared and the characteristics of each one were ob-
served. The frequencies of the musical notes on the tempered scale and the audible capacity
of the human ear were analyzed. The results were presented in a program developed in VBA
language to assist in the construction and study of a monocord. Also presented was a proposal
for a high school class involving music and mathematics. It was concluded that the relationship
between music and mathematics generated great results and revealed that there is still much to
be explored of the beauty and accuracy that both provide together.

Keywords: Mathematics. Music. Divisions of Musical Timings.
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1 INTRODUCAO

O enlace da musica com a matemdtica € conhecido desde a antiguidade. Mesmo tendo
seus primeiros registros como dreas bem distintas, a relacdo entre as duas foi tornando-se natu-
ralmente cada vez mais evidente e seus resultados apareceram de forma espontinea. No livro

Matematica e Musica (Oscar Jodo Abdounur) segue:

E inevitavel falar desta relacdo sem registrar a grande contribuicdo dada por Pitdgoras,
pois foi ele que cientificamente deu inicio aos estudos da relacdo entre a musica e a matematica.

Segundo (ABDOUNUR, 2015, p. 10):

O primeiro registro cientifico, de fato, associando matematica e musica ocorre por
volta do século VI a.C na Grécia Antiga, na escola pitagérica. Esses pensadores rela-
cionaram intervalos musicais com o conceito matematico de razdes, ha mais de 2000
anos, fazendo uso de instrumento de uma corda que denominaram monocérdio. Ci-
entificamente como o primeiro registrado, tal experimento promove um vasto nimero
de discussdes na Grécia e posterior a cultura grega sobre teoria musical, possuindo
razdes matematicas como caracteristica principal.

Conta uma lenda que o monocérdio foi fruto de uma observagao feita por Pitdgoras ao
transitar préximo de uma oficina. Ele notou que as batidas dos martelos, de massas diferentes,

tinham certas combinagdes agraddveis aos ouvidos.
O monocérdio como o préprio nome representa, mono= um e cordio=corda, € um ins-

trumento de somente uma corda sobre uma base de madeira, onde o som € gerado pela vibragao

da corda no momento do toque, (Figura 1.1).

Figura 1.1 — Monocérdio

Monocordio

Fonte: http://paratodosmusica.wordpress.com

O estudo no monocérdio provou que dividindo a vibracdo da corda ao meio, a tonalidade
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gerada € igual a produzida pela corda inteira, porém uma oitava acima. Isto €, o som apresen-

tado é mais agudo e com a mesma afinacdo. Seguindo divisdes 1, 3

301 € % da corda esticada, foram

descobrindo as oitavas, quartas e quintas, respectivamente, que eram exatamente as combina-

coes de sons mais agraddveis.

Os chineses ja desenvolviam teorias complexas trés mil anos antes de Cristo, por exem-
plo, o circulo das quintas, como na Figura 1.2 com nota¢@o atual. Também pode-se encontrar
varias citagdes biblicas em que a musica € relacionada com o poder de adoragdo e estado es-
piritual, além de citagdes orientando quais instrumentos executariam cada voz e quais alturas

formariam as harmonias.

Figura 1.2 — Ciclo das Quintas
The Circle of Fifths

C major

F major T - T — G major

\ Aminor ’!
D minor \ | Eminor

>4

| A major

D2 minor

E» minor E major

B Major

D> Major e, SUN—___ i
C» Major

Cz Major F# Major

G> Major

Fonte: http://blog.kennedyviolins.com

No periodo cléssico grego, a musica teve uma colaboragdo importante nos seus funda-
mentos racionais proporcionada pelo grande tedrico Arquitas de Tarento (430-360 a.C.), (Figura
1.3), que escreveu varios trabalhos cientificos relacionados a estes fundamentos. Existe grande
possibilidade de Arquitas ter transformado média subcontraria em média harmonica, provavel-
mente pelo fato do intervalo de quinta ter seu valor harmonico grandemente admirado pelos

gregos, isto €, % da corda inteira.
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Figura 1.3 — Arquitas de Tarento

>

Fonte: http://www.dec.ufcg.edu.br

Tarento acreditava que em uma consonancia, o ouvido receberia apenas um som, ou
seja, quando executadas mais de um som o ouvido receberia tudo como tnico som. Sobre isto

(ABDOUNUR, 20135, p. 37) escreve:

A luz do conhecimento actstico-musical da época, tais reflexdes levantavam davidas
e questdes paradoxais, pois se sons originavam-se em movimentos - sons mais agudos
produziam-se por movimentos mais rdpidos e vice-versa -, mostrava-se 16gico que
os sons referidos apresentariam duas velocidades diferentes, ao mesmo tempo que
movimentos distintos pareciam unificar-se.

As primeiras musicas polifonicas que comegaram aparecer por volta do século IX, eram
chamada de Organum Paralelo. O Organum Paralelo consistia de uma voz principal acom-
panhada por intervalos de quartas ou quintas, podendo ser duplicadas em oitavas. Essa con-
textualizacdo harmonica despertou algo muito interressante, pois estas consonancias coincidem
com as trés primeiras distancias intervalares de um som em Série de Fourier, que somente dez
séculos depois apresenta o estudo de sua teoria. Passados dois séculos, a voz organal evolui da

execucao paralela para movimentos contrarios, obliquos e diretos.

Um dos grandes responsdveis por isso, foi o italiano tedrico musical e pedagogo Guido
d’ Arezzo (995-1050), (Figura 1.4). Dentre seus feitos estd a nomeacdo das sete principais no-
tas musicais. Ele registrou cada uma, retirando as silabas iniciais do hino Sao Jodo Batista (ver

anexo A), antes disso, as notas eram representadas pelas sete primeiras letras do alfabeto.

Também comprometido com o estudo da razdo das consonancias perfeitas, o tedrico
italiano de Chioggia Gioseffo Zarlino (1517-1590) (Figura 1.5), mostrou os primeiros reconhe-

cimentos da tridde em termos harmonicos, pois até entdo eram conhecidos somente como inter-
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Figura 1.4 — Guido d’ Arezzo

Fonte: http://www.palomavaleva.com

valos. Além disso, ele também estabeleceu uma regra de divisdo do brago de um instrumento
em doze semitons semelhantes utilizando média geométricas, divisdo esta que estudaremos pos-

teriormente.

Figura 1.5 — Gioseffo Zarlino

Fonte: http://www.nacion.com

Contemporaneamente, surgiu um dos principais pensadores franceses do século XVII.
O matematico, filésofo e musico tedrico Marin Mersenne (1588-1648) (Figura 1.6), ele tro-
cava conhecimentos com grandes pensadores tais como: Galileu, Descartes, Fermat, Huygens,
Pascal, Torricelli, Roberval, Desargues, Gassendi e Cavaliere. Mersenne divulgava pesquisas e

conhecimentos envolvendo musica e matematica através de suas correspondéncias.

Entre as obras feitas por Mersenne estd o estudo sobre as leis de vibracdo da corda
tensionada, no qual determinou a maneira que a frequéncia diminuia em relacdo aos parametros

fisicos da corda. Para isto, foram utilizadas cordas de linho e arame com mais de 30 metros es-
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Figura 1.6 — Marin Mersenne

Marin Mersenne

Fonte: http://www.avozarm.sk

ticadas por pesos suspensos em dois postes. Desta forma, utilizando o comprimento, densidade

linear e a tensdo, foi possivel determinar frequéncia de vibragao da corda.

Nesta mesma €poca, o matemadtico e astronomo da corte do imperador Rudolfo II em
Praga, Johannes Kepler (1571-1630), (Figura 1.7), foi responsdvel por grandes contribuicdes
na ciéncia musical. Ele considerou insatisfatorio o estudo dos intervalos consonante feito pelos
pitagoricos utilizando o monocérdio, uma vez que, possivelmente o estudo no monocoérdio teria

desconsiderado o intervalo de tercas e sextas como consonancias.

Figura 1.7 — Johannes Kepler

|
Fonte: http://www.thekeplerstory.org

Em 1619 Kepler publicou a obra Harmonices Mundi composta por 5 livros, em que
o ultimo volume que abordava a Harmonia das Esferas, recebeu grande critica de Mersenne,
que também orientou que tivessem cuidado na aceitagdo desta teoria. Nesta obra Johannes
acreditava que cada planeta soava semelhante uma musica, o qual dependia somente da varia-
¢ao da velocidade de cada planeta, onde os movimentos rapidos e lentos estariam relacionados

respectivamente a sons agudo e grave.
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Neste periodo, o francés matemadtico e fildsofo René Descartes (1596-1550) (Figura
1.8), apresentou sua grande contribuicao para relacao entre a musica e a matematica. O desejo
de Descartes era sistematizar o conhecimento desta relagdo, semelhantemente aos modelos axi-

omdtico da geometria euclidiana.

Figura 1.8 — René Descarte

Fonte: http://www.biography.com

Seguindo este desejo, Descartes escreveu uma teoria envolvendo todos os sentidos na
obra Compendium Musicae na qual demonstrou uma linha humanista rapidamente distante do
pensamento cartesiano. Estas preliminares em forma axiomdtica podem ser vista no anexo B,

em que o pitagorismo € vivenciado nesta formulagdo.

Descartes defendia que uma frequéncia sé era audivel se a sua oitava superior também
era. Segundo (ABDOUNUR, 2015, p. 97) "Tal resultado corroborou a importancia do intervalo
de oitava, ainda valorizado por ser produzido pela divisao da corda por 2 - primeira se¢ao pos-

sivel".

Foi Descartes que relacionou a velocidade da musica com a sensac¢iao provocada, onde
os sentimentos de medo, tristeza, orgulho, tensdo, etc, seriam despertados pelos movimentos
mais lentos, enquanto passos mais rdpidos despertavam emog¢des semelhante a alegria, euforia,

etc.

Além de Descartes e Zarlino, o compositor e tedrico francé€s Jean Philippe Rameau
(1683-1764) (Figura 1.9), estudou os intervalos consonantes fazendo a particio da corda em
seis partes no maximo. Segundo Romeau, as consonancias estavam submetidas a nimeros con-

secutivos, de tal forma que representavam sua perfeicao.
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Figura 1.9 — Jean Philippe Rameau

Fonte: http://www.allmusic.com

Rameau foi o primeiro a estabelecer os acordes e suas inversoes, utilizando para isto
relacdes numéricas a fim de indicar as diferentes dissonancias, e estudou como as consonancias

de Descartes apareciam nos acordes.

Este trabalho € resultado do encontro de duas dreas que fascinam o autor, que desde
muito cedo teve contato com a teoria musical e tendo como consequéncia o surgimento de uma
paixdo pela matemadtica. O que norteara estd dissertacdo é uma pergunta que acompanha o au-
tor durante o estudo da teoria musical. Por que quando executado o solfejo de um compasso
quaterndrio, de tal forma que ndo sejam utilizadas figuras de notas repetidas ou ponto de au-

mento, intuitivamente nota-se que o compasso foi preenchido, mesmo isto sendo teoricamente

impossivel?
: - ~ 1
Matematicamente, significa estudar S, = 1+ + 1+ & + ... + 5x = 2(5)’C e
k=0
M 25)

Com o objetivo de responder tal questionamento veremos no capitulo 2 nogdes sobre
Teoria Musical, no capitulo 3 uma revisao de literatura, na qual constam vérias definicdes e
Teoremas Matemdticos que serdo usados para compreensdo deste trabalho e no capitulo 4 algu-
mas outras relagdes entre a Matematica e a Musica e uma proposta de aula para o ensino médio

envolvendo musica e matematica.
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2 NOCOES SOBRE TEORIA MUSICAL

Muisica € a arte de combinar os sons simultanea e sucessivamente, com ordem, equili-
brio e proporcdo, dentro do tempo. Ela é constituida por quatro partes; Melodia, Harmonia,
Contraponto e Ritmo. No livro Teoria da Musica (Bohumil Med) segue:

Melodia é a combinagcdo dos sons sucessivos, ou seja, dispostos uns apds outros. E

conhecido como a concepg¢ao horizontal da miusica.

A Harmonia é a combinacao dos sons simultineamente, isto €, executados de uma sé

vez. Ela é chamada de concepcao vertical da musica.

O Contraponto € o conjunto de melodias dispostas em ordem simultinea. Neste caso

refere-se a concepcao horizontal e vertical da musica.

E finalmente o Ritmo € a combina¢do dos valores dos tempos, ou seja, ordem e pro-

por¢cao em que estdo dispostos os sons que constituem a melodia e a harmonia.

O som pode ser definido como a sensagdo percebida no ouvido pelas vibragdes de corpos
eldsticos. A vibracdo movimenta o ar em ondas sonoras que se propagam em todas as dire¢des
simultaneamente. As ondas atingem a membrana do timpano fazendo-a vibrar. Estas vibracdes
provocadas na membrana do timpano sio transformadas em impulsos nervosos e transmitidas
ao cérebro que faz a indentificacdo dos diferentes tipos de sons, ou seja, o som € decodificado

pelo cérebro.

A vibragdo € dividida em regular e irregular. A primeira produz sons de alturas defi-
nidas, chamado de sons musicais ou notas musicais. Por exemplo, som do orgado, do violino,
etc. A vibracgao irregular produz som de alturas indefinidas, também conhecidas como barulhos.

Por exemplo, som dos instrumentos de percussdo, do trem, de um motor, etc.

As principais caracteristicas do som sao a altura, duracdo, intensidade e timbre. A altura

pode ser definida pela frequéncia das vibragdes. Logo, quanto maior for a velocidade da vibra-



24

¢do, mais agudo serd o som.

O tempo da emissdo das vibragdes, determina a extensao de um som, também cha-
mado de duragdo. Ja a intensidade, ou amplitude das vibracdes, é determinada pela forca ou

pelo volume do agente que as produz.

O timbre € a combinacOes de vibracdo determinadas pelas espécies dos agentes que

as produz. Todo som musical tem estas quatro caracteristicas simultaneamente.

2.1 NOTAS

A musica tem sete notas musicais D6, Ré, Mi, Fa, Sol, L4, Si. Elas repetem-se de sete

em sete conforme Figura 2.1.

Figura 2.1 — Nome das Notas

Fonte: Autor

Estas notas podem ser facilmente observadas no piano, pois estdo representadas pelas
teclas brancas, onde as notas mais grave estio a esquerda e consequentemente as mais agudas a

direita.

As notas sdo representada graficamente na pauta musical com simbolos no formato oval,
e conforme for sua posicdo no pentagrama, serd indicado notas mais graves ou mais agudas,

como sera explicitado a seguir.
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2.2 PENTAGRAMA OU PAUTA

A Pauta Musical ou Pentagrama é constituida pelo conjunto de cinco linhas paralelas e
equidistantes formando entre si quatro espacos, esta estrutura € usada para o notacdo musical.

As linhas e os espacos sdo contados de baixo para cima, conforme Figura 2.2.

Figura 2.2 — Pentagrama ou Pauta
57 linha
42 linha
3¢ linha

4% espago

37 espago

29 espago
29 linha =

12 linha

1¢ espago

Fonte: http://tablaturasecifras.com.br

As notas escritas nos espacos, ndo poderdo passar para linha de cima e nem para linha
de baixo. Por outro lado, as notas escritas nas linhas deverdo estar com a metade no espago

superior a linha e a outra metade no espaco inferior a linha.

O pentagrama suporta somente nove notas, ou seja, € necessario um meio para poder
expressar graficamente as notas mais agudas e as mais graves. Para isto, existe as linhas su-
plementares superiores e as linha suplementares inferiores, também conhecidas como linhas

auxiliares. (Figura 2.3).

Figura 2.3 — Linhas Suplementares

linhas suplementares superiores

—Nwhon

linhas suplementares inferiores

NhwN—

Fonte: http://musicalidadenaweb.blogspot.com.br
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2.3 CLAVES

S6 com a escrita das notas no pentagrama € impossivel de fazer indetificacdo de sua
altura. Desta forma, para convencionar o posicionamento delas na pauta usamos um sinal cha-

mado clave, que € colocada no inicio da pauta.

Existem trés tipos de claves; de sol, de fd e de d6. As duas dltimas podem ser escri-

tas em mais de uma linha.

2.3.1 Clave de Sol

A Clave de Sol (Figura 2.4) determina que a nota da segunda linha da pauta € sol,
portanto podemos definir o posicionamento das outras notas, que estdo dispostas em ordem,

conforme visto na secdo 2.1.

Figura 2.4 — Clave de Sol

Clave‘Lde Sol
A
o) A
Nota Sol

Fonte: http://www.deniswarren.com

A clave de Sol é usada para os sons agudos. Uns dos instrumentos anotados nesta clave

sdo: violino, trompete, saxofone alto, flauta, oboé, clarinete, cavaquinho, violao, etc.

2.3.2 Clave de Fa

A clave de fa (Figura 2.5) determina a localiza¢do da nota Fa, que pode ser anotada na
terceira ou quarta linha, sendo esta ultima a mais utilizada.
A clave de fa € usada para os sons graves. Uns dos instrumentos anotados na clave de fa

sdo: contra-baixo, sax tenor, trombone, violoncelo, tuba, fagote, etc.
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Figura 2.5 — Clave de F4 Quarta Linha

o

Fonte: http://academiadecomposicao.com

Para anotar os sons do piano € necessdrio o usar as claves de sol e de fd na quarta
linha. A clave de fa € usada para os sons graves, ou seja, as teclas da esquerda e a clave de
sol € usada para os sons agudos, isto €, as teclas da direita, tendo entre elas apenas uma linha

suplementar que anota-se o dé central, conforme Figura 2.6.

Figura 2.6 — Clave de Sol e Fa

)

Ly
~
N
A\3V4
o -
q.

.
d

Sol Li S D&Ré M Fi Sol Li Si Dé Ré Mi Fi Sol Li Si D& Re Mi Fi Sal

Fonte: http://blog.cancaonova.com

2.3.3 Clave de D6

A clave de dé6 (Figura 2.7), determina a localizagcdo da nota d6, que pode ser anotada na
primeira, segunda, terceira e quarta linha. A mais usada € na terceira linha. Esta clave é usada

para sons médios.

Figura 2.7 — Clave de D6

Do 12linea Do 2 linea

| |
Hg Do Hg Do
Do 3*linea Do 4 linea

DO DO

Fonte: http://blogmusicada.blogspot.com.br
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A clave de d6 € pouco usada, um dos instrumentos que utiliza a escrita nesta clave € a

viola.

2.4 VALORES DAS NOTAS MUSICAIS

Na execug¢do da musica podem existir sons longos e sons breves ou até mesmo a interrup-
cdo da emissdao do som. Este ultimo chama-se siléncio. A dura¢do de um som esté relacionado

a vibracao de um corpo elastico podendo ser de menor ou maior continuidade.

A organizacgdo deste tempo € chamada de ritmo, que do grego rhythmos significa aquilo

que flui, aquilo que se move, ou como Platio definia "o ritmo é a ordem do movimento".

Segundo (MED, 1996, p.20), no principio eram as palavras mais ou menos que indi-
cavam a duracdo de uma nota, porém no inicio do século XIII sugiram as primeiras figuras

mensurais € sO no século XVII comegaram aparecer as figuras que sao atualmente usadas.

Figura 2.8 — Figuras Musicais

FIGURA | PAUSA NOME NUMERO

O | ——| SEMIBREVE 1

f Y MINIMA 2

r g SEMINIMA 4
) 7 COLCHEIA 8
ﬁ .a/ SEMICOLCHEIA 16
ﬁ :7 FUSA 32
ﬁ 37 SEMIFUSA 64

Fonte: Autor

Algumas figuras cairam em desuso como; a maxima, a longa e a breve, que indica-
vam tempos longos, e a quartifusa que indicava tempo mais breve. Atualmente sdo escritas a
semibreve, minima, seminima, colcheia, semicolcheia, fusa e semifusa conforme a Figura 2.8.
Elas ndo estdo somente relacionados a emissdo de som, mas também a auséncia, ou seja, seus

valores representam tempo, e nao altura da nota.
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O valor de tempo de uma semibreve é o dobro do valor da minima, o valor da mi-

nima é o dobro da seminima, e de forma andloga relacionamos as demais figuras musicais.

Desta forma podemos notar que uma semibreve tem o mesmo valor que duas minimas

ou quatro seminimas ou oito colcheia ou 16 semicolcheia ou 32 fusa ou ainda 64 semifusas,

como pode ser visto pela Figura 2.9.

Figura 2.9 — Divisao de Tempos

Semibreve

Minima

y
I
i T
il z

Seminima
T T T T
i i

T
f
Coleheis = —/ —

Semicolcheis p—

fonte: http://musicalidadenaweb.blogspot.com.br

Cada figura musical (Figura 2.8) € relacionada com um nimero da seguinte forma: se-
mibreve(1), minima(2), seminima (4),colcheia (8), semicolcheia (16), fusa (32) e semifusa(64).

Essa numeracgdo € fundamental para escrever e ler um compasso.

24.1 Ponto de Aumento
O ponto de aumento representa a duracio da figura musical aumentada pela metade, ou
seja, se a figura normal vale 1 tempo, a figura pontuada valera 1,5 tempo.
Especificamente na figura 2.10 temos uma minima pontuada, que tem sua duragdo

Figura 2.10 — Ponto de Aumento

d-d.d

fonte: http://www.descomplicandoamusica.com

correspondente a uma minima mais uma seminima. Uma figura pode receber mais de uma
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pontuacao, desse modo, a cada pontuagdo sua duracio € aumentada pela metade, e quando nao

recebe nenhuma pontuagao € dita figura simples.

2.5 COMPASSO MUSICAL

O compasso musical representa a divisdo de um trecho da musica em partes iguais, com
a missdo de organizar e facilitar a leitura, e é graficamente representada por uma fracdo. Pode-

mos resumir, segundo (MED, 1996, p.114), que o compasso € o agente métrico do ritmo.

Como em tudo que necessitamos medir utilizamos uma unidade de medida. Na mu-
sica as unidades de medidas relacionadas ao compasso utilizadas sio UC que € Unidade de
Compasso e UT que é Unidade de Tempo. A unidade de compasso, UC, € a figura musical que
sozinha ou com auxilio de uma pontuacdo de aumento tem o valor que preenche o compasso

inteiro. Também € denominado unidade de som.

A unidade de tempo € valor dado por um movimento do compasso, € 0 compasso ¢é
formado pela soma destes movimentos. A classificagdo de um compasso € feita pela quan-
tidade de UT da seguite forma: undrio um tempo, bindrio dois tempos, terndrio trés tempos,

quaterndrio quatro tempos e assim prossegue a classificacdo.

Os compassos sao classificados em duas teorias divergentes. Uma delas define sua clas-
sificacdo pelos tempos que sdo representados pelo valor de uma figura simples ou pontuada. A

outra classifica pelo niimero de tempos fortes inseridos no compasso.
Segundo (MED, 1996, p.121) a primeira teoria € bastante estudada na Franca, Brasil
e Russia enquanto que a segunda é estudada na Alemanha. Por esse motivo sdo indentificadas

pelos tedricos como Teoria Francesa e Teoria Alema.

Neste trabalho vamos seguir a linha de pensamento da Teoria Francesa.
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2.5.1 Compassos Simples

O compasso simples € facilmente identificado pela unidade de tempo, pois ela € escrita
por uma nota simples sem pontuac¢do de aumento. O numerador da fragdo descreve o compasso

simples € um nimero que ndo € divisivel por trés, com execao do compasso 3/4.

Nos compassos simples o numerador indica a quantidade de tempos do compasso e o
denominador representa a figura (Figura 2.8)que preenche cada tempo, ou seja, o denominador

éaUT.

2.5.2 Compassos Compostos

O compasso composto tem como unidade de tempo uma figura composta pontuada, € o

numerador da fragdo que o descreve é sempre divisivel por trés.

A foérmula que representa 0 compasso composto € o produto de um compasso simples

pela razdo 3/2.

Existem varios tipos de compassos, porém iremos estudar particularmente o compasso

4

simples quaternario ;

2.5.3 Compasso 4/4

O compasso simples quaterndrio, geralmente vem indetificado pela escrita 4/4 na pauta
ou simplesmente a letra C. Tem-se que na razao 4/4 o numerador indica a quantidade de tempo
do compasso e o denominador indica a figura que preenche esse tempo, ou seja, 0 compasso

terd quatro tempos e cada tempo serd preenchido por uma seminima, conforme figura 2.11.

Figura 2.11 — Compasso 4/4
| | |

ES=——

fonte: Elaborada pelo Autor
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Esse compasso pode ser preenchido pela sua unidade de compasso, a semibreve, pois a
mesma vale quatro seminimas. Além disso, ela pode ser escrita por duas minimas ou ainda por
muitas outras combinagdes objetivando completar quatro tempos. Segue na figura 2.12 algumas

das formas que poderidmos preencher o compasso quaterndrio.

Figura 2.12 — Preenchimento de Compassos

=

R P P 7 —
ANV 1 | | [ | |
Q} I I I I I
.
= = » v — e A
3 " " |

fonte: Elaborada pelo Autor

No primeiro compasso temos uma figura de 4 tempos, o segundo é formado por duas

) . o 1 1 .
minimas 2+2=4, a composi¢ao do terceiro € 2+1+1 =4, no quarto 2+ 1+ - + — = 4, no quinto

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1
24+14+-4+-4+-=4 to2+1+-+-+-4+—+—=4
+ —|—2—i—4—|—4 € no sexto 2 + +2+4+8+16+16

Problema 2.5.1. Observando o sexto compasso da figura 2.12 notamos que houve repeticdo da
semifusa no preenchimento do compasso. Sabendo que os trés primeiros tempos estdo definidos
por uma minima que neste compasso vale dois tempos e uma seminima, que vale um tempo,
buscaremos uma forma genérica de possiveis preenchimentos do compasso obedecendo a regra,

a fim de verificar se é impossivel preencher o compasso com figuras musicais sem pontua¢do

de maneira que todas sejam diferentes.

Antes de reponder esta questao vamos revisar um pouco de Teoria Matematica a respeito

de sequéncia e séries de nimeros reais.
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3 REVISAO DE LITERATURA

Esta secdo apresenta Teoremas bem estabelecidos na matematica que serdo necessarios
para o entendimento do trabalho. Particularmente foram utilizados os livros o Curso de Anélise

Volume 1 - (Elon Lages Lima) e Fundamentos de Célculo - (Antonio Caminha Muniz Neto) .

3.1 SEQUENCIAS

Definicao 3.1.1. Seja o conjunto de niimeros naturais N e o conjunto de niimeros reais R. Uma

sequéncia de niimeros reais é uma funcdo f: N — R que leva cada n € N ao niimero real

f(n) = ay,.
O termo a,, € chamado de termo geral da sequéncia.
3.1.1 Limites de Sequéncias
Definicdo 3.1.2. Uma sequéncia (a,)nen converge para um niimero real | se, quando tomado
um erro € > 0, existir um ng € N tal que | an — 1 |< g, para todo n > ny.

Se (ay)nen convergir para [, a sequéncia é convergente e tem um como limite [. Do

contrério a sequéncia € divergente.

Se a sequéncia (a, ),en converge para [ entdo escrevemos lim a,, = [.
n—oo

Teorema 3.1.3. Se a sequéncia (a,,)nen convergir, entdo seu limite € linico.

Demonstragdo: Por contradi¢do, sejam [; e [; ndmeros reais diferentes e suponha que a
sequéncia converge para [; e [; simultaneamente. Tomando ¢ = % | Iy — Iy |> 0, a defini¢do de

limite garante a existénciany,ny € Ntaisquen > ny =| a,—l [<een >ny =|a,—ls |[<¢

Seja ng = max{ny,ne}. Entdo pata todo n > ng, temos que | a, — l; |< € e

| a, — 5 |< e.

Assim |l — L |<|h—an+a,—L|<|bh—ay |+ ]|an—l|=|a,— 11 | +
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| ap, —ly |< e +¢e=2e=|1l; —ly|, 0 que é um absurdo.

Logo l; = l5, ou seja, o limite € tnico.

3.1.2 Subsequéncia

Definicdo 3.1.4. Dada a sequéncia (a,)nen, uma subsequéncia é definida como a restri¢do de
(@n)nen a um subconjunto infinito N; = {n; < ny < nz < ...} do conjunto de indices. Sabendo
que a fungdo j — nj; de N em Ny é uma bije¢do, qualquer subsequéncia de uma sequéncia é

também uma sequéncia, e pode ser denotada como (ay, )ken-

Teorema 3.1.5. Seja (a,,)nen uma sequéncia com limite .

(a) Se | < a (respectivamente | > a), entdo existe nyg € N tal que a,, < a (respec-

tivamente a,, > a) para todo n > ny.

(b) Se a,, > a (respectivamente a,, < a), para todos n > 1, entdo | > a (respecti-

vamente | < a).

(¢) Toda subsequéncia (a,, )ren de (an)nen ainda converge para l.

Demonstragdo:

(a) Suponha [ < a. Tome ¢ = a — [. Entdo existe ny € N tal que para todo n >

no=|a,—1l|<e Assima, <l+e=1+(a—1)=a.
O caso | > a pode ser provado de forma andloga.
(b) Por contraposicdo, segue imediatamente de (a).

(¢) Como lim a, = l,dado ¢ > 0, existe ny € N tal que | a, — [ |< ¢, para todo
n—o0

n > ng. Porém, como n; < ny < ng < ..., existe um indice n; na subsequéncia tal que

n; > ng, Assim j > i = n; > ng =| a,, —l |< ¢, ou seja, nli—I>nooank = 1.
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O

Definicdo 3.1.6. Uma sequéncia (a,,)nen € dita limitada se existir M > 0 tal que | a,, |< M,

para todon € N.
Teorema 3.1.7. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Seja uma sequéncia (a, ),y convergente para o limite /. Entdo dado
e = 1, existe ng € N tal que n > ng =| a,, — [ |< 1. Logo, pela desigualdade triangular segue

queVn>ng=|a,|<|a,—1|+]|L]|<1+]|L]

Seja M = max{l+ | L |,| a1 |,| a2 |,...,| Gny—1

}, entdo | a, |< M para todo

n € N, logo (a,)nen € limitada.

Teorema 3.1.8. Se lim a,, = 0 e (b,)nen € uma sequéncia limitada, entdo lim a,,.b, = 0.
n—00 n—00

Demonstragdo:

Visto que (b,,) € limitada, existe L > 0 tal que | b, |< L para todo n € N. Como

lim a, = 0, temos que dado £ > 0 podemos encontrar ny € N tal que para todo n > ng =
n—o0

| an [< 5.
Assim, n > ng =>| ap.byp, |=| an | . | by |< 5.L =

Logo lim a,.b, =0
n—oo

3.1.3 Supremo e Infimo de um conjunto

Definicao 3.1.9. Seja X C R um subconjunto limitado superiormente, um elemento b € R
chama-se supremo do subconjunto X, (Sup X ), quando b é a menor das cotas superiores de X

em R.

Segue entdo que para que b € R seja supremo de X € necessdrio e suficiente que sejam

satisfeitas as condi¢des abaixo.
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(1) Paratodo x € X, tem-se x < b.

(i) Sec e Rétal que xr < cparatodox € X entdo b < c.

A condicdo (ii) pode ser reformulada como segue:

(iii)) Dado ¢ < bem R, existe z € X tal que ¢ < x.

Com efeito, a condicio (iii) diz que nenhum elemento de R, que seja inferior a b pode

ser cota superior de X.

Definicao 3.1.10. Seja X C R um subconjunto limitado inferiormente. Um elemento a € R
chama-se infimo do subconjunto X, (Inf X ), quando a é a maior das cotas inferiores de X em

R.

Segue entdo que para que a € R seja infimo de X é necessario e suficiente que:

(1) Paratodo x € X, tem-se a < .

(i1) Se ¢ € R é tal que ¢ < x paratodo x € X entdo ¢ < a.

Ou equivalente,

(ii1) Dado ¢ > a em R, existe x € X tal que ¢ > =.

Com efeito, a condicdo (iii) diz que nenhum elemento de R, que seja superior ao ele-

mento a pode ser cota inferior de X.

3.1.4 Valor de Aderéncia

Definicao 3.1.11. Um niimero real | chama-se valor de aderéncia de uma sequéncia (a,,)nen

quando l é limite de alguma subsequéncia de (a,)nen.
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Seja (a,) uma sequéncia limitada com o < a, < f paratodon € N. Seja X, =

{an, api1,...}. Temos que [a, f] D X1 D Xy D ... D X, D ...
Logo, pondo z,, = Inf X, e y,, = Sup X,,, vem

a<r <1< ... <y, <. <y <y <B.

Sabendo que temos agora as sequéncias x,, € ¥,, existem, portanto, os limites.

a = lim z, = Supz, = Sup,, Inf X,,.

n—oo

b = lim y, = Infy, = Inf,, Sup X,,.

n—oo

Escrevemos a = lim Inf a,, e b = lim Sup a,, e diremos que a € o limite inferior da sequéncia
n—oo n—oo

(ay) e b é o limite superior da sequéncia (a,).

Teorema 3.1.12. Dados as sequécias convergentes de niimeros reais (a,)nen € (bn)nen € um

nuimero real c qualquer, segue:

(a) Se lim a,, = a, entdo lim c.a, = c.a.
n—oo n—oo

(b) Se lim a, = ae lim b, = b, entdo lim a,, £b, =a L.
n—o0 n—oo n—oo

(c) Se lim a, = ae lim b, =, entdo lim a,.b, = a.b.
n—oo n—o0 n—oo

(d) Se lim a, = ae limb, = b comb # 0, e cada b, seja ndo nulo, entdo
n—oo n—oo
a
lim — = —
n—oo by, b
Demonstragdo:

(a) Se ¢ = 0, entdo ca, = 0V n € N, e sabendo que se (a,),en € uma sequéncia cons-
tante, com a,, = ¢V n € N, entdo lim a, = ¢, pois Ve > 0en € N, temos | a,, —c |=0 < ¢,
n—oo

logo € vélido para c = 0.

Suponha agora que ¢ # 0 e que seja dado ¢ > 0. Entdo, existe ng € N tal que n > ng =|
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a, —a|< ﬁ-LOgO,n>n0:>\Can—6a\=\cHan—a]<\c[ﬁ:g,

(b) Provaremos que lim a, + b, = a + 0. Como lim a, = a e lim b, = b, dado
n—00 n—00 n—00

e > 0,eexistemn;,ny; € Ntaisquen >n; =|a, —a|< fen>ny =|b, —b|< 5.
Seja N > max{ny, ny}. Pela desigualdade triangular temos,
| (an+0bp) = (a+0b) |=| (an—a)+(b,—=b) |[<| ap—a | + | by—b|< 5+5 =cVn > N.

Logo lim a, + b, = a+ 0.

n—0o0

A demonstracdo de lim a, — b, = a — b € andloga.

n—oo

(c) Provaremos que lim a,.b, — a.b = 0, ou seja, lim a,.b, = a.b.
n—oo n—00

Temos que a,,.b, — a.b = a,b, — a,.b+ a,.b — ab = a, (b, — b) + b(a, — a). Como a,,
é limitada e lim b, — b = 0, segue do teorema anterior que lim a, (b, — b) = 0.
n—oo

n—oo

Analogamente lim a,, — a = 0 entdo lim b(a, — b) = 0. Logo lim a,b, = a.b,
n—oo n—oo n—oo

pelo item (b).

1 1
(d) Se mostrarmos que lim T entdo seguird do item (c) que
n—oo n
im &y 1 a
m — = 1um a,.— =a.—- = —.

Sejan; € Ntal que | b, — b |< % para n > n;. Entdo, usando a desigualdade tri-

angular segue, paran > ny,

by —b)| 1 |bn—b| 1 |bn—b] 2
. <1 1 — 2 b, —b|.
bl = BTl < Pl = - | On =0

=

1 _
o =5 = |

2

2
Dado ¢ > 0, tomando ny € Ntal que n > ny =| b, — b |< % Seja nyg >

max{ny,ny}, entdo para n > ng temos que



39

O
Teorema 3.1.13 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstragcdo: Seja (a,,)nen Uma sequéncia monétona ndao decrescente e limitada, isto
€, a1 < ay < az < ... < M, paraalgum M > 0 (os outros casos podem ser tratados analo-
gamente). Desta forma, M é uma cota superior para o conjunto A = {ay,as,as,...}. Sejal o

supremo do conjunto A, isto €, SupA = [

Afirmamos que lim a,, = [. De fato, seja ¢ > 0, como [ — ¢ ndo € mais cota supe-
n—oo
rior de A, algum elemento de A é maior que [ — ¢, ou seja, a,, > [ — ¢ para algum ny € N.

Mas, como a,, < Gpg41 < Apgt2 < ...y, temos que a, > [ — eV n > ny.
Assim,
l—e<a,<l<l+e,

ouseja, | a, —l|<e.
O

Lema 3.1.14 (Lema dos Intervalos Encaixantes). Sejam dados os intervalos I,, = [a,, b,],n €
N, tais que I, D I3 D I3 D .... Se liril | I, |= 0, onde | 1,, |= b, — a,, entdo existe um tinico
n—-+0oo

[ € R tal que NypenI, = {1}

Demonstragcdo: Primeiramente, note que a intersecdo dos [, é vazia ou unitdria, visto
que, se existissem dois reais a, b tal que a < b na intersecao, logo [a, b] C N,en/, € consequen-

temente [a, b] C I,,, desta forma | I,, |> b—a V n € N, o que é uma contradic@o pois | 1, |— 0.

A condicdo de encaixe [; D Ip D I3 D .... garante que a1 < as < az < ... < by,

e o teorema de Bolzano-Weierstrass, Teorema 3.1.13, garante a existéncia de [ = lim a,.
n—-+o0o

Seja l € Nyenly, note que a, < [V n € N. Por outro lado, fixado m € N, temos a,, < b,,, V

n € N, e pelo item (b) do teorema 3.1.5 temos a garantia que [ = lirf a, < by,. Porém, como
n—-+0oo
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o natural m foi escolhido arbitrariamente, temos [ < b,,, V. m € N.

Portanto, [ € [a,,, by,] = I, Vm € N, ou seja, Nypenl, = {{}.
0

Em muitas situagdes ndo € necessario mostrar que uma sequéncia converge, mas apenas garantir
que ela possui uma subsequéncia convergente. Para isto, o teorema de Weierstrass fornece a

condicdo suficiente para que uma subsequéncia seja convergente, como segue:
Teorema 3.1.15 (Weierstrass). Toda sequéncia limitada admite uma subsequéncia convergente.

Demonstragdo: Seja o intervalo de fechado e limitado /, = [ag, by| contendo todos os
termos da sequéncia limitada (a,),en. Dentre os intervalos [ag, 2t e [%F% ), tomemos
um que contenha uma infinidade de termos da sequéncia (a,),cy € chamamos o intervalo de
I;. Do mesmo modo, obtemos o intervalo fechado I> N [y, tal que | I |= % | I | e I conte-
nha uma infinidade de termos da sequéncia (a,, ),en. Desta forma, construimos indutivamente
uma sequéncia I, Iy, I3, ... de intevalos fechados e limitados, taisque Iy D I D I3 D ... e

| Iny1 |= 3 | I, | V' n € N. Assim pelo lema 3.1.14, existe | € R tal que Nyent, = {I}.

Finalmente, escolhemos n; € N tal que a,, € I;. Em seguida, para cada j > 1, apds
termos escolhido n; € N tal que a,,; € I;, tomemos n;,1 € Ntalque n; 1 > njean, , € [j1.
Logo construimos uma subsequéncia (ay, )ken de (a,)nen tal que a,, € I V k € N. Como

p, | € Ij, temos particularmente

| ap, — L[] I |= 252 — 0.

Logo a,, — [ quando & — +oc.
OJ

Definicao 3.1.16 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia é chamada de sequéncia de Cauchy

se, Ve > 0 dado, existe ng € N tal que se m,n > ng entdo | a,, — a, |< €.
Teorema 3.1.17. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracdo: Seja (a,)neny uma sequéncia de Cauchy. Tomando € = 1 podemos obter um

no € Ntal que Vn > ng =| a,,—a, |< 1. Em particular paran > ng =| a,, —a, |< 1. Assim
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para m,n > ng temos que a, € (a,, — 1,a,, + 1). Sejam « e 5 0 menor e o maior elemento,
respectivamente, do conjunto X = {ay, ag, ..., ap,_1, anyy1 t- Entdo a, € [a, 5] Vn € N. Logo

(@n)nen € limitada.
U

Teorema 3.1.18. Se uma sequéncia (a,,)nen de Cauchy possui uma subsequéncia convergindo

paral entdo lim a, =I.
n——+o0o

Demonstracdo: A sequéncia (a,) é de Cauchy entdo dado £ > 0 existe um ny € N tal que

Vm,n > ng =| ap — a, |< 5.

Como [ é um valor de aderéncia de (a,) existe um n; > ng tal que | a,, — 1 |< 5.

Portanto, n > ng =| a, —1 |<| ap—an, +ap, =[S an—ap, | + | an, —1[< 5+5 =¢.

Logo lim a, =1I.
n——+00

0

Teorema 3.1.19 (Cauchy). Uma sequéncia (a,,)nen € convergente se , e somente se, é de Cau-

chy.

Demonstragcdo: Suponhamos que lirf a, = [. Entao dado € > 0, pela defini¢do de convegén-
n——+0o0

cia existe ng € N tal que se n > ng entdo | a, — 1 |< 5. Logo usando a desigualdade triangular

para m,n > ng obtemos | am, — @, |<| am — 1| + |1 —a, |[< 5§+ 5 = ¢, logo a sequéncia

(@n)n>1 € de Cauchy.

Reciprocamente, se (a,),>1 ¢ uma sequéncia de Cauchy. Pelo Teorema 3.1.17 ela é
limitada. Assim pelo Teorema de Weierstrass (ver Teorema 3.1.15) (a,),en possui uma sub-

sequéncia convergente. Logo pelo Teorema 3.1.18 (ay, ) ey converge.

3.2 SERIES NUMERICAS

Nesta se¢@o estenderemos a operacdo de adicao (até agora definida para um nimero fi-

nito de nimeros reais) de modo atribuir um significado a uma igualdade do tipo % + % + % +
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et 2% + ... = 1, na qual o primeiro termo € uma soma com uma infinidade de parcelas.

Note que ndo tem significado somar uma sequéncia infinita de niimeros reais, na verdade

1 1 1
0 que o primeiro membro da igualdade acima exprime € o limite lirf (5 -+ 1 + 3 +... 4 2—)
n—+o0 n

Assim, definiremos somas infinitas através de limites.

Seja (ay,)neny uma sequéncia de nimeros reais. Construiremos a partir dela uma nova
sequéncia (.S, )nen cujos elementos sdo as somas:
Sl=(l1
52:a1+a2

53:a1+a2+a3

S,=a1+ag+...+ay,

n

O numero real S,, é denominado a n-ésima soma parcial da série E ai. A série

k=1
“+00

E ay € dita convergente se a sequéncia (.5,),>1 converge, ou seja, se existe S € R tal que
k=1

+o00
lim S,, = S. Neste caso escrevemos Z ar = S
n—+o0o
k=1
“+00
Teorema 3.2.1 (Série Geométrica). Seja ¢ € R\ {0}, a série geométrica Z a.q" converge se
k=0

| g |< 1edivergese| q|> 1. Se asérie convergir entdo sua soma é 7*_.

Demonstracdo:

(i) Primeiramente vamos supor que | ¢ |= 1.

+oo
Seq= lentﬁoasérieZa.qk =a+a+a+...
k=0

Dai S, =a+a+a+..+a = (n+1)ae lim S, = foo dependendo do sinal

n—oo

de a, logo diverge.
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+o00
Se ¢ = —1 entdo a série Za.qk =a—a+a—a+...
k=0

Neste caso S, = a, 0, a, 0, ... que diverge.
(ii) Vamos supor agora que | ¢ |# 1, seja

S, =a+aq+aq*+aq® + ... +aqg" L.

(1).

Multiplicando ambos os lados da equagao (1) por g obtemos,

q.S, = aq+aq® +aq® + ... + ag" ! + aq”
(2).

Subtraindo a equacido (1) e a equacdo (2), temos,
Sp—q.Sp=a—aq" = (1 —¢q)S, =a— aq".
Que resulta em:

5o =1 — 15 = 50 - 0)

a

Se | ¢ |< 1entdo lim ¢" = 0. Assim lim S,, = :
n—00 n—00 1 — q

. a a .
Por outro lado, se | ¢ |> 1, entdo lim —— — ¢ _ +00. pois lim ¢" = +oc.
+o0
Neste caso a série Z aq® diverge.
k=1

O teorema seguinte mostra como operar com séries convergentes.

—+o0o —+o00
Teorema 3.2.2. Seja E aj e E by séries convergentes e c é um niimero real qualquer, entdo:
k=1 k=1
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+o00 +o00o +o00
(a) a série Z cay, converge e Z cay = CZ Q.
k=1 k=1 k=1
+oo +o0 +oo +o00
(b) a série Z(ak + by) converge e Z(ak +by) = Z ap + Z by,.
k=1 k=1 k=1 k=1
Demonstragdo:
+oo n
(a) Seja 5, a n-ésima soma parcial da série Z ag, isto é, S, = Z ar,. Entdo a n-
k=1 k=1
400 +o00
€sima soma parcial da série Z cay, € ¢S,,. Pelo item (a) do Teorema 3.1.12, Z cayj converge,
‘ k=1 k=1
pois
400 +o0
ank = lim ¢S, =c lim S, = cZak.
k=1 nes noes k=1
+o0 +oo
(b) Seja S, e T,, as n-ésimas somas parciais das séries Z ap € Z by, respectivamente.
k=1 k=1
400
Entao a n-ésima soma parcial da série Z(ak +by) €S, + T,,. Logo, pelo item (b) do Teorema
k=1
+o00
3.1.12 temos a garantia de convergéncia de Z(ak + by) e segue,
k=1
400 +o0 +oo
D (ax+b) = lim (S, +T,) = lim S,+ lim T, = ar+ » b
= n—-+00 n—+oo n——+00 1 1
O
+o0
Teorema 3.2.3. Se a série Z ay, € convergente, entdo lim a,, = 0.
—1 n—oo
400

Demonstragdo: Seja S,, = a1 +as + ... + a,. Como E aj € uma série convergente entao existe

k=1
S = lim S,. Evidentemente S = lim S,_;. Entio0 = S — S = lim S,, — lim S,,_; =

n—oo n—oo n—oo n—oo

lim (S, — Sp—1) = lim a,.
n—oo n—oo

O

Veremos no teorema seguinte um importante critério para a convegéncia de séries de termos

positivos.
+oo

Teorema 3.2.4. Seja (a,),en uma sequéncia de termos ndo negativos, entdo g ay converge
k=1

se, e somente se, a sequéncia (Sn)neN de suas somas parciais é limitada.
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Demonstragdo: Se a,, > 0 paratodon € Nentdo s; < s; < s3 < ..., logo pelo teorema

3.1.13 a sequéncia (S,,),en converge se, e somente se, é limitada.

3.3 CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA SERIES

Nesta sec@o veremos alguns critérios de convergéncia para séries. Chamaremos uma

série de absolutamente convergente se a série dos modulos € convergente.

3.3.1 Teste da comparacao

Teorema 3.3.1. Dadas as sequéncias de niimeros reais (a,)n>1 € (bn)n>1 tais que a, < b,

—+o00 “+o00 “+00
Vn > 1. Se a série E by converge, entdo E ay € absolutamente convergente e E ap| <
k=1 k=1 k=1

400
> by
k=1
n

n
Demonstragdo: Sejam S,, = Z apet, = Z by, para 1 < n < m. Temos que:
k=1 k=1

| Sin — S |[=| @nsr + anaa + oo+ apy |
S| an—l—l | + | an+2 | ++ | A, |
< bn+1 + bn+2 + ...+ bm

=1ty — p.

Temos que a sequéncia (t,,),>1 € convergente logo ela é de Cauchy. Dessa forma, dado
e > 0 existe ng € N tal que se n > ng entdo t,, — t,, < €. Usando a desigualdade acima,dado
e > ( existe ng € N tal que se m > n > ng entdo | s, — s, |< €, entdo a sequéncia (S, ),>1

também é de Cauchy, logo € convergente.

Analogamente as desigualdades acima, concluimos que | s, |< t, para todo n > 1.

Fazendo n — 400 obtemos:

—+00

S

k=1

lim s,
n—-+oo

n—-+o0o n—-+o0o

+o0
= lim |s,|< lim tn:Zbk.
k=1
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O
3.3.2 Teste da razao
. A ~ . Ap41
Teorema 3.3.2. Considere a sequéncia (a,,),>1 de termos ndo nulos, tal que lim =
- n—00 An
“+o00 —+00
Sel < 1, a série E ay ¢ absolutamente convergente se | > 1 a série g ay € divergente, e se
k=1 k=1

[l =1 o teste € inconclusivo.

Demonstracdo: Se | < 1, tomemos um nuimero real ¢ tal que | < ¢ < 1. Dado
Qp+1

e =q—1 >0, como lim

n—oo

= [, entdo existe ny € N tal que se n > ng entao

Qn

lan|

lanta] —l‘ <e=gq-—1L

Segue pela desigualdade triangular para n > ny que
lancil < lanal 7)) < g—14+1=g.

lan| lan

Logo para n > ng temos, | a, |=| ay,, | Hz;lm |a\ZZ|1| < ang | Fo.

+oo
Dessa forma os termos da série E | ar | sdo menores ou iguais aos termos da sé-

k=1
+oo L

+00 +oo q
rie E | any, | ¢"7™. Como E A E —- € convergente pelo Teorema 3.2.1 a série
q
k=1 k=1

k=1
+oo +o0

Z | a | ¢"™ converge, jd que ¢ < 1. Assim pelo Teorema 3.3.1 a série Zak converge
k=1 k=1
absolutamente.

Se [ > 1, tomando ¢ um real tal que 1 < ¢ < [ e, como acima, ny € N tal que

n>ny = ‘“ZJ |> ¢. Entdo, também como acima, temos | a,, |>| a,, | ¢"~"° para n > ny.
n
+o0
Mas, sendo esse o caso, temos que lim a,, # 0, logo a série g ay, diverge, pelo Teorema 3.2.3.
n—oo
k=1

0

3.3.3 Teste da Raiz

—+o00
Teorema 3.3.3. Seja E aj uma série numérica e a constante | definida pelo limite, quando
k=1
existir: | = lim /| ay, | entd@o se l < 1, a série converge absolutamente, e se l > 1 a série
k—o0
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diverge, e se | = 1, o teste é inconclusivo.

No caso de o limite ndo existir, este teste ainda é vdlido, substituindo a defini¢do | por:

| = klirn sup~/| ag |
—00

Demonstragcdo: Vamos dividir esta demonstracao em duas partes, como segue;

(i) Paral < 1.

Seja l = klim supy/| ax |, e dado & = 17_1 Como [ < 1, ¢ > 0 e, portanto, existe
—00

um N > 0 tal que, /| ax | < [+ ¢, sempre que n > N de forma que:

V| <l+e<i+ B =1+ =1-c<1.

Logo,| a, |< (1 —€)*,k > N e o teste da comparagdo, Teorema 3.3.1, permite con-
cluir que a série converge, comparando-a com a série geométrica, ver Teorema 3.2.1, de razdo
g=1—-e<0

(i) Paral > 1.

. . k ~ . e A M
Seja | = kh_g)lo supy/| ap | > 1, entdo existe u > 1 e uma subseqiiéncia (ay,)32, tal

que:

N a, | >u, V5 =1,2,3, ...

€ consequentemente:
| ag, |> ubi Vi =1,2,3, ...
Logo lim sup | ax |= o0
k—o0

Portanto a série nao converge.
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4 RELACOES ENTRE MATEMATICA E MUSICA

Voltando ao problema 2.5.1, no qual foi observado o sexto compasso da Figura 2.12 no-
tamos que nao é possivel preencher com figuras musicias sem pontuacdo de maneira que todas
sejam diferentes. Supondo que os trés primeiros tempos estejam definidos por uma minima que
neste compasso vale dois tempos € uma seminima, que vale um tempo, vamos a partir de agora,

analisar o quarto tempo que tem repeti¢cdo de uma semifusa.

Note que os valores das figuras musicais, (Figura 2.9), formam uma sequéncia cujo
termo geral € a,, = (%)”, ou seja, a razdo entre as figuras é % Assim podemos construir figuras

que ndo estdo associadas a nomes.

Reescrevendo o preenchimento do compasso quaterndrio com n figuras, observando

a razao % entre elas, onde a enésima forma dos dois tltimos tempos € dada por.
n

— 1 1 1 1 k
S”_1+§+Z+§+”‘+ﬁ_z<_) .

k=0

Seja ), a composi¢do da enésima forma de preenchimento do compasso quaternario

@, entdo
1

1
Entdo lim @, = lim 2+ lim S, + lim —

n—00 n—00 n—00 n—oo 21"
E lim S, = li QI e
maue fim S =i 2050 = 2.6
k=0 k=0

o
1 . . .
Como E (g)k ¢ uma série geométrica de razdo ¢ = % segue que esta série converge
k=0

—a _ 1 _
paraS = . = =1 =

Ar=1=2

ol =

1
Além disso, tem-se que lim — = 0.

n—oo 2N

logo lim @, =2+240=4.
n—oo
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Portanto, embora ndo seja possivel preencher o compasso com figuras musicais nao

repetidas ou sem pontuacdo, esta repeticao, para um n grande converge para zero, ou seja,

Usaremos este resultado para comparar com o paradoxo de aproximadamente 430 a.C.
proposto por Zendo, para isto seré feito alguns ajuste no sistema de medida utilizado na divisdao

dos tempos musicais.

4.1 PARADOXO DE ZENAO

Por volta de 489 a.C nasceu em Eléia o filésofo Zenao, este foi o mais conhecido segui-
dor de Parménides. Existem pouco relatos histérico de Zenao, um dos relatos defende que seu
pai seria Teleutdgoras conhecido pela coragem demonstrada na participa¢do de uma conspira-
cdo contra um tirano. Platdo testemunhava que os problemas elaborados por Zendo, tinha por

objetivo defender teses apresentadas por Parménides.

Um dos problemas apresentados por Zendo, foi o paradoxo da flecha disparada. Este
paradoxo fala que um arqueiro estd distante X metros do alvo. Admitindo que a flecha ao ser

lancada percorra sempre a metade do caminho restante € possivél que a flecha alcance o alvo?

Sendo a distancia do arqueiro e o alvo de 2 metros temos o problema conforme a Fi-

gura 4.1.

Figura 4.1 — Arqueiro de Zenao

|

|
2,00m !

Fonte: http://www.mat.uc.pt
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Primeiramente, veremos a tentativa de resolucdo apresentada pela ideia euclideana. Da-
dos dois pontos A =0 e B = 2, saindo do ponto A para alcancgar o ponto B, antes temos que
passar pelo ponto C, que € o ponto médio de AB, Partindo agora de C para chegar em B € neces-

sario passar pelo ponto D, ponto médio de CB, esse processo deve ser repetido sucessivamente.

Figura 4.2 — Distancia entre A ¢ B

02 04 0.6 08 1 1.2 14 16 118 2

Fonte: Autor

Na visdo geométrica, ver figura 4.2, nunca chegaremos ao ponto B, pois partindo do
ponto 0 em direcdo ao ponto 2, sempre teremos que passar pelo ponto médio do espaco restante
até o ponto B, ou seja:

AC = 1,A
AG =1+

-

=1+
_'_

1+

w NI
I
w\.loo
=
&S|
I
N[
+
=
I
riil\l
S
=
I
+
N |~
_|_
=
+
=
I
|5

—_

+3+

[
W~
oo |—=
»—llH
(=]
=
=)
-

Dessa forma temos que AC' < 2, AD < 2, AE < 2,AF <2, AG < 2, ....
Como esclarecer este paradoxo a luz do conhecimento atual?

Note que, intuitivamente, vimos a crer que a flecha ird atingir o alvo apds infinitas apro-
ximagdes. Assim para resolver este problema precisamos usar o conceito de soma infinita ou

série.
Em notacdo matemdtica podemos representar este problema da forma

S— 1 1 1 =1
AB=14s+ 4. +—+..=> (5)
totmtetont M()
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oo n

1 1
Seja S, a enésima soma parcial da série Z(§)k S, = z:(—)’C

2
k=0 k=0

1
Entdo, lim S, =

n—-+00 1—

= 2, pois a série dada é uma série geométrica de razdo

N

g=13<1.

Portanto concluimos que apds percorrer uma quantidade infinita de intervalos cada vez

menores, a flecha de fato percorrerd a distancia total de 2 metros.

Adaptando o paradoxo para linguagem da miusica, podemos comparar a distancia do
arqueiro até o alvo, como um compasso musical %, isto €, no lugar de calcularmos a distancia
de 2 metros, substituiremos por calcular dois tempos de um compasso bindrio. No paradoxo
a flecha percorre sempre a metade do espaco restante, isto pode ser substituido pelo preenchi-
mento do compasso com figura musical que tenha a metade do valor de tempo restante para

completar O compasso.

Como vimos no capitulo 2, a notacdo musical tem nomeagao até a semifusa nas figuras
de menor valor, porém vamos supor que ndo exista essa limitagdo. Inicialmente teremos uma

escrita musical semelhante a Figura 4.3.

Figura 4.3 — Compasso Inicial Bindrio

==

N
v

:

Fonte: Autor

Usando os conhecimentos das divisdes apresentadas no inicio deste capitulo, notemos
que os valores das figuras (Figura 4.3) formam uma sequéncia cujo termo geral € a,, = (%)”, ou

seja, a razdo entre as figuras € %

Preenchendo o compasso bindrio com n figuras, onde a enésima forma € dada por.
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Sp=1+141414 4L =37 (D

Seja B o compasso bindrio, onde B,, = S,, + 2%

1
Entdo lim B, = lim S,, + lim —.
n—00 n—o00 n—oo 21
Agora note que lim S, = lim Y (1)"C = EOO (1)’C

N[

0o 1Nk P Lyt ~ .
Como ) .~ ,(5)" é uma série geométrica de razdo ¢ =

= 2. Além disso lim in =0.

n—o0

Segue que esta série converge para S = % = —1 =
2

ol =

Logo lim B, =240 =2.

n—o0

4.2 ESTUDANDO AS DIVISOES DOS TEMPOS DE UMA PARTITURA

Para analisar as divisdes dos tempos de uma partitura, foi selecionada uma parte da obra
Messiah de Georg Friedrich Hindel (1685-1759). A obra completa tem 51 movimentos dividi-
dos em 3 partes, sua apresenta¢do dura aproximadamente 2 horas e 20 minutos. Precisamente,
foi escolhido 0 42° movimento, o famoso “Aleluia” que € conhecido pela maioria das pessoas,

mesmo ndo sendo conhecedores da obra completa.

Foi lido a escrita do primeiro violino em onze compassos quaterndrios, ver trecho no
apéndice B, nestes compassos a partitura apresentou trés figuras musicais; seminima, colcheia

e semicolcheia, o resultado foi analisado graficamente no GeoGebra conforme Figura 4.4.

Observando o grafico apresentado na Figura 4.4, notamos que a escrita permanece na
maioria da execu¢@o dos compassos em notas de meio tempo, isto €, em colcheias. O tempo das
divisdes sao de grande relevancia para interpretacdo de uma miusica, porém nunca é analizado

desta forma, sem a preocupagao com altura da nota.
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Figura 4.4 — Grafico Divisoes dos Tempos
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Fonte: Autor

4.3 ESCALA PITAGORICA

Na introdug@o vimos a grande contribui¢do que Pitdgoras proporcionou para a relacao
entre musica e matemdtica, também foi destacada a criacdo do monocérdio o qual estudaremos

agora com mais detalhes.

A afinacdo da corda do monocérdio que Pitdgoras usou para seu estudo é uma grande
incognita. Porém, isso nao interfere na relevancia do conteido, uma vez que, o interessante € a
relacdo do som gerado pelo toque na corda solta e os outros sons obtidos quando pressionada a
corda em posi¢des diferentes. As notas originadas destas divisdes, representam na escala atual,

a oitava, a quinta e a quarta, relativas a tonica.

A oitava pode ser obtida pressionando a corda na metade de seu comprimento, a nota
gerada representa a mesma nota gerada pelo toque da corda solta, porém mais aguda. Esse
experimento pode ser feito e obtido o0 mesmo resultado, com instrumentos de cordas como; vi-

olinos, violao, violoncelo, etc.

Podemos encontrar outras oitavas superiores nas seguintes fragoes 3, 7, ¢, -, (%)"c. Ou

seja, a cada grupo de sete notas repete-se a nota original porém cada vez mais aguda.

A quinta € encontrada quando a corda € tocada pressionada na razdo de % do com-

primento total da corda. Em processo semelhante encontramos a quarta, porém a corda deve ser

tocada pressionada na razio de % do comprimento total da corda.

Também encontramos quartas em oitavas superiores da seguinte forma 3¢ 3¢ 3¢ (%)”

282167
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"5

semelhantemente as quintas sao encontradas nas fragdes %, S5 (5)TF

1
2

Os gregos admiravam os sons harmoniosos e isso era obtido dividindo a corda em fra-
coes simples. Para os pitagéricos, a consondncia era mais bela quanto mais simples seria a rela-
cdo proporcional entre os sons. Essa observagao dos pitagéricos pode ser claramente percebida
no estudo do monocérdio, onde a nota tdnica, oitava, quinta e quarta, podem ser representada

)

pelas seguintes fragdes: %, %,

Wit
PN

Segundo (ABDOUNUR, 2015, p. 28) os pitagdricos tinham uma apreciacdo pelos nu-

meros envolvidos nestas fragoes.

O Pensador de Samos justificou a subjacéncia de pequenos nimeros inteiros as conso-
nancias pelo fato de que os nimeros 1,2, 3 e 4 - envolvidos nas fragdes mencionadas
- geravam toda a perfeicdo. Os pitagdricos consideravam o niimero quatro - primeiro
quadrado par - origem de todo o universo, todo o mundo material, representando a
matéria em seus quatros elementos integradores: o fogo, o ar, a terra e a agua.

Quando observamos os denominadores das fracdes, descobrimos coisas misticas dos

nimeros usados pela escola pitagérica. Basta reescrever as fracdes acima da seguinte forma:

12 .6 8 9
127 127 127 12°

Os nimeros 6, 8,9 e 12 que surgem nas fracdes, foram relacionados misticamente pelos

pitagéricos, com média artmética, média harmdnica e proporcao, como segue.

A média aritmética entre seis e doze resulta o ndimero nove, £12 = 9

A média harmonica entre seis e doze resulta o nimero oito, 2L = 8.

Os niimeros seis, oito, nove e doze formam uma propor¢ao g ==,

Estas caracteristicas notadas nestes nimeros, reforcavam a beleza da escala pitagorica

para os gregos e fortalecia a relagdo dos resultados musicais com a matematica.
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4.3.1 Construcao da Escala Pitagdrica

A escala diatonica definida pelas sete notas musicais, € resultado de estudos das pro-
por¢des descobertas por Pitdgoras. Primeiramente, a escala possuia somente quatro sons € ao

longo do tempo foi evoluindo até chegar as sete notas.

Para seguir este estudo, convencionamos que a primeira oitava serd representada pela
seguinte notagdo, D6y, Ré;, Miy, F4;, Sol;, L4, Si; e D6y, em que DG, € a repeticao de D6,
uma oitava acima, (Figura 4.5). Assim representaremos a n-ésima oitava pelo intervalo de D6,

até DénJr]_ .

E fundamental supor que a corda do monocérdio de Pitdgoras era afinada em do, caso contra-

Figura 4.5 — Intervalo de Oitava

Fonte: Autor

rio, o estudo procederia analogamente. No entanto, esta suposi¢do facilita o entendimento das

relacdes que usaremos para construcao da escala pitagorica.

Para encontrar as notas musicais anteriores e posterioes, geralmente € utilizado o Ciclo
das Quintas. Podemos relacionar a quinta a um comprimento de uma corda, que serd determi-

nada por Q = 2.X,, tal que QQ é a quinta e X,, ¢ uma nota na n-ésima oitava.
3

O Ciclo das Quintas pode ser determinado da seguinte forma: escolhida uma nota como
referéncia, podemos encontrar sua quinta, € novamente encontrar a quinta relativa a quinta ja

encontrada.
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Por simplicidade de notacdo, usaremos D3; como nota de referéncia, ou seja, o com-
primento c total da corda quando tocada € D6;. De forma genérica, a m-€ésima quinta que

pertencerd a n-ésima oitava, pode ser encontrada na seguinte equacgao:
2 2
Qm = (g)m-Dol

Assim, vamos construir a quinta de D6, %.1 = % logo essa fragdo € equivalente a nota Sol; .

2 2

A quinta de Sol; é, .5 = %, logo € equivalente a nota Ré,, como estd uma oitava

acima, o comprimento da corda deve ser dobrado para representar Ré;, ou seja, 2.% = g.

A quinta de Ré; ¢, 2.8 = 16

2.5 = 37 que € equivalente a Ld;.

A quinta de L4, é, §ﬁ = % que € equivalente a Miy,como estd uma oitava acima,

64

o comprimento da corda deve ser dobrado para representar Mi;, ou seja, 2.3—% =g

A quinta de Mi; é %.% = % que € equivalente a nota Si;.
Notamos que para transportar as notas Ré; e Mi, a fracdo foi multiplicada por dois.
Esse procedimento pode ser feito com qualquer nota que esteja na segunda oitava, isto €, entre

D6, e D63, para transporta-14 para primeira oitava.

Genericamente, o comprimento de uma corda na oitava de ordem n, isto €, entre D6,, e

D6,,11, € definida pelo intervalo, [(3)", (3)" '] com n € N. Desta forma, para transportar uma

nota X,, de qualquer oitava para a primeira oitava basta usar a equacgdo X; = 2" 1.X,,.

Finalmente, com os cdlculos acima, podemos definir a relacdo dos comprimentos das

cordas para cada nota em relacdo com a corda solta, conforme Figura 4.6.
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Figura 4.6 — Intervalo de Oitava Completo

4.3.2 Simplificacoes de Zarlino

Verficando que algumas razdes entre os intervalos e comprimentos de cordas descober-
tas pelos pitagdricos eram tanto quanto complicadas (Figura 4.6), o Tedrico italiano de Chioggia

Gioseffo Zarlino prop6s algumas simplificacdes. Estas mundancas foram facilmente acolhidas

pela simplicidade das novas razdes apresentadas.

As alteracOes ocorreram nos intervalos de terca, sexta e sétima, conforme Figura 4.7.

Figura 4.7 — Intervalo de Oitava de Zarlino

Fonte: Autor

Na secdo 4.5 veremos estas informacdes na prética, através de um programa elaborado

pelo autor. O programa foi construido em linguagem VBA Visual Basic for Applications, com



58

o objetivo de auxiliar na criacdo de um monocdérdio ou outro instrumento de corda.

44 FREQUENCIA DA NOTA

Podemos definir frequéncia como a caracteristica do som que pode ser classificada em
agudo ou grave. As frequéncias altas geram sons mais agudos, ou seja, estridentes, enquanto

que as frequéncias baixas geram sons mais graves.

A frequéncia também € conhecida por velocidade de oscilagc@o; sua amplitude é medida
em Hertz (Hz) e a energia ou intensidade em decibéis. E interessante ressaltar que o ouvido hu-
mano € capaz de detectar frequéncias no intervalo de 20Hz a 20.000 Hz. As frequéncias abaixo

de 20Hz sdao chamadas de infrassom, e acima de 20.000 hz de ultrassom.

4.4.1 Ondas Sonoras

O som se propaga em forma de ondas mecanicas que vibram em uma certa frequéncia,
ver figura 4.8. Cada onda sonora € unica, e a velocidade, frequéncia, amplitude e comprimento

definem-na.

A amplitude é altura da onda, ou seja, a distancia entre o eixo da onda e o pico.

Figura 4.8 — Ondas Sonoras

AN
7

| 1
v Comprimento J

Fonte: Autor

Quanto maior for a quantidade de energia tranportada, conhecido como volume, maior serd a
amplitude. E a amplitude de uma onda sonora que determina a intensidade do som que é medida

em decibéis (dB).
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Frequéncia é o nimero de oscilacdes da onda num certo periodo de tempo, (Figura

Figura 4.9 — Frequéncias

Alta frequéncia, som agudo

Baixa frequéncia, som grave

Fonte: Autor

4.9). Geralmente a medida utilizada € Hertz, se uma frequéncia é X Hz, isto significa que a

onda completa X ciclos em 1 segundo.

O tempo necessdrio para se completar uma onda ou ciclo é chamado de periodo. O
P A s ~ . . 1 2 A s .
periodo e a frequéncia sdo grandeza inversas, ou seja, f = % onde f € a frequénciae P € o

periodo medido em segundos.

O tamanho de uma onda é chamado de comprimento, ou seja, € a distancia percor-
rida pelo som durante o periodo de vibragdo. Vamos representar o comprimento pela letra grega

lambda ().

As ondas possuem uma velocidade (v), que pode ser definida como a distancia per-
corrida pelo tempo gasto. Isto é, a velocidade € diretamente proporcional a frequéncia e ao

comprimento da onda, assim temos:

>
Il
>

=

portanto,

v=Af.
4.4.2 Relacido Entre Notas e Frequéncia
Como vimos na introduc¢do, o matemaético francés Marin Mersenne fez uma relagdo entre

o comprimento de uma corda esticada e a frequéncia da nota que ela produz. Dos experimentos

mencionado na introdugdo, resultou a seguinte férmula:
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=5k

Nesta férmula temos que, f € a frequéncia da nota em vibragdes por segundo, ou ciclos
por Hertz, A é o comprimento da corda em centimetros, n é um inteiro, 7' € a forga ou tensao

dada sobre a corda, medida em Newtons, e m € massa em gramas por centimetro de corda.

Na secdo 4.4.1, observamos que o periodo e a frequéncia sdo grandeza inversas, iSO
ocorre também com a frequéncia e o comprimento da corda. Portanto, quanto maior for o
comprimento da corda, menor serd a frequéncia, e consequentemente, quanto menor for o com-
primento da corda, maior serd a frequéncia da nota. Na prética significa que se 0 comprimento
da corda for maior o som serd mais grave, e se o0 comprimento da corda for menor o som por

ela produzida serd mais agudo.

Dada a frequéncia da nota L4 da oitava mediana de um piano que é 440Hz, e utili-
zando a relacdo apresentada na figura 4.7, podemos encontrar as frequéncias das notas usando

os célculos dos comprimentos das cordas.

Sabendo que o comprimento da corda é inversamente proporcional a frequéncia, te-

440H =z

3¢ . . .. ~
i — o como sdo inversamente proporcionais, invertemos uma das fragoes:

ld _
mos que 4z =

440H 2

TH: = + e dai temos que f = 264. Repetindo este procedimento chegamos ao resultado

5
apresentado na figura 4.10.

Figura 4.10 — Relacdo Frequéncia e Nota

528 |HertzfHz)

Fonte: Autor
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A razdo entre os comprimentos das cordas e a razdo entre as frenquéncia das notas,
acabaram apresentando uma diferenca notéria em outras oitavas, isso acontecia devido a apro-
ximacao, ou seja, tornava impossivel acertar uma afinagdo em um instrumento com mais de

uma oitava.

Para resolver esse problema, em 1635 o matemaético e musico Marin Mersenne propds
o sistema de afinacao suave, conhecido atualmente como escala temperada. Diferentemente da
mudanga proposta por Zalino que foi rapidamente aceita, o sistema de Mersenne s6 foi acolhido

apods as composicoes de Johann Sebastian Bach "O Cravo Bem Temperado"em 1722 e 1744.

4.4.3 Escala Temperada

O sistema de afinac@o suave consiste no pensamento que o intervalo entre as notas sao
semelhantes, isto €, cada nota € alcancada pela multiplicacdo da frequéncia da nota anterior por

um valor (7), que veremos.

Primeiramente, é necessario buscar algumas definicdes na musica, uma delas € que o
# (sustenido) aumenta a altura de uma nota em um semitom € o b (bemol) diminui a altura de

uma nota musical em um semitom.

A escala maior € produzida obedecendo a construcdo da escala de do, isto é, cinco
tons e dois semitons na seguinte sequéncia; tom, tom , semitom, tom, tom, tom e semitom. Se
observarmos o teclado de um piano, a escala de d6 corresponde as tecla brancas, e onde entre

duas teclas brancas nao existe uma tecla preta o intervalo € de um semitom.

A escala menor natural € obtida elevando um semitom na terceira, sexta e sétima nota da
escala maior, dessa forma a sequéncia menor € a seguinte: tom, semitom, tom, tom, semitom,

tom e tom.

Os intervalos de uma oitava podem ser contados da seguinte forma: dé-dé#, do#-ré,
ré-ré#, ré#-mi, mi-fa, fa-fa#, fa#-sol, sol-sol#, sol#-14, 1a-1a#, 1a#-si, si-dd, logo uma oitava
possui 12 intervalos. E importante observarmos que dé# e réb representam a mesma altura ou

frequéncia.
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Sabendo que uma oitava possui 12 intervalos (Figura 4.11) e a frequéncia da nota

Figura 4.11 — Intervalos de Semitom

Fonte: Autor

dobra apés os 12 intervalos, segue que a rela¢do i'? = 2 é verdadeira. Sendo assim, € possivel
determinar o valor do intervalo (i) que foi proposta por Mersene, ou seja, se i'? = 2 entdo

i = 212 e portanto i ~ 1,0594631.

Podemos perceber pela Figura 4.12, que a escala temperada ndo possui grande diferenca
do ajuste apresentado por Zarlino, além disso, a escala temperada permite realizar a afinacdo
em outras oitavas distantes da mediana sem perder a afinagdo. Este resultado deve-se a relagcao

estar em escala logaritmica.

Figura 4.12 — Diferenca Entre Escala Temperada e Escala de Zarlino

Df)z

261,6 | 296,6|329,6| 349,2| 391,9| 440 | 493,8| 523,2| (Hz) [Escala Temperada

264 | 297 | 330 | 352 | 396 | 440 | 495 | 528 | (Hz)_|[Escala de Zarlino

Fonte: Autor
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Usando novamente o fato da frequéncia ser inversamente proporcional ao comprimento
da corda, podemos encontrar pela escala temperada a relacdo do comprimento da corda. Este
resultado pode ser visto pelo programa gerador de escala que serd apresentado na se¢do 4.5

(Figura 4.15).

4.5 GERADOR DE ESCALA

O programa Gerador de Escala (Figura 4.13) foi desenvolvido na linguagem VBA Vi-
sual Basic for Applications com o objetivo de auxiliar na criacdo de um monocérdio ou estudar

outro instrumento de corda.

O programa usa os conceitos matematicos desenvolvidos por Pitdgoras para o enten-
dimento dos intervalos das notas musicais. Além disso, também apresenta as simplifica¢des
da escala pitagorica feita por Gioseffo Zarlino e o sistema de afinacio suave do matematico e

musico Marin Mersenne.

No apéndice A temos o manual detalhado da construcdo de um monocérdio, porém
o estudo e caracteristicas dos intervalos apresentado neste instrumento, pode ser perfeitamente

entendida pelo programa, assim como analisar a relagdo entre escalas.

O Visual Basic for Applications (Figura 4.14) € uma ferramenta da Microsoft que tra-
balha como uma linguagem de programacao, permitindo a criagdo de macros e a automatizagao

de diversos processos dentro de aplicativos do Microsoft Office.

4.5.1 Construciao do Programa Gerador de Escala

Primeiramente foi criado o UserForm necessério, isto €, a pagina que recebe os dados e
apresenta os resultados obtidos. A segunda etapa, foi escrever a 16gica na programagao e inserir

os comandos de conexao entre os UserForm.
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Figura 4.13 — Gerador de Escala

Gerador de Escala

ardoso Brum em Matematica em Rede Nacional
-
Construindo um Monocordio

1200 an

Construindo um Monocdrdio

Solt

Vocé notou algum tipo de comportamento nas medidas que encontramos cada nota musical?

sim | Nao | Menu

Fonte: Autor

Figura 4.14 — Visual Basic for Applications
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-+ Modulo2 End Sub
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88 Plan1 (Plan1)

B Plan2 4 End Sub

-+ Progressio

Private Sub UserForm Initialize()

Propriedades - geral

geral UserForm = R
Alfabético | categorizado | Private Sub UserForm QueryClose _
= — — (Cancel As Integer, CloseMode As Integer)
e QD&HE“D“D“DFad b C:{T;Zidfu;viFﬁxgzn;;iﬁ:;r;:m o programa.”, vbCritical, "AVISO"
BorderColor [ 180000008 Cagcel e B prog e .
Borderstyle 0 - fmBorderStyleNone e 1o
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Font Tehoma
ForeColor W s+i500000128, End Sub
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I( > 4

Fonte: Autor

As informacdes dos resultados da escala pitagdrica sdo preenchidas por comando que
relaciona a informagdo inserida no campo comprimento da corda, e multiplicada pela razdo pi-
tagorica da nota musical, este produto € divido por 10 para que o resultado seja apresentado em

centimetro, segue a légica escrita.
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caixatexto_do = caixatexto_comprimentodacorda & “cm”

caixatexto_re = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 8 / 90 & “cm”
caixatexto_mi = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 64 / 810 & “cm”
caixatexto_fa = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 3 /40 & “cm”
caixatexto_sol = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 2 / 30 & “cm”
caixatexto_la = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 16 / 270 & “cm”
caixatexto_si = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 128 / 2430 & “cm”

caixatexto_do2 = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1 /20 & “cm”

Repetindo o processo da escala pitdgorica as informagdes da simplificacdo de Zarlino
sdo preenchidas, porém € multiplicada pela razio simplificada apresetado por Zarlino, como

segue a programacao:

caixatexto_doz = caixatexto_comprimentodacorda & “cm”

caixatexto_rez = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 8 / 90 & “cm”
caixatexto_miz = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 4 / 50 & “cm”
caixatexto_faz = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 3 /40 & “cm”
caixatexto_solz = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 2 / 30 & “cm”
caixatexto_laz = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 3 / 50 & “cm”
caixatexto_siz = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 8 / 150 & “cm”

caixatexto_do2z = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1 /20 & “cm”

O mesmo ocorre nas caixas de texto da escala temperada, uma vez que sdo preenchi-
das de forma andloga ao preenchimento da caixa de texto da escala pitagérica, no entanto €

multiplicada pela razdo apresentada por Mersenne, como segue a escrita.

caixatexto_dot = caixatexto_comprimentodacorda & “cm”

caixatexto_ret = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1/ (2 22 /12) * 10) & “cm”

caixatexto_mit = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1 /(2 24/ 12) * 10) & “cm”
caixatexto_fat = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1/ (2 ES /12) *10) & “cm”

caixatexto_solt = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1 /(2 27 /12) *10) & “cm”

caixatexto_lat = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1 /(2 f9 /12) * 10) & “cm”
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caixatexto_sit = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1/ (2 fll /12) * 10) & “cm”

caixatexto_do2t = (caixatexto_comprimentodacorda + “0”) * 1 /(2 612/ 12) * 10) & “cm”

A programacio das frequéncias das notas por oitava, foram feitas respeitando a Es-
cala Temperada, ou escala suave como foi apresentada por Mersenne. Desta forma a 16gica de

apresentacdo dos resultados, foram escritas do seguinte modo.

caixa_frequenciado = (2 (caixa_oitava) * 261.6) & “Hz”
caixa_frequenciare = (2 (caixa_oitava) * 296.6) & “Hz”

caixa_frequenciami = (2 fcaixa_oitava) *329.6) & “Hz”
caixa_frequenciafa = (2 (caixa_oitava) * 349.2) & “Hz”

caixa_frequenciasol = (2 (caixa_oitava) * 391.9) & “Hz”
caixa_frequenciala = (2 Ecaixa_oitava) *440) & “Hz”

caixa_frequenciasi = (2 fcaixa_oitava) *493.8) & “Hz”

As demais l6gicas utilizadas no programa Gerador de Escala, seguem a liguagem de

programacgdo em VBA.

4.5.2 Comparacao Entre Escalas

Utilizando o programa € possivel comparar as relacdes dos comprimentos das cordas
entre a escala pitagérica, as simplificacdes de Zarlino e a escala temperada apresentada por

Mersenne (Figura 4.15).

Analisando as relagdes apresentadas pelo Gerador de Escala, fica claro o motivo pelo
qual a proposta de Zarlino foi rapidamente aceita. Por outro lado, ndo ¢ dificil entender a resis-

téncia que a proposta de Marin Mersenne enfrentou.

4.5.3 Frequéncia no Programa Gerador de Escala

O programa gerador de escala também auxilia no estudo das frequéncias. Ele estd pro-

gramado para respeitar a proposta feita por Mersenne em 1635 que foi estudado na secio 4.4.3.
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Figura 4.15 — Gerador de Escala Temperada

Gerador de Escala

Aluno Mariel de Paula Chaves Professora Valéria de Fétima Maciel Cardoso Brum em Matematica em Rede Nacional
= —— =

Construindo um Monocordio ﬂ

| Qual € o comprimento da corda? 126 cm
i| Construindo um Monocérdio
i Escala Pitagdrica Simplificagdo de Zarlino Escala Temperada
3 Dé* | \ \

Ré | \ \

Miz \ \

Fa | \ \

Solt [ [ [
I L | \ \
I st | \ \
|
‘ D& | \ \
: Vocé notou algum tipo de compertamento nas medidas que encontramos cada nota musical?
|
] sim Ndo | Menu

Fonte: Autor

No programa basta informar qual oitava deseja estudar, e automaticamente ele fornece

a frequéncia de cada nota na referida oitava, conforme figura 4.16.

Figura 4.16 — Gerador de Escala e Frequéncia

Gerador de Escala

Aluno Mariel de Paula Chaves Professora Valéria de Fétima Maciel Cardoso Brum em Matematica em Rede Nacional
— = = = =
Frequéncia “
Construindo um Monocérdio r

-4 Oitava | -3 Oitava | -2 Oitava | -1 Oitava | Oitava Centra\| 1 Oitava | 2 Oitava | 3 Oitava | 4 Oitava | 5 Oitava | 6 Oitava |

D6 | 261,6H7
Frequéndia
Ré | 296,6Hz
Mi A faixa da frequéndia audivel ao ouvido humano, estd
329,6Hz entre 20 Hz a 20.000Hz. As frequéncias abaixo de 20Hz
s&o chamadas de infrassom, e acima de 20.000 hz de
Fa 349,2Hz ultrassom.
Sol | 391,0Hz
L4 440Hz

Si 493,8Hz

Fonte: Autor
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4.6 NUMEROS DE FIBONACCI NAS FREQUENCIAS

Foi a partir do crescimento de uma populacdo de coelhos, que em 1202 o matematico
italiano Leonardo de Pisa (Figura 4.17), descobriu a sequéncia de Fibonacci. Esta sequéncia
pode ser percebida em diversos fendmenos da natureza como nas conchas, na espiral das pi-
nhas, abacaxis, sementes no centro de girassdis e margaridas, na distribuicdo das folhas nos

caules, nas pétalas de algumas flores e também nas galdxias.

A sequéncia de Fibonacci é uma sucessdo infinita de nimeros comegando com O e

Figura 4.17 — Leonardo de Pisa

Fonte: http//:www.dec.ufcg.edu.br

1, os demais niimeros podem ser encontrados pela soma dos dois niimeros anteriores, isto €, 1,

2,3,5,8,13,21,... . Escrevendo de forma genérica temos a seguinte forma F,, =F,, 1+ F,, .

Os estudos das sequéncias de Fibonacci buscam na miusica os padrdoes em acordes que
soam suave aos ouvidos. Algumas propor¢des entre duas notas estdo relacionadas aos numeros
de Fibonacci, como o d6 afinado em 264 Hz e o 14 em 440 Hz, que estdo numa proporcao de

3/5. Essas combinagdes sdo conhecidas como naturalmente perfeitas.

Nas escala do piano sdo identificados os niimeros de Fibonacci. Pois a escala € composta
por 13 teclas sendo 8 brancas e 5 pretas, Além disso, as teclas pretas estdo em grupos de 3 ou

2, conforme Figura 4.18.

Nas escalas basicas o complemento natural da 1% nota de um acorde € construida pela

3%, 5% e 8% nota, ou seja, temos os nimeros de Fibonacci 1, 3, 5, 8. Os demais acordes ndo sao
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Figura 4.18 — Numeros de Fibonacci no Piano

Fél SDIl Lél Sil D[')z

Fonte: Autor

considerados naturais, e ja foram chamados de diabolus in musica quando tais acordes eram
proibidos. Além disso, estes acordes continuam sendo apreciados por poucos e considerados de
dificil execu¢do. O intervalo de quarta aumentada ou quinta diminuta nao estao representados

na sequéncia de Fibonacci, e ndo possuem um padrdo matemaético claro.
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5 PROPOSTA PARA SALA DE AULA

Com objetivo de apresentar uma atividade ao professor para ser aplicada em sala de aula

no ensino médio, segue:

Titulo: Somando Figuras Musicais Distintas.

Pré-requisito: Conhecimento bésico de preenchimento de compasso quaternario.

Objetivo: Apresentar o preenchimento de um compasso musical, utilizando ferramen-

tas matematicas.

Enunciado: Seja os valores de tempos das figuras musicais (Figura 5.1):

Figura 5.1 — Valores das Figuras

FIGURA NOME VALOR DO TEMPO
© [ SEMIBREVE 4
f MINIMA 2
r SEMINIMA 1
) COLCHEIA 1/2
1
ﬁ SEMICOLCHEIA /a
ﬁ FUSA 1/8
1
ﬁ SEMIFUSA /16

Fonte: Autor

Observe a Figura 5.2. Note que na primeira soma temos o resultado 2. Nas seguintes
somas sempre foi acrescenteada uma figura musical, tal que esta figura tenha a metade do valor
da dltima figura acrescentada. Admitindo que existam outras figuras musicais obedecendo es-

tas regras, qual seria a 11" soma? Intuitivamente seguindo estd regra poderiamos preencher um

compasso quaternario?
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Figura 5.2 — Somas de Tempos

=2
F+ r=2+1=3

f + f +ﬁ =2+1+1/2= 7/

i + T + ﬁ + ﬁ = 2+1+1/2+1/4=15/,

f+f+ﬁ+ﬁ+ﬁ=
F+ f+ﬁ+ﬁ+j+ﬁ=

Fonte: Autor

Solucio:

Seja cada termo a,, da sequéncia, o valor do tempo de uma figura musical, e n a or-
dem da figura apresentada, ou seja:
ay € o valor da nota e 1 indica a primeira figura da soma, isto é, minima.

as € o valor da nota e 2 indica a segunda figura da soma, isto €, a seminima.
a,, € o valor da nota e n indica a enésima figura da soma.

Partindo disso, cada termo dessa sequéncia pode ser escrito em fungdo do primeiro termo

e da razdo, ou seja:

a, =2

as=1=21=2(1 =ayq

a3 =3=23.3=23=wq’
ar=1t=2111=9(1)p =g
a5 =L =21111_o(lyt_ g

Logo, para qualquer n € N, tem-se a,, = a1q"

somando os termos, segue:

Sy =a, +a1q+a1q> + a1+ ... +a1¢" .
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(D.

Multiplicando ambos os lados da equagdo (1) por g obtemos,

¢S =aq+a @ +a®+ ...+ ad"t + ad”

2).

Subtraindo a equagdo (1) e a equagdo (2), temos,
Sp—q.Sp=a; —a1q" = (1 —q)S, = a1 — a1q™.
Que resulta em:

_ a1 _ aq"” _ a1 _ 4N
Sn — 1—q 1—q — 1_q(1 q )

Portanto o valor da 11° soma é S}; = (1—(3)") ~ 3,9980469.
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6 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho foi possivel vivenciar o bom relacionamento entre a musica e
a matematica. Desde dos primeiros relatos encontrados, notamos os desmedidos empenhos de
grandes nomes da matemadtica para buscar o entendimento da ciéncia e da arte demonstrada na

beleza musical.

Percebemos que a evolugdo da matematica trouxe teorias musicais mais complexas, e
grandes dividas que permeavam a musica foram provadas matematicamente sem perder a origi-
nalidade e caracteristica musical. Identicamente, a evolucao da notagao musical foi substancial

para o entedimento das complexidades que o tema exigiu.

Através de uma revisdo literdria de sequéncias e séries, ficou fortalecida a resposta
matematica sobre a pergunta que acompanhava o autor, ou seja, ndo € possivel teoricamente
preencher um compasso j—i sem utilizar figuras repetidas ou ponto de aumento, e a intui¢do de
que na prética isso fosse possivel, deve-se a repeticao do dltimo termo do compasso tender a

ZEro.

Além disso, no desenvolvimento da resposta percebemos a existéncia de um paradoxo
de Zenao, sobre a flecha atingir o alvo. Logo notamos que esse paradoxo poderia ser reescrito

em tempos musicais e respondido de forma andloga ao questionamento do autor.

O estudo da escala pitagdrica e as simplificacdes apresentadas por Gioseffo Zarlino des-
pertaram a necessidade da elaboragdo de um programa que auxiliasse na construcao e estudo
do monocordio. Dessa forma, foi elaborado um progarma em liguagem VBA, que relacionou
as escalas apresentadas e também o estudo das frequéncias do sistema de afinagdo suave apre-

sentada por Marin Mersenne.

Logo foi percebido que o programa também poderia auxiliar no estudo de outros instru-
mentos de corda. O resultado apresentado foi satisfatorio, pois além de possibilitar a compara-

cdo entre as escalas estudadas, mostrou coeréncia com a pratica dos instrumentos.
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A beleza sonora buscada pelos gregos nas fracdes simples, pode ser evidenciada du-
rante todo trabalho de tal forma que os nimeros de Fibonacci, considerados por muitos como
misticos, reforcaram a beleza musical que era afirmada na grécia. Também foi apresentada uma

proposta de aula para o ensino médio envolvendo misica e matemadtica.

Durante o trabalho percebemos que a linguagem matemadtica e a escrita musical aproximam-
se, revelando a forte influéncia que os matematicos tiveram na musica. E inevitdvel a sensacdo
de que os nimeros governam as teorias musicais, ou como certa vez disse Leibniz segundo
(ABDOUNUR, 2015, p. 239): “A musica € um exercicio de aritmética secreta e aquele que a

ela se consagra ignora que manipula nimeros”.

Todavia, este trabalho ndo é o ponto final do autor, pois existem conteddos relacio-
nados a fisica que serdao estudados futuramente. Além disso, a criptografia musical encontrada
em algumas obras, desperta para o estudos de obras famosas como “O Cravo Bem Temperado”

de Johann Sebastian Bach e “Messiah” de Georg Friedrich Héndel que serdo estudadas.

Portanto, confiamos que o estudo de contetidos matematicos como ferramenta para mu-
sica, serd capaz de apresentar novos resultados, quem sabe mais um descobrimento encantador,

fruto da beleza e da exatiddo, da arte e da ciéncia.
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APENDICE A — CONSTRUCAO DO MONOCORDIO

Este apéndice tem o como objetivo auxiliar na constru¢do de um monocoérdio de pitdgo-

ras, para isso, serd necessario alguns materiais de facil aquisicao, como segue a lista:

Uma tdbua (Figura A.1), de aproximadamente 80 cm de comprimento, 10 cm de largura

Figura A.1 — Tébua

Fonte: Autor

e 5 cm de espessura;

Duas cantoneiras de metal de 10 cm de comprimento;

Figura A.2 — cantoneira
10cm
Fonte: Autor

Dois ganchos com rosca;

Figura A.3 — Ganchos
i

Fonte: Autor

Um cavalete de madeira nas mesma medidas do cavalete de metal;
Uma corda de nylon ou ago, pode ser uma corda de violao;

Uma régua com aproximadamente 80 cm.
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Primeiramente fixamos nas extremidades da tdbua os dois ganchos com rosca, que

Figura A.4 — Construcao de Monocoérdio
Cavalete Cavalete Movel

¥ Corda

Gancho

Fonte: Autor

servirdo para segurar a corda tensionada. O préximo passo € instalar as cantoneiras de metal

sobre a tabua.

Finalmente coloque a corda nos ganchos e tensione até a frequéncia desejada, depois

€ s6 correr o cavalete mével nas propor¢des da escala pitagorica.
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APENDICE B - PARTE DA PARTITURA DE HANDEL

Esta partitura foi retirado da obra Messiah de Georg Friedrich Héindel (1685-1759), com
o objetido de estudarmos as divisdes dos tempos musicais. Pelo fato da obra completa ser ex-

tensa, foram reescritos somente 12 compassos e adaptados para estudo.

Na edicao desta partitura foi utilizado o programa Encore versdo 5.0.2, este possibi-

lita editar e executar uma partitura.
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Chorus
"Hallelujah!"

Georg Friedrich Handel (1685 - 1759)
Adaptada para estudo por Mariel de Paula Chaves
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ANEXO A - HINO DE SAO JOAO BATISTA

Ut queant laxis (Para que possam)
Resonare fibris (ressoar as maravilhas)
Mira gestorum (de teus feitos)

Famuli tuorum (com largos cantos)
Solve polluti (apaga os erros)
Labii reatum (dos 1abios manchados)

Sancte Ioannes. (O Sdo Jodo).

(ABDOUNUR, 2015, p.46)
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ANEXO B - Compendium Musicae

Segue a traducdo da escrita original de René Descartes:

I - Todos so sentidos sdo capazes de experimentar prazer

IT - Para sentir esse prazer, deve estar presente uma relacdo proporcional de algum tipo
entre o objeto e o sentido em si mesmo. Por exemplo, o barulho de armas ou do trovdo nao é
adequado a misica, porque fere os ouvidos, assim como o clardo excessivo do sol machuca os

olhos, se olhando diretamente.

IIT - O objeto deve ser tal que ndo impressione o sentido de maneira muito compli-
cada ou confusa. Portanto, um desenho muito complexo, mesmo que seja regular, ndo € tdao
prazeroso a vista como outro consistindo de linhas semelhantes. A razdo para isso € que o
sentido encontra mais satisfacdo no ultimo que no primeiro, onde hd muito que nio pode ser

percebido de maneira distinta.

IV - Os sentidos percebem um objeto mais facilmente quando a diferenca das partes

¢ menor.

V - Né6s podemos dizer que as partes de um objeto todo sdo tanto menos diferentes

quanto maior a propor¢ao entre elas.

VI - Essa propor¢do deve ser aritmética e ndo geométrica, pois no primeiro, ha me-
nos a perceber, ja que todas as diferencas sdo totalmente iguais, Assim, a tentativa de perceber
tudo diferentemente ndo esforga tanto o sentido. Por exemplo, a porpor¢do obtida entre:

2 |l
3 |—l—l—
4  |—A—JN—J>

€ mais facil de se perceber visualmente do que entre:

2
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AB C
pois, no primeiro caso, € necessario perceber apenas que a diferenca entre quaisquer duas linhas
consecutivas € a mesma, enquanto que no segundo exemplo, é necessdrio comparar partes que
sdo incomensurdveis. Portanto, eles ndo podem, em quaisquer circunstancias, ser percebidos
completamente de imediato, mas somente em relacdo a uma proporcao artimética, percebendo
que AB consiste de duas partes, enquanto BC consiste de trés. E claro que neste caso, a mente

estd constantemente perplexa.

VII - Entre os objetos dos sentidos, o mais agradavel a alma ndo é aquele percebido
mais facilmente ou mais dificilmente pelos sentidos, mas sim o que ndo € tdo facil de perce-
ber que o desejo natural que leva os sentidos aos objetos ndo seja inteiramente satisfeito, nem

igualmente tao dificil que fatigue o sentido.

VIII - Finalmente, deve ser observado que em todas as coisas, a variedade é mais praze-

rosa.

(DESCARTES, 1956)

Segue a escrita original em latim:
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