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RESUMO

O mosquito Aedes aegypti € o principal vetor responsavel por diversas
arboviroses como a dengue, a febre amarela, o virus zika e a febre
chikungunya. Devido a sua resisténcia, adaptabilidade e proximidade ao
homem, o Aedes aegypti é atualmente um dos maiores problemas de
salude publica no Brasil e nas Américas. Mesmo com 0S avangos e
investimentos em pesquisas com vacinas, monitoramento, campanhas
educativas e diversos tipos de controle deste vetor, ainda ndo existe um
método eficaz para controlar e erradicar o mosquito. Portanto, esse
trabalho destina-se ao auxilio na criacdo de estratégias para controlar
esse agente transmissor, mediante a andlise do espaco de estados e a
estabilidade assintética de uma dinamica ndo linear para controle
populacional do Aedes aegypti via a técnica de linearizacao de Lyapunov,
além de apresentacdo de formas de prevencdo e combate aos criadouros
do mosquito. A dindmica nao linear proposta € uma dinamica simplificada
obtida de um modelo ndo linear existente na literatura, proposto por
Esteva e Yang em 2005 e se baseia no ciclo de vida do mosquito, que é
dividido em duas fases: fase imatura ou aquatica (ovos, larvas e pupas) e
fase alada (mosquitos adultos). Na fase adulta, os mosquitos sao
divididos em machos, fémeas imaturas e fémeas fertilizadas, sendo que a
dindmica proposta nesta dissertacdo de mestrado € baseada nos estudos
efetuados por Reis desde 2016, obtendo um modelo simplificado no qual
a soma das densidades das populacbes de fémeas imaturas e fémeas

fertilizadas serdo consideradas como fémeas adultas.

Palavras-chave: modelagem matematica; Aedes aegypti; dengue; febre
amarela; zika; chikungunya; sistemas néo lineares; pontos criticos; plano

de fase; estabilidade assintética; primeiro método de Lyapunov.



ABSTRACT

The mosquito Aedes aegypti is the main vector responsible for several
arboviruses such as dengue fever, yellow fever, zika virus and
chikungunya fever. Due to its resistance, adaptability and proximity to
humans, Aedes aegypti is currently one of the major public health
problems in Brazil and the Americas. Even with the advances and
investments in research with vaccines, monitoring, educational campaigns
and various types of control of this vector, there is still no effective method
to control and eradicate the mosquito. Therefore, this work is intended to
aid in the creation of strategies to control this transmitting agent by
analyzing the state space and the asymptotic stability of a nonlinear
dynamics for population control of Aedes aegypti via the Lyapunov
linearization technique to present ways of preventing and combating
mosquito breeding sites. The proposed nonlinear dynamics is a simplified
dynamics obtained from a nonlinear model existing in the literature,
proposed by Esteva and Yang in 2005 and based on the life cycle of the
mosquito, which is divided into two phases: immature or aquatic phase
(eggs, larvae and pupae) and winged phase (adult mosquitoes). In the
adult phase, mosquitoes are divided into males, immature females and
fertilized females, and the dynamics proposed in this dissertation is based
on studies carried out by Reis since 2016, obtaining a simplified model in
which the sum of the densities of the populations of females immature and

fertilized females will be considered as adult females.

Keywords: mathematical modeling; Aedes aegypti; dengue; yellow fever;
zika; chikungunya; non-linear systems; critical points; phase plane;

asymptotic stability; first method of Lyapunov.
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INTRODUCAO

O mosquito Aedes aegypti € o principal vetor responsavel pela
transmissdo de doencas como a Dengue, Febre Amarela, Febre
Chikungunya e Zika. Nao existe um método eficaz para a erradicacéo
destas arboviroses, mesmo com grandes investimentos em pesquisas

com vacinas, monitoramento, campanhas educativas e controle.

SO no Brasil, em 2017, foram constatados cerca de 251.711
casos possiveis de Dengue, 171.930 casos possiveis de Chikungunya,
17.594 de virus Zika e 777 casos de Febre Amarela (BRASIL, 2018).

Segundo Thomé (2007), para controlar essas doencas, tem
sido feito diversos estudos sobre o controle do Aedes aegypti. Existem
quatro principais meios de controle:

e Controle Mecanico: realizado por agentes de saude e pela populacéo
em geral;

e Controle Quimico: usados produtos larvicidas e adulticidas;

e Controle Biolégico: introducao de inimigos naturais no meio ambiente;

e Controle Genético: utilizacdo de mosquitos estéreis.

Esteva e Yang (2005) propuseram um modelo para analisar o
efeito da introducéo de insetos machos estéreis no meio ambiente. Esse
modelo n&o linear descreve a dindmica populacional do Aedes aegypti,
considerando o ciclo de vida do mosquito dividido em duas fases:
aguatica e adulta. No modelo, é apresentada a populacédo de insetos na
fase aquatica (ovos, larvas e pupas) e na fase adulta os mosquitos foram
divididos em machos, fémeas antes de acasalar (imaturas) e fémeas

fertilizadas.
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Uma simplificacdo desse modelo foi proposta por Reis (2017),
visando a verificacdo da eficacia da dinAmica proposta por Esteva e Yang
(2005). Nessa simplificacdo, foram efetuados estudos com entrada de
controle na fase aquatica e na fase adulta os mosquitos foram divididos
em machos e fémeas, sem levar em conta a divisao de fémeas imaturas e

fémeas fertilizadas.

Neste trabalho de dissertacdo, propbe-se um estudo da
dindmica proposta por Reis (2017), mas sem a presenca de controle na
fase aquética. A analise desse modelo realizou-se através de uma
abordagem introdutéria de sistemas dinamicos, estudando-se o0s
conceitos basicos de sistemas autbnomos e a determinacdo de seus
pontos criticos de acordo com a teoria de Lyapunov. Estes conceitos
foram utilizados para realizar a analise da estabilidade assintotica de seus
pontos criticos e para analise das solu¢des assintéticamente estaveis do
modelo simplificado. Os resultados obtidos foram comprovados através
de simulacdes numéricas realizadas no software MATLAB 2016. Esses
dados possibilitaram a constru¢cdo e analise do espaco de fase e do

histérico no tempo relativo as variaveis usadas.

Essa dissertacéo foi organizada da seguinte forma:

No Capitulo 1, efetuou-se um estudo sobre a origem do Aedes
aegypti e sua propagacao no Brasil no século XX, o seu ciclo de vida e as
principais doengas que ele transmite, mostrando as diferengas entre seus

sintomas.

No Capitulo 2 tem-se a fundamentacdo tedrica do método de

Linearizacdo de Lyapunov, mediante o estudo de sistemas autbnomos
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bidimensionais e n-dimensionais necessario para a andlise da dinamica

proposta.

No Capitulo 3 apresenta-se o modelo estudado, seus pontos
criticos e uma andlise da estabilidade assintética € efetuada em torno
desses pontos. Simulagbes numéricas sdo realizadas via o software
MATLAB 2016.

Em seguida s&o apresentadas as Conclusdes e Referéncias

utilizadas nesse trabalho.
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CAPITULO 1

O MOSQUITO Aedes aegypti

O Aedes aegypti € o mosquito transmissor de doencas como a
dengue, a febre amarela, a febre chikungunya e o virus Zika. Controlar
sua populacdo é um assunto de grande urgéncia na saude publica e
global. Menor do que os mosquitos comuns, com menos de 1 cm de
comprimento, ele é preto com listras brancas no tronco, na cabeca e nas
pernas (Figura 1). Essa coloracdo € fundamental para a realizacdo de
camuflagem, uma vez que ele é encontrado em ambientes escuros e
préximos ao chdo. Suas asas séao translicidas e o ruido que produzem é

praticamente inaudivel ao ser humano (BRASIL, 2001).

Figura 1: O Mosquito Aedes aegypti. Fonte: Jodo P. Burini/PrimalShutter.com

O mosquito se alimenta exclusivamente de substancias
vegetais e acucaradas, como néctar e seiva. Apenas as fémeas picam,
pois realizam a hematofagia, que é a alimentacao por succao do sangue

de mamiferos, embora prefiram o sangue humano como fonte de proteina
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ao de qualquer outro animal vertebrado. O sangue é um alimento
necessario para a matura¢do dos ovos (FUNDACAO OSWALDO CRUZ,
2016).

A fémea se acasala uma Unica vez em sua vida e libera seus
ovos aos poucos e em lugares diferentes, podendo percorrer até 2500
metros voando. Costumam picar nas primeiras horas da manh& ou ao
entardecer, evitando o sol forte, mas mesmo nas horas quentes podem
atacar a sombra, dentro ou fora de casa, podendo atacar também durante
a noite. O individuo ndo percebe a picada, pois no momento nao déi e
nem coc¢a (NEVES, 2000).

Nem todo Aedes aegypti estd infectado com alguma
arbovirose. Como apenas as fémeas picam, com a finalidade de
amadurecer seus ovos, elas se tornam infectadas (ou vetores) quando
sugam o sangue de alguém ja infectado com um desses virus. A partir
deste momento o Aedes aegypti terd o virus instalado em seu corpo, mas
ainda ndo € capaz de transmiti-lo. Durante 10 ou 12 dias, os virus se
disseminam pelo organismo do mosquito, se multiplicam e invadem suas
glandulas salivares. A fémea se torna entdo infectiva e, somente a partir

dai, podera transmitir o virus a outra pessoa.

A alta capacidade que o Aedes aegypti tem de se adaptar ao
ambiente doméstico faz com que ele se torne um inimigo muito eficiente.
Originario de areas silvestres, o inseto se adaptou a zona urbana,
incluindo domicilios onde possam encontrar uma condigéo favoravel a sua
procriacdo, a agua parada. Também podem ser encontrados na zona
rural, transportados de areas urbanas em recipientes que continham ovos
e larvas (ESPIRITO SANTO, 2018).
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Por ser um mosquito urbano, a infestagcdo € mais intensa em
regides com alta densidade populacional, principalmente, em espacos
urbanos com ocupacdo desordenada, onde as fémeas tém mais
oportunidades para alimentacdo e dispdem de mais criadouros para

desovar.

A infestacdo do mosquito € sempre mais intensa no verao, em
funcdo da elevacdo da temperatura e da intensificacdo de chuvas, pois
sao fatores que propiciam a eclosdo de ovos do mosquito. Para evitar
esta situacdo, € preciso adotar medidas permanentes para o controle do
Aedes durante o ano todo, a partir de acdes preventivas de eliminacéo de
focos do vetor (FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).

Os grandes reservatorios, como caixas d’agua, galdes e tonéis
(muito utilizados para armazenagem de agua para uso doméstico em
locais dotados de infraestrutura urbana precaria), sdo os criadouros que
mais produzem Aedes aegypti e, portanto, 0S mais perigosos. I1sso néo
significa que a populacdo possa descuidar da atencdo a pequenos
reservatorios, como vasos de plantas, calhas entupidas, garrafas, lixo a
céu aberto, bandejas de ar-condicionado, poco de elevador, entre outros
(FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 20186).

1.1 ORIGEM

O mosquito Aedes aegypti é originario do Egito, na Africa
(provavelmente na regido nordeste) e de la espalhou-se pelas regides
tropicais e subtropicais do planeta desde o século XVI, por meio de navios

que traficavam escravos, ja que 0s ovos do mosquito podem resistir, sem


http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/modules/debaser/singlefile.php?id=20367
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/modules/debaser/singlefile.php?id=20367
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estar em contato com a agua, por até um ano (Figura 2) (FUNDACAO
OSWALDO CRUZ, 2016).

Figura 2: Aedes aegypti se espalhou pelas regifes tropicais e subtropicais
Foto: http://gl.globo.com/sp/campinas-regiao/noticia/2015/12/do-egito-para-o-mundo-
conheca-historia-do-mosquito-aedes-aegypti.html.

O Aedes aegypti € o vetor de varias doencas. Entre elas estédo

a dengue, a febre amarela, a febre chikungunya e o virus zika.

As primeiras noticias de uma doenca descrita, com as
caracteristicas da dengue sdo da China, hd mais de 1600 anos. Ha
relatos de epidemias de dengue no Egito e na Ilha de Java, na Indonésia
em 1799, e nos Estados Unidos e na india, em 1780. Ha, porém,
dificuldade em confirmar estes relatos, até pela semelhanca de alguns
dos sintomas com a febre amarela, que é transmitida pelo mesmo inseto
(MINISTERIO DA SAUDE, 1996). Relatos da Organizacdo Pan-
Americana de Saude (OPAS) mostram que a primeira epidemia de
dengue no continente americano ocorreu no Peru, no inicio do século 19,
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com surtos no Caribe, Estados Unidos, Colémbia e Venezuela
(FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).

O primeiro relato de epidemia de uma doenca semelhante a
febre amarela é de um manuscrito maia de 1648 em Yucatan, México. Na
Europa, a febre amarela ja havia se manifestado antes dos anos 1700,
mas foi em 1730, na Peninsula Ibérica, que se deu a primeira epidemia,
causando a morte de 2.200 pessoas. Nos séculos XVIII e XIX os Estados
Unidos foram acometidos repetidas vezes por epidemias devastadoras,
para onde a doenca era levada através de navios procedentes das indias
Ocidentais e do Caribe. No Brasil, a febre amarela apareceu pela primeira
vez em Pernambuco, no ano de 1685, onde permaneceu durante 10
anos. A cidade de Salvador também foi atingida, onde causou cerca de
900 mortes durante os seis anos em que ali esteve. A realizacdo de
grandes campanhas de prevencao possibilitou o controle das epidemias,
mantendo um periodo de siléncio epidemiolégico por cerca de 150 anos
no Pais (MINISTERIO DA SAUDE, 2008).

O vetor foi descrito cientificamente pela primeira vez em 1757,
quando foi denominado Culex aegypti, por Fredric Hasselquist em seu
tratado “lter Palaestinum” (HASSELQUIST, 1757). Hasselquist forneceu
0s nomes e a descricdo da espécie a seu mentor, Carl Linnaeus, grande
taxonomista importante na histéria da biologia. Seu trabalho foi traduzido
para o alemido e publicado em 1762 como “Reise nach Palastina”
(ROSSETTI, 2016). Culex significa “mosquito” e aegypt, egipcio, portanto:
mosquito egipcio. O género Aedes so foi descrito em 1818. Logo,
verificou-se que a espécie aegypti, descrita anos antes, apresenta
caracteristicas morfoldgicas e bioldégicas semelhantes as de espécies do
género Aedes — e ndo as do ja conhecido género Culex (FUNDACAO

OSWALDO CRUZ, 2016). O nome do mosquito passou a ser conhecido


https://books.google.com/books?id=UggPAAAAQAAJ
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apos a reproducdo dessas obras e comecou a ser chamado de Aedes
aegypti com H.G Dyar somente em 1920 (ROSSETTI, 2016).

No Brasil, os primeiros relatos de dengue datam do final do
século XIX, em Curitiba (PR), e do inicio do século XX, em Niteréi
(RJ). No inicio do século XX, o mosquito ja era um problema, mas néo por
conta da dengue -- na época, a principal preocupacado era a transmissao
da febre amarela urbana (FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).
Diversas epidemias de febre amarela urbana ocorriam no Pais, levando a
morte milhares de pessoas (FRANCO, 1976). Uma primeira campanha
publica contra a febre amarela urbana, iniciada por Oswaldo Cruz no Rio
de Janeiro (1902-1907), instituiu as brigadas sanitarias (DONALISIO,
1999), cuja funcdo era detectar casos de febre amarela e eliminar os
focos de Aedes aegypti. A campanha obteve bons resultados: eliminou a

febre amarela em 1909 na cidade do Rio de Janeiro.

Segundo dados do Ministério da Saude, a primeira ocorréncia
do virus da dengue no pais, documentada clinica e laboratorialmente,
aconteceu em 1981-1982, em Boa Vista (RR), causada pelos virus DEN-1
e DEN-4. Anos depois, em 1986, houve epidemias no Rio de Janeiro, cuja
real magnitude soO ficou conhecida apds a realizagcdo de inquéritos
sorologicos, que evidenciaram a sensibilizacdo de cerca de um milhdo de
pessoas pelo sorotipo DEN-1. Nesse mesmo ano, essa epidemia se
estendeu para outros Estados, como Ceard e Alagoas. No ano seguinte,
houve registro de casos, também, nos Estados da Bahia, Minas Gerais,
Pernambuco e S&o Paulo. A partir de entdo, o dengue tornou-se
endémico em quase todos os Estados que tiveram casos da doenca
(FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).
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O ano de 2015 foi recordista em dengue: foram 1.649.008 casos
no pais, maior namero registrado na série historica, iniciada em 1990
(BRASIL, 2018).

Combatida por Oswaldo Cruz no inicio do século 20 e
erradicada dos grandes centros urbanos desde 1942, a febre amarela
voltou a assustar os brasileiros em 2017, com a proliferacdo de casos de
febre amarela silvestre durante o ano (FUNDACAO OSWALDO CRUZ,
2018).

Em 2014, o Aedes aegypti tornou-se o vetor de outra doenca

relativamente nova no Brasil: a febre chikungunya.

O virus CHIKV é transmitido pela picada do mosquito infectado.
O chikungunya provoca febre alta, dores de cabeca, erupcdo de pele,
conjuntivite e dor nas articulacées, podendo esta uUltima durar meses. O
tratamento é feito com medicamentos para combater os sintomas da
doenca. Alguns pacientes precisam fazer fisioterapia para reduzir as
dores nas articulagdes (FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).

Em 2017, foram registrados 171.930 casos provaveis de febre
chikungunya, o que representa uma taxa de incidéncia de 83,4 casos para
cada 100 mil habitantes (BRASIL, 2018).

No inicio de 2015, o Nordeste brasileiro se deparou com o
aumento de casos de uma doenca néo identificada, caracterizada por
um quadro de febre leve, conjuntivite, erupcdo cutdnea e dores nas
articulagdes, que durava até sete dias. As suspeitas médicas eram de
dengue e chikungunya. No final de abril, um teste preliminar do

Instituto de Ciéncias da Saude da Universidade Federal da Bahia
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(UFBA) identificou a presenca do virus zika no material biolégico
coletado dos pacientes. O primeiro caso de zika no Brasil foi
anunciado no dia 7 de Maio de 2015 (EBC, 2016).

A infeccdo, também transmitida pelo Aedes aegypti,
inicialmente tida como uma enfermidade leve foi tratada como
emergéncia internacional meses mais tarde, em Julho de 2015 diante
das primeiras evidéncias de sua ligacdo com a sindrome de Guillain-
Barré. E em Outubro de 2015, foi notificada a possivel associacao entre a
infeccdo pelo virus zika e o aumento de casos de microcefalia no pais
(EBC, 2016).

Atualmente, considera-se a erradicacdo  do Aedes
aegypti praticamente impossivel, devido ao crescimento da populacéo, a
ocupacdo desordenada do ambiente e a falta de infraestrutura dos

grandes centros urbanos.

1.2 CICLO DE VIDA

O ciclo de vida do Aedes aegypti € formado por quatro etapas:
ovo, larva, pupa e adulto, conforme Figura 3. As etapas: ovo, larva e pupa
ocorrem na fase aquatica e a etapa adulta ocorre na fase terrestre
(alada). Da eclosdo do ovo até o mosquito adulto, o periodo de
desenvolvimento é de aproximadamente 10 dias variando de acordo com
a temperatura, disponibilidade de alimentos e quantidade de ovos. Quanto
maior a temperatura, mais rapido o0 mosquito se desenvolve e esta pronto
para picar (FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).
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Figura 3: O ciclo de vida do Aedes aegypti.
Fonte: (SANTOS, 2016)

O acasalamento do mosquito ocorre através da cOpula onde o
macho € atraido pelos zumbidos emitidos pelas asas das fémeas e pode
acontecer durante o voo ou numa superficie plana. A reproducdo se da
dentro ou ao redor das habitacdes, logo apés o0 mosquito chegar a fase
adulta. Durante seu ciclo de vida, a fémea acasala uma Unica vez, pois
ela devora o macho apés a cépula deixando somente seus Orgaos
reprodutores, impedindo que outro macho copule novamente (ALVES,
2014). Apo6s o acasalamento ser concretizado, a fémea guarda o esperma
na espermateca e sai a procura de mamiferos, em especial o homem,
para realizar a hematofagia (alimentacdo através do sangue), que é
importante para o desenvolvimento dos ovos e sua maturacdo nos
ovarios. Geralmente, apos trés dias da ingestdo de sangue, as fémeas do
Aedes aegypti estdo aptas para a postura dos ovos e entdo passam a
procurar locais para desovar (FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).
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Ovo

O Aedes aegypti pde seus ovos em recipientes como pneus,
latas e garrafas vazias, caixas d’agua descobertas, ar-condicionado,
pratos sob vasos ou qualquer objeto que possa armazenar agua da
chuva, como bromélias, bambus e buracos de &arvore (SECRETARIA DE
ESTADO DA SAUDE, 2018).

A fémea deposita cerca de 150 a 200 ovos por vez e pode dar
origem a 1500 mosquitos durante a sua vida (FUNDACAO OSWALDO
CRUZ, 2016), como mostra a Figura 4.

Figura 4: Ovos do Aedes aegypti em contato com o ar.
Foto: Genilton Vieira (I0OC, 2016)

Larva

ApOs entrar em contato com a agua, o0 ovo se transforma em

larva em apenas 2 ou 3 dias (Figura 5).
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Figura 5: Larvas do Aedes aegypti no 4° Estagio. Foto: Walther Ishikawa

Fonte: http://www.planetainvertebrados.com.br/index.asp?pagina=artigos_ver&id=74

Em condi¢des 6timas, o periodo entre a eclosédo e a pupacao
pode ndo exceder a cinco dias, contudo, em baixa temperatura e
escassez de alimento, o quarto estagio larvario pode prolongar-se por

varias semanas, antes de sua transformacédo em pupa (BRASIL, 2001).

Pupa

E nesta fase que ocorre a metamorfose do estagio larval para o

adulto (Figura 6). Quando inativas se mantém na superficie da agua,

flutuando, o que facilita a emergéncia do inseto adulto (BRASIL, 2001).
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R W P 13 o e S Lo et i -
Figura 6: Aedes aegypti eclodindo da pupa para a fase adulta. Foto: Walther Ishikawa

Fonte: http://www.planetainvertebrados.com.br/index.asp?pagina=artigos_ver&id=74

Adulto

A fase adulta é a mais conhecida pela popula¢édo, uma vez que
é a fase em que o Aedes aegypti pode transmitir doencas ao homem. E a

fase reprodutora do inseto.

Os mosquitos adultos tém menos de 1cm de comprimento e
geralmente os machos sdo menores que as fémeas. O Aedes aegypti
possui corpo delgado, pernas longas, cabeca globosa, térax comprimido
lateralmente e abdbémen cilindrico. O térax, as pernas, as asas € 0
abdbmen sao revestidos por escamas com tonalidade castanho-escura e
h& presenca de anéis prateados na por¢cao basal de cada segmento das
pernas. O macho se distingue essencialmente da fémea por possuir
antenas plumosas e palpos mais longos, como mostra a Figura 7
(BRASIL, 2001).
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Figura 7: Aedes aegypty adulto. Fonte: BRASIL, 2001

1.3 CONTROLE VETORIAL

Controlar o mosquito Aedes aegypti tem constituido um
importante desafio, principalmente nos paises em desenvolvimento.
Mesmo considerando-se situacdes em que 0s recursos destinados ao
controle do vetor sejam apropriados para a implementacédo de programas,
muitas vezes nao se tem alcancado sucesso. Aspectos relacionados a
problemas de infraestrutura das cidades, tais como baixas coberturas na
coleta de lixo e intermiténcia no abastecimento de agua, sdo fatores que
comprometem a efetividade dos meétodos tradicionais de controle do
Aedes (HALSTEAD, 1988).
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As medidas preventivas para o controle integrado do Aedes
aegypti sdo direcionadas principalmente aos criadouros, constituindo-se
de acbes simples e eficazes, especialmente aquelas que consistem em
cuidados a serem adotados pela populacdo. A tecnologia atualmente
disponivel abrange varios mecanismos de controle para evitar a
proliferagcdo desse mosquito. Existem quatro tipos de controles: Mecanico,
Quimico, Biolbgico e Genético, sendo os dois primeiros 0s mais utilizados
(FUNDACAO OSWALDO CRUZ, 2016).
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos basicos que
serdo utilizados como base para o desenvolvimento da teoria necesséria

na andlise do modelo matematico proposto no Capitulo 3.

2.1 CONCEITOS BASICOS

Os conceitos basicos apresentados nesta secdo trata a teoria
de sistemas autbnomos para dinamicas bidimensionais e n-dimensional.
Serdo trabalhados os conceitos de plano de fase, pontos criticos e
trajetérias com base em Edwards (1995), Boyce (2006), Shepley (1984) e
Slotine (1991).

Definicdo 1.1 (EDWARDS, 1995). Um sistema autbnomo € um sistema
de equacdes diferenciais no qual a variavel independente t ndo aparece

explicitamente.

dx

EZF(X’V)

a@ (1.1)
EZG(X’Y)

O vetor de estados do sistema (1.1) € o par ordenado (X, y).
Assume-se, de acordo com Edwards (1995), que as funcdes F e G séo

continuamente diferenciaveis em alguma regido R no plano xy, chamado
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plano de fase para o sistema (1.1). Entdo, de acordo com os teoremas
de existéncia e unicidade de solucbes, dado ty, e qualquer ponto (Xo, Yo) de
R, existe uma unica solucao x = x(t), y = y(t) de (1.1) que esta definida em
algum intervalo aberto (a, b) contendo t, e que satisfaz as condi¢des

iniciais.

X(to)=Xo. y(to)=Yo- (1.2)

As equacbes x = x(t), y = y(t) descrevem entdo uma curva
solucdo parametrizada no plano de fase. Qualquer curva solugcdo é
chamada de trajetoria do sistema (1.1), e precisamente uma trajetoria
passa por cada ponto da regido R (EDWARDS, 1995).

Definicdo 1.2 (EDWARDS, 1995). Um ponto (X,,y,) no sistema

autbnomo (1.1) é chamado de ponto critico se ambas as funcdes
F(X0,¥0) =0eG(Xg,y0) =0.

Se (X,,Y,) € um ponto critico do sistema, entdo as fungdes
constantes x(t)=x, e y(t)=y, satisfazem as equagdes em (1.1). A

solucéo constante é chamada de solucéo de equilibrio do sistema e sua

trajetéria consiste no ponto Gnico (X,,Y,). Se o sistema for n&o linear,

pode haver mais de um ponto de equilibrio ou nenhum.

Definicdo 1.3 (EDWARDS, 1995). Um ponto critico (x,,Y,) é chamado

ponto critico isolado se existe uma vizinhanca deste ponto que néo

contém outro ponto critico.

Assumimos no sistema (1.1) que as funcbes F e G séao

continuamente diferenciaveis numa vizinhanga de (x,,Y, ).
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que

Xy =Y, =0. Caso contrario, faremos as substitui¢cdes:
U=X—-Xg €V=Y—-Yg.

Entdo ax = du e — dy dv , de modo que (1.1) é equivalente ao sistema

dt dt dt dt’

%:F(u+xo,v +Yo)=F(u.v)

Z_\t/:G(Uero,v +yo)=Gl(U’V)7

gue tem (0, 0) como um ponto critico isolado (EDWARDS, 1995).

2.2 TIPOS DE PONTOS CRITICOS

Os pontos criticos mais comuns que o sistema autbnomo

dx

X,y
g;/ Fe) (1.1)
i ~G(x,y)

possibilita gerar sao: um no (préprio ou improprio), um ponto de sela, um
centro ou um ponto de espiral (EDWARDS, 1995).

Definicdo 2.1 (EDWARDS, 1995). Seja P uma trajetoria do sistema (1.1)

dado por x= f(t) e y=g(t), e (0,0) ponto critico desse sistema. Diz-se
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que P aproxima do ponto critico (0, 0) quando t — +w se lim f(t):O e

t—>+o0

lim g(t)=0.

t—>+o00

Observacgdes:
i) De forma analoga se define P aproxima do ponto critico (0, 0)

quando t — —oo.

ii) Dizer que P aproxima do ponto critico (0, 0) quando t— +x
significa que um ponto se deslocando sobre P, no plano x,y se
aproxima de (0, 0) quando t— +e, independente da trajetéria P

tomada.

Definicdo 2.2 (EDWARDS, 1995). Seja P uma trajetéria do sistema (1.1)
dado por x= f(t) e y=g(t), que se aproxima do ponto critico (0, 0)

quando t — +w. Diz-se que P entra no ponto critico (0, 0) quando

. t . .
t — +oo se lim & existe ou € +oo quando t — +oo.

S

Observacao: O quociente % representa a inclinagéo da reta que passa

pelos pontos (0, 0) e Q=(x= f(t)y=g(t) sobre a trajetéria P. Entao,
dizer que P entra no ponto critico (0, 0) quando t — +oo significa que a
reta que une os pontos (0, 0) e Q=(x= f(t),y=g(t)) converge para uma

direcéo limite quando t — +oo.

Definicdo 2.3 (SHEPLEY, 1984). O ponto critico isolado (0, 0) de (1.1) é
um centro (Figura 8) se existir uma vizinhanga desse ponto que contém
um numero infinito enumeravel de trajetorias fechadas P, (n = 1, 2, 3,...),
cada um dos quais contendo (0, 0) em seu interior, e que sao tais que 0s

didmetros das trajetérias se aproximam de zero quando n— +w e (0,0)
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nao é aproximado por nenhuma dessas trajetorias quando t— +co ou

_-']’ R
~ -~

quando t— —o.

Al O
e G )
/ i e
\ — // //
\ A
\ z‘.\\ B = ” -//’
N o

Figura 8. Um Ponto de Centro. Fonte: Shepley (1984)

Observacdao: De acordo com a definicdo de centro, (0,0) esta circundado
por um numero infinito de trajetérias, arbitrariamente proximos desse
ponto, mas de tal forma que ele ndo é aproximado por nenhuma trajetoria

quando t—>+w ou t—>-—o, isto é se Pn é dado por x,=f (t) e

Y, =9,(),n=1,2,3, ... entdose lim f(t)=0e lim g,(t)=0.

Definicdo 2.4 (SHEPLEY, 1984). O ponto critico isolado (0, 0) de (1.1) é
chamado de ponto de sela (Figura 9) se existir uma vizinhanca desse

ponto na qual as duas condi¢des seguintes se mantém:

1. Existem duas trajetOrias que se aproximam e entram
tangencialmente aos autovetores no ponto (0, 0) a partir de direcdes
opostas quando t—+oo e existem duas outras trajetOrias que se
aproximam e entram no ponto (0, 0) a partir de dire¢cdes opostas quando

{— —o0.
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2. Em cada um dos quatro dominios entre quaisquer duas das
quatro trajetérias em (1) existem infinitas outras trajetérias que estdo
arbitrariamente proximas de (0, 0), os quais se afastam de (0, 0) tanto

quando t— +o0 ou quando t— —o.

Figura 9. O ponto de Sela. Fonte: Shepley (1984)

Definicdo 2.5 (SHEPLEY, 1984). O ponto critico isolado (0, 0) do sistema
(1.1) é chamado ponto espiral ou ponto focal (Figura 10) se existir uma
vizinhanca desse ponto tal que toda trajetoria P nessa vizinhanca tenha

as seguintes propriedades:

1. P é definido para todo t > ty (ou para todo t < tg), para algum
namero to;

2. P aproxima de (0, 0) quando t— +oo (ou quando t— —x);

3. P aproxima-se de (0, 0) de maneira espiral, enrolando em
torno desse ponto um numero infinito de vezes quando t— +oo (ou

quando t— —).
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Figura 10. O Ponto Espiral. Fonte: Shepley (1984)

Definicdo 2.6 (SHEPLEY, 1984). O ponto critico isolado (0, 0) do sistema
(1.1) é chamado n6 (Figura 11) se existir uma vizinhanca desse ponto tal

que toda trajetoria P nesta vizinhanca tenha as seguintes propriedades:

1. P é definido para todo t >ty (ou para todo t < tp), para algum
namero to;
2. P aproxima de (0, 0) quando t— +o (ou quando t— —x); e

3. P entra em (0, 0) quando t— +o (ou quando t— —oo).

Um né improprio ocorre se existir dois pares diferentes de
trajetérias opostas que sejam tangentes a mesma reta. O né é préprio se

ele ndo é improprio.
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(a) i : (b)

Figura 11. (a) N6 Improprio e (b) N6 Préprio. Fonte: Shepley (1984)

2.3 ESTABILIDADE

Segundo Boyce (2006), a caracterizacdo da natureza de um
ponto critico € usada para estudar o comportamento das solu¢des de um
sistema autbnomo, ou seja, se uma solucdo qualquer tende a se afastar

ou se aproximar de uma solucdo constante desse sistema.

Definicdo 3.1 (EDWARDS, 1995). Um ponto critico (x, y) de um sistema
autbnomo (1.1) é dito estavel se, o ponto inicial (x,,y,) esta
suficientemente préximo de (x,y), entdo (x(t), y(t)) permanece préximo de
(x,,Y,) para todo t > 0. Em notagéo vetorial, com x(t)=(x(t) y(t)), a

distancia entre o ponto x, =(x,,Y,) € o ponto critico x=(x,y) é

%o =X =% = x)* +(ys - y)* (3.1)

Portanto, o ponto critico x, € estavel desde que para ¢>0

existe 0 >0 tal que
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X, —X| < implica que [x(t)-X <& (3.1)
para todo t > O.

O ponto critico (x,y) é chamado instavel se ndo é estavel

(EDWARDS, 1995).

Definigédo 3.2 (EDWARS, 1995). Um ponto critico (x,y) de um sistema
autbnomo (1.1) é considerado assintoticamente estavel se € estavel e, se

toda trajetoria que comeca suficientemente proxima de (x, y) também se

aproxima de (x, y) guando —+«. Ou seja, existe 6 >0 tal que

X, —X < & implica que lim x(t)=x. (3.2)

em que X, =(X,Y,), Xx=(xy) e x(t)=(x(t)y(t) é uma solugdo com
x(0) = x,.

A Figura 12 ilustra os casos de estabilidade, estabilidade

assintética e instabilidade.

NN \ S \
[ / /)
| X l.|1 ‘ |I \ ; f \

\\h _/ 4 \ _:/J_ \‘ X\/

Estavel Assintoticarments Estave! {hatavel
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Figura 12; Estabilidade de um Ponto Critico. Fonte: EDWARDS, 1995
Para a andlise da natureza do ponto critico (0, 0) e de sua

estabilidade, considera-se, inicialmente um sistema linear autbnomo da

seguinte forma

dx

— =ax+by

dt . (3.3)
dy

— =cx +dy

dt

O sistema (3.3) pode ser colocado na forma matricial

G opexm »

O ponto critico de (3.4) € a origem (0, 0). A matriz A € nao
singular, ou seja, det(A):t 0. Portanto (0, 0) é o Unico ponto critico desse
sistema, e as funcdes

x=Ae™ e y =Be™, (3.5)

sao solucdes do sistema (3.3) e 1 satisfaz a equacao:

b 2
. d_ﬂ‘_0<:>/1 —(a+d)i+(ad-bc)=0. (3.6)

Definigéo 3.3 (EDWARDS, 1995). O polinémio
p(1)=4* —(a+d)i+(ad —bc) é chamado de polindmio caracteristico

associado a equacao diferencial (3.3). A equacao
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A —(a+d)1+(ad -bc)=0 € denominada equacdo caracteristica da
equacao (3.3).
A natureza do ponto critico (0, 0) é determinada pelas raizes da

equacdao caracteristica (3.6).

Teorema 3.1 (EDWARDS, 1995): Natureza do Ponto Critico
i) Se as raizes 4, e 4, sdo reais, distintas, e de mesmo sinal,
entdo o ponto critico (0, 0) do sistema (3.3) € um no;
i) Se asraizes 2, e 4, sdo reais, distintas, e de sinais contrarios,
entdo o ponto critico (0, 0) do sistema (3.3) € um ponto de sela;
iii) Se as raizes A4, e 1, sao reais e iguais, entdo o ponto critico
(0, 0) do sistema (3.3) é um no;
iv) Se asraizes 4, e 1, S0 numeros complexos conjugados com a

parte real diferente de zero, entdo o ponto critico (0, 0) do
sistema (3.3) € um ponto espiral;
v) Se as raizes 4, e A, sdo imaginarios puros, entdo o ponto

critico (0, 0) do sistema (3.3) € um centro.

Teorema 3.2 (EDWARDS, 1995): Estabilidade Assintética
i) O ponto critico (0, 0) do sistema (3.3) € assintéticamente
estavel se as raizes 4, e A, sdo reais e ambas negativas ou
complexas conjugadas com parte real negativa;
i) Estavel, mas ndo assintoticamente estavel, se as raizes 4, e
A, s@o imaginarias puras;
ii) Instavel, se qualquer uma das raizes 4, ou 4, sdo reais e

positivas ou se as raizes sao complexas conjugadas com parte

real positiva.
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De uma maneira geral, podemos resumir o tipo e a natureza do

ponto critico na origem de acordo com as raizes da equagéo

caracteristica (5.7) na Figura 13:

Natureza das

Natureza do ponto

Estabilidade do ponto critico (0, 0)

raizes 4, ou 4, critico (0, 0)
Reais, diferentes Assintéticamente estavel se
e de No6 as raizes forem negativas
mesmo sinal Instavel se as raizes forem positivas

Reais, diferentes
e de

sinais opostos

Ponto de sela

Instavel

conjugadas mas
nao imaginarias

Puras

Ponto de espiral

Reais Assintéticamente estéavel se as
E N6 raizes forem negativas
Iguais Instavel se as raizes forem positivas
Complexas Assintéticamente estavel se a parte

real das raizes for negativa

Instavel se a parte real das raizes

forem positivas

Imagindrias puras

Centro

Estavel, mas nao

assintoticamente estavel

Figura 13. Tipo e Natureza do Ponto Critico. Fonte: Shepley (1984)

2.4 SISTEMA NAO LINEAR

Um sistema autbnomo néo linear tem a sua analise baseada
num sistema autbnomo linear. A analise dos pontos criticos de tais
sistemas esta relacionada a classificacdo de um sistema linear associado

ao nao linear, denominado sistema linear correspondente (BOYCE, 2006).

Na maioria das vezes nao é possivel determinar a estabilidade

de um sistema néo linear por meio de soluc¢des explicitas, devemos entao
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investigar o comportamento das trajetérias do sistema em uma vizinhanca

de um ponto critico.

Esta secao trata da teoria de sistemas autbnomos nao lineares

com base em Edwards (1995) e Shepley (1984).

Consideramos agora o sistema autbnomo nao linear

dx

“Z —P(x,y),

a (x,y) )
d—¥=Q(X,y):

Assumindo que o sistema (4.1) tem um ponto critico isolado e
este ponto é a origem (0,0). Assumindo também que as funcbes P e Q
nos membros direitos de (4.1) séo tais que P(x, y) e Q(X, y) podem ser
escritas na forma

{P(x,y):ax+by+Pl(x,y), 4.2)
Q(x,y)=cx+dy +Q (x,y), '

em que a, b, ¢ e d sdo constantes reais e

a b

=0,
c d

e P; e Q1 tém primeiras derivadas parciais continuas para todos (X, y), €
sao tais que

im0V Qy) g (4.3)

m —— =
(x,y)~(0,0) 2 +y2 (x,y)~(0,0) /X2+y2



40

Assim, o sistema pode ser escrito na forma

((jj—)t( =ax+by+P,(x,y)

i—i’zcx+dy +Q,(x,y)

" (4.4)

em que a, b, ¢, d, P; e Q; satisfazem os requisitos do sistema acima.

Definicdo 4.1 (EDWARDS, 1995). Dado o sistema néo linear (4.4), o

sistema linear associado é dado por

dx

— =ax+by

dt , (4.5)
dy

— =cX +dy

dt

obtido a partir de (4.4), negligenciando os termos nao lineares P; (X, y) e

Q1 (X, y). Ambos os sistemas tém um ponto critico isolado em (0,0).

A condicdo (4.2) diz que os termos nao lineares P; (X, y) e
Q1 (x, y) tendem a zero mais rapidamente do que os termos lineares, isto
é, ax + by e cx + dy. E de se esperar que as trajetorias do sistema (4.5)
préximos a origem sejam similares as trajetorias do sistema linear

associado.

De uma forma geral, a estabilidade do ponto critico (0, 0) do

sistema nao linear é similar aos do sistema linear associado.

Sejam 4, e 4, as raizes da equagdo caracteristica do sistema

linear em (4.5) associado com o sistema nao linear em (4.4), isto é:
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A* —(a+d)i+(ad —bc)=0

Entdo, tem-se o0 seguinte resultado:

Teorema 4.1 (SHEPLEY, 1984): Natureza do Ponto Critico de

Sistemas Nao Lineares

(a) O ponto critico (0, 0) de um sistema nao linear € do mesmo tipo que o

do sistema linear nos seguintes casos:

)

ii)

Se 4, e 1, séo reais, distintas, e de mesmo sinal, entéo (0, 0) é
um no no sistema linear e também no sistema néo linear.

Se A, e 1, séo reais, distintas, e de sinais contrarios, entéo
(0, 0) é um ponto de sela do sistema linear e também no
sistema néo linear.

Se A, e 1, séo reais e iguais e o sistema linear ndo é tal que
a=d=0, b=c=0, entdo (0, 0) € um nd no sistema linear e
também no sistema néo linear.

Se 4, e A, s@o numeros complexos conjugados com a parte
real diferente de zero, entdo (0, 0) € um ponto espiral do

sistema linear e também do sistema nao linear.

(b) O ponto critico (0, 0) de um sistema néo linear ndo € necessariamente

do mesmo tipo que o sistema linear nos seguintes casos:

()

Se 4, e 4, sdo reais e iguais e o sistema linear é tal que
a=d=0, b=c=0, entdo embora (0, 0) seja um n6 do sistema
linear, o ponto (0, 0) pode ser um n6 ou um ponto espiral do

sistema nao linear.
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(i) Se A, e A, sdo imaginarios puros, entdo embora (0, 0) seja um
centro do sistema linear, o ponto (0, 0) pode ser um centro ou

um ponto espiral do sistema néo linear.

Teorema 4.2 (SHEPLEY, 1984). Estabilidade AssintOtica Para Pontos

Criticos de Sistemas N&o Lineares
i) Se as raizes 4 e A, sdo ambas reais e negativas ou

complexas conjugadas com parte real negativa, entdo o ponto
critico (0, 0) do sistema linear associado e do sistema ndo linear
€ assintdticamente estavel,;

i) Se as raizes A4, e A, sdo imaginarias puras, entdo embora o
ponto critico (0, 0) do sistema linear associado seja estavel, ele
ndo é necessariamente um ponto critico estavel do sistema
nao linear. Ele pode ser ou assintéticamente estavel ou
estavel mas nao assintéticamente estavel ou instavel;

i) Se uma das raizes 4, ou A, séo reais e positivas ou se as

raizes sdo complexas conjugadas com parte real positiva, entdo
0 ponto critico (0, 0) do sistema linear associado e do sistema

nao linear é instavel.

2.5 A TECNICA DE LYAPUNOV

Lyapunov foi o primeiro a teorizar sobre a estabilidade de
sistemas de controle n&o lineares na sua tese de doutorado em 1892,
com o titulo “The General Problem of Motion Stability”. Nele é
determinado o comportamento de sistemas nao lineares com o auxilio de

uma funcgdo escalar com caracteristicas semelhantes a energia associada
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ao sistema, conhecida hoje como funcdo de Lyapunov ou método direto
de Lyapunov ou, ainda, segundo método (MONTEIRO, 2006).

O matematico francés Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) foi
um dos principais pesquisadores sobre 0 assunto e um dos precursores
dos estudos relacionados a sistemas dinamicos, tendo inclusive,
apresentado os conceitos de plano de fase, ponto critico, estabilidade e
também sobre a existéncia de ciclos limites para sistemas nao lineares.
Cabe a Poincaré o método denominado método de Linearizagdo de
Lyapunov, conhecido por primeiro método de Lyapunov (MONTEIRO,
2006).

O método de linearizacdo de Lyapunov diz respeito a
estabilidade local de um sistema n#o linear. E uma formalizacdo da
intuicdo que um sistema nao linear deve se comportar de maneira similar
a sua aproximacao linearizada para movimentos de pequena escala.
Como todos os sistemas fisicos séo inerentemente ndo lineares, o
método de linearizagdo de Lyapunov serve como a justificativa
fundamental para o uso de técnicas de controle linear na pratica, isto é,
mostra que o projeto estavel por controle linear garante a estabilidade do

sistema fisico original localmente (SLOTINE, 1991).

A teoria de Lyapunov para sistemas nao lineares sera tratada

nessa secao, de acordo com Bessa (2015) e Slotine (1991).

Considere o sistema autbnomo

X =f(X), (5.1)

noqual XeR" e f: R" ->R".
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Considerando f(X) definida na origem e derivavel uma vez, ou

seja, de classe C, o sistema (5.1) pode se reescrito como:

X =(ij x+9(x), (5.2)

em que (S—f] representa o primeiro termo do desenvolvimento de f(x)
X X

em série de Taylor em torno do ponto critico x, =0 e g(x) os termos ndo

lineares.

Denotando por A (uma matriz n x n de elementos aﬁi) a matriz
X :
]

Jacobiana de coeficientes constantes de fem relacdoaxem x =0

of
A= [a_XJx:O (53)

Entdo, o sistema
X = AX (5.4)

€ chamado de aproximacao linear do sistema nao linear original com
ponto de equilibrio na origem (SLOTINE, 1991).

A relacdo entre a estabilidade do sistema linear e do sistema

nao linear é dada a seguir:
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Teorema 5.1 (SLOTINE, 1991): Método de Linearizagdo de Lyapunov

1. Se o sistema linearizado for estritamente estavel (ou seja, se
todos os autovalores de A forem estritamente no plano complexo
esquerdo), entdo o ponto de equilibrio € assintéticamente estavel (para o

sistema nao linear real).

2. Se o sistema linearizado for instavel (isto é, se pelo menos
um autovalor de A for estritamente no plano complexo direito), entdo o

ponto de equilibrio é instavel (para o sistema nao linear).

3. Se o sistema linearizado for marginalmente estavel (isto €,
todos os autovalores de A estdo no plano complexo esquerdo, mas pelo
menos um deles esta no eixo imaginario), entdo ndo se pode concluir
nada da aproximacdo linear, pois o ponto de equilibrio pode ser estavel,
assintéticamente estavel ou instavel para o sistema néo linear (SLOTINE,
1991).
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CAPITULO 3

O MODELO NAO LINEAR PARA CONTROLE
POPULACIONAL DO MOSQUITO Aedes aegypti

Neste capitulo é descrito o modelo proposto para analise de
uma dindmica nao linear usando o método de linearizacédo de Lyapunov,

explorando a teoria vista no Capitulo 2.

3.1 O MODELO DE ESTEVA E YANG

O modelo nao linear proposto por Esteva e Yang (2005)
descreve a dinAmica populacional do Aedes aegypti, considerando o ciclo
de vida dos mosquitos divididos em fase aquética e fase alada. Na fase
aguatica os insetos estdo nos estagios de ovos, larvas e pupas, e na fase
alada ha o estagio de mosquitos adultos. Os mosquitos adultos séo
divididos em machos e fémeas, que podem ser imaturas (antes de

acasalar) ou as fertilizadas.

Denota-se por A(t) o tamanho da populacdo de mosquitos da
fase imatura (aquatica) no tempo t. Os mosquitos adultos sao divididos
em: fémeas antes de acasalar (imaturas), denominada I(t); fémeas

fertilizadas (depois de acasalar), F(t) e machos naturais, M(t).

As taxas per capita de mortalidade dos mosquitos serdo dadas
respectivamente por: ua (fase imatura); u, (fEmeas antes de acasalar); ur

(fémeas fertilizadas) e uw (machos naturais).
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A taxa de oviposicdo liquida por fémea fertilizada F é
proporcional a sua densidade, mas também é regulada por um efeito de

capacidade que depende de reprodutores disponiveis. Neste modelo, a

taxa de oviposicdo per capita € dada por ¢[ —éj onde C é a

capacidade do meio relacionada a quantidade de nutrientes e espaco

disponiveis e ¢ é a taxa de oviposicao intrinseca. A populacédo imatura A
torna-se inseto adulto a uma taxa per capita y sendo uma proporgéo r de
fémeas e (1—r) de machos. O nimero de fémeas | que passam para a

fase fertilizada F dependem principalmente do nimero de encontros de
fémeas com machos naturais M e nas correspondentes taxas de

acasalamento. Assume-se que g é a taxa de acasalamento das fémeas

imaturas | com machos naturais M.

De acordo com os dados acima, o modelo descrito por Esteva
e Yang (2005) € dado por:

dA A

o H1-ZF - A

dt ¢( CJ (7+ﬂA)

dl

—=1A-(B+u)

dt (1.1)
dF_ L F

gl;[/l HE

e —(=r)A— M

dt ( r)?’ My

sendo (A, I, F, M) o vetor de estado e as populacbes do modelo da
equagao (1.1) positivas, ou seja, ¥ = {(A,I,F,M): AlLLFEEM>0 e
O0<ALC}L
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3.2 O MODELO PROPOSTO SIMPLIFICADO

O modelo mateméatico analisado nesse trabalho é uma
dindmica da populacdo do mosquito Aedes aegypti proposto por Reis
(2017) e sem a presenca de controle. Para isso, o modelo sera
simplificado, com a populacdo de mosquitos dividida em fase aquética ou
imatura e o0s mosquitos divididos em machos e fémeas. Este
procedimento visa uma simplificacdo no modelo proposto por Esteva e
Yang (2005) e a verificacdo da eficacia da dindmica proposta. A técnica
de andlise do modelo populacional proposta sera a linearizacdo da

técnica de Lyapunov.

Para o modelo, usaremos a seguinte notagao:

x1(t) = A(t): é a densidade de individuos da populacdo de

mosquitos na fase imatura (fase aquatica: ovos, larvas e pupas);

Xo(t) = I(t) + F(t): densidade de individuos da populagdo de
mosquitos fémeas na fase adulta, tanto imaturas (antes de acasalar),

quanto fertilizadas (depois de acasalar).

X3(t) = M(t): densidade de individuos da populagcdo de

mosquitos machos naturais na fase adulta.
Para uniformizacéo da notacé&o utilizada, vamos adotar:
1. taxa de mortalidade associada a fase imatura.

U2: taxa de mortalidade associada as fémeas adultas.
us: taxa de mortalidade associada aos machos adultos.
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Com relacéo ao sistema (1.1), os parametros:

y : taxa per capita com que 0s mosquitos na fase aquatica (xi)

passam para a fase adulta, sendo que uma proporcao r sdo de fémeas e

(1 —r) sdo de machos.

@ = pP¢, pois ¢ é a taxa de oviposicdo intrinseca das fémeas
fertilizadas e # é a taxa de fémeas que se tornam fertilizadas no instante

t.

Assim, o sistema néo linear abaixo € um modelo simplificado
para descrever a dinamica populacional do mosquito Aedes Aegypti, sem

a presenca de controle:

X
X = (P(l_ Elsz - (Y + Hl)xl

Xy =YXy —HaX; . (2.1)

Xg = (1= 1)y —paXs

sendo (X1, X2, X3) 0 vetor de estado.

O modelo matematico (2.1) pode ser escrito como:

X; = (7 + 4y )Xy +@X, _%XIXZ
Xy =TPK = o X, : (2.2)

X3 :(1_r)7X1 — M3 X3




Em (2.2), fazendo:

A=~y +m)
A, _—g

A; =ry

A, =QL-r)y
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(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

e, substituindo as equacgdes (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), o sistema n&o linear

(2.2) pode ser escrito na forma:

Xy = AgXy — X,

Xz = AyXy — H3X3

3.3 ANALISE DO PLANO DE FASE DO MODELO PROPOSTO

X; = A Xy + Xy + Ay XX,

2.7)

A analise do plano de fase do sistema (2.7) da populacdo do

Aedes aegypti, para um maior entendimento do comportamento das

trajetdrias, seré feita em torno dos seus pontos criticos.
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3.3.1 Determinacéo dos Pontos Criticos

Nesta secdo iremos determinar os pontos criticos da dinamica

nao linear (2.7). Sendo assim, em (2.7) fazendo:

AzXy — X3 =0 (3.1)
AyXy = pzX3 =0

Da terceira equacao de (3.1), obtém-se:

X, = i—e’ Xs. (3.2)
4

Da segunda equacéo de (3.1), tem-se que:

A
Xy = —X,. (3.3)
Mo

A substituicdo de (3.2) em (3.3) gera:

Xy = % X3. (3.4)

Substituindo (3.2) e (3.4) na primeira equagéo de (3.1), obtém-

A
At X, + PR3 1 xo + 2ty Astis
A, Ayt A, Ayt

se a equacao X3 =0, que possui Xz

como fator comum e pondo-o em evidéncia, tem-se:
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PoPatts o Aukialis +PPstts | _ o (3.5)

3 3
Al ity Ay Ha

Assim, da equacéao (3.5), os valores de x3 sédo dados por:

X3 =0 (3.6)
ou
X :_A4(Allu2+§0A3). (37)
’ Ao A i3

Logo, substituindo (3.6) nas equacdes (3.2) e (3.4), obtém-se:

X1 =0ex, =0,

e, substituindo (3.7) nas equacdes (3.2) e (3.4), tem-se que:

X =_(A1/u2+¢A3) (3 8)
1 Aoy |
e
X __(A1ﬂ2+¢A3) (3 9)
’ Aoty .

Portanto, os pontos criticos da dinamica néo linear do sistema

(2.7), séo dados por:

P,(0,0,0) e P, [_ (AlILZ-L:DAg) : (A&/Xz;szg) - . (2223% )J .
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3.3.2 Andlise da Estabilidade Assint6tica do Ponto Critico P,

A andlise da estabilidade assintética da dinamica néo linear de
equacao (2.1) sera efetuada, primeiramente, em torno do ponto critico
P1 (0, O, 0).

A matriz Jacobiana aplicada na origem e a equacéo

caracteristica desse sistema sao respectivamente:

Abp 0
A=lA; —u, O (3.10)
Ay 0 —u

(- tts = % + (11, ~ A A~ (Assy + Agp)|=0.  (3.10.1)
Assim, seu primeiro autovalor é dado por:

Ay =—it5, (3.11)

que € negativo, pois us; >0. Contudo, para encontrar 0S outros

autovalores, temos que resolver a equacao

2 +(py = A A= (AL, +As0)= 0,

cujo discriminante A é dado por:

A=, +Af +4Az0. (3.12)

Substituindo a Equacéo (2.3) e (2.5) em (3.12), tem-se que:
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A=y =y =) +aryp. (3.13)

Sendo assim, 4>0 e seus autovalores sao dados por

(ﬂz_Ai)—\/Z —(,le—Al)+\/Z.

A, =—
2 2 2

(3.14)

ou A; =

Substituindo a Equacdo (2.3) em (3.14), geram-se o0S

autovalores

sendo que 4,<0, pois 4 >0, 1, >0 e y>0.

Além disso, para que 4;< 0, tem-se que:

—(1p +y+ )+
2

<0 VA< +y+1y) = A<y +y+ 14 ) (3.15)

Substituindo (3.13) em (3.15), obtém-se

(o —y = ¥ +aryp<(p + 7+ P,

assim, 1;< 0 se, e somente se,
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-+ "
Logo, se, e somente se, £<(7 ’ul), 0 ponto critico

Mo ry

P1 (0, 0, 0) gera trés autovalores negativos:

A =—ps,

(p + 7+ 1)~y =y =, )} + 4170
2

b

() -y - P+

& 2

De acordo com a teoria vista no Capitulo 2, o ponto critico P;

assintéticamente estavel.

3.3.3 Anédlise da Estabilidade Assint6tica do Ponto Critico P>

Agora a anadlise da estabilidade assintética é feita em torno do

(Atty +Ps) (A, +ho) A4(A1/12+€0A3)j_

ponto critico P, (— — —

Ao Ay Aoty Ao Ag i

Substituindo suas coordenadas por P, (x(l) L XE XS ) de forma

que

(Alﬂz + ¢A3) — X(]i ’ (316)
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A
_(Aiﬂz + o 3):)(3 e (3.17)
Ay 1y
A A
_ 4(A1ﬂ2 + @ 3):X03. (3.18)
Ay Ag g

A substituigdo da translagao
Yi=X—X = X =Y, +X5,
Yo, =X, =X = X, =Y, +X;, €
Yo =Xg = XS = Xy =Y, +Xo

em (3.1) transforma o P, na origem de um novo sistema de coordenadas

no espaco de estados, cujo sistema de equacdes tem a forma

d

% = (A1 +A2X§ )Yl +((P+A2X(1)>)’2 +AY1Y2
dy

d_tz_ 3Y1 — oY ,
dx

d_t3 =AY —H3Y3

gue pode ser escrito, substituindo (3.16) e (3.17), na forma

) A

yo=-Pay FePuy ayy,

_ Ho Ag

Yo =AgY1 — 1Y, : (3.19)

Y3 =AY — 13Y3
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. d . d . d ,
em que Y1=%, Y, =§ ey, =§,e(y1, Y2, ¥3) € 0 novo vetor de

estados.

A andlise do ponto critico P, é feita via técnica de Lyapunov,
pois o0 sistema néo linear de equacbes (3.19) é o sistema de equacbes
(2.7) transladado a origem do espaco Y1, Y2, 3. Para isso, considera-se o
sistema linear associado a (3.19),

) A
Y1 = Y1_’u2A1 Yo

_ Ha Ag

Yo =AY — 1Y) ) (3.20)

Yz =AY, — H3Y3

com matriz Jacobiana aplicada na origem de (3.20) dada por

Phs A

Ha As
A, 0 —H3

A equacdo caracteristica de (3.20) € dada pela expresséo:
A
(_ﬂs _/1{/12 +(¢ju_3+ﬂ2Jﬂ+((PA3 +,U2A1)} =0.
2

Assim, seu primeiro autovalor é dado por:

A =—Hs, (3.21)
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que é negativo, pois u, >0. Agora, para encontrar os outros autovalores,

temos que resolver a equacao

A
Vi "‘[1_34‘#2))“"(@6‘3 +y2A1)=0
2

cujo discriminante A é dado por:

A{iﬁwj —4pAs + 1Ay )- (3.:22)
2

Substituindo a Equacéao (2.3) e (2.5) em (3.22), tem-se que:

2

A

A= ((Z—S - ﬂzj +agu, +Ap ;. (3.23)
2

Logo, 4>0 e a equacdo possui dois autovalores distintos

dados por

—(‘”A?*WZ}\/Z

Ho
2

ou A = (3.24)

Substituindo a Equacéo (2.5) e (3.23) em (3.24), geram-se 0S

autovalores

2
(W+ﬂ2]\/(wﬂ2j + 4y, + A 1,
My Hy

A, =
2 2
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2
[W+ﬂ2J+\/[Wﬂzj + 4y, + 4 1,

Ha Ha
/13 = 2 f

sendo que 4,<0.

Além disso, para que 4;< 0, tem-se que:

2
_[W"'ﬂz]"'\/[w_ﬂzJ + Ay, + 4 1,
H Hy

2

<0

2
= \/(ﬂ—ﬂzJ +Ayu, + 4 1, <%+ﬂ2
2

< Ay, +4pp, <4py

assim, 4;< 0 se, e somente se,

% (7+;u1) (3241)

_

)2 ry
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Logo, se e somente se, BN (7+’u1) , 0 ponto critico
Ho ry
+ @A + @A A + @A
Pz(— (A1ﬂ2 % 3)’_(A1,U2 % 3)’_ 4(A1ﬂ2 % 3)) possui trés
Ay Ag A, 1t Ay Az i3
autovalores negativos:
A =—H3,
o o i
_[7+ﬂzj— [7—/12] + A4y, + A 1,
Ha Ha
A, =
2
e
o o i
—[}/+ﬂ2J+ [j/_,uzj + 4y, + 4 1,
1= Hr Hr
3 ’

2

Portanto, o ponto critico P, € um ponto critico assintéticamente
estavel do sistema de equacgdes (3.20) sendo, via Lyapunov, um ponto
critico assintéticamente estavel do sistema ndo linear original de
equacodes (3.19) (SLOTINE, 1991).
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3.4 Simulagdes Numéricas

Para efetuar as simulacbes computacionais do modelo
populacional nao linear, foi utilizado o software MATLAB 2016. Para o0s
resultados numéricos obtidos, considerou-se a densidade de mosquitos
na fase aquatica, a densidade de mosquitos fémeas e a densidade de

mosquitos machos ao longo do tempo. Os valores utilizados para os

parametros ,, u,, Uz, r, C e ¢, de acordo com Reis (2017), estéo
dispostos na Figura 14. O parametro y, que € a taxa per capita que o

mosquito passa da fase aquatica para a fase adulta, sera adotado de
acordo com as condicbes de estabilidade estabelecidas na equacéao
(3.15.1) e (3.24.1).

Parametro Descricao Valor
M taxa de mortalidade associada a fase imatura 0,0583
Ha taxa de mortalidade associada as fémeas adultas 0,0521
H3 taxa de mortalidade associada aos machos adultos 0,06
R proporcao de fémeas 0,5
C capacidade do meio ambiente 3
@ taxa de oviposi¢ao intrinseca 6,353

Figura 14: Valores de Parametros
Fonte: Reis (2017)

3.4.1 — Simulagcdo computacional em torno do ponto critico P;

As Figuras de 15 a 17 mostram a simulagédo computacional do

ponto critico P; = (0, 0, 0), considerando os parametros da Figura 18, com
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¥ =00002, satisfazendo as condi¢cdes de (3.15.1) e a condi¢do inicial

Po = (0.10, 0.10, 0.10), aplicados ao modelo definido em (2.7). A partir

disso foram geradas as curvas de resposta no tempo a seguir:

Densidade de mosquitos na aquatica

Densidade de mosquitos na fase aquatica ao longo do tempo

25

==0:19
—0.18

017
—0.16
——{I1>

0.14
—0.13
—0.12
—0:11
0.10

| I I | | | 1 1 1 I ]
0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo (em dias)

Figura 15: Densidade de mosquitos na fase aquética — P,

A Figura 15 representa a densidade de mosquitos na fase

aguatica nos 100 primeiros dias. Observa-se que a densidade atinge seu

maximo em 10 dias, diminuindo apos este tempo. Isso ocorre devido a

estabilidade imposta ao meio, fazendo com que haja diminuigcdo das

fémeas, consequentemente, obtém-se uma significativa reducdo na fase

aguatic

a.



Densidade de mosquitos fémeas
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Densidade de mosquitos fémeas ao longo do tempo

—0.18

\.
0.18 ﬂ\ ——o0.18
0417
0.16 \ —0.16

——0:45
0.14
—0.13
02
—0:11
0.10

70 80 90 100
Tempo (em dias)

Figura 16: Densidade de mosquitos fémeas — P,

A Figura 16 representa a densidade de mosquitos fémeas nos

100 primeiros dias. A reducdo na fase aquatica se propaga, causando

redugdo em toda fase adulta. Nota-se o decaimento na densidade ao

longo dos dias, tendendo a zero e mantendo a populacao controlada.

Densidade de mosquitos machos

Densidade de mosquitos machos ao longo do tempo

. ——0.19
0.18 ‘-\ —— 018
A\ 017
0.46 B\ —0.18
\ —— 045

0.14
—0.13
—0.12
—011

0.10

70 80 20 100
Tempo (em dias)

Figura 17: Densidade de mosquitos machos — P;
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A Figura 17 representa a densidade de mosquitos machos nos
100 primeiros dias. Da mesma forma que a reducdo na fase aquética
afeta a densidade de mosquitos fémeas, isso ocorre também com os
machos, acentuado pelo fato da vivéncia do macho na fase adulta ser
curta, pois sua fungdo resume-se a realizar somente a copulagdo nos

primeiros dias da fémea.
A Figura 18 representa o espaco de fase do sistema (2.7).
Nota-se que a curva converge para o ponto de equilibrio, validando

geometricamente a sua estabilidade assintotica.

Espaco de Fase
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0.05 1
0.5

Densidade de mosquitos fémeas 0 o Densidade de mosquitos na aquatica

Figura 18: Espaco de fase do sistema — P;

Utilizando os parametros da Figura 14, com y =0,0002, tem-se

a matriz jacobiana (3.10.1), calculada no ponto critico P, = (0, 0, 0), para a

analise da estabilidade assintotica:
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-0,0585-1 6,353 0
A= 0,0001 -0,0521-1 0
0,0001 0 -006 -4

cujas raizes associadas ao polinbmio caracteristico séo:
A, =-003 A, =—006 Ay =—008 (4.1)

Desta forma, os autovalores de (4.1) satisfazem a condicéo de

estabilidade assintética de (2.7).

3.4.2 — Simulacdo computacional em torno do ponto critico P»

Agora, as Figuras de 19 a 21, relativas ao ponto critico

Pz(_(AluzwAs) (Asty +0As) — A(Asay +0hy)

— — J mostram a simulacao

Ay A Aoty Ay Ag iy

computacional com o0s mesmos parametros da Figura 14, a mesma

condicao inicial P = (0.10, 0.10, 0.10), mas com y =0002, satisfazendo
as condicdes de (3.24.1). e a condicao inicial P, = (0.10, 0.10, 0.10),

aplicados ao modelo definido em (3.19). A partir disso foram geradas as

curvas de resposta no tempo a seguir:
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Densidade de mosquitos na fase aquatica ao longo do tempo

Densinade de mosquitos na aquatica

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo (em dias)

Figura 19: Densidade de mosquitos na fase aquética — P,

Na Figura 19, observa-se que a densidade atinge seu maximo
em menos de 10 dias, decrescendo rapidamente apos este tempo. Isso
mostra que no ponto critico P,, a curva se estabiliza mais rapidamente
comparada ao ponto critico P;. O decrescimento ocorre pelo fato de que
0s mosquitos diminuem a velocidade de crescimento, morrendo mais

mosquitos do que nascem ao longo do tempo.

Densidade de mosquitos fémeas ao longo do tempo
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Figura 20: Densidade de mosquitos fémeas — P,
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Na Figura 20, assim como ocorre na Figura 16, do ponto P4, a
densidade de mosquitos fémea sofre um decaimento acentuado devido a
reducdo na densidade da fase aquatica, tendendo a zero, mantendo a

populacao controlada.

Densidade de mosquitos machos ao longo do tempo
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Figura 21: Densidade de mosquitos machos — P,

Na Figura 21, a densidade de mosquitos machos tende a zero,
como ocorre na Figura 17. Isso ocorre pelo decaimento da densidade na

fase aquética, porém com maior velocidade.

A Figura 22 representa o espaco de fase do sistema (3.19).
Nota-se que a curva converge para o ponto de equilibrio, validando

geometricamente a sua estabilidade assintotica.
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Figura 22: Espaco de fase do sistema — P,

Utilizando os parametros da Figura 14, com y =0,002, a matriz

jacobiana (3.20.1), para a andlise da estabilidade assintética, calculada no

(Autty +9h5)  (Auty + o) A4(A1ﬂ2+¢A3)j:

ponto critico P, (— — —

A A Aoty Ao Ag i

—-0,1219385797 — 4 314163 0
A= 0,001 -00521-4 0
0,001 0 -006 -4

cujas raizes associadas ao polindbmio caracteristico sao:

A, =-002 A, =-006 Ay =—0,1536 (4.1)

Desta forma, os autovalores de (4.1) satisfazem a condicéo de
estabilidade assintotica de (3.19).
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CONCLUSOES

Neste trabalho propbs-se a verificacdo da eficacia de uma
simplificagéo feita por Reis (2017) no modelo proposto de Esteva e Yang
(2005) de uma dinamica populacional ndo linear do mosquito Aedes
aegypti sem a presenca de controle. No modelo simplificado, além da fase
aquatica, considerou-se a fase de mosquitos adultos divididos apenas em
machos e fémeas, sem levar em conta a divisdo de fémeas imaturas e

fertilizadas.

Para isso, efetuou-se um estudo da teoria de sistemas
dindmicos néo lineares e da técnica de linearizagdo de Lyapunov. No
modelo simplificado, foram encontrados dois pontos criticos, sendo um na
origem. Foram obtidas condi¢cdes necessarias e suficientes para analisar
as solucdes assintéticamente estaveis de cada ponto critico, e um estudo
do espaco de fase desse modelo simplificado, que contempla a
estabilidade assintética desses pontos criticos. Determinou-se, de acordo
com o método de linearizacdo de Lyapunov, que o ponto critico na origem
e 0 segundo ponto, depois de uma translacdo, eram assintéticamente
estaveis, desde que seus parametros atendam as condi¢cbes de
estabilidade determinadas.

Para a comprovacdo dos resultados, simulacbes numéricas
foram apresentadas, com o0 objetivo de um melhor entendimento do
comportamento dinamico deste sistema. Na analise de cada ponto, foram
usados parametros estabelecidos por Reis (2017), e condi¢des
necessarias e suficientes para que fosse gerado um espaco de fase das
solugdes de equilibrio e concluissemos que o0s dois pontos criticos

encontrados eram assintéticamente estaveis.
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Para trabalhos futuros, pretende-se efetuar uma adaptacao as
curvas solucdes para serem trabalhadas na forma de exercicios de
logaritmos e exponenciais para o ensino médio, com o objetivo de

conscientizar os alunos da necessidade de controle e combate ao Aedes

aegypti.
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