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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introducao aos processos estocasticos de Markov dis-
cretos e suas propriedades, e como uma aplicagao, estudamos um modelo probabilistico
para o problema da irreversibilidade dos gases, ou modelo da urna de Ehrenfest. Por fim,

apresentamos uma modificacao deste modelo, cuja abordagem é adaptada para o Ensino

M¢édio.

Palavras-chave: Cadeia de Markov. Processo estocastico. Irreversibilidade dos gases.

Probabilidade. Matrizes de transicao.



Abstract

In this work we present an introducion to discrete Markov stochastic processes and their
properties, and as an application, we study a probabilistic model for the problem of irre-
versibility of gases, or model of Ehrenfest urn. Finally, we present a modification of this

model, whose approach is adapted for High School.

Keywords: Markov chain. Stochastic processes. Irreversibility of gases. Probability.

Transition matrices.
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Introducao

A contextualizacao de contetidos matematicos sempre foi e ainda hoje ¢ um dos maiores
desafios para os professores da disciplina em nosso pais. E preciso que nossos alunos
vejam as aplicacoes de tais conteidos nas mais diversas arcas do conhecimento e também
no seu dia-a-dia, para que a aprendizagem se torne significativa, e tanto professor quanto
aluno alcancem os seus objetivos académicos. E é em busca dessa contextualizacao que
apresentaremos as cadeias de Markov como um instrumento que nos possibilita interagir
os conhecimentos sobre matrizes, sistemas lineares e probabilidade, que sao ensinados ao
longo do Ensino Médio.

Resumidamente, dizemos que uma cadeia de Markov é um processo estocdstico sem
memoéria que caracteriza-se por seu estado futuro depender apenas do seu estado presente
(que é conhecido), nao sofrendo influéncias de seus estados passados. Recebe esse nome em
homenagem ao seu idealizador Andrei Andreyevich Markov e possui diversas aplicacoes em
Fisica, Quimica, Estatistica, Economia, Biologia, Genética, Ciéncias Sociais, Medicina,
dentre outros.

Este trabalho busca oferecer aos leitores um embasamento tedrico sobre cadeias de
Markov e apresentar um problema originario da Fisica que buscou nas cadeias de Markov
uma solucao para tal, e por fim propor para professores de Matematica uma abordagem
mais simples do problema apresentado, para que possam aplicar em suas aulas/oficinas
de Matematica no Ensino Médio. O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 introduzimos os principais conceitos da Teoria de Probabilidade, como
por exemplo, as definicbes de algebra, o-algebra, probabilidade condicional e variavel
aleatoria.

No Capitulo 2 fizemos uma introducao ao estudo de matrizes e suas operacoes e apre-
sentamos as matrizes de probabilidade de transicao, as quais sao também chamadas de
matrizes estocasticas. Além disso, apresentamos uma versao do Teorema de Perron- Fro-
benius (Teorema 2), o qual garante convergéncia de matrizes estocasticas regulares. Este
resultado sera 1util para estudar o comportamento assintotico das distribuicoes de proba-

bilidade, na abordagem apresentada no Capitulo 6. Ja no capitulo 3 foi feita uma breve
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introducao aos processos estocasticos discretos, onde o tempo ¢t em que o processo evolui
é discreto (t =0,1,2,---) e o espago de estados (valores que podem ocorrer no decorrer
do processo) ¢ finito (ou enumeravel).

No capitulo 4, explicamos o que é uma cadeia de Markov de maneira formal ( Defini¢ao
13). A ideia de que o futuro do processo s6 depende do estado presente e nao do passado,
é formalizada pela equagao (4.2).

No capitulo 5 apresentamos um pouco da historia do fisico Paul Ehrenfest e apre-
sentamos o problema da irreversibilidade dos gases e um modelo probabilistico para tal
problema. Boa parte do capitulo foi baseado em Friedli (2011).

A maior contribui¢ao do trabalho consiste em provar que a distribuigao de Bernoulli é
de fato uma distribuicao invariante para a matriz de transicao ) do nosso modelo proposto
( Teorema 3). A distribuigao invariante serd ttil para constatar que existe a possibilidade
dos gases retornarem ao seu estado inicial, porém o tempo de retorno ¢é tao alto (para 100
particulas, por exemplo, pode ultrapassar a idade do Universo- Segao 5.3), que o processo é
considerado irreversivel. No tltimo capitulo apresentamos um problema que foi pensado
durante as discussoes entre a autora e orientador deste trabalho, para que o problema
da irreversibilidade se torna-se mais acessivel e de facil aplicacao em sala de aula ou
oficinas de Matematica. O nosso problema consiste em um modelo de sorteio de bolinhas
distribuidas em duas cores diferentes: vermelhas e azuis. Apenas as vermelhas iniciam-se
na caixa. Antes de realizar o sorteio, lancam-se simultaneamente dois dados e, caso a
face voltada para cima de ambos seja qualquer resultado diferente de 6 e 6, realizamos o
sorteio de uma bolinha de dentro da caixa. A cada sorteio realizado, a bolinha sorteada é
substituida por uma bolinha de cor “oposta”. O sorteio apenas se encerra quando a caixa
voltar a ter todas as bolinhas vermelhas dentro dela. Para a resolucao deste problema,
fizemos uma perturbacao na matriz de transicao () do capitulo 5, para que fosse possivel

aplicar o Teorema 2, gerando um repertorio de contetido pertinente ao Ensino Médio.



Capitulo 1

Teoria da Probabilidade

Trataremos neste capitulo sobre alguns resultados da teoria da probabilidade, abor-
dando inclusive a probabilidade condicional, muito utilizada nas Cadeias de Markov.
Algumas defini¢oes como a de algebra, o-dlgebra e varidvel aleatéria também serao apre-
sentadas. Para este capitulo usaremos como texto base James (1996), portanto, algumas

das defini¢oes e propriedades aqui apresentadas foram extraidas do livro indicado.

1.1 Espaco de Probabilidade

Ao realizarmos um experimento podemos obter um conjunto €2 de resultados possiveis,

e este conjunto serda chamado de espago amostral.

Exemplo 1. Ao sortear de uma urna com dez bolas, todas numeradas de 1 a 10, uma
unica bola, podemos obter os sequintes resultados: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ou 10. Ou seja,

o espaco amostral para este experimento sera:

0 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Ao realizar um experimento, ha certos conjuntos que atribuimos probabilidades de
ocorrer ou nao. E a estes conjuntos denominamos de eventos aleatdérios. Por exemplo,

no experimento apresentado anteriormente, pode-se observar alguns eventos:

12
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A= “observa-se um nimero par”

B= “observa-se um ntimero impar”

C= “observa-se um ntimero maior do que 5”
D= “observa-se um maultiplo do 3”

E cada um desses eventos pode ser identificado a um subconjunto de 2 que sao:

A={24638} , B={1,3,579}, C= {6,7,8,9}, D={3,6,9}.

Temos ainda que,  é o evento certo e ) é o evento impossivel de ocorrer.
Indicaremos por A a classe dos eventos aleatdrios, que deve possuir certas propriedades

essenciais para a teoria de probabilidade. Sao elas:
Al. Qe A;
A2. Se A € Aentao A° € A;

A3. Se Ac AeBe A entao AUB € A.

Definigao 1. Seja Q um conjunto nao-vazio. Uma classe A de subconjuntos de £ que

satisfazem as propriedades A1, A2 e A3 é chamada de dlgebra de subconjuntos de ).

Como consequéncia das propriedades Aj, As, Az, das leis de Morgan e ainda do fato

de que se A, B € A, entao temos que AN B = (A°)°N (B¢ = (A°U B)¢ € A segue que:
A4. ) € A (pois O = Q°) ;

A5. V n € N e V sequéncia de subconjuntos A;, Ay, As, ..., A, € A, temos ], 4; € A
c m?zl Az e A

Considere a seguinte propriedade para eventos aleatérios:

A3’. Se A, € Aparan=1,2,3,---, entao -, A; € A.

Definigao 2. Uma classe A de subconjuntos de um conjunto nao- vazio () que satisfaca

s

Al, A2, A3’ é chamada o -dlgebra de subconjuntos de §.

Observacao: Uma o-dlgebra é sempre uma algebra, pois A3 é consequéncia de A3, ja

que AUB=AUBUBUB:---€ Ase A é og-dlgebra.
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Proposigao 1. Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos de 2. Se Ay, Asy, Az, --- € A,
entao (o An € A.

Demonstracao: Basta notar que:

ﬂfil Ap = (Uf; Anc)c

e aplicar a A2, A3'.
Podemos dizer, entao, que uma o-algebra é fechada para um numero enumerdvel de

aplicagoes das operagoes U, N, e °.

Exemplo 2. (0-dlgebra de eventos aleatdrios) Se Q for finito ou enumerdvel, entao uma
o-dlgebra de € € formada por todas as partes de A, isto €, o-dlgebra = P(2). Por exemplo,
no experimento do inicio deste capitulo (o de sortear uma bola em uma urna com dez bolas
numeradas de 1 a 10), temos que A = P(Q) = {0, {1}, {2}, {3},--- ,{1,2},{1,3},--- ,Q}.
A classe A tem 2'° = 1024 elementos, de modo que hd 1024 eventos aleatdrios associados

a este experimento(se ) tem n elementos, P(2) tem 2" ).

1.1.1 Probabilidade

Para a definicao de probabilidade de um evento aleatério, pode-se utilizar algu-
mas defini¢oes cldssicas como, por exemplo, o de resultados equiprovaveis, probabilidade
geométrica ou até mesmo o de frequéncia relativa: onde P(A) é definida como o limite
da frequéncia relativa da ocorréncia de A em n repeticoes independentes do experimento,
com n tendendo ao infinito, ou seja:

P(A) = lim %

n—0o0o n
Se ®(n) é o nimero de ocorréncias de A em n “ensaios” independentes do experimento,
entao definicao dada acima é chamada de “frequentista” ou “estatistica” de probabilidade.
Vamos supor agora que, para todo A € A seja associado um nimero real P(A), chamado

de probabilidade de A, de modo que sejam satisfeitos os axiomas a seguir:

Axioma 1. P(A) > 0;
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Axioma 2. P(Q2) = 1;

Axioma 3. Se Ay, A, Ag, -+ | A, € A sao disjuntos, dois a dois, entao:
P ( U?;l Ai) = E?:l P(A;).

A construcao axiomatica de probabilidade dada acima deve-se ao matematico soviético
Kolmogorov (1903-1987). Uma fungao P : A — R satisfazendo os Axiomas 1,2 e 3 é
chamada de probabilidade finita aditiva.

Axioma 3’. Se Ay, As, Az, - -+ € A formam uma sequéncia disjunta, entao:

P(UZ 4 ) =52, P

Definicao 3. Uma funcao P definida numa o-dlgebra A satisfazendo os Axiomas 1,2 e
3’ € chamada de medida de probabilidade em A, ou simplesmente, de probabilidade em A.

Quando P nao satisfaz o Axzioma 2, dizemos apenas que P € uma medida em A.

Um espago de probabilidade é um trio (€2, A4, P) onde, 2 é um conjunto nao vazio, A

¢ uma, o-algebra de subconjuntos de 2 e P é uma probabilidade em A.

Temos a seguir alguns exemplos de espacos de medida de probabilidade:

i) Seja © um conjunto qualquer, tome A = {0, Q}. Definindo P()) = 0 e P(Q2) =1
temos que (€2, A, P) é um espago de probabilidade trivial.

ii) Considere o conjunto Q = {1,2,3,---}. Escolhe-se como medida de probabilidade

1
P(A) serd dada pela soma de probabilidades de eventos elementares w; € A,i =1,2,3,....
1

Portanto, P(A) > 0, para todo A, e >"° P(k) = - 2 _ 1, logo P(Q) = 1.

k=1,2,3,... e Aéformada por subconjuntos de €2. Temos que, para A € A,

N

1.2 Propriedades das Probabilidades

Seja (2, A,P) um espago de probabilidade e A, A; € A,i = 1,2,---. Entao, as

propriedades abaixo sao consequéncias dos axiomas citados acima:
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Propriedade 1. P(A) =1 — P(A°).

De fato, pelo Axioma 2, P(2) = 1e Q = AU A° e, como A e A° sao disjuntos,segue
do Axioma 3 que
1=P(Q) =P(AU A°) =P(A) + P(A°).
Logo, P(A) =1 — P(A°).
Como caso especial, para P(0) = 1 —P(Q2) = 0.

Propriedade 2. 0 <P(A4) < 1.

De fato, Axioma 1 temos que 0 < P(A). Por outro lado, pela Propriedade 1, temos
que P(A) +P(A°) =1 ¢, como P(A°) > 0, seguc que P(A) <1 . Logo, 0 <P(A) <1.

Propriedade 3. Se A; C Ay = P(A;) < P(A,).

De fato, observe que Ay = A; U (As — A;). Do Axioma 1 e do Axioma 3 temos que

Logo, P(A;) < P(Ay).
Propriedade 4. P(|J;_, A;) <> 0 P(4).

De fato, pelo Axioma 3, temos P(A; U As) = P(Ay) + P(Ay N Af) < P(Ay) + P(Ay).
Pela Propriedade 3, pois As N A{ C Ay. Completaremos a prova por inducao.
Observe que, para n = 2, ja estda provado acima. Suponhamos, entao, a validade para n
(P(U; Ai) < >°7 P(A;)) e demonstraremos para n + 1.
Note que,
P(UZ) A)) = P((Uizy Ai) U Anya).
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Pela hipdtese de inducao e pelo caso n = 2 segue que:

(9 - A0
P( 0 Ai) + P(Ani1)
iP<Ai) +P(An)

n+1

= ) P4

IA

IN

Como para n + 1 é verdadeiro, a nossa hipétese de indugao é valida para todo n.
Propriedade 5. P(|J;2; 4;) <> 2 P(A4)).

De fato, temos que:
Al U A2 U A3 U = Al U (AQ\Al) U (As\(Al U AQ)) U (A4\(A1 U AQ UAJ)) U... s onde
Al, (AQ\Al), (Ag\(Al U Ag)), (A4\(A1 U A2 U Ag)) -+ -8a0 diSjU.IltOS.

Dessa maneira, pelo Axioma 3’ temos que

p(GA,,;) = P(ALUAUA3U...)
- = P(A U (A\A) U (A5\ (AU A))U-- )
= P(A1) +P(Ax\A1) + P(A5\ (A1 U Ap)) +

< P(A1) + P(A;) + P(As) +

A desigualdade acima deve-se ao fato de que (A;\Az) C Ay, (A3\(A1 U Ag)) C As,---

e também em decorréncia da Propriedade 3.

1.3 Probabilidade Condicional

Definicao 4. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Se B € A e P(B) > 0, a proba-
bilidade condicional de A € A, dado, B € definida por
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P(AN B)

B) =
P(AIB) = —g
A probabilidade de A dado B representa, intuitivamente, a probabilidade do evento

A acontecer, sabendo que B ocorreu de antemao.

Exemplo 3. Do langamento de um dado sejam os eventos:
A= {0 nimero obtido € maior do que 2};
B={o0 nimero obtido é impar}.

Sabendo que B ocorreu por exemplo, temos que:
P(AN B) P({3,5})

HAB = TE) TP sep

[\

o W] b
wl

Veremos, a seguir, que uma probabilidade condicional é de fato uma probabilidade.

Proposigao 2. Seja (2, A,P) um espago de probabilidade. Firemos B € A um evento
de probabilidade positiva P(B) > 0. Entao, P(.|B) ¢ uma probabilidade em A.

Demonstracao. Temos que

e também que

P(Q|B) = ~ — 1.

Além disso, 0 <PP(A|B) <1, pois (AN B) C B e, assim, P(AN B) < P(B).
Falta apenas verificar a aditividade. Sejam A;, Ay, Az, ... eventos disjuntos. Logo, os
eventos Ay N B, A, N B, A3N B, ... também sao disjuntos. Portanto,

P(UzZ. (A N B)) _ Zliil P(Ax N B)
P(B) N P(B)

P(URZ, Akl B) = = 251 P(Ak|B).
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O proximo resultado mostra qual é a relagdo entre a probabilidade de A acontecer

dado que B ocorreu, e a probabilidade de B acontecer dado que A ocorreu.

Teorema 1. (Teorema de Bayes) Sejam By, Bs, ... eventos, todos de probabilidade po-
sitiva, que particionam o espaco ) (sao disjuntos e sua unido € igual a ). Dado um

evento A, vale que:

a) P(A) = > 52, P(A|BL)P(By);

b) Suponha que P(A) > 0. Entao, para qualquer indice i € N, temos

P(A|B;)P(B;
P(Bi|A) = e DR
Zk:l P(A|Bk)P(Bk)
Demonstragao. Como Bi, By, ... particionam o espago €2, temos que 2 = U2, By. Logo,

A=ANQN = U, (AN Bg). Como os eventos By sao disjuntos, A N By também sao
disjuntos. Temos que P(ANQ) = > 77 P(AN By) (pela aditividade da probabilidade), o
que mostra o item a) do enunciado. E, como consequéncia, temos que

P(B; N A) P(A|B;)P(B;)

P(B;|A) = P(A) S P(A[By)P(By)

Exemplo 4. Uma vacina tem 85% de eficdcia na imuniza¢do contra um novo virus da
gripe, que acomete 40% da populacao nao vacinada. Supondo que apds wma campanha
de vacinagao onde 75% da populacao foi atingida, um paciente chegue ao hospital com o
virus em questao, nao sabendo informar se tomou ou nao a vacina. Qual é a probabilidade
de que este paciente a tenha tomado?

Sejam os eventos:

A={paciente foi infectado pelo virus}.

B={paciente tomou a vacina}.

Queremos calcular P(B|A) e, para isso, temos os sequintes dados:
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P(A|B) = 0,15; P(A|B°) = 0,40; P(B) =0, 75.

De 1 temos:

P(A|B)P(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)
0,15 x 0,75
0,15 x 0,75+ 0,40 x 0, 25
0,1125

0,1125 + 0,1
0,53.

P(B|A) =

Q

Definigao 5. Dois eventos A e B sao independentes se P(AN B) =P(A)P(B).

No caso de B ter probabilidade positiva, é o mesmo que dizer que P(A|B) = P(A).
Traduzindo, se A e B sao independentes, o fato de saber que B ocorreu nao altera a

probabilidade de A ocorrer.

Definigao 6. Os eventos Ai, As, Az, --- € A sao independentes, dois a dois, se para

quaisquer i # j, vale

P(A; N A;) = P(4,)P(A;).

1.4 Variaveis Aleatorias

Uma varidvel aleatéria (v.a.) é uma func¢do cujo dominio é €2 (espago amostral) e

associa um numero real ao resultado de um experimento. Formalmente, temos:

Definicao 7. Seja (2, A,P) um espaco de probabilidade. Diremos que uma func¢ao X :
2 — R € uma varidvel aleatoria se o conjunto {w € Q : X(w) <z} € A (¢ um evento),

para todo x € R.

Exemplo 5. Considere que uma moeda seja langada trés vezes sucessivamente. Seja C

cara e K coroa. O espaco amostral deste experimento é:

0 ={(C,C,C)(C,C, K); (C,K,C); (K,C,C); (C, K, K); (K, C, K); (K, K, C); (K, K, K) },
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e podemos definir uma varidvel aleatoria X como sendo o numero de caras obtidas nos
trés langcamentos. Assim, teriamos por exemplo, que X ((C,C,C)) =3, X((K,C,C)) = 2.
Note que, X (w) € {0,1,2,3},V w € Q.

Dizemos que X é uma variavel aleatoria discreta se o niimero de valores possiveis

de X for um conjunto finito ou enumeravel {z, x9, z3,... } C R, ou seja

X(w) € {z1, 29, 23,... },V w e Q.

O Exemplo 5 é um caso de variavel aleatéria discreta.

Dizemos que X é uma variavel aleatéria continua se os valores possiveis de X for
qualquer valor numérico em um determinado intervalo, ou, colecoes de intervalos.
Um exemplo de varidvel aleatéria continua seria uma fungao X : [0, 1] — R tal que X (w) =
w, onde esta indicaria um valor numérico para um ponto w escolhido aleatoriamente no
intervalo [0, 1]. Neste exemplo ainda seria necessario definir a o-dlgebra, mas nao faremos

isto por nao ser o objetivo deste trabalho.



Capitulo 2

Matrizes Estocasticas

O contetudo matrizes é proposto pelo Curriculo do Estado de Sao Paulo: Matematica
e suas tecnologias (2011) para o 2° ano do Ensino Médio, onde além de compreender
o significado de matrizes e suas operagoes o aluno deve saber expressar por meio delas
situagoes relativas a fendmenos fisicos ou geométricos que possam aparecer no cotidiano.
Estas situagoes garantem uma melhor compreensao entre o contetido aprendido e sua im-
portancia.

Neste capitulo apresentaremos definicoes de matrizes e suas operacoes, que serao ne-
cessarias para a compreensao dos préoximos capitulos. Para aqueles que necessitam ou
querem se aprofundar em tal conteido, recomendamos Boldrini (1980). O leitor famili-
arizado com propriedades basicas sobre matrizes, pode ir direto para a Secao 2.2 deste

capitulo, onde definiremos matrizes estocasticas.

2.1 Uma revisao sobre matrizes e suas operacoes para
fixar notacoes.

Sejam m > 1en > 1 (m,n € Z). Chamamos de matriz m X n a uma sequéncia
de ntimeros reais, distribuidos em m linhas e n colunas formando uma tabela, onde cada
nimero que compoe esta matriz serd chamado de termo e representado por a;;. Repre-

sentaremos a matriz da seguinte maneira:

22
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a11

21

a3

aq1

Am1

a2

Q22

32

Q42

Am2

ais

23

a33

43

am3

a4

A24

a34

Qg4

Q4

A1n

A2,

a3,

A4n

a”"L’fL

Indicaremos por M,,x,(R) o conjunto das matrizes m x n com termos (entradas)

reais. Se m # n chamaremos a matriz M de matriz retangular, ja se m = n temos

que M é uma matriz quadrada e podemos indica-la por M,. E sao estas iltimas, que

utilizaremos com frequéncia no presente trabalho.

Em uma matriz quadrada os termos aqq, aso, ass, ..., @n, sao chamados de diagonal

principal da matriz. Temos ainda matrizes que possuem uma unica linha, chamadas de

matriz linha e matrizes que possuem uma tnica coluna, chamadas de matriz coluna.

A matriz O descrita abaixo é chamada de matriz nula:

o o o O

o o o O

o o o O
o o o O

o o o O

Se A = (a;;) entdo a matriz (—A) = (—a;;), é chamada de matriz oposta de A .

Exemplo:

Para

temos que

7

5 =7
9 11
—10 15

5
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(-4A)=1] 4 -9 —-11 2
-7 10 —-15 =5
2.1.1 Adicao de matrizes

Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes m X n. Indicaremos a soma de A com B por

A + B, cujos termos sao da forma a,; + b;; , ou seja:

a1 +b1i1 apg b2 aizt+bis an+biy ... ai, + b1y

ao1 +ba1  agx + by ags by A Abu ... g, + by

asi +bs1 asp +bsy  asz+bsz  asza+bzy ... as, + b3y
A+ B =

agy +by age+bip  ags+biz ag+bay ... sy + by,

Am1 + bml Am?2 + bm2 Am3 + bm3 Am4 + bm4 oo Qmn + bmn

A operacao descrita acima, chama-se adicao de matrizes que transforma cada par
(A, B) de matrizes do mesmo tipo em uma tnica matriz A+B.

Na adicao de matrizes valem as seguintes propriedades:
1. A+ (B+C)=(A+ B) + C (associativa);
2. A+ B = B+ A (comutativa);
3. Temos que a matriz nula O é tal que, O + A = A (existéncia do elemento neutro);

4. A matriz (—A) é tal que, A+ (—A) = O (ezisténcia da oposta de uma matriz).
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2.1.2 Multiplicagcao de uma matriz por um nimero

Seja a matriz A = (a;;) e o um numero real, o produto de o por A é uma matriz

real, m X n, onde cada termo de A é multiplicado por a. Ou seja,

a1 a2 aary ... A1y \
a1 929 aagy ... aaoy,
aA = xas; Qasy Qazz ... a3y
\ A1 Qs O3 .. Qlmp

Para quaisquer ndmeros reais « e 3, e quaisquer matrizes A € M,«,(R) e B €

M,«n(R), temos as seguintes propriedades:
L. (af)A = a(BA);
2. (a+ B)A=aA+pB;
3. «(A+ B) = A+ ab;

4. 1 A= A.

Multiplicacao de Matrizes

Sejam a matriz A = (a;;), de ordem m X n, e a matriz B = (b;;), de ordem n x p, o

produto AB serd uma matriz C' de ordem m X p, cujo termo ¢;; serd dado por:
n
Cij = Zk:l @i-brj = ain.bij + -+ + Qin by

Observacgoes:

1. O produto entre duas matrizes ocorre apenas se o nimero de colunas da primeira

matriz for igual ao nimero de linhas da segunda matriz.

2. o elemento ¢;; (i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz produto) serd obtido mul-
tiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos elementos corres-

pondentes da j-ésima coluna da segunda matriz, e somando estes produtos.
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Exemplos:
2
1 3 -5 1.2+ 3.5+ (=5).7 —18
5 = —
0 4 2 . 0.2445+27 34
4 6 3 9 43+64 4.946.(—1) B 36 30
0 —1 4 —1 03+ (=1)4 09+ (-1).(-1) -4 1

Algumas observacoes para a multiplicagdo entre matrizes:

1. Em geral, AB # BA.

2 0 4 1
Exemplo: Sejam A = e B=

-1 3
3

8 2
Logo, AB = e BA =

7
-4 =7 2

—6

2. Al, = I,A = A para todo A € M,(R) (admite elemento neutro para a multi-
plicagdo), onde I,, ¢ a matriz de ordem n chamada de matriz identidade , isto

€,

1000 0
010 0 0
0010 0

I, =
0001 0
0000 ... 1

Respeitando as ordens das matrizes necessdrias para a multiplicacao, temos que

para as matrizes A, B e C, valem as seguintes propriedades:

3. A(B+C)=AB+ AC (distributividade a esquerda da multiplica¢do, em relagao a

soma);
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4. (A+ B)C = AC + BC (distributividade a direita da multiplicagao, em relagao a

soma);
5. (AB)C = A(BC) (associatividade).

Além das matrizes e suas propriedades ja citadas anteriormente, temos ainda as se-

guintes operacoes:

Transposta de uma matriz

Dada uma matriz A = (a;;) real, m x n, chamaremos de matriz transposta de A a

matriz A" = (b;;) , n X m, cujas linhas s@o as colunas de A.

Exemplos:
i) Se
-3 2 0
A —
4 —1 8
entao
-3 4
Al=12 —1|;
0 8
ii) Se
15
B—
5 8
entao
B 15
5 8

Uma matriz sera chamada de simétrica, se e somente se, ela for igual a sua trans-

posta. A matriz B do exemplo ii) acima é uma matriz simétrica.
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Uma matriz A é dita anti-simétrica se a;; = —a;j, ou seja, A" = —A.
Propriedades:

i) A transposta da transposta de uma matriz é a prépria matriz, ou seja At = A,

ii) A transposta de uma soma é a soma das transpostas, ou seja (A + B)! = A" + B".

iil) (aA)! = aA', onde «a é qualquer escalar.

A inversa de uma matriz

Chamaremos de matriz inversa de A (sendo A uma matriz quadrada de ordem n),
e denotaremos por A~!, a matriz tal que A- At = A~'. A = I, onde I, é a matriz

identidade de ordem n.

Exemplo:
Se
6 2
A= ,
11 4
entao
. 2 -1
= 3
Pois,
AA-T 6 2 2 -1 _ (6'2+2’_TH) (6-—14+2-3) _ 1 0
11 4) \=% 3 (11-2+4-=) (11--1+4-3) 0 1
Observagoes:

i) Como a matriz A do exemplo acima admite uma matriz inversa A~!, dizemos que a
matriz A é uma matriz inversivel.

ii) A matriz A~! encontrada no exemplo acima ¢ tinica.

iii) Para determinagdo de uma matriz inversa sdo necessérios alguns métodos que s@o
apresentados em livros de algebra linear, e estes métodos podem ser compreendidos facil-
mente por estudantes do ensino médio que tenham dominio sobre o conteiido matrizes e

suas operagoes. Nao os apresentaremos aqui, pois fogem do objetivo deste trabalho.
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Diagonalizacao de uma matriz

Uma matriz quadrada A é dita matriz diagonal quando todos os elementos a;; = 0
se i # j, podendo os elementos a,; para ¢ = j serem iguais a zero ou nao.

Exemplos:

2 0 00
0 00
0 -4 0 0 10
A= , B=10o0o0 0|, C=
0O 0 8 0 01
0 00
0 0 05

Dadas duas matrizes quadradas, de ordem n, A e B, dizemos que a matriz B é

semelhante a A, se existe uma matriz P invertivel tal que

B =P 'AP.
Exemplo:
Sejam
1 1 —4 —4 0 -1
A= , B= , P=
1 -3 1 2 -1 -1
1 -1
Temos que P~! =
-1 0
Logo, a matriz B é semelhante a matriz A, pois:
—4 —4 1 -1 1 1 0 -1
1 2 -1 0 1 -3 -1 -1

Uma matriz A, de ordem n, é uma matriz diagonalizavel, se for semelhante a
matriz diagonal. Isto significa que deve existir uma matriz P, tal que P~*AP é a matriz

diagonal.
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Exemplo:
Sejam
1 0 1 0 30 5 0
A= , B= , P= e P7t=
1 -2 0 —2 11 = 1

Temos que a matriz A é diagonalizdvel pois é semelhante a matriz B (matriz diagonal):

Observacao: Existem métodos para verificacao da diagonalizacao de uma matriz, que

podem ser encontrados em livros de dlgebra.

2.2 Matrizes Estocasticas e uma versao do Teorema

de Perron-Frobenius

Uma matriz estocastica ou matriz de probabilidade de transicao é uma matriz
quadrada cujas colunas sdo vetores de probabilidade (vetores com componentes nao-
negativos cuja soma é 1). Ou seja, para que uma matriz quadrada T seja uma matriz
estocastica, ela deve satisfazer:

1. T;; >0, i,j € {1,2,3,--- ,n}.
2. Ti=1,7€1,2,-- n.

No contexto de cadeia de Markov, veremos que 7;; sera uma probabilidade de transicao

entre os estados 7 e j (Capitulo 4).

Exemplo:

0 0,15 0,25
0,2 0,11 0,32
0,3 0,34 0,13
0,5 0,4 0,3

o o O =
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Uma matriz estocdstica T é regular, se existe k, k € N, tal que 7% tem todas suas

entradas nao-nulas.

Exemplo: Vamos verificar se a matriz estocastica

0 10,1
T=1|02 0 04
0,8 0 0,5

é regular. Para isto, faremos:

0,28 0 0,45
=1 0,32 0,2 0,22
0,4 0,8 0,33

e como nem todas suas entradas sao nao-nulas, nao podemos afirmar, ainda, que a matriz

T é regular. Mas, ao continuar o processo temos

0,36 0,28 0,253
T8 = | 0,216 0,32 0,222
0,424 0,4 0,525
Portanto, T é uma matriz estocastica regular.

Observagoes:

e Nem toda matriz estocastica é regular. Um exemplo é a matriz

0 0 1
A=101 0
1 00

Temos que A é estocéstica, porém, nao é regular, pois A% =T e A1 = A VEk > 0.
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e Em geral, se T é uma matriz estocdstica, entdo 7% também é estocéstica, V k > 1

(verificaremos este fato na proposi¢ao seguinte).
Proposicao 3. Produto de matrizes estocasticas € estocastica.

Demonstra¢do. Devemos mostrar que se A = (a;;)mxm € B = (bij)mxm Sa0 matrizes
estocasticas, entao AB também é estocastica. Para isto, observe que cada entrada 7, j da

matriz AB é dada por

(AB)ij = Y0 Qinbn;

e somando os elementos da j-ésima coluna, obtemos

Teorema 2. Se T é uma matriz estocdstica reqular r X r entao:

i) T" se aproxima de uma matriz M, no sentido de que cada entrada da matriz T™

aprozima-se da entrada correspondente em M ;

ii) Todas as colunas de M sao iguais, sendo dadas por um velor coluna

w1

comw; >0, parait=1,...1
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iii) Para qualquer vetor de probabilidades inicial

(%1

vy
o vetor de probabilidades T™v aprozima-se de w, quando n — oo;

iv) O vetor w € o tnico que satisfaz Tw = w e é chamado vetor estaciondrio.

A demonstragao do teorema acima encontra-se em Silva e Rota (2016, p.7-12),; e serd
omitida neste trabalho pois foge dos nossos objetivos.

Porém, faremos aqui algumas observacoes sobre o teorema acima citado.

Observagao 1. O teorema € utilizado para o cdlculo de previsoes a longo prazo, para o
caso onde a matriz de transicao é reqular, o qual utilizaremos na Se¢ao 5.4. Com ele
pode-se perceber que a previsao a longo prazo nao dependerd do vetor de probabilidade
inicial (item ).

Observagao 2. Este resultado ¢ uma versao do conhecido Teorema de Perron-Frobenius.
Observagao 3. No contezto de Cadeia de Markov, T' serd a matriz de transi¢cdo (Capitulo
4). Para encontrarmos uma previsio w a longo prazo, basta conhecermos a matriz das
probabilidades de transicao T e resolvermos o sistema linear Tw = w. Sendo assim, €

possivel explorar com alunos do Ensino Médio este assunto, jd que malrizes, probabilidades

e sistemas lineares sao trabalhados neste etapa de ensino.

Uma aplicagdo deste Teorema serd utilizado no Exemplo 10 do Capitulo 4.



Capitulo 3

Processos Estocasticos

3.1 Algebra de eventos

Considere o lancamento de uma moeda nao viciada no tempon = 1,2, 3, ... T. As faces
da moeda s@o: cara(C) ou coroa(K). Denotando por €2 o conjunto de todos os possiveis

resultados dos lancamentos até o tempo 7T', temos:
Q={w:w=(ey,e9,...,er)} onde, e,=CouK, paran=12,..T.

O conjunto E = {C, K} que representa os possiveis estados da moeda (possiveis
resultados em cada langamento) sera chamado de espago de estados. Com o decorrer do
tempo, varias informacoes sao reveladas sobre os estados que ja ocorreram no experimento
do lancamento da moeda. No tempo n = 2, por exemplo, se nés conhecemos os resultados,

vamos supor que sejam e; e e, entao a informacao obtida é

A={(e1,ea,%,....,%)},

“*7 indica os estados que ainda poderao ocorrer com o decorrer do tempo.

onde
Denotaremos por F, a algebra de eventos gerada por A, a qual da a ideia de
informacao disponivel no tempo n, que consiste nos resultados que ocorreram antes e

durante o tempo n. No tempo n = 0, antes da realizacao do experimento, nao temos

34
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informagoes e, portanto, Fy = {0, Q}.
Exemplo:

Para o caso n = 1, vamos supor que o resultado obtido foi cara (C). Tomemos

A={(C,e9),eo =C ou K} ={(C,C),(C,K)}.

sendo F} a algebra de eventos para n = 1, segue que

Fr={0,Q,A, A°}.

Note que Fy C Fj.

Observagao: Lembramos que F,, é uma algebra de subconjuntos de €2, se possui as
seguintes propriedades:

P1. Qe FyCF, paran=1,2,..T.

P2. Se A€ F,, entao A° € F,, .

P3.Se A€ F,eBeF,, entao AUB € F,.

Alguns exemplos de dlgebras de eventos sao:

1. Fo ={Q,0} (dlgebra trivial).

2. {0,9Q, A, A°} (denotada por F, é a algebra gerada por A).

3. {A: A€ Q} (denotada por 2 é a dlgebra de todos os subconjuntos de Q).

Se F' é uma algebra de eventos, entao todo conjunto de F' é chamado de conjunto

mensuravel. Se F = 29, por exemplo, entdo todo subconjunto de € é mensurével.

Definicao 8. Uma filtracao F € a colecao de dlgebras de eventos F,, com

F= {Fo,Fl, ...,Fn, ...,FT},' com Fn C Fn—l—l-

Utilizamos a filtracao F para modelar um fluxo de informagoes, obtidas com o decorrer
dos experimentos. Com o passar do tempo, obtemos informagoes mais detalhadas, isto é,

particoes de €2 cada vez mais refinadas.

Exemplo 6. Como Fy, Fy e 29 sdo dlgebras de eventos e Fy C Fy C 2%, temos que

F = {Fy, Fa,2%} é uma filtracao.
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3.2 Processo estocastico

Vimos que, se a funcdo X é uma variavel aleatéria em (€2, F'), com 2 sendo um
conjunto finito, entdo todos os conjuntos {X = z;} = {w € Q: X(w) = 2;},1=1,....k
pertencem a F. Isto significa que, se conhecemos qual evento da forma {X = x;} ocorreu
em F ( informacao descrita por F'), entao sabemos qual valor de X ocorreu. Lembrando
que se F' =29 entdo qualquer funcao em ) é uma variavel aleatéria.

A fim de definir processo estocdastico, daremos o seguinte exemplo.

Exemplo 7. Considere o exemplo do lancamento de uma moeda nao viciada, para n =
1,2. Entdo Q = {w, = (C.C),wy = (C,K),w3 = (K,C),ws = (K, K)}.

Tome A = {w1,ws}, 0 qual representa o evento em que no tempo n = 1 o resultado
obtido foi cara. Assim, Fy = {0,Q, A, A°} e tome Fy = 2%

Considere as sequintes fungoes em €2:

a) X(wy) = X(wg) =15 e X(w3) = X(wg) =5.

X € uma varidvel aleatdria com relagao F, ja que {w: X(w) = 15} = {w,wr} = A €
Fie{w: X(w) =5} ={ws,ws} = A° € F}.

b) Y(wi) =15,Y (we) =75, (ws) = 75,e Y(wy) =5.

Y ndo é uma varidvel aleatdria com relagdo a Fy, pois {w : Y (w) = 75} = {ws, w3} ¢

Fi. Por outro lado, € claro que Y € uma varidavel aleatoria em Fs.

Definigao 9. Um processo estocdstico adaptado a filtragao F = {Fy,...,Fr} € uma
sequéncia de varidveis aleatorias X, tal que cada X,, € uma varidvel aleatéria com relagao
a (2, F,) para cadan =1,2,3,---,T.

Observe que, para cada n, X, € uma varidvel aleatoria em (2, Fr).

Exemplo 8. Seja X1 = X e Xo =Y como apresentados no Exemplo 7. A sequéncia { X,
Y} € um processo estocdstico adaptado a filtragio F = {Fy, F5}.

Definigao 10. Sejam (2,2%) um espago amostral com a dlgebra de todos os eventos, e

X uma varidvel aleatoria com valores x;, i = 1,2,...k. Considere os conjuntos
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que formam uma particao de Q). A dlgebra gerada por essa particio é chamada dlgebra
gerada por X. FEsta é a menor dlgebra que contém todos os conjuntos da forma A; =
{X = a;} e serd denotada por Fx, representando a informacao que pode ser extraida da

observacao de X.

Exemplo 9. Considerando o Ezemplo 7, temos {w : X(w) = 15} = {wj, w2} = A e
{w: X(w) =5} = {ws,ws} = A°. Logo, Fx = F1 = {0,Q, A, A°}.

3.3 Probabilidade no espaco das sequéncias

Nesta secao daremos uma breve ideia de como podemos construir o espaco de proba-
bilidade, para uma sequéncia infinita (enumerével) de varidveis aleatdrias.

O conjunto €2 pode ser interpretado como o conjunto de todas as sequéncias formadas
de elementos do espaco de estados E, ou scja, estamos levando em conta os valores que as
variaveis aleatorias assumem para interpretar 2. Desta forma, um elemento w € €2 pode
entao ser escrito da forma

W= (60761a627"')a

onde cada e; € E. Assim, cada ponto w €  é chamado de caminho ou trajetoria,
o espaco §2 pode entao ser considerado o espaco das sequéncias, e o valor e, em um
caminho é chamado “n-ésimo resultado em w”. Por exemplo, se E = {1,2}, entao Q =
{(eg, €1,€2,€3,...);6; =1 ou 2} e o elemento (1,2,1,1,1,2,...) € Q, por exemplo, é um
caminho formado por uma sequéncia de experimentos.

A funcao X, : Q@ — FE, dada por
Xn(eo, e1,€9,...) = en,

¢ chamada de funcao saida ou avaliacdo da trajetoria w.

Fixado n, seja F}, a familia de todas as unioes de {2 da forma

{we: Xo(w) €&, Xi(w) €&1,y,... Xp(w) € &}
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onde &, &1, ... E, sao subconjuntos do espaco de estados £. Cada F,, é uma o-algebra !
e além disso, F,, C F,; forma uma filtracao natural na qual o processo X,, ¢ adaptado.

Seja F a familia de conjuntos definida por:

s
n=0

Cada elemento em F é um conjunto de trajetérias para as quais um nimero finito de
entradas das sequéncias sao restritas a pertencer a certos subconjuntos de F, e as demais
infinitas entradas sao irrestritas. Um conjunto de F é chamado de cilindro. F é uma
algebra, no entanto, nao é uma o-algebra. Porém, existe a menor o-algebra G, tal que

F C G. Associado a G existe uma unica medida de probabilidade u, tal que
w(Ch) = p{w € 2 Xo(w) = ep, Xy (w) =e€1,,... Xp(w) =e,}

¢ dado pelo produto das probabilidades condicionais entre os estados eg, eq,...,e,. Cada
conjunto C!" é chamado de cilindro basico de F e vale notar que cada C' € F), é da forma
C = UC’Z” Ou seja, construimos um espago de probabilidade (€2,G, i), onde p ¢ dada

por
,u(e(]v €1y ey Cny X,k %, ) = DoP1oP21 - - - Pn(n—1),
onde py é a probabilidade do processo iniciar no estado ey e p;; = pf{w € Q: X; = ¢;| X; =

e;} sdo probabilidades condicionais. Maiores detalhes podem ser vistos em Brzezniak e

Zastawniak (2009), Oliveira, Ribeiro e Silva (2017), Ribeiro (2017) ou Ruffino (2009).

LA verificacao foge dos objetivos do trabalho, por este motivo serd omitida.



Capitulo 4

Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico (X,,)nen, que satisfaz uma determi-
nada propriedade chamada de Markoviana (ver equagao (4.2)), que iremos apresentar e
explicar mais adiante neste capitulo. Daremos a seguir algumas defini¢oes e propriedades

basicas das probabilidades de transicao.

4.1 Probabilidade de transicao

Definicao 11. Definimos a probabilidade de transicio em um passo, e denotamos por

pij(k), a probabilidade condicional

pij (k) = P( X1 = 9| X = 7).

Traduzindo, é a probabilidade de estar no estado ¢ no tempo k + 1, dado que estava
no estado j no momento anterior k, para os estados i, 7 = 1,2, ... (estamos assumindo que
o espago de estados E é finito ou enumeravel).

Dizemos que uma probabilidade de transicdo p;;(k) numa cadeia é homogénea se ela
nao depende do tempo k, ou seja, p;j(n) = p;;(k) mesmo para k # n. Neste caso usaremos
simplesmente a notagao p;;. Caso as probabilidades de transicao dependam do tempo k,
dizemos que elas sao nao-estaciondrias ou nao homogéneas. Estudaremos aqui apenas os

casos homogeéneos.

39



40

Para uma cadeia de Markov com um numero finito de estados, associa-se uma matriz

de transicao T, que serd dada pelas probabilidades de transicao, isto é,

T = (py).
Definigao 12. A probabilidade de transicio em n-passos (n > 0), denotada por pg-l), €a
probabilidade de transferéncia do estado j para o estado i em n etapas de tempo discreto,
isto €,

PP =P(X, =i|X, = j).

Para uma quantidade de estados finitos, associa-se uma matriz 7, onde a ij-ésima
(0)

posicao é dada por pf;b) Observe que T é a matriz identidade, uma vez que p; =1le
pl(?) =0 quando i # j.

As equagoes de Chapman-Kolmogorov (para E finito ou enumeravel), exibidas abaixo,
mostram a relagao entre as probabilidades de transigdo em n-passos, s-passos e (n — s)-
passos:

(n)

jo (n—s)_(s)

=D P DPrj, 0<s<n
k=1

Para maiores detalhes sobre a validade desta propriedade, ver Brzezniak e Zastawniak

(1999, p.92).

Escrevendo-as, em termos matriciais (para F finito) temos que

7)) — n=s)pls)
Como TW = T, segue-se entiao que
T7? — 7))
— 7M@)

= 17T

= T2

Repetindo este processo terfamos TG = T3 T@W = T* . e assim sucessivamente,



41

concluindo que T = T™, para todo n > 0. Portanto, pode-se obter as probabilidades
pg-l) por meio da matriz 7" (T'- T - T - -+ n-vezes).

Outro aspecto interessante em conhecer 7", é que o vetor v™ de distribuicao de proba-
bilidade do processo, no tempo n, é igual ao produto matricial 7", com a distribuicao

inicial v° escrita de forma transposta. Ou seja,
vt =T, (4.1)

Vejamos um exemplo, para compreensao deste fato.

Exemplo: Uma crianca brinca em seu quarto abrindo e fechando a porta do seu guarda-
roupa, lancando sempre um dado a cada minuto. Considere a porta com dois estados:
aberta e fechada. FEla lanca o dado, se o resultado do langamento mostrar face 6, ela
inverte o estado da porta, caso contrario, deiza como estd. Suponha que no inicio do
experimento, a porta estd aberta.

O estado da porta em funcao do tempo é um processo de Markov. Através deste
exemplo podemos explicar o significado: “nao tem nenhuma memoria”. Quando conhece-
mos o estado da porta no tempo n, podemos prever sua evolucao, em termos de variavel
aleatoria, para todos os tempos futuros, sem exigir conhecimento sobre o estado da porta
em tempos menores que n. Traduzindo, o futuro do processo depende do presente, mas
nao do passado.

O diagrama de transicao para este exemplo é apresentado na Figura 4.1. Ele nos
mostra que, se¢ a porta estiver aberta, a probabilidade de se manter neste estado ¢ de %,
enquanto que a probabilidade dela ser fechada é de %. E caso a porta esteja fechada, a

probabilidade de se manter fechada é de %, enquanto que a probabilidade dela ser aberta

. 1
é de 6
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Figura 4.1: Diagrama de transicao do exemplo da porta.

(=) [
[« [

ABERTA

Fonte: O préprio autor (2018).

Denotemos por a;§”> a probabilidade da porta estar aberta no tempo n e, similarmente,

xén) a probabilidade da porta estar fechada no tempo n. Temos entao, a seguinte relacao

de recorréncia, obtida a partir das informacoes anteriores:

5) 1 1 5)
+1 +1

(0)

— (0)
com r; = 1e x,

= 0, j4 que assumimos que a porta inicia o experimento aberta. A
primeira igualdade vem do fato de que a porta ficard aberta no tempo n + 1, se ela estava
aberta no tempo n e o dado nao mostrou a face 6, ou ela estava fechada no tempo n e o
dado mostrou a face 6. A segunda igualdade é analoga.

A equagao anterior pode ser escrita na forma matricial:

(n+1) 5. | 1, .(n) 5 1 (n) 5 1
L) _ 1 _ [ & et [ s @ T _[55 ) ,m
xgH—Q) %Ig'n,) 4+ %xgn) % % Ign,) % %

Isto é, v"1 = Tw™ e, assim, v! = TW? v? = Tw! = T(Tw") = T?W°. E, continuando este
processo, chegamos na Equagao (4.1).
Consideremos ainda o exemplo da crianga que brinca com a porta. Contudo, desta

vez, o estado da porta serd mudado somente se o dado mostrar face 6 e nao ter ocorrido
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a face 6 no tempo anterior. Assim, o futuro deste processo dependera do que ocorreu no
passado e, portanto, nao é um processo de Markov, pois o estado da porta depende do
resultado do langamento do dado nos tempos anteriores.

Formalmente temos o seguinte:

Definicao 13. Considere um espago de estados com um nimero finito (ou enumerdvel)
de elementos E = {ey, ...;en}. Um processo estocdstico discreto (X, )nen € uma cadeia

(ou processo) de Markov se a probabilidade condicional satisfizer

]P)(XnJrl = (L’n+1’X0 = Ty .-+ Xn = .il']n) = ]P)(XnJrl = xn+1’Xn = .Z‘n), (42)

para todon > 1 e para toda sequéncia xy,x1, ..., T,1 de elementos do espaco de estados E.
A condi¢ao (4.2) indica que o futuro do processo, uma vez conhecido o estado presente, €

independente do passado.

Como ja mencionamos anteriormente, probabilidades condicionais da forma,

Pij = P(Xnﬂ = €i|Xn = ej)7

sao as chamadas probabilidades de transicao . E, se para cada i, j,

P(Xn—l—l = €’L|X7’l = 6]‘) = P(Xl = ei‘Xo = ej),

para todo natural n, diremos que a cadeia de Markov é estacionaria ou homogénea.

Assim que especifica-se as probabilidades de transicao e a distribuicao inicial de pro-
babilidades dos estados, um processo de Markov estd completamente definido.

A propriedade (4.2) serd referida como propriedade da cadeia de Markov, e esta pode
ser estendida para processos de Markov com tempo continuo e espaco de estados sendo
um intervalo da reta real, o que nao faremos neste trabalho pois foge do escopo.

Daremos a seguir um exemplo em que ilustra como podemos usar o Teorema 2 no
estudo da convergéncia das distribui¢coes de probabilidade para uma cadeia finita, para

um caso particular em que cujas probabilidades de transicao sao todas positivas.
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Iremos considerar um modelo que descreve a dinamica de um sapo que salta entre
duas pedras a beira de um rio. Este modelo poderia ser aplicado em diversas situacoes.

Poderia por exemplo, ser uma particula de elétrons que salta em duas regioes do atomo.

Exemplo 10. Suponha que wm sapo, a beira de um rio, salta em tempos discretos
n = 0,1,2,... entre duas pedras, representadas pelos estados 1 e 2, com as condi¢coes

dadas a sequir:

e Se o sapo estiver na pedra 1 no tempo n, ele saltara para 2 com probabilidade p ,
0<p<l1;

e Se o sapo estiver na pedra 2 no tempo n, ele saltard para 1 com probabilidade q
0<qg<l1;

e No instante inicial (n=0) o sapo se encontra na pedra 1.

Seja o, a probabilidade do sapo estar na pedra 1 no tempo n, e seja (1 — «,) a
probabilidade do sapo estar na pedra 2 no tempo n. O que acontece com «, quando n
cresce?

Para responder a esta pergunta, observe que:

e A distribui¢do do sapo no tempo n, em notagao vetorial, é dada por v, = (apn, 1—ay,),

sendo vg = (1,0) a distribui¢ao inicial;

e Os elementos da matriz de transi¢ao sao dados por:

an = ]P)(AnJrl‘An) =1- b, a2 = ]P)<A7L+1’Bn) =4dq,

Qg1 = IP(B,,,H\An) =D, Ao2 = P(Bn+1’Bn) =1-—g,

onde A, € o evento em que o sapo estd na pedra 1 e B, € o evento em que o sapo

estd na pedra 2.

Logo,
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e, portanto, T' € uma matriz reqular.

Para encontrarmos o lim «,, sequndo o Teorema 2, devemos resolver o sistema:
n—oo

onde a = lim «,, € a probabilidade do sapo estar em 1 e 1 —« € a probabilidade dele estar
n—oo

em 2 a longo prazo.

Temos:
(1-pa + ql-a) = «a (—p—q@)a + ¢ = 0
=
pa  + (I1-¢(l-a) = l-a P+@o — ¢ =0
Obtemos entao
g
a_—
p+q
Portanto, o
lim an:L.
n—00 p+q

1
Tomaremos como exemplo p = 3 eq=-—.

Figura 4.2: Diagrama de transicao do exemplo do sapo.

wiN
N
N [SM]

Wl

Fonte: O préprio autor (2018).

A Figura 4.2 nos mostra que, se o sapo estiver na pedra 1, a probabilidade de que

ele se mantenha nesta mesma pedra é de %, enquanto que a probabilidade do sapo saltar
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para a pedra 2 é de % Caso o sapo esteja na pedra 2, a probabilidade dele continuar na
pedra 2 é de %, enquanto que a probabilidade dele saltar para a pedra 1 é de i. Portanto,

temos que a distribuicao serd dada por

1 1
w= 2 1-_12 ) ~ (0.4286 , 0.5714).
(T

Ou seja, a longo prazo teremos aproximadamente 42, 86% de chance do sapo estar em

1 e aproximadamente 57, 14% de chance do sapo estar em 2.



Capitulo 5

O problema do gas de Ehrenfest

Apresentaremos a seguir, a biografia de Paul Ehrenfest que propés um modelo proba-
bilistico para o problema da irreversibilidade dos gases. A biografia apresentada na Se¢ao
5.1, utilizou-se como referéncia o texto Physics Biographies: Paul Ehrenfest (2018), no
qual foi feita uma traducao livre.

Nas secoes seguintes apresentaremos o problema da irreversibilidade dos gases e o

modelo da urna elaborado por Paul Ehrenfest, tendo Friedli (2011) como referéncia.

5.1 Biografia de Paul Ehrenfest

Figura 5.1: Fisico Austriaco Paul Ehrenfest (1880-1933)

Fonte: WIKIPEDIA. Acesso em: janeiro de 2018. !
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Nascido em 18 de janeiro de 1880 na cidade de Viena na Austria, Paul Ehrenfest
era o mais novo dos cinco filhos do casal Sigmund e Johanna Ehrenfest.

Paul desenvolveu interesse nas areas de Ciéncias e Matematica, vindo a formar-se em
Fisica Teorica. No ano de 1904 tornou-se doutor com uma dissertacao sobre a extensao
da mecénica de Hertz, onde teve a supervisao de Ludwig Boltzmann (1844-1906), que
inspirou Paul em seus trabalhos. Ainda no ano de 1904 casa-se com a estudante russa
de matemaética Tatyana Alexeyevna Afanassjewa e tem 4 filhos: Tatyana (matemadtica e
fisica), Galinka, Paul Jr (fisico) e Wassik.

O casal Ehrenfest colaborou com diversos assuntos sobre mecanica estatistica de Jo-
siah Willaed Gibbs (1839-1903) e Boltzmann, através de seus artigos nos primeiros anos
de casados. Apds anos batalhando para ocupar uma cadeira como professor em uma Uni-
versidade, Paul Ehrenfest conquistou uma vaga na cidade de Leiden na Holanda, onde se
tornaria sucessor de Hendrik A. Lorentz (1853-1928).

Paul revigorou a universidade ao estabelecer sala de leitura para os estudantes de
fisica, reviver um clube de ciéncias, coloquios semanais, além de seus esforcos para man-
ter o contato intelectual e humano entre os membros da comunidade cientifica. Foi um
notével professor, ganhando elogios de Einstein (1879-1955), que o descreveu como “o
melhor professor que ja conhecera” e de seus alunos que o apelidaram de “tio Sécrates”
por sempre colaborar e ajudar para que cada um desenvolvesse seu proprio talento.

No ano de 1907, Ehrenfest propos um modelo bem simples, o chamado o modelo da
urna de Ehrenfest (que serd apresentado neste trabalho) no qual mostrava como as leis
da probabilidade poderiam produzir uma tendéncia média em direcao ao equilibrio, em-
bora o comportamento desse modelo fosse reversivel no tempo e cada um de seus estados
acabariam por se repetir. E isto significava que o Teorema de Boltzmann, onde mostra que
colisoes moleculares produzirao uma abordagem de equilibrio com a entropia aumentando
monotonicamente no tempo, quando interpretadas de forma correta nao contradizem as
leis reversiveis da mecanica, como argumentava o fisico Loschimidt (1821-1895), ou o Te-
orema de Poincaré, como argumentava matematico Ernst Zermelo (1871-1953).

No ano de 1911, o casal Ehrenfest mostrou em um artigo a estrutura logica e todas

as dificuldades que tinham remanescido desta teoria: fizeram uma clara distingao entre a
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abordagem mais antiga (antes de 1877), onde tratavam as moléculas estaticamente, porém
tentaram fazer declaragoes universais vélidas sobre o gas como um todo, e posteriormente
em um novo trabalho, no qual o préprio gas foi tratado por métodos estatisticos. O papel
da hipdtese ergodica, relacionar as médias do tempo com as médias em relagdo a um
conjunto foi evidenciado de forma tao clara que, atraiu a atencao dos matematicos para o
problema ergédico. O casal também formulou uma sequéncia de teoremas que ainda pre-
cisavam ser provados antes que o fundamento estatistico da segunda lei da termodinamica
fosse estabelecido firmemente. Porém, encontraram falhas quanto ao tratamento da irre-
versibilidade e subestimaram a importancia dos métodos de conjunto de Gibbs ao lidar
com sistemas complexos.

Esta abordagem critica levou Ehrenfest a sua maior contribuicao para a fisica: o
principio adiabatico; que foi muito utilizado e altamente apreciado como um dos poucos
guias confiaveis para progredir durante os anos que vigoravam a “antiga teoria quantica’.

Jé no final dos anos 20 e inicio da década de 30, Ehrenfest fez o possivel para assegurar
a compreensao da nova mecanica quantica e ressaltar suas relacoes com a fisica classica.
Provou ainda um resultado que passou a ser chamado de Teorema de Ehrenfest, onde os
valores das coordenadas quanticas e momentum obedecem as cquacoes classicas de mo-
vimento. Os seus ultimos trabalhos consistiram em uma série de questoes fundamentais
sobre os aspectos fisicos e matematicos da mecanica quantica.

A contribuicao de Ehrenfest para o desenvolvimento da fisica foi ainda maior devido
sua influéncia sobre outros fisicos, em particular, na sua tultima década de vida. Di-
versos fisicos frequentavam sua casa, tanto que Einstein e Niels Bohr eram seus amigos
intimos, onde conversavam principalmente sobre as ideias fundamentais da fisica quantica.

Apesar de todo o seu comprometimento e éxito com o seu trabalho na Fisica e como
professor, Ehrenfest sofria de depressao, e isto o levou a um terrivel ato no ano de 1933:
atirou contra o seu filho mais novo, Wassik, que tinha sindrome de Down e na sequéncia
se suicidou, colocando fim a sua brilhante carreira como fisico. Wassik sobreviveu, porém

ficou cego de um olho.
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5.2 Introducao ao problema do gas de Ehrenfest

Dois compartimentos A e B formam um sistema e estao ligados apenas por uma
pequena abertura. Inicialmente, o compartimento A contém N particulas de um gés en-
quanto que o compartimento B estd vazio (na Figura 5.2 N = 26). Em cada instante
de tempo uma unica particula troca de compartimento, se a particula estiver no compar-
timento A vai para o compartimento B e vice-versa ( a Figura 5.3 representa o sistema
no tempo n = 1, onde uma das 26 particulas passou para o compartimento B ), sendo
que todas as particulas de um mesmo compartimento possuem a mesma probabilidade de
passar pela abertura. O sistema evolui, regido pelas leis da mecanica e da termodinamica,
até que depois de certo tempo atinge um estado de equilibrio macroscépico, quando os

compartimentos A e B possuem pressoes iguais, e um estado de equilibrio microscépico,

N

5 €

quando o nimero de particulas nos compartimentos A e B correspondem a N, ~
Np ~ % (na Figura 5.4, temos % = 13), onde N4 é o numero de particulas no compar-
timento A, Np ¢ o nimero de particulas no compartimento B ¢ N ¢ fixo, da ordem no
numero de Avogadro:

N ~ 10?%.

No inicio do experimento tinhamos N4 = N e Ng = 0. Suponhamos agora, que o gas
esteja em equilibrio. Como o numero de particulas é finito, é possivel que apds algum
tempo do inicio do experimento cada particula retorne ao seu compartimento inicial?
Qual a probabilidade disto ocorrer? Quanto tempo levaria para as particulas voltarem ao
seu estado inicial?

Esta tultima pergunta foi um dos principais dilemas dos fisicos do século XX, pois a
Segunda Lei da Termodinamica diz que quando um gas atinge o seu estado de equilibrio
ele nao pode mais voltar ao seu estado inicial, e por outro lado as leis da Mecanica Classica
sao reversiveis com respeito ao tempo (se todas as velocidades das particulas do gés s@o
invertidas, entdo o gas deve voltar ao seu estado inicial). O que contradiz a Segunda Lei
da Termodinamica.

As questoes levantadas sao classicas da Fisica, mais precisamente da area de mecanica

estatistica, que busca estudar o comportamento de sistemas macroscépicos compostos
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por um numero elevado de particulas, relacionando a Termodinamica com a Mecanica
Cléssica, cuja relacao nao abordaremos neste trabalho, pois foge dos nossos objetivos.
Porém, iremos apresentar um modelo simples, porém, nos permitird responder aos ques-

tionamentos acima.

Daremos a seguir algumas ilustracoes para o problema que acabamos de descrever:

Figura 5.2: Momento inicial do experimento com o gas.

A... ® @
@ e 2o,
® @ -
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Fonte: O préprio autor (2018).

Figura 5.3: Experimento no tempo igual a 1.

Fonte: O préprio autor (2018).
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Figura 5.4: Experimento em equilibrio termodinamico.
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Fonte: O préprio autor (2018).

Assumiremos as seguintes simplificagoes em nosso modelo:

e as particulas s@o indistinguiveis e em quantidade NV (IV é fixo) e o estado do sistema

sera definido pela variavel

X, := ntmero de particulas no compartimento B no instante n ;

e 0 que nos interessa é o numero de particulas em cada um dos compartimentos. Suas

velocidades ou posicoes serao desprezadas;

e consideraremos apenas os instantes de tempo discretos, no qual os indicaremos pela
letra n. Logo, n = 0,1,2,3,4,... indica o tempo em que a particula muda de

compartimento.

Como o numero de particulas no compartimento B pode ser zero, um, dois, trés, etc...

chegando a no maximo NN, temos que X, € E,onde

E:={0,1,2,3,...N} CR,

é o espaco dos estados. Note que o indice n em X,, é um parametro que descreve a
variavel tempo, enquanto N, que é fixo, é o nimero de particulas do sistema. Iremos

supor que no tempo n = 0, a condicao inicial é dada por



53

X():O,

ou seja, todas as particulas iniciam o experimento no compartimento A enquanto o com-
partimento B esta vazio. Em seguida “vamos dar regras” para determinar a evolucao
do nimero de particulas no compartimento B em funcao do tempo, isto é, teremos um

processo

XU, Xl; XQ; X37

Vamos supor ainda que a cada instante de tempo, uma e apenas uma particula passara
do compartimento A para o B e vice-versa. Em termos de variavel X, isto significa que
Xon1 =X, £ 1.

Podemos interpretar X,, como a posicao de uma particula virtual que “salta de um
ponto para um dos seus pontos vizinhos” (ver Figura 5.5). Quando a particula virtual se
encontrar no estado k no tempo n (X,, = k), temos que no tempo n + 1 ela se encontrard

em k+ 1 ouem k — 1. Logo,

P(Xpin=k+1|Xp=k) e P(Xp1=k—1]X,=k)

serao nossas probabilidades de transi¢ao.

Figura 5.5: Estado do sistema no tempo n.

Fonte: (FRIEDLI, 2011, pég 6).

De acordo com as regras definidas anteriormente, para o primeiro estado X; apds a
condicao inicial Xy = 0, temos que a Unica coisa que pode acontecer de n = 0 para

n = 1 é de uma das N particulas do compartimento A passar pela abertura em direcao
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ao compartimento B (vide Figura 5.3, em nossas ilustragoes anteriores). Ou seja, X; = 1.

Esse primeiro passo, sera representado por
P(X; =11 Xy =0)=1,

o que significa que quando Ng = 0, uma particula passard do compartimento A para o
compartimento B, com probabilidade igual a 1.

Como assumimos que as particulas sao indistinguiveis, segue que elas possuem as
mesmas possibilidades quanto a mudanca de compartimento. Assim, a particula que
mudara para o compartimento ao lado pode ser aleatoriamente escolhida entre as N
particulas contidas no sistema. A probabilidade de se escolher uma particula em A, dado
que temos k particulas em B é de %, logo

N -k

E a probabilidade de se escolher uma particula em B é de %, ou seja,
k
]P’(Xn+1:k—1|Xn:k;):N.
Mais uma observacao: quando o compartimento B conter todas as particulas (k = N),

temos que
P(X,1=N-1|X,=N)=1.

No nosso modelo, ¢é intuitivo que o compartimento que se encontra com o maior
nimero de particulas tende a enviar as suas particulas para o compartimento vizinho, ou
seja, o sistema busca entrar em equilibrio, igualando as quantidades em ambos comparti-
mentos.

Podemos escrever as probabilidades de transicao como entradas de uma matriz @),

(N +1) x (N + 1), cujos elementos ¢;;,(7,j € E) s@o as probabilidades de transi¢éo, isto
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qij = P(Xn+1 =1 | Xn = j)-

Assim,
0 0 0 0 0o 0 0 0
1 0o 2 0 0
0o & o 2 0 o 0 0 0
0 0 =2 0 0 o 0 0 0
o o o &2 0 0o 0 0 0
0 0 0 0 0 0o 0 0 0
0 0 0 0 £ 0o 0 0 0
Q=10 0 0 0 0 O 0 0 0 (5.1)
0 0 0 0 Ak o 0 0 0
0o 0 0 0 0 0o 0 0 0
0o 0 0 0 0 A0 0 0
0 0 0 0 0 0o &2 0 0
S
0 0 0 0 0 0o £ 0 1
0o 0 0 0 0 0o 0 =+ 0
Observagoes:

e () é uma matriz de transicao pois ¢;; > 0, Vi, j e ainda > ¢;; =1, V j.

e A sequéncia Xy, X1, Xy, ... de varidveis aleatérias é uma cadeia de Markov com

espago de estados E = {0, 1, ..., N} e a matriz de transicao Q.

Como dito no inicio deste capitulo, a evolucao do sistema com a condicao inicial

N

Nj= N e Np =0 tende a se aproximar de um estado de equilibrio, onde Ny ~ N ~ 3.

Para provar este comportamento a partir da Cadeia de Markov X, e de sua matriz de
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transicao (), representaremos a condicao inicial Xy = 0 por um vetor linha

0 (0 (0 0
M(O) - (/’L(() )JMg )7/’[/5 )7 "7/*’65\/')) - (170707"’707 O)'
E isto significa que, no tempo n = 0, temos:

) 1, se k=0
o =P(Xo=k) =

0 , caso contrario

Assim, a probabilidade contida no vetor j(?)

, que estda concentrada no estado 0 no
tempo 0, ao longo do tempo vai se espalhando pelo sistema, como iremos verificar. As
distribuigoes iniciais (n = 1 e n = 2), sdo faceis de se determinar, observando as probabi-
lidades de transicao.

No tempo n = 1 temos que

n o1 1
:u(l):(/'Lé)7ug)71ug)7"'aug\[)):(071707"'a070)'
Ja no tempo n = 2, a distribuicao ¢ dada por

2 2 2 2 —
,U’(z) = (H(())7//L§.)7Mé)7 71“5\7)) = (%70’%""’0)'

De um modo geral, a distribuicao

M(n) = (:u’én)a :ugn)v ,U'gn)7 e 7:“’5\7;))7
para n > 3, é um pouco mais complicada de se determinar. Faremos a seguir algumas
observagoes necessarias para constatar que ,ul(cn) = Q,u,(cn_l) (o que ja é esperado pelas
observagoes do Capitulo 4).

Lembremos que a interpretacao para ,u,im é a seguinte:

,u,(i,") = P(X,, = K) = probabilidade a particula virtual estar em k no tempo n.
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Note que se a particula virtual estiver em k no tempo n, entao ou ela estava em k — 1

ou estava em k + 1 no tempo n — 1, como ¢ ilustrado na Figura 5.6 a seguir.

Figura 5.6: Estado do sistema no tempo n — 1.

Fonte: (FRIEDLI, 2011, péag 9).

Portanto, temos a seguinte igualdade para 1 <k < N — 1:

n—1 n—1
= ka,k—w;&_l '+ Qk,k+1,u;(g+1 ),

Como q; =0, para l #k —1 el # k+ 1, segue que
n n—1
u =gk,
JEE

Ou ainda, em notacgao matricial:

-1
m = Quy Y.

(5.2)
Note ainda que, para k =0e k = N, temos

(n) _ 1 (n=1),

L :uO = N/J“I ’
n n—1
o ) = kol )
onde ugn_l) ¢ a probabilidade de no tempo n — 1 termos 1 particula no compartimento B,
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n—1
€ MSV—I)

B.

¢ a probabilidade de no tempo n — 1 termos N — 1 particula no compartimento

Em (5.2) obtivemos, como era de se esperar, a distribui¢ao no tempo n a partir da
distribuigcao do tempo n — 1 é dado pelo produto matricial da matriz de transicao com a

distribuicao do tempo n — 1, isto é,

Iu(n) — Qu(n_l) — Q(Q#(n_Q)) — QQ,LL(n_z) — e e — Qn'u(o),

onde Q" é a n-ésima potencia de Q.
A fim de fazer algumas previsoes em nosso modelo de distribuicao de particulas, seria
interessante estudar o comportamento assintético de u(™, ou seja, saber se existe

lim ™.

n—oo

Vamos supor que o limite lim u(") = w existe. Isto é, para cada k € F,
n—o0

wy, = lim ,ufcn) = lim P(X, = k).

n—oo n—oo

O vetor w, com componentes wy, ¢ uma distribuicao de probabilidade em FE, e deve ser
interpretado da seguinte forma: para um tempo n grande, a probabilidade da particula
estar em k é wy,. E interessante notar que em termos de interpretagao da particula virtual,
significa que a particula virtual jamais para de saltar, mesmo para um tempo n grande,
porém a “chance”dela estar no estado k£ no tempo n é de wy.

Observe que quando pf converge para wy, temos que
(Quie = (@ fim p), = (Jim "), =,
Ou seja,
Quw = w. (5.3)

Uma distribuicao que satisfaz (5.3) é chamada de distribui¢ao invariante em relagao
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a (). Recebe este nome pois se a distribuicao inicial é w, entao ele nao mudard ao longo
do tempo, isto é, Q"w = w.

Esta medida invariante é tinica? Bom, isto nao é verdade para qualquer cadeia de
Markov. Porém, para o nosso modelo, a cadeia é finita (estados finitos) e irredutivel
(de um estado pode-se alcangar qualquer outro), e portanto a medida invariante é tinica

(ALLEN, 2010, p.68).

Teorema 3. A matriz Q) dada em (5.1) possui uma distribuicao invariante w = (wo, wy, W, ...

dada pela distribuicdo de Bernoulli 2:

wk:% (]]j), para k=0,1,2,---N.

Demonstracao. Tomemos w = QLN((](\J[), (]f), R (%)) ¢ verifiquemos que Quw = w.

Para isto, notemos primeiramente que

N
(Qw)k = QroWo + qr1W1 + Qr2Wa + * - - + GeNWN = Z Qr; Wy,

=0
onde cada g; ¢ diferente de zero quando j =k +1e j =k —1, e q; ¢ igual a zero para

os demais casos. Vamos agora mostrar que (Q)r = wg para 1 < k < N — 1. Temos que

N
E Qrj Wi = Qe k—1Wk—1 + Gk k+1Wk+1

j=0
_L'N—(k—l) N
9N N E—1

+ (k;\rfl) (k]il)}

1 [N=(k—1) N (k+1) N
T | TN NGO TN (NG )kt
1T (N=1)

(N —1)! }

W IN—k)k—1)  N—(k+ 1)k

2Recebe este nome em homenagem ao matemético suico Jakob Bernoulli, e é a distribuicdo discreta de
espaco amostral {0,1} com probabilidade de sucesso p igual a 1 e probabilidade de nao-sucesso g =1—p
igual a 0.

,U)N),



60

(N —1)

. (N — 1)

N = R)(N = (k+ 1)k = 1)}

(N =)l + (N —1)
(N—FE+ )N —k

(N—(k+1)(N—k)(k— 1Dk

N k)

)
I(

)(k — 1)k
(N = 1)IN

N!
(N — k)l k!]

(N — (k+ D)k(k—1)!

:
|

Vamos analisar o que acontece no resultado obtido acima quando £ =0 ou k = N.

Para k = 0 temos:

(Qw)o = qo,0wo +qo,1w1 + go2w2 + -+ qonwWN
=0 =0 7 =0

I
g
<

Para k£ = N temos:

(Qw)N

= (gN,o0Wo T gN1W1 + gN2W2 +

+gnN.N1WN-_1 + N NWN

\,_/W_/H,_/v

=0
= (N N-1WN-1

11 N
- N2V\N -1

=0
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11 N!
2NN (N — (N — 1)I(N —1)!
11 N!
2NN (N =N+ 1)I(N —1)!

11 N

2N N (N — 1)l
1 1 N(N—1)!
2N N (N — 1)1

5.3 Tempo de Permanéncia

Como no nosso modelo existe uma tnica medida invariante w = (wg, wy, - - -

,'LUN),

segue de um resultado conhecido para cadeias de Markov (BRZEZNIAK e ZASTAWNIAK

1999, p.212) que

1
W = —
s

onde my, é o tempo médio de recorréncia para o estado k.

Formalmente, a média m;, é dada por
o0

k=0

onde

W —P{weQ:&u(w) =k, &w)F#k, j=1,--,n—1] &w)=k})

(5.4)
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ou seja, é a probabilidade de primeiro retorno ao estado k. Neste trabalho usaremos a
medida invariante para determinar as médias my,’s.

A componente wy, da distribuicao invariante, representa assintoticamente a fracao de
tempo no qual a particula virtual passou em um estado k ao longo de sua trajetoéria.
Observando, por exemplo, o caso para o qual N = 10, temos:

_ 1 10y _ 1 10!

Isso significa que, ao longo da evolugao, o sistema passa em torno de 25 % do seu tempo
no estado em que o nimero de particulas no compartimento A e no compartimento B
estao igualmente distribuidas (N4 = Np = 5). Mas por outro lado, temos

1 oq10y 1 100 1
wO_QTO'(O)_QTO‘m!O!_2T020’001'

Que significa, que no equilibrio, a fracao de tempo que o sistema passa no estado em que
todas as particulas estdo no compartimento A é bem menor do que 1%.

Note ainda que

ou seja, depois de deixar o estado 5, leva em média 4,07 unidades de tempo para retornar
ao estado 5. Enquanto que, my = 1024, e portanto apds deixar o estado 0, leva em média
1024 unidades de tempo para retornar ao estado 0.

Para estimar alguns outros resultados, suporemos que n seja medido em segundos e

vamos estimar o tempo, em média, de retorno:

e Caso o sistema inicie com 26 particulas no compartimento A e 0 no compartimento
B, ou seja, N = 26 (como mostra a Figura 5.2), temos

my = wio = 2?0 segundos ~ 67108864 segundos ~ 2,13 anos

e Iniciando com 40 particulas, todas no compartimento A (N = 40), temos

mo = wio = 24 gsegundos ~ 1,1 trilhoes segundos ~ 35000 anos

e Para N = 100, com as 100 particulas iniciando no compartimento A, temos o
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seguinte:

my = wLO = 2190 segundos ~ 1, 26765 x 10%° segundos ~ 4 x 10*? anos.

Observe que, conforme aumentamos, aos poucos, o nimero de particulas iniciais no
sistema, o tempo médio de retorno aumentou consideravelmente. O resultado para que
100 particulas retornem ao seu estado inicial é um tempo muito longo, ultrapassando até
mesmo a idade do Universo (aproximadamente 1,37 x 10'° anos), e este tempo sé tende
a aumentar se¢ considerarmos que, em uma situacao real, o nimero de particulas é de
N =~ 10* (ntimero de Avogrado).

Este modelo explica, de certa forma, o uso do termo irreversibilidade: pois apesar de
o tempo de retorno, para o estado inicial ser um nimero finito, este nimero é tao alto

que para escalas humanas, o processo é considerado irreversivel.

. , N . . :
Observacgao: Para verificar o que ocorre com 5 quando N é um nimero muito grande,

usamos a férmula de Stirling?® :
N!~2rN(Z)N.
Sendo assim, a probabilidade de existir o mesmo nimero de particulas nos comparti-

mentos A e B é aproximada por

1 NI 2
2N (N/2)12 TN

fLUE:
2

Portanto, quando N — oo, wx converge para 0, ou seja, ter eratamente o mesmo
2
nimero de particulas em ambos os compartimentos é um evento raro. Porém, a probabi-

lidade de todas as particulas estarem em B ¢ de

Ou seja, a fracao de tempo passado no estado 0 é infima comparada com a fragao de

3recebe este nome em homenagem & James Stirling (1962-1770) matemdtico escocés, e estabelece uma
aproximagao assintética para o fatorial de um nimero.
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N 1
tempo no estado > pois oo ¢ bem menor que @/WLN para N grande.
1 ‘
Por exemplo, para N = 100 temos que —= ~ 7,9 x 107! ¢ /2= ~ 0, 08.

9100

5.4 Uma pequena perturbacao no modelo

A matriz definida em (5.1) nao satisfaz as condi¢oes do Teorema 2. Faremos entdo,
uma pequena pertubacao no modelo para adaptar ao teorema. Assumiremos que existe
uma pequena possibilidade (2¢ > 0) de se manter no estado atual quando o tempo evolui.

Sendo assim, temos a seguinte modificacao da matriz () na qual chamaremos de @,

1.
para 0 < e < &:

2€ %—6 0 0 0 0 0
1—2e¢ 2e %—6 0
0 d—e 2 0 0 0 0
0 0 A2 e 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E_e 0 0 0
0 0 0 2¢ 0 0 0 (5.5)
0 0 0 Ak ¢ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 A2_e 0 0
2¢ Ngl—e 0
0 0 0 0 %—6 2e 1—2e¢
0 0 0 0 0 +—€ 2

onde () é uma pequena perturbagao de (5.1), pois o lim, ,o Q. = Q. A tunica diferenga,

com relacao ao modelo anterior, é que a particula terd uma pequena probabilidade de ficar
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onde estd antes de saltar para um de seus vizinhos, se a dinamica do sistema for regida
por Q.. Em particular, para um par de pontos 7, j quaisquer no espaco de estado E, temos
que a probabilidade (Qg)f\; é maior ou igual a probabilidade da particula virtual saltar
N — |j —i| vezes em j para depois saltar |j — i| vezes em diregao a i. Pois esta é apenas

uma das trajetdrias possiveis de se sair de j e chegar em ¢, enquanto (Qe)f\’] representa
a probabilidade de sair de j e chegar em i por diversos caminhos possiveis (vide Figura
5.7). Cada probabilidade de transi¢do, quando saltamos de j em direcdo a i, é maior que
(% - e), e portanto, a probabilidade desta trajetéria particular (saltar N — |j —i| vezes

em j para depois saltar |j — i| vezes em diregao a i) é maior ou igual a
— =
20 )7V — — €
20701 (5 o)

Figura 5.7: Dinamica do sistema regido por Q..

Fonte: O préprio autor (2018).

Portanto, @, satisfaz a condicao de regularidade do Teorema 2. Entao, existe a distri-

buicao invariante w, e lim Q! p = w, para qualquer distribuicao inicial . Usaremos este
n—o0

modelo ). no proximo capitulo, com uma abordagem que possa ser realizada com alunos

do Ensino Médio.



Capitulo 6

Sorteio de bolinhas: uma abordagem
voltada para uma aula de

Matematica no Ensino Médio

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao do modelo da urna de Ehrenfest voltada
para as aulas de Matemadtica no Ensino Médio (principalmente no 2° ano, onde alguns
dos conceitos aprendidos até aqui sao ensinados, visando uma melhor visualiza¢ao e com-
preensao, e também no 3° ano, onde esta aplicacao pode ser utilizada para retomada de
tais conceitos).

Para isto, iremos propor o sorteio de bolinhas, vermelhas e azuis, todas do mesmo
tamanho, que estarao dentro de uma caixa. Serao realizados varios sorteios, e em cada
um destes sorteios, iremos alterar (substituir) a cor da bolinha sorteada. A grosso modo,
as bolinhas farao o papel das particulas dos gases e as cores farao o papel dos compar-
timentos A e B no modelo probabilistico para o problema da irreversibilidade dos gases
(apresentada no capitulo anterior). Este modelo permite que o professor instigue os seus
alunos com questionamentos do tipo:

Apds um longo periodo de tempo em foi iniciado o sorteio com bolinhas, todas de
mesma cor, qual é a probabilidade de que a caixa volte a ter todas as bolinhas do inicio
do sorteio?”

Esta aplicagdo surgiu através dos estudos e conversas sobre o Modelo da Urna de

66
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Ehrenfest, entre a autora deste trabalho e seu orientador, que buscavam um modelo

aplicdvel nas aulas/oficinas de Matematica para alunos do Ensino Médio.

6.1 O modelo para o sorteio das bolinhas

Considere uma caixa preta na qual o espectador que sorteara as bolinhas nao consiga
visualizar o seu interior tendo apenas uma abertura para passagem das maos, logo o
sorteio nao sofrera influéncias externas. Considere ainda que a quantidade de bolinhas
iniciais dentro da caixa é fixa, e que todas as bolinhas possuem mesma massa, tamanho
e material, sendo indistinguiveis ao tato. Suporemos que nosso sorteio inicie apenas com
bolinhas vermelhas ( vide Figura 6.1).

Caso a bolinha sorteada seja vermelha, o que certamente ird acontecer em um primeiro
momento, cla sera substituida por uma de cor azul (considere que fora da caixa hé bolinhas
vermelhas e bolinhas azuis, porém estas sao utilizadas apenas para substituicao e em nada
modificam a quantidade de bolinhas existente dentro da caixa). Apds a substituigio, a
bolinha azul vai para a caixa e a bolinha vermelha que foi sorteada é descartada, ficando
de fora da caixa. E realizado um novo sorteio. Se a bolinha sorteada for vermelha, serd
substituida por outra de cor azul ou, se a bolinha sorteada for da cor azul, sera substituida
por uma vermelha. A bolinha substituta vai para caixa e a sorteada ¢ descartada. E assim

um novo sorteio é realizado repetindo-se intimeras vezes o processo descrito.

Figura 6.1: O modelo da urna para o sorteio das bolinhas.

Fonte: O préprio autor (2018).
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A variavel
X,, := numero de bolinhas azuis dentro da caixa no instante n

representa o estado do sistema. Como o numero de bolinhas azuis dentro da caixa pode
ser zero, um, dois, trés, ou quatro, temos que a imagem de X,, é {0,1,2,3,4} C R.

No tempo n = 0, todas as bolinhas serao vermelhas ¢ nao ha bolinhas azuis no inicio
do sorteio. Logo, a condicao inicial é dada por X, = 0.

Como a cada instante, uma e apenas uma bolinha sera sorteada e substituida por outra
bolinha de outra cor, temos que X, .1 = X,, £ 1; e nosso primeiro passo sera representado

por:
P(X;=1] X, =0)=1,

ja que de n = 0 para n = 1 a tunica coisa que pode ocorrer é uma das quatro bolinhas
vermelhas ser sorteada e na sequeéncia ser substituida por uma azul (X; = 1).

Para n = 2 temos duas situacoes:

1. uma das trés bolinhas vermelhas dentro da urna ser sorteada e substituida por uma

azul. Representaremos esse passo através da probabilidade:

3

2. a unica bolinha azul dentro da urna ser sorteada e substituida por uma vermelha.

Para esta situagao temos:

1
P(X;=0]X,=1)= .

Caso a segunda situagao ocorra, nosso experimento volta ao estado inicial e serd dado
como encerrado. Se a primeira situacao ocorrer, continuamos o sorteio dando inicio ao
terceiro passo, e assim por diante. Supondo que a quantidade de bolinha azul dentro

da caixa seja k no tempo n ( X, = k), entdo no tempo n + 1 ela serd de k + 1 ou
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k — 1, e suas probabilidades serao respectivamente de P(X,,1 = k+1 | X,, = k) e
P(X,.1=k—1]| X, =k), onde
4—Fk

P(Xop =k+ 1] Xy =k) = ——

k

Assim como acontece no modelo da Urna de Ehrenfest, as bolinhas da cor que esta
em maior quantidade dentro da caixa tende a ser sorteadas e consequentemente serem
substituidas pelas bolinhas da outra cor. O nimero de bolinhas vermelhas (Ny) e o
nimero de bolinhas azuis (N4) tende a se aproximar de um estado de equilibrio onde
Ny ~ Ny ~ 2. Escreveremos as probabilidades de transicao como entradas de uma

matriz 5 x 5, denotada por @ :

01000
10200
Q=020 30
00201
00010

Observe que () possui as mesmas propriedades da Matriz (5.1) descrita no capitulo
anterior. Para que () satisfaca as condigoes do Teorema 2, vamos dar uma nova regra ao

Nnosso sorteio:

e Antes de sortear uma bolinha, joga-se dois dados. Caso ambas as faces voltadas
para cima scja 6, nenhuma bolinha sera retirada da urna, rcalizando assim um novo
langamento dos dados. Para quaisquer resultados diferentes do que foi imposto no

langamento dos dados, o sortcio de uma bolinha deve ocorrer.
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Sendo assim, a matriz () sofre uma modificagdo (proposta em 5.5), tornando-se

2-9 1—3= 0 0 0
1-2-52 2.5 2—% 0 0
Q= 0 3-% 25 i-F 0
0 0 22— 2-& 1-2.4
0 0 0 1-L 2.4

onde € = % é a probabilidade de cair duas faces 6 no lancamento simultaneo de dois
dados.
Logo,
L % 0 0 O
5w om 00
Qe=| 0 £ L B 0
0 0 F % i
00 0 2 &%

Vamos agora verificar que (). é regular, ou seja, existe n € N tal que Q7 tem todas as

entradas nao-nulas:

Para n = 2,

Para n = 3,

23
108

a7
162

221
324

0

205
5832

2057
3888

221
1944

3757
11664

0

2
81

359
648

13
162

221
648

0

121
972

1073
11664
949
1458

221
3888

221
2916

a7
162

a7
324

37

54

17
324

a7
162

a7
972
1241
2916
83
729

1241
2916

17
972

0
221
648

13
162

359
648

81

221
2916

221
3888

949
1458

1073
11664

121
972

0

221
324

a7
162

23
108
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Para n =4,

12547 359 5015 221 3757
104976 13122 52488 13122 52488

6103 90289 2465 26741 3757
52488 209952 26244 69984 52488

Q4 — 65195 1885 1811 1885 65195
€ 104976 13122 2916 13122 104976

3757 26741 2465 90289 6103
52488 69984 26244 209952 52488

3757 221 5015 359 12547
52488 13122 52488 13122 104976

Portanto, Q). é regular e satisfaz as condigoes do Teorema (2). Sendo assim, resolvendo

o sistema Q. w, = w,, temos

L % 0 0 0 Wo Wo
}—g ILS % 0 w1 w1
0 % 1_18 % 0 Wy - Wa
0 0 % ILB % ws W3
00 0 2 & wy wy

que resulta no sistema de equacgoes

1—18wo+§w1+0w2+0w3+0w4:w0
17w0+18w1+ w2+0w3+0w4:w1
Ow0+ UJ1+18U}2—|— w3+0w4:w2

0w0++0 w1+ w2—|— 18u73+ w4:w3

Ow0++0w1++0w2+%w3+%w4:w4

Resolvendo este sistema de equacoes pelo método da substituicao !, e deixando todos

os valores em funcao de wy, temos que w = (wy, 17w0, 123100, 1477,00, wp) e do fato de

wo+w1+w2—|—w3+w4:

17 13 17
w0+IU)0+7w0+Two+w0: ]_

1o leitor interessado ou que ainda tem dividas a respeito de resolucdes de sistemas de equacoes lineares
pode se aprofundar utilizando um bom livro de Matematica do Ensino Médio ou até mesmo livros de
Algebra Linear.
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resulta que wy = %7 Logo,
1 1131 1
We = T 4240 40 9~ | *
17747344717
Vamos agora calcular o tempo estimado para que as quatro bolinhas dentro da caixa
retornem ao seu estado inicial, ou seja, tenhamos todas vermelhas. Utilizando a Equagao

5.4 e supondo que o tempo para a realizacao do sorteio é de 10 segundos, temos que o

tempo médio de retorno para o estado 0 (inicial) é dado por

my = o~ = L — 17 unidades de tempo = 17 - 10 seg = 170 seg ~ 2,83 min.

1

3

Ou seja, caso um professor leve para sua sala de aula este experimento iniciando com
4 bolinhas vermelhas, é possivel que em 1 aula (com duragao média de 50 minutos) os
alunos vejam todas as bolinhas dentro da caixa retornarem ao seu estado inicial.

Repare ainda que, o fato de termos feito uma modificacdo em nosso experimento
(adicionado a regra do langamento de dados onde, caso ambas as faces fossem 6 o sorteio
da bolinha nao seria realizado) e por consequéncia uma modificagdo em nossa matriz de
probabilidade de transicao, fez com que o tempo de retorno aumentasse. Isso se deve ao
fato de que existe a probabilidade de nao efetuarmos o sorteio e as bolinhas permanecerem
em scu estado atual.

Caso essa modificacao em nosso modelo nao existisse, w seria 0 mesmo encontrado em

3, e o tempo médio de retorno seria de
mo = o= = 2% unidade de tempo = 16 unidade de tempo = 16 - 10 seg = 160 seg ~ 2, 7 min.

Para o nosso modelo, iniciando com 4 bolinhas da cor vermelha, e com a modificacao
proposta, pudemos verificar que houve uma diferenca de 1 unidade de tempo (no nosso
caso 10 segundos) para o tempo médio de retorno. E interessante que o professor comente
com seus alunos que, a medida que aumenta a quantidade de bolinhas iniciais no sorteio,

o tempo de retorno aumenta “consideravelmente bem mais”.
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6.2 Uma simulacao para o sorteio de bolinhas

Nesta secao faremos uma simulacao do modelo de sorteio de bolinhas, descrito na
se¢ao anterior, apresentando algumas etapas do processo por meio de fotografias.

Para a realizacao deste experimento foram utilizados materiais de baixo custo, e que
na maioria das vezes, encontra-se disponivel nas escolas (caixa de papelao, papel de cor
preta, tecido, bolinhas de isopor de mesmo tamanho,tinta guaché e dois dados), a Figura
6.2. Utilizou-se também para a realizacdo deste experimento um cronometro (Figura 6.3)

para o registro do tempo para realizagao do nosso modelo.

Figura 6.2: O nosso modelo de urna para o sorteio de bolinhas.

|

Fonte: O préprio autor (2018).

Figura 6.3: Cronometro.

Fonte: O préprio autor (2018).
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Para dar inicio ao nosso experimento, iremos colocar as 4 bolinhas vermelhas dentro

da caixa, deixando de fora as quatro bolinhas azuis (Figura 6.4).

Figura 6.4: Momento inicial do sorteio.

Fonte: O préprio autor (2018).

Antes da realizagao de qualquer sorteio, iremos langar simultaneamente dois dados
(como mostra a Figura 6.5). Caso a face voltada para cima de ambos os dados seja 6, nao
realizamos o sorteio, devendo novamente serem lancados os dados. Em qualquer outra
situacao que ocorra durante o lancamento dos dados, diferente de ambas faces 6, o sorteio

de uma bolinha dentro da caixa deve ser realizado.

Figura 6.5: 1° lancamento simultaneo dos dois dados.

Fonte: O préprio autor (2018).
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Figura 6.6: 1° lancamento de dados realizado.

Fonte: O préprio autor (2018).

Como visto na Figura 6.6 o primeiro langamento simultaneo dos dados resultou nas
seguintes faces: 3 e 1. Logo, devemos realizar o sorteio de uma bolinha da caixa (Figura

6.7).

Figura 6.7: Realizando o 1° sorteio.

Fonte: O préprio autor (2018).
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Figura 6.8: A primeira bolinha sorteada.

Fonte: O préprio autor (2018).

Como era de se esperar, e ja descrito na secao anterior, como todas as bolinhas verme-
lhas iniciam-se dentro da caixa, a unica possibilidade de ocorrer neste primeiro sorteio, é
o de se retirar uma bolinha vermelha de dentro da caixa (como visto na Figura 6.8).

O préximo passo agora € substituir a bolinha vermelha sorteada por uma bolinha azul
( Figura 6.9). A bolinha azul vai para dentro da caixa, enquanto a vermelha fica do lado

de fora (Figura 6.10).

Figura 6.9: 1* substituicao das bolinhas.

Fonte: O préprio autor (2018).
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Figura 6.10: Apos a substituicao da 1* bolinha.

Fonte: O préprio autor (2018).

Figura 6.11: O 2° langamento simultaneo dos dados.

Fonte: O préprio autor (2018).

Apébs a substituicao e reposicao da bolinha de “cor oposta”dentro da caixa, deve-se
realizar um novo langamento de dados (vide Figura 6.11), seguindo as mesmas regras do
inicio do sorteio. Neste segundo lancamento as faces voltadas para cima foram 2 e 5 (como
mostra a Figura 6.12). Sendo assim, realizamos o segundo sorteio de uma bolinha. Agora
nossas probabilidades de sorteio sao as seguintes, levando em conta que temos um total
de quatro bolinhas dentro da caixa (3 vermelhas e 1 azul): % de chance de sortearmos

uma bolinha vermelha e i de chance de sortear a bolinha azul.
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Figura 6.12: 2° lancamento de dados realizado.

Fonte: O préprio autor (2018).

Figura 6.13: 2° sorteio da bolinha realizado.

Fonte: O préprio autor (2018).

Como podemos ver na Figura 6.13, no 2° sorteio foi retirada de dentro da urna uma
bolinha vermelha, que serd substituida por uma bolinha da cor azul ( Figura 6.14). Sendo
assim, agora dentro da caixa haverd 2 bolinhas vermelhas e 2 bolinhas azuis. E para o

préximo sorteio as chances agora sao de 50% para cada cor.
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Figura 6.14: 2? substituicao das bolinhas.

Fonte: O préprio autor (2018).

Figura 6.15: 3° lancamento simultaneo dos dados.

Fonte: O préprio autor (2018).

O nosso sorteio continuou, e no 3° langamento simultaneo dos dados (Figura 6.15) as
faces foram diferentes de 6 e 6, nos permitindo a realizagao do sorteio da bolinha. A 3
bolinha sorteada foi da cor azul. Sendo assim, apds a sua substituicao, a caixa passou a
ter 3 bolinhas vermelhas e 1 bolinha azul, logo para nosso préximo sorteio, as chances de
se retirar uma bolinha vermelha eram maiores. O que nao ocorreu.

Apos o 4° lancamento simultaneo dos dados apresentar faces diferentes de 6 e 6, um

novo sorteio foi realizado. Apesar da probabilidade de se sortear uma bolinha vermelha
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fosse maior (75%), a bolinha que saiu de dentro da urna foi da cor azul. Sendo assim,
esta bolinha azul foi substituida por uma de cor vermelha e a caixa voltou ao seu estado
inicial: com as 4 bolinhas vermelhas dentro da caixa (vide Figura 6.16). Encerrando assim
0 nosso experimento, apdés o cronémetro marcar quase 2 minutos e 15 segundos (como

mostra a Figura 6.17 ).

Figura 6.16: Encerrando nosso sorteio.

Fonte: O préprio autor (2018).

Figura 6.17: Tempo de realizacao do nosso experimento.

Fonte: O préprio autor (2018).

Observacgao: O tempo de quase 2 minutos e 15 segundos, poderia ter sido bem menor

(pois durante a realizagao estavam sendo tiradas fotos, o que atrasava os langamentos
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dos dados e sorteio das bolinhas), quanto poderia ter sido bem maior, caso as cores das
bolinhas ficassem “oscilando” durante o sorteio (hora uma bolinha seria sorteada, hora

uma bolinha azul seria sorteada).

6.3 Sugestao de plano de aula

Apresentamos a seguir uma sugestao de plano de aula para aplicacao do modelo de
sorteio das bolinhas apresentada na se¢ao anterior.

Plano de Aula:

Tema: O sorteio de bolinhas e o tempo médio de retorno para o seu estado inicial.

Objetivos Gerais:

-Interpretar informacoes contidas em enunciados de situacoes-problema, com o obje-
tivo de caracterizar a necessidade de mobilizar o raciocinio matematico;

- Utilizar elementos de matrizes para organizar e justificar a resolucao de situagoes-
problema envolvendo cadeias de Markov.

-Calcular e associar um vetor de probabilidade a situagoes- problema envolvendo ca-
deias de Markov.

-Verificar o tempo médio de retorno ao estado inicial de um experimento ou situacao.

Objetivos Especificos:

- Adquirir conhecimentos béasicos sobre probabilidade, em particular, da probabilidade
condicional;

-Adquirir conhecimentos béasicos sobre matrizes;

- Saber expressar, por meio de matrizes, situacoes relativas a cadeias de Markov;

-Introduzir o conceito de matrizes estocasticas;

- Saber resolver sistemas de equacoes lineares

- Compreender o significado das cadeias de Markov;

- Conhecer e compreender o problema da irreversibilidade dos gases (modelo da urna
de Ehrenfest);

-Compreender o modelo do sorteio de bolinhas e sua relacdo com o modelo da urna

de Ehrenfest.
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Contetudo:

- Nogoes de probabilidade;

- Matrizes: Representacao de uma matriz, operagoes com matrizes, representacao
matricial de sistemas lineares, matrizes estocasticas;

- Cadeias de Markov: processos estocésticos, processos de Markov, matriz das proba-
bilidades de transigao, matrizes regulares, vetor de probabilidade a longo prazo;

Metodologia:

- Aula expositiva do contetido proposto;

- Apresentacao do problema da irreversibilidade dos gases;

- Apresentagao do problema do sorteio das bolinhas;

- Realizagao do experimento “sorteio das bolinhas”, para verificagdo do tempo médio
de retorno para o estado inicial.

Recursos Didaticos:

- Quadro, giz e sala de informatica.

Recursos materiais:

- Caixa de papelao;

- Papel (na cor preta);

-TNT (na cor preta);

-Bolinhas de isopor (todas de mesmo tamanho);

-Tintas guaché: nas cores vermelho e azul,

-2 dados.

Avaliacao:

- Observagao da participagao do aluno na resolucao dos problemas sugeridos;

-Observagao da participagao do aluno na construcao e realizacao do sorteio das boli-
nhas;

- Entrega de relatério referente as atividades em sala de aula.
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Conclusao

Sabemos o quanto a Matematica ¢ mal interpretada por boa parte de nossos alu-
nos, e isto se deve, na minha opiniao, pelo fato de que muitos enxergam a Matematica
como a disciplina do “decorar formulas”, e nao entendem o significado de tais resultados, o
que acarreta em grandes defasagens e até mesmo num trauma com a disciplina. O profes-
sor deve entao buscar ferramentas para tornar as aulas mais atrativas e significativas para
o seu aluno, mostrar que a Matematica pode sim ser aprendida e nao simplesmente de-
corada. Uma dessas ferramentas que o professor pode utilizar é a associacao do conteiudo
ensinado com o cotidiano do aluno, ou algo que mesmo nao sendo do seu cotidiano, que
lhe desperte interesse.

A autora sendo professora do ensino basico, durante a elaboracao de todo este tra-
balho, buscou associar todo o contetido aprendido com o conteido que leciona aos seus
alunos. Desta maneira, e através de conversas com o seu orientador, pensou-se no modelo
do sorteio de bolinhas. Este experimento, que é uma inspiracao na urna de Ehrenfest,
visa a aprendizagem dos conceitos previstos no Curriculo do Estado de Sao Paulo para
o 2° ano do Ensino Médio na disciplina de Matematica, além de explicar os conceitos
matematicos envolvidos por trds de um problema da Fisica.

Dessa forma, espera-se que os alunos possam adquirir conceitos bésicos (ou até mesmo
avancados) de probabilidade, matrizes, resolucao de sistemas de equagoes lineares, além
de introduzir os conceitos (basicos) de matrizes estocésticas e cadeias de Markov. Espera-
se ainda que, as dificuldades quanto aos conteidos trabalhados sejam sanados e que os
alunos apresentem uma melhora quanto a forma que enxergam a disciplina de Matemaética
e sintam-se motivados a buscar novos desafios ou explorar outros temas da area.

Mesmo nao sendo possivel a aplicacao em sala de aula do modelo do sorteio de boli-
nhas durante a elaboracao deste trabalho, a autora acredita que nao encontraria grandes
dificuldades para a sua execugao, pois como ja foi dito, boa parte do conteido necessario
estd previsto para o 2° ano do Ensino Médio e os materiais utilizados para a elaboragao

de tal modelo sao todos de baixo custo.
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