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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre as fungoes hiperbdlicas, e seu desenvolvimento foi relizado
através da analogia com as fungoes trigonométricas circulares, contando um pouco de historia
das fungoes hiperbdlicas desde seu surgimento. Apresenta uma proposta que visa introduzir
este contetido na matriz curricular de matematica no Ensino Médio, mais precisamente para
alunos da 3* série do Ensino Médio, bem como aplicagoes como por exemplo a catenéria e onde
ela estd presente, isso se deu através de fotografias onde se usa catenaria no planeta Terra. Tal
estudo seria possivel, haja vista que os alunos ja possuem o conhecimento de algumas fungoes
e também o conhecimento de homotetia, trabalhado no Ensino Fundamental, bemo como o
conhecimento das secgoes conicas, especificamente a hipérbole e essa insercao facilitaria a

continuidade do estudo de tais fungoes em alguns cursos de nivel superior.

Palavras chave: Funcoes Hiperbdlicas, Educagao Matematica, Catenaria, Ensino Médio,

Aplicacgoes.



Abstract

This work is a study on hyperbolic functions, and it has been developed through analogy
with circular trigonometric functions. This dissertation tells a brief story on hyperbolic
functions since its establishment. This work aims to introduce the proposed content in the
Mathematics curriculum programme, more precisely for the 3rd grade of High School, as
well as hyperbolic functions applications, for instance on pictures of planet Earth’s catenary
trajectory. Such a study would be possible based on the fact that students already have
knowledge of trigonometric functions, and also the knowledge of homothety, which is taught
in Elementary School. The knowledge in conic sections, specifically the hyperbole, and the
proposed insertion would facilitate the continuity of such functions study in higher education

courses.

key words: Hyperbolic Functions, Mathematics Education, Catenary, High school, Ap-

plications.
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CapiTULO 1

Introducao

Neste trabalho faremos uma exposicao didatica acerca da construcao das funcoes hiperbodlicas
e também sobre sua aplicabilidade a certos problemas fisicos que iremos ver no decorrer do
trabalho, como por exemplo, a catenaria. Também dissertaremos sobre as analogias que

existem entre as propriedades das funcoes hiperbdlicas e as das fungoes trigonométricas.

Textos que oferecem paralelos histéricos tendem a creditar o desenvolvimento das fungoes
hiperbdlicas ao matemético do século XVIII Johann Lambert. Implicito neste fato é a su-
gestao de que Lambert e outros estavam interessados nas fungoes hiperbdlicas, a fim de
resolver problemas como prever a forma da catenaria. O drama dos primeiros anos das
fungoes hiperbdlicas sao muito mais complicados do que essas linhas de enredo conforme

Barnett (2004) escreveu em sua dissertacao de mestrado.

“Lambert observara em diversos pontos em Memdire(1761) que estava muito
interessado em desenvolver a analogia entre as duas classes de fungoes, a circular
versus hiperbdlica, tanto quanto possivel sem o uso de quantidades imaginarias,
e é a representagao geométrica (que é a parametrizagao) que lhe fornece um meio

para este fim.”(BARNETT, 2004)

Por mais que a principal razao de Lambert considerar as func¢oes hiperbdlicas em 1768
fosse simplesmente para simplificar os calculos envolvidos na solugao de triangulos, Lambert
percebeu claramente que nao havia necessidade de definir novas funcoes para essa finalidade;
tabelas de logaritmos de valores trigonométricos apropriados poderiam ser usadas para ser-
vir o mesmo fim. Mas, ele argumentou, este foi apenas um uso possivel para as fungoes

hiperbdlicas em matemaética.



O tnico exemplo que ele citou a esse respeito foi a simplificacao de métodos de solugao
para equagoes. No entanto ele citou que outro matematico do século XVIII havia investigado

e estudado, este matematico era Vincenzo de Riccati.

Riccati primeiro tratou fungoes hiperbdlicas em seus dois volumes Opuscula ad res phy-
sicas et mathematicas pertinentium(1757-1762). Neste trabalho, Riccati empregou uma
hipérbole para definir fungoes que ele chamou de “sinus hyperbolico”e “cosinus hyperbolico”
fazendo isso de maneira analoga ao uso de um circulo para definir fungoes “sinus circulare”e

“costnus circulare” .

Na obra denominada Institutiones analyticae(1765-1767), escrito com a ajuda de Girolamo
Saldini, Riccati foi além do que ja havia sobre a teoria das fungoes hiperbdlicas, incluiu as
formulas de adicao e outras identidades para func¢oes hiperbdlicas nas quais iremos abordar

neste presente trabalho e sua relagao com a fungao exponencial.

Embora algumas das ideias em Institutiones de Riccati de 1765-1767 também apareceram
em 1761 no Memdire de Lambert, nao podemos afirmar que Riccati estava construindo
o trabalho de Lambert. Publicacoes anteriores de Riccati sugerem apenas que ele estava
familiarizado com a analogia entre as fungoes circulares e hiperbdlicas algum tempo antes de

Lambert se deparar com a ideia, e certamente nao mais tarde.

Por outro lado, embora o primeiro trabalho de Riccati tenha sido publicado varios anos
antes de Memdire de Lambert, aparentemente Lambert nao estava familiarizado com o tra-
balho de Riccati na época. Provavelmente, ambas as motivacoes parecem ter sido muito

diferentes para trabalharem com as fung¢oes hiperbdlicas.

Além disso, Lambert parece ter sido nao muito convencional em dar crédito aos colegas ao
desenharem seu trabalho. De fato, Lambert creditou a Ricatti por desenvolver a terminologia
“seno hiperbolico”e “cosseno hiperbdlico” quando ele utilizou estes nomes pela primeira vez
em sua obra Observations trigonometriques de 1768. Assim, aparentemente, parece que
foram apenas esses novos nomes e talvez a ideia de usar essas fungoes para resolver equagoes,
que Lambert utilizou do trabalho de Riccati, achando-as uma nomenclatura adequada para
dados matematicos que ele ja havia desenvolvido dentro de uma linha de histéria de sua

propria criagao.
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Von Braunmiihl disse em 1903 em sua obra denominada Historia da Trigonometria que:

“Na verdade, Gregory St. Vincent, David Gregory e Craig, através da quadratura
da hipérbole equilatera, erigiram os fundamentos para as fung¢oes hiperbdlicas,
mesmo sem saber do fato, Isaac Newton tocou nos paralelos entre o circulo e
a hipérbole equilatera, e de Moivre parecia ter alguma compreensao que, subs-
tituindo o real pelo imaginario, o papel do circulo ¢ substituido pela hipérbole
equildtera. Usando consideragdes geométricas Vincenzo Riccati (1707-1775) foi o
primeiro a encontrar a teoria das fungoes hiperbdlicas, como foi reconhecido pelo

proprio Lambert.”

Por mais que a quantidade de reconhecimento que Lambert ofereceu a Riccati possa ser
valorizada aqui, € interessante que Von Braunmiihl possa ter discutido o trabalho de Lambert

sobre as fungoes hiperbodlicas, sem mencionar mais Riccati, haja vista que ele disse o seguinte:

“Esta teoria das funcoes hiperbodlicas é apenas de interesse para nés, na medida em
que veio em uso no tratamento de problemas trigonométricos, como foi abordado

primeiramente por Lambert.”

Lambert foi motivado pelo estudo das fungoes triogonométricas nos interesses matematicos
a partir do momento que eles foram se evoluindo, embora seus interesses ultrapassassem o
proprio século em que estavam. O fato é que os trabalhos de Lambert, especialmente aqueles
sobre a geometria nao euclidiana, foram estudados por seus sucessores matematicos imedi-
atos, pois eram de mais facil acesso, pois é mais amplamente disponivel e possui traducoes
para varios idiomas utilizando uma linguagem mais simples do que a de Riccati, por isso

torna mais facil contar a historia de Lambert para o estudo das funcoes hiperbdlicas.

O fato é que, desde a antiguidade se estuda as funcoes hiperbdlicas e seus respectivos
elementos, por isso abordar seu conceito histérico e suas defini¢oes para alunos do ensino
médio se torna importante, e por este motivo iremos desenvolver algumas propriedades e
mostraremos alguns resultados, para propormos uma maneira de trazer para o universo da

sala de aula.
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E fato que, no terceiro ano do Ensino Médio, os alunos ja viram outros tipos de fungoes,
tais como, polinomial do primeiro grau, quadratica, exponencial, logaritmica, modulares e tri-
gonométricas, desta forma, nao vemos restrigoes para a apresentacao das func¢oes hiperbdlicas
neste estagio, a fim de que os alunos possam ampliar seus conhecimentos em elementos im-
portantes que nao sao vistos, a comecar pelas proprias fungoes trigonométricas circulares, os

quais podem causar duvidas neles pelo simples fato de se chamarem circulares.

Este trabalho é organizado com as defini¢coes de homotetia e transformagoes de tensao,
para que no préximo momento seja apresentado as fungoes hiperbodlicas e suas propriedades,
chegando aos resultados que iremos utilizar para elaborar uma proposta de aplicacao destas
fungoes no Ensino Médio, cabendo ao professor de cada classe fazer as adaptacoes necessarias

para uma melhor aprendizagem dos alunos.
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CapriTULO 2

Homotetias e transformacao de tensao

Neste capitulo vamos explorar os conceitos de homotetia e transformacao de tensao para

embasar o estudo que faremos sobre as propriedades das funcoes hiperbodlicas.

2.0.1 Homotetias

Dizemos que homotetia é uma ampliacao, positiva ou negativa, de qualquer ente geométrico,
como por exemplo, segmentos de retas, figuras planas, figuras espaciais entre outros. A
homotetia é um tipo de transformacao geométrica que ira alterar o tamanho de uma figura,
porém preserva sua forma e seus angulos. Para solucionar tais problemas iremos apresentar

algumas defini¢oes e suas demonstragoes.

Estas defini¢oes que iremos apresentar encontram-se em um livro para o 9° ano do Ensino
Fundamental, ou seja, desde essa etapa do desenvolvimento do aluno ele ja se depara com

principios que poderao dar fundamento e base para o aprendizado sobre funcoes hiperbdlicas.

Dante, em sua obra denominada Projeto Telaris: Matemadtica, aborda a homotetia da

seguinte forma:

Propriedade 2.0.1. Chamaremos de homotetia com centro O e razao k positiva toda trans-
formagao que leva o ponto P (distinto de O) a um tnico ponto P’ da semirreta O?, de
modo que OP' = k.OP. Ao ponto P’ damos o nome de imagem (ou homotético) do ponto P

sequndo essa homotetia.

Figura 2.1: Semirreta



Seguindo a ideia de Dante, agora veremos algumas propriedades de homotetia.

Propriedade 2.0.2. Em uma homotetia, um segmento de reta é levado a outro segmento de

reta paralelo ao primeiro.

P'Q)' € paralelo o PQ
Q'R’ ¢ paralelo & QR

Figura 2.2: Segmento homotético

Propriedade 2.0.3. A imagem de um angulo por meio de uma homotetia € outro angulo

congruente ao original.

Figura 2.3: Angulos congruentes através da homotetia

Propriedade 2.0.4. Em uma homotetia com centro O e razao k, a razao entre a medida
do homotético de um segmento e a medida do proprio segmento € sempre igual a k, razao da

homotetia.

A homotetia da Figura 2.4 tem centro O e razao k = 3, pois OP' =3-OP,0OR' = 3-OR,

e assim por diante.
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Figura 2.4: Segmentos proporcionais

ip 45cm Q.

Veja agora as razoes:

P'Q 45 _
PQ 15 3
Q'R 3

QR 1 3

O termo homotetia foi usado pela primeira vez por Michel Chasles. Em 1829, perante
a Academia de Bruxelas, expos sua descoberta de principios gerais de geometria: dualidade
e homografia. Ampliando-os, escreveu em 1837 sua apreciacao histérica sobre a origem e o
desenvolvimento dos métodos em geometria. Foi professor de mecanica e geodésia de Escola
Politécnica de Paris (1841) e mais tarde de geometria superior na Sorbonne. E conside-
rado um dos maiores geometras de todos os tempos, tendo feito importantes contribuicoes a
ciéncia.

Felix Klein foi um dos pioneiros no estudo da geometria baseada em grupos de trans-
formacoes. Na sua conferéncia “FErlanger Programm” mostrou como o conceito de grupo
podia ser usada para caracterizar diferentes geometrias. De acordo com Klein, homotetias
e semelhangas formavam um grupo denominado de grupo principal da geometria euclidiana
e as isometrias eram um subgrupo das semelhancas, pois nao alteram as propriedades das

figuras.

Maquinas copiadoras, zoom de celular e maquetes, fazem ampliagoes ou redugoes geral-

mente utilizam a ideia de homotetia como principio de seu funcionamento.

Propriedade 2.0.5. Dados um ponto O no plano e um nimero real positivo k, se A € um
outro ponto no plano, transformaremos o ponto A no ponto A" no segmento de reta OA de
modo que 00_1;11' = k, esta transformacao serd chamada de transformagao homotética, o ponto

O serd o centro de homotetia e k serd o raio homotético.

18



Figura 2.5: Transformacao homotética
o A A
@ —o—e

o A A
@ © @
(b)

Se k> 1, temos que OA" > OA.
Se k <1, temos que OA' < OA.

Claramente podemos notar que, se k = 1 teremos que OA" = OA.

Em uma transformacao homotética, toda figura F serd transformada em uma figura F”,

similar a F, portanto, se k < 1, F' é maior que F’, sendo assim, se k > 1, I’ € maior que F.

Figura 2.6: Figuras homotéticas
(]
Uma transformagao homotética altera os comprimentos de todos os segmentos de reta no

plano por uma razao constante, a razao homotética k. Também altera as areas de todas as

figuras pela razao constante k2, ou seja, o quadrado da razao homotética.

Figura 2.7: Figuras homotéticas

[

;F-
N

I

Labigld

L
i
—xr
. 4

Exemplo: Inscrever em um determinado triangulo retangulo ABC' um retangulo BDEF
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onde os comprimentos desses lados estejam em uma determinada razao.

Figura 2.8: Triangulo retangulo ABC

A
F E
F —E
c
B D'

Resolugao: Primeiramente, vamos construir um retangulo arbitrario BD'E’'F’, com os
comprimentos de seus lados na razao dada e tal que, o vértice D' e F’ estao respectivamente
nos lados BC' e AB do triangulo dado. Seja F o ponto de intersecao do segmento BE' e
do lado AC' do triangulo. E fcil mostrar que a transformacao homotética com B como
sendo o centro homotético e k = % como sendo a relacao homotética que ira transformar o
retangulo BD'E’'F’ no retangulo requerido. A partir disso, podemos facilmente construir o

retangulo desejado, conforme mostra a Figura 2.8

2.0.2 Transformacoes de Tensao

Seja [ uma reta contida no plano e P um ponto da reta [ do plano. Iremos transformar

o ponto A no ponto A’, ambos contidos no plano, de forma que A’ esteja em PA, que é

pA

1 = k, sendo k uma constante positiva, logo, todo ponto na

perpendicular a reta [ e ainda

reta [ estard fixo pela transformacao.
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Figura 2.9: Retas no plano
e A
A tA

——
P B
A reta [ é chamada de eizo de tensdo, enquanto k é chamado de coeficiente de tensao.
Se k > 1, temos que PA" > PA (aumento) e também que se k < 1 entao PA’ < PA
(compressao).
Uma figura F' é transformada por uma tensao em uma nova figura F’, que geralmente

nao é semelhante a F'. Na figura abaixo (Figura 2.10) temos k = %, ou seja:

PA _ PB _

P1A PB

Wl

Figura 2.10: Transfomacao de tensao

A
B

A ! B‘

: ;

Algumas propriedades de tensoes sao andlogas as propriedades de transformacoes ho-

motéticas, assim sendo, abordaremos algumas a seguir.

Propriedade 2.0.6. Uma reta € transformada por tensao em uma reta.

Demonstra¢ao. Suponha que uma tensao tenha um eixo [ e um coeficiente k£ e seja m uma
reta qualquer. Se m é paralela a [ e d a distancia até [, entao m sera transformada em uma

reta m’ paralela a [ com distancia kd de [.
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Figura 2.11: Transformagao de tensao

<<
<

I
¢V PQ
Por outro lado, suponha que m e [ se interceptam, digamos no ponto O. Durante a
transformacao de tensao, o ponto O permanece fixo. Seja A um ponto qualquer, diferente de
O na reta m, e seja A’ o ponto em que A é transformada pela tensao. Entao PA" = k.PA.
Seja B outro ponto na reta m e B’ o ponto de encontro da reta m’ com o segmento B(Q) que

possui comprimento de B a reta [. Pelo teorema de Tales, os triangulos OQB e OPA sao

semelhantes, e os triangulos OQB’ ¢ OPA’ sdo semelhantes, consequentemente:

QB _ pA'

QB ~ PA

:k,

temos QB’' = k.QQB. Portanto nesta tltima equacao podemos notar que a transformagcao de

tensao, transforma o ponto B no ponto B’.

Desde que B seja um ponto arbitrario da reta m, esta reta sofreu uma transformacao de

tensao pela reta OA’, que chamamos de reta m/'. H

Propriedade 2.0.7. Transformacdo de tensdao transforma retas paralelas em retas paralelas.

Demonstracao. Sejam as retas m e n no plano e paralelas entre si, logo elas nao possuem
ponto de intersecao, neste caso as retas m’ e n’ nas quais m e n sao transformadas por
tensdo, também nao possui pontos em comum (de modo que um ponto em comum a m’ e n’
s6 poderia resultar de um ponto em comum as retas m e n), isso mostra que as retas m’ e n’

s6 poderao ser paralelas.
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Figura 2.12: Transformagao de tensao

Note que se ¢ e ¢’ sao os angulos formados pela reta original m e a reta m’ com o eixo

de tensao [, assim observe que:

/_ PA _ kPA _ 1. PA _
tany’ = 55 = %5 = k.55 = k.tany.

Logo, estas retas paralelas (que interceptam [ com o mesmo angulo ¢) sao transformadas em

retas paralelas (interceptando [ com o mesmo angulo ¢'). ]

Propriedade 2.0.8. As proporc¢oes de comprimentos de segmentos de retas situados na

mesma reta permanecem inalterados pela transformacao de tensao.

o / ! ~ ~ 7.
Demonstracao. De fato, g—g = g,—g/, logo as proporgoes sao validas. O

Figura 2.13: Segmentos de retas

Propriedade 2.0.9. Uma transformacao de tensao altera a drea de qualquer figura plana,
aumentando ou diminuindo sua drea de acordo com uma constante k, chamada de coeficiente

de tensao.
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Demonstracao. Seja F' uma figura no plano, considere uma linha de grade em formato de
pequenos quadrados cujos lados sao paralelos ou perpendiculares ao eixo de tensao. A area de
F é aproximadamente o nimero de quadrados contidos em F' multiplicado pela area de cada
quadrado. Os quadrados sao transformados por tensao em uma linha de grades de retangulos,
cujas areas sao obtidas multiplicando-se as dreas dos quadrados por uma constante & (Dois
lados paralelos do quadrado nao sao multiplicados, ja os outros paralelos serao multiplicados
por k). O ntimero de retangulos em F’ serd igual ao nimero de quadrados em F',| e a drea
de F’ é aproximadamente o nimero de retangulos contidos em F’ multiplicado pela drea do

retangulo. Consequentemente a drea de F’ é igual a area de F' multiplicada por k. n

Figura 2.14: Area de figuras planas

A | |
: = T
1] "'
F
T =25
- 1 B | "_' e
- =
 § LD Fl
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CapriTULO 3

Funcoes Hiperbdlicas

Neste capitulo iremos construir as funcgoes hiperbdlicas. Para tal, os conceitos e proprie-
dades das transformacoes de tensao e das homotetias apresentadas no capitulo anterior sao

imprescindiveis. Posteriormente definiremos o conceito de rotacao hiperbdlica.

3.0.1 Hipérbole sob alguns pontos de vista

Iremos agora definir formalmente a hipérbole sob o ponto de vista da geometria analitica,

para podermos utilizé-la no decorrer deste trabalho.

Definigao 3.0.1. A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano tais que o modulo da
diferenca das distancias a dois pontos fizos € constante e menor que a distancia entre eles,
ou seja, o valor absoluto da diferenca de suas distancias a dois pontos fizos Fy e Fy (focos),

do mesmo plano, é uma constante (2a), onde 2a < d(Fy, F3).

|d(P, F}) — d(P, F»)| = 2a

Figura 3.1: Hipérbole




Vamos agora estudar alguns elementos dessa hipérbole

Figura 3.2: Hipérbole

FieFy: focos, a distancia entre estes focos é igual a 2¢ e é chamado de distancia focal.

O: Centro da hipérbole, é o ponto médio da distancia entre os focos.

AjeAsy: sao os vértices da hipérbole.

Fizo real ou transverso: é o segmento A; A, e seu comprimento é igual a 2a.

Fizo imagindrio ou conjugado: é o segmento By Bs, cujo comprimento é 2b.

Note que do triangulo retangulo B;OA,, obtemos pelo Teorema de Pitagoras a relacao
notavel: ¢? = a? + b

Para cada conica (elipse, pardbola e hipérbole) existe um ndmero ¢, chamado de ex-
centricidade, que determina a forma de cada uma delas, no caso da hipérbole, existe uma

relacao de proporcionalidade entre a excentricidade e a abertura da hipérbole, quanto maior

a excentricidade, maior é a abertura da hipérbole e vice-versa.

A excentricidade é definida pela relacao:
e=%<(e>1)

Para o presente trabalho iremos utilizar apenas a hipérbole com centro na origem e reta
focal coincidente com o eixo OX e a hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OY.

A seguir vamos definir as assintotas de uma hipérbole.
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Na figura a seguir, onde temos uma hipérbole, observe um retangulo cujos lados serao
2a e 2b. As retas que chamaremos de r; e ro que contém as diagonais desse retangulo sao
chamadas de assintotas da hipérbole, e a distancia de um ponto P da hipérbole a assintota

tende para zero quando o ponto P da hipérbole se afasta para o infinito.

Figura 3.3: Hipérbole

Como as duas assintotas acima passam pela origem, suas equagoes serao do tipo:
y = +mx, onde m é o coeficiente angular da reta y,

satisfazendo
m = tan#, sendo # o angulo formado pelo eixo = e a reta r;.
Logo por trigonometria no triangulo retangulo,
Y= :i:gx.

Assim vimos a hipérbole sob o ponto de vista analitico, e apresentamos a definicao na geo-
metria analitica. Agora utilizaremos alguns desses resultados para posteriormente definirmos

o conceito de rotacao hiperbdlica.

No que segue, vamos estudar a hipérbole sob um outro ponto de vista. De fato, considere

o grafico de uma curva cuja equacao é dada por:

y=2ouzy=acoma#0
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Esta curva também é chamada de hipérbole.

Figura 3.4: Hipérbole

Facilmente é possivel observar que, quanto maior o valor absoluto de x, menor serd o
valor absoluto de y, e vice-versa. Isto é, se x — oo, entao y — 0 e se y — oo, entao

z — 0.

A hipérbole é composta por dois ramos, um no primeiro quadrante e outro no terceiro

quadrante (se a > 0).

Ao analisarmos geometricamente, a equacao algébrica zy = a possui uma interpretacao
simples baseada na hipérbole vista como uma curva. De fato, seja M um ponto qualquer da
hipérbole, entao a area do retangulo M QOP sera a, pois independentemente do ponto M

temos:
Smgop = OP.PM =z.y = a.

Chamando o retangulo M QO P de coordenadas do ponto M, podemos dizer que a hipérbole
€ o lugar geométrico dos pontos que se situam mo primeiro e terceiro quadrantes do sistema

de coordenadas cujos retangulos de coordenadas M, My, Mo, ... possuem uma dada drea.

A hipérbole possui um centro de simetria, e os dois ramos da hipérbole sao simétricos
em relagao a origem O dos eixos coordenados. Assim, os eixos de simetria sao as retas aa
e bb que dividem os eixos coordenados conforme temos na Figura 3.5 abaixo. De fato, os
retangulos MQOP e M;(Q)10, P, possuem areas iguais, analogamente, os retangulos M QO P

e Ms@Q20, P, também possuem areas iguais.
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Figura 3.5: Hipérbole

Usualmente o centro de simetria O e os eixos de simetria aa e bb sdo chamados de centro
e eixos de simetria da hipérbole, os pontos A e B onde a hipérbole intecepta os eixos de

simetria sao chamados de vértices da hipérbole.

3.0.2 Rotacao Hiperbdlica e propriedades

Considere a hipérbole zy = a, e aplique a transformacao de tensao sob seus eixos com o eixo
x e com o coeficiente k. Durante esta transformacao a hipérbole zy = a é transformada na
hipérbole xy = ka, na qual a abscissa x de todos os pontos permanece inalterado, enquanto

a ordenada y resulta em ky.

Figura 3.6: Hipérbole

Agora vamos aplicar outra transformacao de tensao, sob seus eixos com o eixo y e com
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o coeficiente Durante esta transformacao, a hipérbole xy = ka sera transformada na

x| =

hipérbole zy = %, ou seja, ry = a, a ordenada y de todos os pontos permanece inalterado,

T

enquanto a abscissa x resulta em 7. Desta forma podemos observar que duas sucessivas

tensoes no plano com os respectivos eixos, o eixo x e o eixo y, e com os respectivos coeficientes

ke %, transformam a hipérbole xy = a nela mesma.

A aplicagao sucessiva destas duas tensoes resulta numa transformacao que é conhecida
como rotagao hiperbolica. O termo rotacao hiperbdlica esta relacionado ao fato sob em tal
transformacao, todos os pontos da hipérbole “deslizam”ao longo da curva, assim, o ponto M
primeiro serd transformado em M, e depois M; é transformado em M’, isto é, o efeito da

rotacao hiperbdlica é transformar o ponto M da hipérbole no ponto M’ da mesma hipérbole.

A seguir, tem-se as seguintes propriedades da rotacao hiperbdlica:

Propriedade 3.0.1. Uma rotacao hiperbdlica transforma uma reta em uma reta.

Demonstracao. Segue da Propriedade 2.0.6. O]

Propriedade 3.0.2. Uma rotacao hiperbélica transforma os eizos coordenados (as assintotas
da hipérbole) nelas mesmas ( desde que, as duas tensées que constituem a rotagao hiperbolica

tranformam cada eizo de coordenadas neles mesmos).

Demonstracao. Segue da Propriedade 2.0.6. O]

Propriedade 3.0.3. Uma rotagao hiperbdlica transforma retas paralelas em retas paralelas.

Demonstracao. Segue da Propriedade 2.0.7. O

Propriedade 3.0.4. Uma rotagao hiperbolica nao altera as proporgoes de comprimentos de

segmentos de retas situados na mesma reta.

Demonstracao. Segue da Propriedade 2.0.8. O

Propriedade 3.0.5. Uma rotacao hiperbolica nao altera as dreas das figuras no plano.

Demonstragao. Utilizando o resultado da Propriedade 2.0.9., temos, como resultado da pri-
meira tensao, todas as figuras tém suas areas multiplicadas por k, e como resultado de uma

segunda tensao elas sao divididas por k. O]
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Um fato importante que devemos observar é que, por meio de uma rotagao hiperbdlica
adequada, é possivel transformar qualquer ponto da hipérbole em qualquer outro ponto no

mesmo ramo da hipérbole.

De fato, a primeira transformacdo de tensdo, transforma os pontos (x,y) da hipérbole
xy = a nos pontos (z, ky) da hipérbole zy = ka, e a segunda tensdo transforma os pontos

(7, ky) da hipérbole 2y = ka nos pontos (f,y) da hipérbole original.

Definicao 3.0.2. Uma reta que interceptar a hipérbole em dois pontos é chamada de secante

de uma hipérbole.

Esse segmento de uma secante cujos pontos extremos estao na hipérbole é chamado de
corda da hipérbole. Existem dois tipos de secantes de uma hipérbole; aquele que intercepta
apenas um ramo da hipérbole e aquele que intercepta ambos ramos (Fig.3.7). Aqui iremos

considerar a secante do primeiro tipo e retas paralelas a ela (Fig 3.8).

Entre essas retas paralelas a hipérbole, teremos algumas que cruzam a hipérbole em dois
pontos, algumas que nao irao cruzar,e finalmente, algumas que irao cruzar em apenas um

ponto a hipérbole, no qual chamaremos de reta tangente a hipérbole.

Figura 3.7: Retas que cruzam a hipérbole

y
/1
v
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Figura 3.8: Retas paralelas e uma hipérbole

Propriedade 3.0.6. Uma rotacao hiperbilica ira transformar a corda UV da hipérbole na

corda U'V', conforme mostra a Figura 3.9.

Como a rotacao hiperbdlica transforma o ponto M da hipérbole no ponto M’ da hipérbole,

entao a tangente da hipérbole no ponto M é transformada na tangente do ponto M’.

Figura 3.9: Rotacao hiperbdlica

X

Demonstra¢ao. Considere a corda UV na qual é paralela a tangente no ponto M (Figura 3.9).
A corda UV é transformada na corda U'V’, enquanto uma reta paralela a UV que possui o
ponto M, em comum com a hipérbole é transformada em linha reta paralela a U'V’ tendo

apenas um ponto, M’ em comum com a hipérbole, ou seja, a tangente no ponto M’. O]

Propriedade 3.0.7. Se uma reta é tangente a uma hipérbole, entao o ponto de tangéncia

divide o segmento cujas extremidades estao nas assintotas da hipérbole em duas partes iguais.
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Figura 3.10: Ramo da hipérbole e retas

W V)

o = L Lo

Demonstracao. A reta aa que divide o angulo formado pelos eixos coordenados é um eixo
de simetria da hipérbole (Figura 3.10). Seja A o vértice da hipérbole, entao esse vértice A
divide o segmento de reta KgLy em duas partes iguais, Ky e Ly sao os pontos onde a reta
tangente em A intercepta o eixo x e o eixo y. Agora seja M um ponto da hipérbole diferente
do ponto A; denotaremos por L e K, respectivamente, os pontos de interseccao da tangente
de M com os eixos x e y. Vamos aplicar as rotacoes hiperbdlicas com as transformacoes do
ponto A no ponto M. Esta rotagao transforma o segmento KyLy no segmento K L, assim,

M é o ponto médio do segmento K L. O

Propriedade 3.0.8. A drea do triangulo formado por uma tangente a hipérbole e os eixos

de coordenadas € o mesmo para todas as tangentes.

Demonstracao. Seja o triangulo KOL formado pela tangente do ponto M na hipérbole e o
eixo de coordenadas, considere uma rotagao hiperbdlica na qual transforma o ponto M no
ponto A e o triangulo KOL no triangulo KoOL ( os pontos A, Ky, e Ly como na propriedade
acima), temos que Saxor, = Sak,0Ly, 1510 €, a drea do triangulo K OL nao depende da escolha

do ponto M. O

Através das propriedades vistas anteriormente, segue que uma hipérbole pode ser definida
como sendo o lugar geométrico dos pontos médios desses segmentos de retas que, em conjunto

com os eixos coordenados, formam certos triangulos cujas areas sao dadas (Fig. 3.11).
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Figura 3.11: Triangulos formados na hipérbole

Propriedade 3.0.9. Os pontos médios de uma série de cordas paralelas de uma hipérbole

se encontram em uma unica reta que passa pelo centro da hipérbole.

Figura 3.12: Cordas paralelas e uma hipérbole

e




Demonstrag¢ao. Seja UV uma corda qualquer da hipérbole (Figura 3.12), seja S o seu ponto
médio e T o ponto onde a reta OS intercepta a hipérbole, aplicando a rotacao hiperbdlica na
qual transforma o ponto 7" no vértice A da hipérbole. Esta transformacao transforma a reta
OT no eixo aa da hipérbole, e a corda UV na corda UyV, na qual divide o eixo de simetria
aa, mas isto sé é possivel se UyVy for perpendicular a aa. De fato, suponha que UyVj nao seja
perpendicular a aa (Figura 3.13). Vamos desenhar as cordas UyZ e VoW perpendicular a aa.
Desde que a reta aa seja o eixo de simetria da hipérbole, Uy ZVyW sera um trapézio isésceles
tendo aa como um eixo de simetria (UyW = V,Z). Mas o eixo de simetria de um trapézio
nao pode cortar a diagonal UyVy (portanto, VpSy = SoR < SolUp), que é uma contradicao.
Agora, todas as cordas paralelas a UV sao transformadas em cordas paralelas a Uy, e todos
os pontos médios dessas cordas estao na reta aa. Assim, segue que todos os pontos médios

das cordas paralelas a corda UV estao na reta OT'.

]

Uma reta que passa pelo centro da hipérbole é chamada de diametro da hipérbole. (Isto é
analogo a definicao de diametro de um circulo, a reta passa pelo centro, aqui consideraremos
sendo uma reta e ndo meramente um segmento de reta.)

O diametro da hipérbole que corta varias cordas paralelas serd chamado de diametro
conjugado destas cordas. No presente trabalho, trataremos os raios de uma hipérbole como
sendo qualquer um dos dois segmentos de um diametro, determinados pelo centro da hipérbole
e os pontos de intersegao do diametro com a hipérbole. (Isto é, o raio da hipérbole ¢é definido

analogamente ao raio do circulo.)

Figura 3.14: Circulo

AT
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Note que o circulo (Figura 3.14) possui propriedades andlogas a propriedade das hipérboles:
Os pontos médios de uma série de cordas paralelas de um circulo se encontram em uma unica
reta que passa pelo centro do circulo. De fato, é verdade que o didmetro do circulo é perpen-

dicular a todas essas cordas.

Propriedade 3.0.10. As retas que passam pelos pontos de extremidade de uma determinada
corda da hipérbole e sao paralelas as assintotas, se cruzam no diametro conjugado a essa

corda.

Figura 3.15: Hipérbole e cordas da hipérbole

y

Demonstracao. Seja UV uma corda da hipérbole, S é o ponto médio e T o ponto de intersecao
dareta OS com a hipérbole (Figura 3.15). Vamos aplicar a rotagao hiperbdlica transformando
o ponto T no vértice A da hipérbole. Durante esta rotagao a corda UV serd transformada
na corda UyVj perpendicular ao eixo aa (Veja a demonstragao da propriedade anterior). As
retas UR e VR sao paralelas as assintotas e serao transformadas nas retas UyRy e VR,
ambas paralelas as assintotas (veja as propriedades 3.0.2 e 3.0.3). Desde que a reta aa seja
um eixo de simetria da hipérbole e bissetriz do angulo formado pelas assintotas, o ponto de
intersecao Ry da reta UyRy com a reta VyR, estda na reta aa. Com isso, segue que o ponto

de intersecao R das retas UR e V R estd no diametro OT'. [

Propriedade 3.0.11. As retas tangentes a uma hipérbole nas extremidades de uma deter-

minada corda se cruzam no diametro conjugado a esta corda (Figura 3.16).

36



Figura 3.16: Hipérbole e cordas da hipérbole

Demonstracao. A demonstracao desta propriedade é analoga a demonstracao da propriedade

anterior. O

Note que o circulo possui uma propriedade analoga: As retas tangentes a um circulo nas
extremidades de uma determinada corda se cruzam no diametro desse circulo perpendicular

a essa corda(Fig. 3.17).

Figura 3.17: Retas e um circulo

3.0.3 Hipérbole unitaria

Anteriormente definimos a hipérbole como sendo a curva que tem como equacao ry = a, e 0s
eixos coordenados sao as assintotas da hipérbole. Agora iremos mostrar que a equagao desta
hipérbole pode ser escrita em um novo sistema de coordenadas no qual os eixos da hipérbole

sao considerados como sendo os eixos coordenados.
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Figura 3.18: Hipérbole e seus elementos

Y
Q -
La

4
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Sejam M um ponto na hipérbole, e seja Ozy o sistema de coordenadas originais, e X e
Y o novo sistema de coordenadas. Iremos agora derivar formulas relacionando x,y e X, Y.
Seja N a projecao do ponto M no eixo O'X, e sejam P, () e K, L as projecoes de M e N no

eixo original x,y. Portanto, temos:

OP = OK — PK = ONcos45° — N M cos45°
0OQ =OL+ LQ = ONcos45° + N M cos45°.

Temos que OP = OK — PK e como a reta X é bissetriz do 1° quadrante dos eixos xy
entao o angulo NOK = 45°. O triangulo OK N ¢é retangulo em K, logo, pelas propriedades

de trigonometria no triangulo retangulo, temos que:
c0s45° = 8—§ <= OK = ONcos45°,

desde que os eixos da hipérbole xy = a formem um angulo de 45° com as assintotas da

hipérbole. Mas OP = z,ON = X, e NM =Y consequentemente, obtemos:

\/TE,y:(X—i—Y)ﬁ. (3.1)

r=(X-Y) )

Se o ponto M estiver abaixo do eixo aa, dizemos que esta na posicao M7, entao temos:

1= 0P, = OK, + K P, = ON;ycos45° + N1Mjcos45° =
X2 4 (—Y))¥2,
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y1 =00Q, =OL; — Q1L; = ON;cos45° — N1M;cosdb® =

X = (1)

Desse modo temos que:

S

r= (X = YV)L,y— (X + V)%

Portanto se substituirmos na equacao xy = a, obteremos:

(X?2-Y?.i=a

X2 -Y? =2q,

que ¢é a equacao de nossa hipérbole no novo sistema de coordenadas.

A hiperbole X? — Y? = 1, quando escolhemos a = % ¢ chamada de hiperbole unitaria.
Observe que esta equacao é analoga a equagao do circulo unitario, que é o circulo com centro

na origem e raio 1:
X2+Y?2=1

No sistema original de coordenadas, a equacao da hipérbole unitédria serd xy = %, desde

1

que a = 3.

3.0.4 Funcoes Hiperbdlicas, Identidades e comparacao com funcoes
trigonométricas

Vamos mostrar o desenvolvimento das funcoes hiperbdlicas, cuja teoria se assemelha com a

teoria das fungoes trigonométricas. A fim de enfatizar a analogia, vamos realizar a exposicao

primeiramente sobre a teoria das funcoes trigonométricas e depois sobre a teoria das fungoes

hiperbdlicas.

Considere o circulo unitério (Figura 3.19):

X2+y?2=1
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Figura 3.19: Circulo Unitario

Y

Se M é um ponto pertencente ao circulo unitario, temos que a medida do angulo «, dado
em radianos, entre os raios OA e OM, sera definido pelo comprimento do arco AM, ou

também, pelo dobro da drea do setor AOM determinado pelo arco AM e os raios OA e OM.

Sob o ponto M no circulo unitario, tracemos uma perpendicular M P ao eixo Ox, com P
pertencendo a reta OA. No ponto A construa uma reta tangente ao circulo unitario, e seja
N o ponto de intersec¢ao dessa tangente com a reta OM. Os comprimentos dos segmentos

PM, OP e AN, serao iguais ao seno, cosseno e tangente do angulo «, ou seja:
PM = sena; OP = cosa; AN = tana.
Agora considere a hipérbole unitaria (Figura 3.20):

X2 -Y?2=1.

Figura 3.20: Hipérbole Unitéaria

Se M ¢é um ponto pertencente a hipérbole unitaria, entao a medida do angulo hiperbdlico
t entre os raios OA e OM é definido como sendo o dobro da area do setor AOM determinado
pelo arco AM da hipérbole e pelos raios OA e OM. Lembre-se que t nao muda com a rotacao

hiperbdlica do setor AOM, como vimos na Propriedade 3.0.5.
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Pelo ponto M na hipérbole unitaria, trace uma perpendicular M P ao eixo Oz, com P
pertencendo a reta OA. A reta OA é um eixo de simetria da hipérbole e o ponto A é o
vértice da hipérbole. No ponto A trace uma reta tangente a hipérbole, e seja N o ponto de

interseccao da tangente com a reta OM.

Os comprimentos dos segmentos PM, OP e AN sao chamados, respectivamente, seno hi-

perbdlico, cosseno hiperbdlico e tangente hiperbdlica do angulo hiperbdlico ¢, e escreveremos:

PM = sinht; OP = cosht; AN = tanht.

Sabe-se que as funcoes trigonométricas variam de maneira periddica, as funcoes seno e
cosseno possuem periodo igual a 27, e a fungao tangente possui periodo igual a 7. Entretanto
as fungoes hiperbodlicas nao sao periddicas. O angulo hiperbdlico ¢ pode assumir valores de
0 até oo. Tendo em vista a definicao do angulo hiperbdlico, isso equivale a dizer que para
cada nimero positivo existe algum setor hiperbdlico AOM cuja area é igual aquele niimero.
Para provar isto, vamos considerar um angulo arbitrario AOM; cuja abertura sera t;. Vamos
aplicar a rotacao hiperbdlica que transforma o ponto A no ponto M, depois tranformando
o ponto M; num ponto Ms, depois transformando o ponto M, num ponto M3, depois trans-
formando o ponto M3 num ponto My, e assim por diante. Segue da Propriedade 3.0.5, que
as areas dos setores AOMy, M1OMs, MyOMs, M3sODMy, ..., sao iguais, consequentemente os
angulos hiperbolicos AOM;, MiOMsy, MyOMs, MsOMy, ..., sdo iguais a ty,2tq, 3ty, 4tq, ...,
respectivamente. Portanto, existem angulos hiperbdlicos arbitrariamente grandes. O ponto
M da hipérbole varia de A para My, M; para Ms, e assim por diante, o angulo hiperbdlico
t varia de 0 para t;, de t; para 2t;, e assim por diante, consequentemente existem angulos
hiperbdlicos de qualquer magnitude positiva. Lembre-se que um angulo hiperbélico nao é um

angulo comum.
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Figura 3.21: Angulos hiperbdlicos

X

De acordo com a definicao de fungoes hiperbolicas apresentada, fica claro que o angulo
hiperbdlico t varia de 0 a oo, sinht varia de 0 a 0o, cosht varia de 1 a oo, e tanht varia
de 0 a 1. Analogo as funcoes trigonométricas, podemos considerar funcoes hiperbdlicas com
angulos negativos (AOM;); o angulo AOM; é definido como —t1, onde t; é o dobro da area

do setor AOM;. Logo teremos:

senh(—t;) = —M; P, = —senhty,
cosh(—t;) = OP, = coshty,

tanh(—t;) = —N1 A = —tanht,.
Observe o grafico das fungoes hiperbdlicas:

Figura 3.22: Grafico das funcoes hiperbdlicas

y
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Note que senh(0 = tanh0 = 0 e cosh0 = 1, que é andlogo a sen0 = tan0 = 0 e cos0 = 1.

Vamos mostrar algumas identidades trigonométricas fundamentais e depois as correspon-

dentes identidades nas fungoes hiperbdlicas.

Pela semelhanca de triangulos, os triangulos OPM e OAN sao semelhantes (Figura 3.19),

assim temos que:

AN  PM
OA OP’

Mas é—JX = tana, desde que o raio OA = 1, entao:

PM _sena
OP  cosa’
Assim obteremos:
seno
tana = . (3.2)
coso

Temos ainda que as coordenadas do ponto M no circulo sao OP = X e PM =Y, desde

que a equacao do circulo unitario for X2 +Y? = 1, segue que:

OP*+ PM* =1
ou

2

cos’a + sen*a = 1. (3.3)

Dividindo ambos os lados da identidade (3.3), primeiramente por cos*a (desde que cosa #

0) e depois por sen?a (cosa # 0), obteremos outras duas férmulas:

1

1 +tan’a = P (3.4)
) 1
cot“a + 1= m (35)
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Agora vamos mostrar as formulas trigonométricas da soma de dois angulos.

Figura 3.23: Circulo trigonométrico

Sob uma rotacao sobre o ponto O, vamos transformar os raios OA e OM do circulo para
os raios OA" e OM’, respectivamente (Figura 3.23). Além disso, os segmentos PM e OP
serao transformados por esta rotagao nos segmentos P’M’ e OP’, respectivamente. M'P’ é
claramente perpendicular ao raio OA’. Seja a = angulo AOM , entao, desde que P’M' = PM
e OP' = OP (lembre-se a rota¢ao nao altera os comprimentos dos segmentos), poderemos

utilizar as equagoes sena = PM e cosa = OP para obter:

sena = P'M’,

cosa = OP'.

Agora, sejam os angulos AOM = a e MOM' = 3 (Fig. 3.24)
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Figura 3.24: Angulos do circulo trigonométrico

Nos pontos M e M’ trace as perpendiculares M P e M'Q’ em OA. Além disso, no ponto

M’ trace a perpendilucar M'P" em OM, e no ponto P’ trage as perpendiculares P'D em
M'Q) e PPK em OA. Assim obteremos

sena = PM, cosae = OP;

senf3 = P'M’', cosp = OP';
sen(a+ ) = QM
cos(a+ ) = 0Q.

Os triangulos OPM e M'DP’ sdo semelhantes, pois os angulos MOP e P'M’'D sao
congruentes (os lados desses angulos sdo mutuamente perpendiculares).

Claramente,

sen(a+ 3) =QM = KP' + DM,
cos(a+ ) =0Q =OK — DP'.

Pela semelhanga dos triangulos OPM e OK P'":

KP'  PM . or
or —onm T M=o M
OK oOP OP'
or ~on Y =om OF
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Pela semelhanca dos triangulos OPM e M'DP’:

DM’ OP P
=~ DM = -OP
PM'— OM o ¢
DP'  PM P'M
=« DP = - PM.
PM'— OM OM

Observe que:
PM = sena, OP = cosa,

P'M ,
O = senf, %:cosﬁ,

donde,

sen(a + ) = sena cosf + cosa senf,

cos(a + B) = cosacosff — senasenf3.

(3.6)
(3.7)

Todas as outras formulas de fungoes trigonométricas seguem dessas férmulas apresentadas,

por exemplo:

sen(a+ ()  senacosf + cosasenf3

t = =
anfe+ 6) cos(a+ ) cosacosf — sena senf3

Dividindo o numerador e o denominador por cosacos(3, obtemos:

tana + tanf
t = .
anfa + B) 1 4 tanatanp

Se f = «, pelas férmulas (3.6), (3.7) e (3.8) obtemos:
sen2a = 2senacosa,

cos2a = cos*a — sen’a,
2tana

tan2a = —————.
1 —tan«

Pelas férmulas (3.6), e (3.7), obteremos:
sena = sen(a + f)cosf — cos(a + B)senf,

cosa = cos(a + B)cosf + sen(a + B)senp.
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Se nestas ultimas duas formulas substituirmos a + 8 por a e a por o — 3, teriamos:

sen(a — ) = senacosf — senf3 cosa, (3.12)
cos(aw — ) = cosacosf + sena senf3. (3.13)
E dividindo (3.12) por (3.13), obteremos:

tana — tanf
t _B) =
anfa = B) 1+ tanatanp

(3.14)

Vamos expressar sena , cosa e tana em termos de tans. Pelas formulas anteriores, temos

que:
sens 1 2tans
sena = 2sen— - cos— = 2 2 . cos?> = 2tan= - — = 2 (3.15)
2 cos$ 2 2 —5w 1+tan?3
2
2a 2a
sen s 1 1 —tan5
cosa = cos?= — sen?= = cos?— (1 — 2 ) =——(1- tan?S) = " 2 (3.16)
2 2 2 cos*5 —rw 2 1 +tan?s
e
2tans
tana = ———2—. 3.17
1 —tan?% (3:17)

2

Agora iremos mostrar algumas identidades satisfeitas pelas fun¢oes hiperbdlicas.

Pela semelhanca de triangulos, os triangulos OPM e OAN sao semelhantes (Fig. 3.20),

assim temos que:

AN PM
OA OP’

Mas ’g—JX = tanh t, desde que o raio OA = 1, entao:

PM B senht
OP  cosht’
Assim obteremos:
senht
tanht = . 3.18
an cosht ( )
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Temos ainda que as coordenadas do ponto M da hipérbole sao OP = X e PM =Y, e

como a equacao da hipérbole é X? — Y2 = 1, segue que:

OP? — PM? =1,
ou

cosh®t — senh*t = 1. (3.19)

Dividindo ambos os lados da identidade (3.19), primeiramente por cosh?t e depois por

senh®t, obteremos outras duas férmulas:

1 — tanh?t = (3.20)

cosh?t’

coth’t — 1 =

. 3.21
senh?t ( )

Agora vamos mostrar as formulas da soma de dois angulos de funcoes hiperbdlicas.

Figura 3.25: Angulos hiperbdlicos

y Y
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Aplicando uma rotacao hiperbdlica, vamos transformar os raios OA e OM da hipérbole
nos raios OA" e OM’ (Figura 3.25). Os angulos das hipérboles AOM e A’OM’ serédo iguais
devido as propriedades de rotagao da hipérbole. Chamaremos esses angulos de t. Além
disso, os segmentos PM e OP serao transformados por esta rotagao nos segmentos P'M’' e
OP', respectivamente. Sejam M e M pontos nos quais M P e M’'P’ intersectam a hipérbole.

Temos M P = PM, desde que OA seja um eixo de simetria da hipérbole, e M'P’ = P

Em outras palavras, as cordas MM e MM’ sdo conjugadas do diametro OP e OPF’,

respectivamente.

As equagoes senht = PM e cosht = OP podem ser escritas da seguinte forma:

ne— EM = OF
senht =~ cosht = ==,
desde que OA = 1.
Vamos provar que
PM OP
senht = o4 cosht = oA (3.22)

Através de cada um dos pontos M e M’ vamos construir um segmento de reta paralelo
a assintota Oz e através dos pontos M e M’ um segmento paralelo a assintota Oy (Figura
3.25) Isto segue da propriedade demonstrada anteriormente, onde os pontos de intersecc¢ao

R e R/, estao nos diametros OA e OA’, respectivamente.

Os triangulos MRM e M’ R'M sio triangulos retangulos, desde que as assintotas Oz e
Oy sejam perpendiculares. Assim os pontos P e P’ sao pontos médios das hipotenusas destes
triangulos. Usando o teorema da geometria plana que afirma que estes pontos médios das

hipotenusas sao equidistantes dos vértices dos triangulos, teremos:
PM = MP = RP,
PM' =MP =RP

Portanto,

ht—RP ht—OP
sen —OA,cos =04
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Assim, teremos:
RP RP"  P'M' OP OF
OA  OA  OAOA 0OA"

Agora temos dois angulos hiperbdlicos, AOM =t e MOM' = u (Figura 3.26)

Figura 3.26: Angulos hiperbdlicos

Y

Y *

AL

3 § aPK @ X

Pelos pontos M e M’ trace as perpendiculares M P e M'Q) em OA. Agora, através do
ponto M’ construa a corda M M conjugada a OM e seja P’ o ponto de interseccao de M M
com OM. Pelo ponto P’ trace as perpendiculares P'D a M'QQ e PK a OA. Assim nés
obtemos:

senht = PM, cosht = OP;
P’ OP'
senhu = O coshu = O
senh(t +u) = QM', cosh(t + u) = OQ.
Os triangulos OPM e OK P’ sao semelhantes, desde que, visto que ambos sao triangulos

retangulos e possuem um angulo em comum.

Os triangulos OPM e M'D P’ sao semelhantes, sao dois triangulos retangulos e podemos
mostrar que M OP = P'M'D. Seja a reta M'R paralela a assintota Oy da hipérbole que
intercepta o diametro OM no ponto R e o eixo OA no ponto S. Assim sendo QM’S =
QSM’' = 45°. Além disso, P’M'R = M'RP', desde que P'M’ = RP'. Mas,

MOP = M'SQ — SRO = M'SQ — M'RP/,
P'M'D = SM'Q — RM'P",
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assim sendo, MOP = P'M'D.

Claramente temos:

senh(t +u) =QM' = KP'+ DM,

cosh(t +u) = 0Q = OK + P'D.

Pela semelhanca dos triangulos OPM e OK P’ obtemos,

KP' PM ., or
OF ——OM<:>KP _OM-PM
OK OoP OP’
OP,:—OM:)OK:OM-OP.

e pela semelhanca dos triangulos OPM e M'DP’, obtemos,

DM’ OP P'M
=~ «— DM = .OP

P M OM OM

P'D PM P'M
= «— P'D= - PM.

P M OM OM

Observe que, de

PM = senht, OP = cosht,
P/M/
OM

/
= senhu, 8—; = coshu,

obteremos,

senh(t + u) = senht coshu + cosht senht,

cosh(t + u) = cosht coshu + senht senhu.

(3.23)
(3.24)

Todas as outras férmulas de fungoes hiperbdlicas seguem dessas formulas apresentadas.

De fato:

senh(t+u)  senht coshu + cosht senhu

tanh(t + u) = =

cosh(t +u)  cosht coshu + senht senhu’
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Dividindo o numerador e o denominador por cosht coshu, obtemos

tanht + tanhu
tanh(t = . 3.25
anh(t + ) 1 + tanht tanhu (3:25)
Se u = t, pelas férmulas (3.23), (3.24) e (3.25) obtemos:

senh2t = 2senht cosht,

(3.26)
cosh2t = cosh®t + senh’t, (3.27)
2tanht
tanh2t = ——. 3.28
N (3.28)
Pelas férmulas (3.23), e (3.24), obteremos:

senht = senh(t + u) coshu — cosh(t + u) senhu,

cosht = cosh(t 4+ u) coshu — senh(t + u) senhu.

Se nestas ultimas duas féormulas substituirmos ¢ + u por t e ¢t por t — u, teremos:

senh(t — u) = senht coshu — senhu cosht,

(3.20)
cosh(t — u) = cosht coshu — senht senhu, (3.30)
e dividindo (3.29) por (3.30), obteremos:
tanht — tanhu
tanh(t —u) = 1 — tanht tanhu

(3.31)
Agora vamos expressar senht , cosht e tanht em termos de tanh%

riores, temos que:

. Pelas férmulas ante-

+ " senht ¢ t 1 2tanhi
senht = 2senh— - cosh— = 2 2. cosh®~ = 2tanh - T ST
2 coshs 2 2 —5y 1 —tanh?;
2
t t t senh*% 1 t 1 + tanh*L
_ 2 2t _ 2 2\ _ 22\ =_—_"""2
cosht = cosh 5 + senh 5= cosh 3 (1 + cosh%) = COS}LM (1 +tanh 5) =1 tanhQ%’
2
e
2tanht
tanht = T tanht fanh?L’ (3.32)
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E possivel notar que, na derivacao das féormulas de adicao para as fungoes hiperbdlicas,
nao foi essencial medir o primeiro angulo ¢ do eixo de simetria OA da hipérbole; quase
exatamente como acima, é possivel derivar as férmulas (3.23) e (3.24) para uma posi¢ao
arbitraria do diametro OA. De fato, se na Figura3.27 tomarmos os angulos AOM e MOM’

como os angulos t e u, respectivamente, entdao M P e M’'P sao conjugados de OA, e M'P’ é

um conjugado de OM.

Figura 3.27: Angulos hiperbélicos

Assim sendo,

ht—PM ht—OP

senht = —=, cosht = >,
Lo PM o OP
senhu = —5r, coshu = =,
M/

senh(t +u) = QO—A’
cosh(t—i—u):%,

que implicam as féormulas (3.23) e (3.24), como acima.

3.0.5 Forma analitica

Vamos considerar a hipérbole unitéria de equacao X? —Y? = 1 e seja M um ponto arbitrario

dessa hipérbole. Vamos chamar o angulo hiperbélico AOM de t. As coordenadas dos pontos
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M e A relativo ao sistema de coordenadas cujos eixos coincidem com os eixos da hipérbole

sao dados por:

OP = cosht,
PM = senht,
OA=1,AA=0.

Figura 3.28: Angulos hiperbdlicos

As coordenadas desses mesmos pontos no sistema de coordenadas cujos eixos coincidem

com as assintotas da hipérbole sao determinadas pelas férmulas vistas na Se¢ao 3.0.3, a saber:

OQ = (cosht — senht)
OR = (cosht + senht)
OK = (1 —0)¥2 = ¥2,

2

OL=(1+0)¥ =

Y

I

Vel el

o

Além disso, é facil mostrar que as areas dos trapézios curvilineos QK AM e RLAM sao
iguais e que cada uma possui a mesma area que o setor hiperbdlico OAM , pois, pela definicao

de hipérbole, as areas dos retangulos coordenados dos pontos M e A sao iguais, isto é,

SoouMR = SOKAL-

Consequentemente
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Sorxam = Soxam — Soxar + Sogmr = SrrAm-
Assim, uma vez que Sanoq = %SOQMR e SAas0K = %SOKAL, temos
Samoq = Sasok.
Portanto
Sorxam = Sorxam — Saaok + Samog = Soam-

Mas, pela definicao de angulos hiperbdlicos, vista anteriormente,
Soam = 3t;
logo,

SorAm = SrrAm = %t

Como a hipérbole unitaria tem a equacao xy = % relativa ao sistema de coordenadas cujos

eixos coincidem com as assintotas, teremos o seguinte resultado:

1 OK
SoxAM = 510356 (w)
V2
1 <
= _loge 2

2 (cosht — senht) \/75

1
= —3 log, (cosht — senht),

consequentemente,

1
-t = —§loge(c05ht—senht)

—t = log.(cosht — senht).

Analogamente, temos
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1 OR
Srram = = log, (—>

2 OL
1 1 (cosht + senht)%§
R 2

2

1
— 3 log, (cosht + senht),

consequentemente,

1
—t = §loge(cosht+senht)

t = log.(cosht 4 senht).

Estas formulas que acabamos de ver, estabelecem algumas relagoes entre as fungoes hi-

perbdlicas e logaritmos na base e. Por estas férmulas obtemos

cosht — senht = e,
cosht + senht = ¢,
consequentemente,
e +et
cosht = ———
2 7
t_ ot
senht = S
2
Temos ainda que
senht
tanht =
cosht
ot — et
tanht = ———.
et +e-t

Estas trés formulas acima nos fornecem expressoes analiticas para as fungoes hiperbdlicas,
as quais sao frequentemente tomadas como as defini¢oes das fungoes hiperbdlicas no ensino

superior. Ainda sobre estas trés formulas, podemos facilmente mostrar todas as identidades
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das funcoes hiperbdlicas vistas anteriormente, aqui irei mostrar apenas a identidade cosh?t —

senh’t = 1.
De fato,
t —t\ 2 t =t 2
cosh’t — senh’t = i _ (=
2 2
B 6215_{_2_‘_67215 €2t_2_|_672t —1
N 4 4 -
logo,

cosh’*t — senh’t = 1.
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CapriTULO 4

Aplicacao de Funcoes Hiperbdlicas no

Ensino Médio

No Brasil hé diferentes formas de se ensinar Mateméatica. A definicao de quais contetdos
ensinar e do que ¢ desejado que os estudantes saibam ¢é influenciada por diferentes referéncias.
Buscando solucionar a questao, o Ministério da Educagao (MEC) propos criar a base nacional
comum dos curriculos (BNCC), um documento de cardter normativo que define o conjunto
organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao

longo das etapas e modalidades da Educacao Basica.

A Base deve nortear os curriculos dos sistemas e redes de ensino das Unidades Federativas,
como também as propostas pedagdgicas de todas as escolas ptblicas e privadas de Educacao

Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio, em todo o Brasil.

A Base estabelece conhecimentos, competéncias e habilidades que se esperam que todos
os estudantes desenvolvam ao longo da escolaridade basica. Orientada pelos principios éticos,
politicos e estéticos tracados pelas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacao Bésica, a
Base soma-se aos propositos que direcionam a educacao brasileira para a formagao humana

integral e para a construcao de uma sociedade justa, democratica e inclusiva.

A LDB/96, ao considerar o Ensino Médio como ltima e complementar etapa da Educagao
Basica, e a Resolucao CNE /98, ao instituir as Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio, que organizam as areas de conhecimento e orientam a educacgao a promocao de valores
como a sensibilidade e a solidariedade, atributos da cidadania, apontam de que forma o
aprendizado de Ciéncias e de Matematica, ja iniciado no Ensino Fundamental, deve encontrar

complementacao e aprofundamento no Ensino Médio.



Nessa nova etapa, em que ja se pode contar com uma maior maturidade do aluno, os
objetivos educacionais podem passar a ter maior ambicao formativa, tanto em termos da
natureza das informacoes tratadas, dos procedimentos e atitudes envolvidas, como em termos

das habilidades, competéncias e dos valores desenvolvidos.

Segundo os PCN’s, as finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como

objetivos levar o aluno a:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que permitam a ele

desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagao cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matematicos a situacoes diversas, utilizando-os na inter-

pretacao da ciéncia, na atividade tecnologica e nas atividades cotidianas;

e analisar e valorizar informacoes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferramen-
tas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe permita expressar-se criticamente

sobre problemas da Matematica, das outras areas do conhecimento e da atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, de comunicacao,

bem como o espirito critico e criativo;

e utilizar com confianga procedimentos de resolucao de problemas para desenvolver a

compreensao dos conceitos mateméaticos;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situacoes matematicas e valorizar a precisao

da linguagem e as demonstragoes em Matematica;

e cstabelecer conexoes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o conhe-

cimento de outras areas do curriculo;
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e reconhecer representagoes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando procedi-

mentos associados as diferentes representacoes;

e promover a realizacao pessoal mediante o sentimento de seguranca em relagao as suas

capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e cooperagao.

Mais amplamente integrado a vida comunitaria, o estudante da escola de nivel médio ja
tem condigoes de compreender e desenvolver consciéncia mais plena de suas responsabilidades

e direitos, juntamente com o aprendizado disciplinar.

No nivel médio, esses objetivos envolvem, de um lado, o aprofundamento dos saberes
disciplinares em Biologia, Fisica, Quimica e Matematica, com procedimentos cientificos per-
tinentes aos seus objetos de estudo, com metas formativas particulares, até mesmo com

tratamentos didaticos especificos.

De outro lado, envolvem a articulacao interdisciplinar desses saberes, propiciada por vérias
circunstancias, dentre as quais se destacam os contetdos tecnolégicos e praticos, ja presentes
junto a cada disciplina, mas particularmente apropriados para serem tratados desde uma

perspectiva integradora.

Além disso, considerando um aluno da 32 série do Ensino Médio, e o fato que o mesmo
tem o direito de aprender sobre as conicas, apds este assunto é possivel o professor fazer uma
abordagem sobre fungoes hiperbdlicas, pois ja estudaram trigonometria na 22 série do Ensino
Médio.

O professor pode conceituar tal assunto, abordado no capitulo anterior e relacionar com

o cotidiano dos alunos, onde varias instalacoes utilizam o grafico de uma fungao hiperbdlica.

Acreditamos que é importante que os alunos tenham um primeiro contato com este novo
assunto, pois grande parte dos cursos de nivel superior possuem alguma disciplina que con-
tenha Caélculo e consequentemente utilizam o estudo de funcoes hiperbdlicas. Desta forma
a seguir, sugerimos um modelo que o professor podera seguir para introduzir essa classe de

funcoes aos alunos.
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4.0.1 Modelo de aplicagcao no Ensino Médio

O estudo sobre propriedades da hipérbole pode ser mais amplo, nao precisamos nos restringir
apenas ao estudo analitico. Desta forma, estamos propondo uma maneira de ampliar a
exploracao de tal conteido, a qual terd como publico alvo alunos da 32 série do Ensino
Médio.

Partindo-se do pressuposto de que os alunos sao construtores do préprio conhecimento e
de que essa construgao dar-se-a através da interagao entre alunos, professor e ambiente onde
se vivem, o professor deixa de ter o papel de mero transmissor de conhecimentos para ser
também o mediador entre o conhecimento matematico e os aprendizes, a fim de estimular os
alunos a comunicar suas ideias matematicas, explicando seus raciocinios e defendendo seus

pontos de vista. Tal dinamica é parte imprescindivel do processo de ensino e aprendizagem.

Saber lidar com as diferencas é outro ponto importante para o professor. Para ensinar
as fungoes hiperbdlicas o professor deve se atentar ao nivel de conhecimento de sua turma, e

fazer algumas adaptacoes pode ser essencial para conseguir os objetivos tracados.

O planejamento do seu trabalho deve se iniciar pelas leituras sobre a Historia da Ma-
tematica, referentes ao nosso contetido. Para iniciar o professor pode fazer uma breve ex-
planacao da Histéria da Matematica, citando os matematicos Johann Lambert, Vincenzo de
Riccati, Von Braunmiihl e sua obra denominada Historia da Trigonometria, Felix Klein, Mi-
chel Chasles, Bernoulli e familia, Huygens. Estes célebres matematicos foram citados neste

trabalho.

Apés fazer este atento para a Historia da Matemaética, o professor devera revisar as pro-
priedades de homotetia, pois os alunos ja tiveram contato anteriormente com este contetdo,
e apés esta revisao o professor devera explicar a rotacao hiperbdlica e suas propriedades,

como foram abordados neste trabalho.

Depois sugere-se que se inicie a apresentacao das funcoes hiperbdlicas, fazendo sempre
analogias com a teoria das fungoes trigonométricas, a exemplo do que foi aqui exposto. Fi-
nalmente podera mostrar a forma analitica das funcoes hiperbdlicas, e caso haja necessidade,
o professor podera revisar os logaritmos naturais, o nimero e para os alunos poderem com-

preender de forma ampla os conceitos abordados.
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Dando sequéncia a apresentacao do conteido, e visando justificar a importancia do estudo
de tais fungoes, bem como mostrar a conexao entre os saberes, o professor podera exemplificar,
buscando na rede mundial de computadores imagens onde se utilizam o principio das fungoes

hiperbdlicas, como a catenaria. A seguir, elencamos alguns destes exemplos.

Matematicos do século XVII concentraram sua atencao no problema da catendria quando
Jakob Bernoulli colocou como um desafio em 1690 em Acta Eruditorum no qual ele resolveu
o problema da is6crona, que consistia em construir a curva ao longo da qual um corpo caira

na mesma quantidade de tempo de qualquer posicao inicial.

Além disso, com o surgimento da energia elétrica, houve a necessidade de criar as linhas
de transmissao, nas quais temos cabos suspensos presos a dois postes distantes um do outro,
os quais assumem a forma de uma catendria, curva esta definida através da fungao cosseno
hiperbdlico. De fato, observa-se que um cabo fléxivel com densidade uniforme, pendurado
entre dois pontos, sob a a¢ao de seu préprio peso, onde o seu ponto minimo é (0,a), com

a > 0, tem sua equacgao igual a:
— z
y = a.cosh?.

A catendria também serve de inspiragao para a arquitetura e a engenharia, suas aplicagoes

sdo muito uteis. A seguir, vemos alguns exemplos onde se utiliza a catenaria nestas areas.

Figura 4.1: Catenaria

Catenaria

{ comprimentos =

Fonte: Alhadas 2013

O arco abaixo é chamado Gateway Arch, o qual possui a forma de catendria e sua altura
¢ de 192 metros. Esta localizado no estado americano do Missouri, e foi uma homenagem ao

presidente Thomas Jefferson.
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Figura 4.2: Gateway Arch em Saint Louis

Fonte: Alfa Connection

Este proximo exemplo é um classico, uma corrente sustentada por dois postes verticais.

Figura 4.3: Corrente fixa por dois postes

Fonte: Alfa Connection

Varios artistas e arquitetos também utilizava a catendria em suas obras, como por exemplo

o arquiteto espanhol Antonio Gaudi (1823 - 1926).
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Figura 4.4: Arcos na Basilica da Sagrada Familia em Barcelona

Fonte: Alfa Connection

Figura 4.5: Arco catenario, casa Mila

Fonte: Alfa Connection

A catendria também é utilizada para funcoes que nao estao associadas apenas ao contexto

artistico-arquitetonico, conforme ilustram os exemplos a seguir.
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Figura 4.6: Fornos para ceramica resistentes a altas variagoes de temperaturas

Fonte: Alfa Connection

O teto do aeroporto internacional de Dulles foi construido a partir de translacao da
catendria e usado como cobertura, este modelo de telhado é muito importante tanto este-
ticamente como para a sua estrutura, pois aumenta a estabilidade, flexibilidade e da mais
firmeza a estrutura, também dispersa os ruidos rapidamente, o que é tao necessario em um

aeroporto.

Figura 4.7: Dulles Internacional Airport

Fonte: Alfa Connection

Um ultimo exemplo que podemos observar com relagao as aplicagoes da catenaria é sua
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utilizagao em atividades odontoldgicas, pois aparece na arcada dentaria dos seres humanos,

constituindo uma forma padrao.

Figura 4.8: Arcada dentdria no ser humano

Fonte: Alfa Connection

Por fim, com o objetivo de fixar os contetdos apresentados, bem como instigar a curiosi-
dade sobre as semelhangas das fungoes hiperbdlicas com as fungoes trigonométricas, podemos

propor a série de atividades a seguir, que pode ser ampliada, a critério do professor.

Atividade 4.0.1. Com o auzilio do software livre GeoGebra, construa o grdfico das fungoes
trigonométricas sent, cost e tant e depois construa os graficos das fungoes hiperbolicas senht,

cosht e tanht.

Solugao: Usando o GeoGebra, vamos esbogar o grifico da funcdo f(z) = senz, g(x) =
coszx e h(x) = tanz, e depois vamos esbogar o grafico da fungao f'(x) = senhz, ¢'(z) = coshz

e por fim h/(z) = tanhz, resultando entao nos seguintes graficos:
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Figura 4.9: Graficos de Fungoes Trigonométricas

4

3

43 T2 03 4 5 b 7T % v ot o foBowu

Atividade 4.0.2. Sabendo que cosht = % e senht = et_;ft encontre a forma analitica

de tanht.
Solugao: Usando cosht = % e senht = et_;ft e sabendo que tanht = iiz}’ﬁ, teremos:
senht
tanht =
cosht
el —et
tanht = ———.
et +et

Atividade 4.0.3. Sabendo que cosht = % e senht = % prove a identidade cosh?(t) —

senh®(t) = 1.

Solugao: Usando cosht = % e senht = et’;ft iremos subtituir em cosh?(t) —senh?(t),
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teremos:

t —t\ 2 t —t\ 2
cosh?t — senh’t = (e +26 ) _(e 26 )

th _|_ 2 + 6_2t e2t _ 2 + e—2t
4 4

logo,
cosh®t — senh*t = 1.
Atividade 4.0.4. Sabendo que senht = /8, calcule o valor de cosht.

Solugao: Sabendo que senht = /8, iremos utilizar a identididade cosh®t — senh?t = 1,

logo:

cosh’t — senh’t = 1

cosh?t — (\/§>2 =1

cosh*t =1+38
cosht = /9
cosht = 3.
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CAPiTULO 5

Consideracoes finais

De acordo com o que foi exposto neste trabalho, entendemos que é possivel fazer a insercao
do estudo das funcoes hiperbdlicas para alunos da 3* série do Ensino Médio, pois nesta
etapa entende-se que eles dominam assuntos como andlise e interpretacao de graficos, fungoes
afim, quadratica, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas circulares, também dominam

as conicas, pois estao compostas no curriculo minimo de Matematica.

Durante este trabalho foi possivel observar que a sequéncia de desenvolvimento aqui
apresentada é realmente necessaria para podermos compreender as fungoes hiperbodlicas, bem
como sua analogia com as fungoes trigonométricas circulares, além de introduzir um pouco da
Historia da Matematica, e a ideia de Vincenzo Riccati de usar os termos “sinus hyperbolico”e
“cosinus hyperbolico”. Também discutimos outros nomes de matematicos fantasticos como
Lambert, a familia Bernoilli, Johann Heinrich Lambert, Felix Klein, Michel Chasles, Huygens,
sabendo ainda que tem tantos outros nomes por tras desse estudo, citando também Galileu
Galilei, Gottfried Wilhelm von Leibniz, Leonardo da Vinci, entre outros, e gracas a todos estes
seres célebres podemos aplicar as fungoes hiperbdlicas em diversas dreas do conhecimento,

tornando entao impossivel nao partilhar este conhecimento com alunos da Educacao Basica.

Noés discutimos o desenvolvimento, as propriedades, as identidades hiperbdlicas cons-
truidas passo a passo, e mostramos que é importante fazer uma andlise cuidadosa destes
assuntos, preparando os alunos que forem seguir formacao superior para, caso se depararem
com estes assuntos, ja tenham os visto em algum momento de sua formacao. Desta forma,
as fungoes hiperbdlicas deixariam de ser um assunto novo e nunca explorado anteriormente,
pois como diz a Lei de Diretrizes e Bases para a Educacao Nacional “A educacao basica

tem por finalidade desenvolver o educando, assegurar-lhe a formagao comum indispensavel



para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos

posteriores.”

Portanto, como sugerido aqui, é possivel fazer a insercao do conceito e algumas aplicacoes
das funcgoes hiperbdlicas para alunos da 3* série do Ensino Médio, podendo serem realizadas
algumas adaptacoes as quais o professor julgar necessarias na forma como se abordar o

conteudo, expressas neste trabalho.

Fica entao este trabalho, como um manual que objetiva fornecer subsidios ao professor,
para que o mesmo possa apresentar as funcoes hiperbdlicas aos seus alunos. Caso nao seja
possivel uma introducao deste contetiddo na matriz curricular, o professor poderia trabalhar
este tema em forma de projeto de extensao, sendo interessante que os alunos possam ter

acesso a todo desenvolvimento aqui realizado.

Para finalizar, caso o professor escolha por realizar um projeto de extensao, ele nao
podera deixar de mostrar todo o desenvolvimento aqui demonstrado, partindo das defini¢oes
de homotetias, passando pelas hipérboles, realizando entao as rotacoes hiperbdlicas e por
fim definindo as fungoes hiperbdlicas, relacionando-as com as fungoes trigonométricas. Caso
queira buscar referéncias suplementares, o mesmo podera buscar outras informacoes que

julgar complementares a este assunto.
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