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Resumo

O estudo da teoria de probabilidades, enquanto objeto da disciplina de matematica,
mostra-se como uma ferramenta em potencial para auxilar os alunos no desenvolvi-
mento critico, criativo e autonomo de suas agoes. Aos professores, o desafio também se
da na busca de metodologias que tornem o ensino de matemaética, em particular o tema
de probabilidades, atrativo e dinamico. O uso de jogos no processo de ensino aprendi-
zagem ¢ capaz de proporcionar elementos psicolégicos, de criatividade e tecnolégicos
para atividades do exercicio da mente. Jogos de cartas incentivam elementos como a
experimentagao, investigacdo e inovagdo. Um jogo como o Poquer traz desafios aos
participantes, com espagos hipotéticos em que os jogadores podem testar ideias e ex-
perimentar suas consequéncias. Sendo assim, os estudantes podem transpor elementos
importantes para o aprendizado da matematica, uma vez que podem errar e aprender
com seus erros, aumentando gradativamente os questionamentos acerca das probabili-
dades envolvidas. Motivados por essas questoes, este trabalho apresenta uma proposta
didatica alternativa aos modelos didaticos tradicionais para o ensino de probabilidades,
integrando a teoria de jogos, a teoria da probabilidades e o fator psicologico associado
ao jogo de Poquer. Foram elaboradas 10 aulas em formato de minicurso, nas quais
os conceitos de Poquer e probabilidades foram, conjuntamente, apresentados pela pri-
meira vez aos alunos do segundo ano do ensino médio do Instituto Federal do Parana,
no contraturno, assim como um questionario contendo 8 questoes aplicadas, como sis-
tema de avaliacao. Os resultados indicam a potencialidade do uso do Péquer no ensino
e diagnostico das dificuldades apresentadas pelos alunos no estudo de probabilidades,

devendo constituir-se uma importante ferramenta metodologica.

Palavras-chave: Probabilidade, Poquer, Texas Hold em.



Abstract

The study of the theory of probabilities, as object of the discipline of mathematics,
is shown as a potential tool to assist students in the critical, creative and autonomous
development of their actions. To teachers, the challenge is also in the search for metho-
dologies that make teaching mathematics, the subject of probabilities, attractive and
dynamic. The use of games in the process of teaching learning can provide psycho-
logical, creative and technological elements for mind exercise activities. Card games
encourage elements such as experimentation research and innovation. A game like Po-
ker brings challenges to the participants, with hypothetical spaces in which players can
test ideas and experience their consequences. Thus, students can transpose important
elements for learning mathematics, since they can make an error and learn from their
mistakes, gradually increasing questions about the probabilities involved. Motivated
by these questions, this study presents an alternative proposal to traditional didactic
models for probability teaching, integrating game theory, probability theory and the
psychological fact associated with the game of Poker. Ten mini-course classes were de-
veloped, and the concepts of Poker and probabilities were presented for the first time
to the students of the second year of high school at the Federal Institute of Parana,
after school activities, as well as a questionnaire containing 8 applied questions, such as
system evaluation. The results indicate the potential of the use of Poker in the teaching
and diagnosis of the difficulties presented by the students in the study of probabilities

and should constitute an important methodological tool.

Keywords: Probability, Poker, Texas Holdem.
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INTRODUCAO

Parece ser um consenso teérico quanto popular que, além da especificidade de to-
das as habilidades e competéncias que permeiam a grade curricular, é também papel
da escola formar individuos preparados para atuar e integrar a sociedade no mundo
em que vivemos. Neste sentido, acoes como analisar, inferir, problematizar, sistema-
tizar, otimizar e conjecturar ganham importancia neste viés, uma vez que podem ser
compreendidas como uma base tedrica para tomadas de decisdoes nas mais diversas si-
tuagoes cotidianas, como por exemplo: na compreensao dos riscos de um determinado
investimento; na identificacdo e na reagao de uma doenca infecciosa; na inferéncia es-
tatistica de caracteristicas de uma populagao a partir de uma amostra; na estimativa
de valorizacao e depreciacao de um bem material etc. Entretanto, ha de se considerar
os inumeraveis fatores de incerteza ou de informacoes incompletas inerentes a todos
esses cenarios da sociedade, o que torna, de fato, mais dificil o alcance da autonomia
buscada na formagao interdisciplinar dos alunos.

Paralelamente, nas tltimas décadas, os sistemas de avaliagoes em larga escala vém
sendo amplamente utilizados no Brasil, no sentido de fornecer indicadores de qualidade
da educacao em todos os niveis de ensino. Destacamos, por ora, o programa denominado
PISA (acronimo de Programme for International Student Assessment): realizado pela
OCDE (Organizacao para Cooperacao e Desenvolvimento Econémicos - Comunidade
Européia)!. Em linhas gerais, tal programa consiste em um exame realizado a cada
trés anos, no qual participam todos os paises da comunidade europeia, além de alguns
paises convidados. Em particular, mas nao unicamente, este programa busca avaliar a
capacidade individual de identificar e compreender o papel da matematica no mundo, de
fazer julgamentos bem fundamentados e de se envolver com a matematica de maneira a
atender as suas necessidades atuais e futuras como um cidadao construtivo, consciente
e reflexivo.

Segundo o tltimo relatério? do PISA realizado em 2015, a nota média do Brasil em

Thttp://www.oecd.org/
2Resumo de resultados do PISA2015 (https://www.oecd.org/pisa/PISA-2015-Brazil-PRT.pdf)
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mateméatica é de 377 pontos. Este resultado é considerado significativamente inferior
quando comparado ao desempenho dos paises da OCDE, cuja média é de 490 pontos.
Entre 2003 e 2015 houve um aumento expressivo de 21 pontos na média. Entretanto,
nota-se um declinio de 11 pontos se compararmos a média de 2012 com a de 2015. Cabe,
portanto, uma reflexdo sobre as possiveis deficiéncias do cenario escolar brasileiro, do
ponto de vista metodologico, que contribuiram para que o Brasil tenha alcancado baixos
niveis de pontuacao e desenvolvimento educacional quando comparados aos de outros
paises, com condi¢oes socio-econdmicas notoriamente mais desfavoraveis.

Diante desta reflexdo, o estudo da teoria de probabilidades, no ambito do ensino
médio, mostra-se como uma ferramenta em potencial para auxilar os alunos no desen-
volvimento critico, criativo e auténomo de suas agoes, a partir de projegoes em cenarios
diversos, na construcao de ideias e nas tomadas de decisoes. Entretanto, como os resul-
tados das avaliagoes em larga escala sugerem, e assim, como é possivel de se encontrar
em relatos pessoais de alunos e professores, o estudo de probabilidade é percebido,
muitas vezes, como dificil, desinteressante, pouco estimulante para a escola/aluno con-
temporaneos, e acaba perdendo forca frente a um conjunto de valores e recursos, tais
como as modernidades tecnoldgicas, presentes no dia a dia da sociedade. Em outras
palavras, ha uma tendéncia significativa de desinteresse dos alunos no aprendizado de
matematica, em particular de probabilidades, por julgarem pouco ttil, desinteressante
e de pouca aplicabilidade em suas vidas.

Segundo [2], no ensino tradicional de matemadtica, estdo presentes caracteristicas
e estigmas que tratam o processo de conhecimento através da hereditariedade e ma-
turidade do raciocinio, desconsiderando todas as relagoes socioculturais no individuo
na formacao do pensamento cognitivo. Desta forma, o educador se restringe a uma
dindmica de ensino aprendizagem que nao proporciona interesse, nao estimula a inde-
pendéncia, nao cria ambientes para que o proprio aluno tenha condi¢des de ampliar
suas capacidades cognitivas, limitando-o somente ao seu proprio propésito.

E possivel notar que, neste segmento, séo comuns os episédios e relatos acerca do
ambiente em que se dao as aulas de matematica: sempre com uma concep¢ao meca-
nizada, exaustivamente repetitiva, ainda que os conceitos e exercicios propostos sejam
ja conhecidos. Trata-se de um vinculo temporario aluno-professor, acontecendo de fato
uma memorizacao nao reflexiva, estagnada, que permanece na memoéria de curto prazo
dos alunos, perdendo qualquer sentido educacional, social e cognitivo a médio e longo
prazo, ou seja, um conceito desconexo de qualquer realidade e interesse.

Ademais, os critérios de avaliagdo da aprendizagem costumam ser baseados em fato-
res como a disciplina, a interacao exclusiva com as atividades propostas pelo professor
e a realizacao metodica das atividades tedricas, nao levando em consideracao qualquer
acao espontanea manifestada pelo interesse do aluno em questionar, criar conjecturas
e propor discussoes.

Desta forma, o conhecimento pode ser entendido como o processo pela qual bus-
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camos ter, gradativamente, maior proximidade entre o sujeito cognoscente e o objeto
do conhecimento. E um processo de insistente apropriacio do objeto pelo sujeito. As
relagoes entre o sujeito e o objeto do conhecimento podem ser dadas sob as o6ticas
empirica, cientifica, filoséfica ou teoldgica. Contudo, é necessario observar que nao é
possivel produzir o conhecimento de maneira dissociada dos aspectos histéricos, soci-
ais e locais que o cercam, pois sao estes fatores que possibilitam sua existéncia, assim
como proporcionam demanda para tal. Produzir conhecimento, portanto, nao se trata
de uma acao isolada, desconexa dos aspectos de uma sociedade, mas sim uma resposta
a esses fatores.

Para o colunista Leonardo Boff, “As muitas explicacées mais confundem que escla-
recem. As prdticas falam por si”. Assim, cabe a reflexdo da importancia da capacidade
de colocar em pratica o conhecimento adquirido. So6 se faz aquilo que se sabe. O excesso
de contetidos impostos em cursos estaticos de matematica, somado ao quase inexistente
espaco para desenvolver habilidades praticas, ndao contribui para uma formacao efetiva
do individuo. A formagao do individuo frente a sociedade exige que o mesmo seja capaz
de aplicar os conhecimentos aprendidos em situagoes reais, articular suas opinioes e se
expressar com clareza para defender um argumento, em solucionar questoes de ordem
pratica, assim como manter uma coeréncia ideolégica.

A partir desta concepcao, o professor e o ambiente proporcionam o interesse e o
gosto em estar solucionando problemas, ainda que se depare com dificuldades de refletir
junto aos alunos o que de fato é conjecturar a solucao para uma situagao problema ao
invés de simplesmente obter a resposta final de um exercicio teérico.

De acordo com as Diretrizes Curriculares de matemaética para o ensino médio do
Estado do Parana, versao preliminar [3, 4], é sugerido que o aluno faga todo o processo

de aprendizagem, desde a coleta dos dados até os calculos finais:

(...) O estudo da Probabilidade, a partir da manifestagdo e/ou ocorréncia de agoes
desencadeadas em funcao da relagao entre as pessoas e o ambiente em que se encontram,
permite lancar diferentes olhares sobre o mundo, retirando do ensino desta disciplina a
ideia de determinismo e exatiddo. E um espaco para a analise e reflexdo, considerando
variacoes de resultados obtidos por meio de aferi¢des. E imprescindivel a discussdo a
respeito de possiveis diferengas entre o que se imaginava e o constatado, procurando
descobrir o que leva a tal fato, dando os primeiros passos em dire¢do a uma matematica

probabilistica.

Com relacao a linguagem matematica, esta exige um processo particular de leitura,
pois além dos textos convencionais, ha também a linguagem com os simbolos préprios
dessa disciplina, sendo assim, o estudante deve familiarizar-se com esta linguagem,
encontrando sentido no que Ié.

Além disso, também se faz necessaria a reflexdo acerca dos aspectos educacionais
com olhar ampliado, considerando as diferentes situagoes pelas quais os aprendizes

estao sujeitos.
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Os aprendizes de hoje nao se sentem motivados com o sistema padrao de ensino,
composto por elementos formais e centrado no contetido. Entretanto, o questionamento
dos professores consiste no porqué ele deveria motivar seus alunos. Uma das respostas
a esse questionamento se da na ideia de que aprender ndo é uma tarefa facil, sendo
assim, o professor deve tentar ser um facilitador nesse processo, caso contrario seus
alunos tendem a tornar o aprendizado algo desestimulante, que provoca uma sensacao
de impoténcia e desinteresse pelo contetdo.

Uma das possibilidades de motivacao é a geracao de conteidos mais atrativos, ou
seja, conteudos que tragam elementos em que as pessoas desejam dominar para uso no
cotidiano, e nao sobre elementos extrinsecos a sociedade. Quando ha a possibilidade de
construir um conteiido matematico com elementos tangiveis socialmente, isso se torna
uma estratégia que nao deve ser desconsiderada. Entretanto, mesmo neste cenario, nem

sempre os conteudos sao motivadores por si. Um fator que pode colaborar é a diversao:

“O papel da diversao no que diz respeito a motivacao intrinseca no
ensino ¢ duplo. Em primeiro lugar, a motivacao intrinseca cria o desejo
para que a experiéncia seja repetida; em segundo, a diversao pode motivar
os aprendizes a se prenderem as atividades nas quais tenham pouca ou

nenhuma experiencia.” [5]

Os jogos sao conectados diretamente ao termo diversao. Quando se menciona jogos
em qualquer contexto, vinculamos a ideia de ludicidade e 6cio. Mas, de acordo com
[6], os jogos nao sdao apenas para diversdao, e podem gerar outras caracteristicas como
estimulo da memoria, entendimento de processos repetitivos e elaboracao de melhores
conhecimentos, possibilitando o individuo desenvolver-se de diferentes formas.

Para [7], jogos sdo compostos basicamente por quatro elementos, sdo eles: metas,
regras, sistemas de feedback e participagdo voluntaria. Podemos afirmar que essas sao
caracteristicas semelhantes as encontradas em um ambiente educacional, salvo a par-
ticipacao voluntaria. Sendo assim, se o educador consegue transpor a ideia de um jogo
para o ambiente escolar, o elemento diversao pode gerar maior atratividade ao ensino.

Enfrentar um jogo, portanto, nada mais é do que resolver obstaculos desnecessé-
rios, mas que escolhemos fazer. Tal escolha estd normalmente associada aos aspectos
emocionais. Entretanto, na escola ha um enfrentamento com obstaculos vistos como
desnecessarios, em que o professor nao consegue, muitas vezes, convencer seus estudan-
tes a se empenharem nas tarefas aplicadas.

Um dos aspectos principais de um jogo, que pode representar um empenho mais
arduo dos alunos, é a sua capacidade de adaptacdo ao nivel em que se encontra o
jogador. Em geral, os jogadores tendem a integrar um grupo com outros de habilidades
similares. A partir desse processo de adaptacao, vao elaborando novas estratégias até
o momento em que se sentem pouco desafiados, e decidem aumentar os desafios.

Neste sentido, o uso de jogos no processo de ensino aprendizagem tem se tornado

assunto cada vez mais frequente entre os educadores, uma vez que sao capazes de
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proporcionar elementos psicolégicos, de criatividade e tecnolégicos para atividades do
exercicio da mente, tornando, assim, o assunto interessante e atraente para os alunos,
veja [1].

Jogos de cartas incentivam elementos como a experimentacao, investigacao e ino-
vacao. Em jogos de cartas, nao sao ensinados os conceitos que devem ser aplicados no
jogo: os participantes sao levados, por si s, a resolverem problemas e experimentar
estratégias. Assim, podem gerar conhecimentos e técnicas que poderao ser expandidas
em outras utilidades.

Um jogo como o Poquer traz um mundo imaginario, com espagos hipotéticos em que
os jogadores podem testar ideias e experimentar suas consequéncias. Sendo assim, os
estudantes podem transpor elementos importantes para o aprendizado da matematica,
uma vez que podem errar e aprender com seus erros, aumentando gradativamente os
questionamentos acerca das probabilidades envolvidas.

Considerando todas essas reflexoes, as motivagoes para o desenvolvimento deste
trabalho se dao na perspectiva de buscar alternativas que possam corroborar para o
desenvolvimento significativo dos conceitos de probabilidade.

Motivados por esta problematica, nosso estudo teve como objetivo estudar e apre-
sentar uma proposta metodologica para o ensino de probabilidades no ensino médio a
partir do uso de jogos, mais especificamente, o Poquer, por ter efeito estocastico, ou
seja, nao tem como mapear a saida de uma proxima carta, e ndo o xadrez, por exem-
plo, que tem efeito deterministico, ou seja, é possivel mapear todas as possibilidades
da proxima jogada. No Poquer, o jogador deve ser capaz de avaliar os riscos e, a partir
de sua capacidade de formular hipéteses, conjecturar, analisar possibilidades e proba-
bilidades, definindo se 0 momento é adequado para apostar ou desistir. A escolha por
tal modalidade se justifica, portanto, por dispor de tais vantagens quando comparado
aos métodos tradicionais, muitas vezes estagnados, aos quais os alunos sao submetidos.

Este estudo tem como objetivo geral propor atividades baseadas na teoria dos jogos,
para o ensino aprendizagem dos conceitos de probabilidades para alunos do ensino
médio.

Esperamos explorar e introduzir conceitos de anédlise combinatéria e probabilidades
concomitantes ao jogo de cartas denominado Poquer, modalidade Texas Hold’em, de
maneira a proporcionar motivacao pratica e contemporanea, para que os alunos desen-
volvam independéncia para o raciocinio inerente as situa¢oes que requerem analises de
risco e chance, como um fator preponderante para a tomada de decisoes.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte maneira:

> No Capitulo 1 é realizada a fundamentacao tedrica do trabalho. Sdo apresentados
topicos acerca de aspectos historicos, conceitos de aleatoriedade, probabilidade, técnicas
de contagem e probabilidade condicional. Sao apresentadas as principais definigbes e
demonstragoes de propriedades, proposicoes e teoremas, como a Lei da Multiplicacao,
a Lei da Probabilidade Total e o Teorema de Bayes.
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> No Capitulo 2 apresentamos os conceitos basicos do jogo de baralho que compoem
o instrumento metodolégico principal das atividades didaticas: o Péquer. Sao discutidos
aspectos histéricos, as regras do jogo, dinamica operacional do jogo, sua conexao com
a teoria de probabilidades e exploramos alguns exemplos aplicados.

> No Capitulo 3 apresentamos a metodologia proposta neste trabalho como uma
ferramenta alternativa ao ensino tradicional, introduzindo um problema real motivaci-
onal de carater pratico e um conjunto de analises do problema. Ainda neste capitulo,
é apresentado o questionario elaborado a partir de todos os conceitos, discussoes e
motivacoes dispostas na atividade, como um instrumento avaliativo.

> No Capitulo 4 sao feitas as analises detalhadas das respostas dadas pelos alunos,
categorizando-as em trés grupos distintos, nos quais um conjunto de principais aspectos
foram compilados e analisados. Todas as andlises geraram comentarios e discussoes
acerca dos principais erros e acertos dos alunos em relagao a teoria de probabilidades.
Por fim, sao apresentados comentarios conclusivos finais, assim como a sugestao de

pesquisas futuras.



CAPITULO 1

ANALISE COMBINATORIA E
PROBABILIDADES

Neste capitulo, introduzimos a teoria fundamental de Anélise Combinatoria e Pro-

babilidades. Para mais detalhes, recomendamos que o leitor consulte as referéncias [8, 9]
e [10].

1.1 Aspectos histéricos

A teoria de probabilidades, concomitante aos estudos de estatistica, é capaz de
fornecer modelos matematicos para o estudo e investigagoes de fendmenos aleatérios,
assim como aqueles que dispoem de incertezas. Quando ha a necessidade de tomadas
de decisdes, como em negocios financeiros, politicas governamentais, nas ciéncias, ou
até mesmo em ocasides do cotidiano, o conceito de probabilidade ocupa um papel de
fundamental importancia, veja [8]. A partir desses modelos, somos capazes de realizar
previsoes e estimativas sobre fendmenos cujas informagoes sdo incompletas ou derivadas
de técnicas de amostragem.

Esta teoria teve origem e foi motivada a partir da modelagem de jogos de azar,
especialmente em como lidar com um baralho de cartas ou girando uma roleta. Ma-
tematicos como Blaise Pascal(1623-1662) e Pierre Fermat(1601-1665) sdo, em muitas
vezes, considerados os precursores desses estudos, cujo interesse se dava por questoes
que, aparentemente, traduziam contradigoes matematicas. Por exemplo, em lances re-
petidos de um dado, foi observado que cada ntmero, de 1 a 6, apareceu com uma
frequéncia de aproximadamente %, conforme veremos na Defini¢ao 1.12. No entanto,
se dois dados fossem lancados, a soma dos ntimeros sorteados, ou seja, soma de 2 a
12, ndo apareciam com a mesma frequéncia. Foi, entao, reconhecido que, a medida que

o numero de lances aumenta, a frequéncia desses possiveis resultados nao ocorria de
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maneira igualitaria. O quadro abaixo exibe os possiveis resultados da soma das faces

sorteadas de dois dados honestos langados.

Dado 2
Dado 1 ) 0
1 6 7
2 7 8
3 8 9
4 9 10
) 10 11
6 11 12

E possivel observar que, a frequéncia fr(R) de um determinado resultado R para
a soma é tal que fr(2) =1, fr(3) =2, fr(4) =3, fr(5) =4, fr(6) =5, fr(7) =6,
fr(8) =5, fr(9) = 4, fr(10) = 3, fr(11) = 2, e fr(12) = 1, ou seja, embora os
resultados sejam bem conhecidos para o evento em questao, a frequéncia de ocorréncia
para cada um dos resultados da soma nao ocorre de modo equitativo, isto é, a soma que
ocorre com maior frequéncia no lancamento de dois dados honestos, soma 7, tem maior
probabilidade de ocorrer que as demais somas, portanto, concluimos que conforme
maior a frequéncia de determinado resultado, maior sera a probabilidade de ocorrer

este resultado.

1.2 Aleatoriedades e probabilidades

Consideremos um processo ou procedimento cujos possiveis resultados sejam co-
nhecidos, mas aleatérios, ou seja, situacdes problemas pelas quais sabemos as possiveis
respostas, mas nao exatamente a resposta final. Por exemplo, ao langar um dado usual,
sabemos que os possiveis candidatos a serem sorteados sao os ntmeros 1,2,3,4,5 e 6.
Contudo, nao é possivel prever, exatamente, qual deles serd sorteado. A esse tipo de
fendmeno, da-se o nome de experimento. Se um experimento pode ser repetido diversas
vezes sobre condicoes idénticas, entao cada repeticao é chamada de tentativa.

A seguir apresentamos as defini¢oes basicas que norteiam a teoria de probabilidades.

Definicao 1.1. Um experimento é chamado de aleatorio se:

(i) o conjunto de todos os possiveis resultados é conhecido antes das tentativas;

(ii) em qualquer tentativa, ndo se pode dizer, ao certo, qual resultado especifico ird

OCOTTET;

(7ii) o experimento pode ser repetido em condigoes idénticas.

Na sequéncia, introduzimos alguns conceitos basicos da Analise Combinatoria e de
Probabilidades.
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Definicao 1.2. O espag¢o amostral associado a um experimento aleatorio é o con-

junto de todos os possiveis resultados do experimento, e é denotado por €.

Podemos utilizar cartas como 6timos exemplos no estudo de probabilidade, em
particular, para ilustrar eventos aleatérios. O espaco amostral de um baralho é cons-
tituido de 52 cartas, onde ha varios eventos, dependendo da caracteristica escolhida.
Para exemplificar, no baralho temos 26 cartas vermelhas e 26 cartas pretas, nas quais
13 cartas sdo de ouros(vermelhas), 13 cartas sdo de copas(vermelhas), 13 cartas sao de
espadas(pretas) e 13 sdo cartas de paus(pretas). Uma carta é sorteada e nao podemos,
previamente, determinar qual cor ird ser sorteada, embora saibamos todas as possi-
bilidades de cores previamente. Assim, “sortear uma carta vermelha” consiste em um

experimento aleatoério.
Definicao 1.3. Um evento A é um subconjunto de resultados em €2, ou seja, A C €.

Dos conhecimentos da teoria elementar dos conjuntos, sabe-se que @ C A, para

todo evento A. Veja [11]. A seguir, definimos os diferentes tipos de eventos.
Definicao 1.4. O subconjunto vazio & C ) é chamado de evento impossivel.

Definigao 1.5. A unido de eventos AU B consiste em todos os resultados que estdo

em A ou em B ou em ambos.

Definigao 1.6. A intersec¢do de eventos AN B consiste em todos os resultados

que estao em A e B simultaneamente.

Definicao 1.7. O evento complementar de A, denotado por A€, consiste em todos

os resultados que nao estao em A, com A° C Q.

Definicao 1.8. Dois eventos A e B sao ditos mutuamente exclusivos ou disjun-
tos, se AN B = @. FEventos mutuamente exclusivos nao podem ocorrer simultanea-

mente.

Segundo [8], a definicao matematica de probabilidade formulada, inicialmente, base-
ada em perspectiva de crenca, tem mudado para uma abordagem moderna, baseada em
axiomas. Mencionamos, aqui, quatro diferentes definicdes de probabilidades baseadas

em [8]. Comegamos com a defini¢do informal de probabilidade.

Defini¢ao 1.9. A probabilidade de um evento ocorrer é uma medida (nimero) da
chance da qual podemos esperar que o evento ocorra. Atribui-se um nimero entre 0 e 1,
inclusive, d probabilidade de um evento. Se tal nimero é 1, significa que estamos 100%
certos da ocorréncia do evento. Se o nimero €0, significa que estamos 100% certos da
nao ocorréncia do evento. A probabilidade de qualquer evento A no espaco amostral
¢ denotada por P(A).
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Defini¢ao 1.10. Se um experimento tem como espago amostral Q = {ey,ea, ..., e,}
com um numero finito de elementos e;, dizemos que os eventos elementares e; $ao

equiprovdveis, se todos tem a mesma probabilidade de ocorrer, isto é:

Ple;))=—, 1 <i<n.

A seguir, apresentamos a defini¢ao classica de probabilidade. Vamos considerar m

e m numeros inteiros positivos.

Definicao 1.11. Se em um experimento houver n possibilidades equiprovaveis, das
quais uma deve ocorrer, e m destas sao consideradas favordveis a um evento, entdo a

probabilidade do evento é dada por @, em que n # 0.
n

Utilizando a Definicao 1.9, determinamos a probabilidade de um evento ocorrer,
estudando os seguintes casos:

> CASO I : Todos os resultados sao equiprovaveis.
(i) Estabelecemos o ntimero n de resultados no espago amostral €2, isto é, n(€).

(ii) Estabelecemos o niimero m de resultados dos casos de interesse, A, isto é, n(A).

Neste caso, P(A) = %.

> CASO II : Todos os resultados nao sao equiprovaveis.

(i) Sejam Oq, 0., ..., O, resultados de um espago amostral Q e P(O;) = p;,i =

1,2,...,n. Neste caso, presumimos que a probabilidade de cada resultado p; seja
conhecida.
(ii) Listemos todos os resultados em A, digamos, O;, O;11,. .., Oy,.

Neste caso, P(A) =Y P(Ok) = p; +Pit1 + - . . + Dm, ou seja, P(A) é a soma das

k=i
probabilidades dos resultados em A.

Exemplo 1.1. Um dado honesto (com todos os resultados equiprovaveis) é langado.
Seja A o evento “ocorrer um nimero primo”. Entao ha trés resultados favordveis {2, 3,5}

para A e o espago amostral €2 tem seis elementos, {1,2,3,4,5,6}. Portanto,

P(A) =2 =3

A definigao cléssica de probabilidade (Definigao 1.9), assim como sua maneira de
ser determinada, nao pode ser aplicada quando nao ha o fator equiprovavel entre os
possiveis resultados de um evento. Neste caso, é util o uso da interpretagao frequentista

de probabilidade, que consiste em uma extensao natural da definicao classica.

Defini¢ao 1.12. A probabilidade de um resultado(evento) € a propor¢io de vezes

que o resultado(evento) ocorreria em um longo periodo de experimentos repetidos.



Aleatoriedades e probabilidades 20

Exemplo 1.2. (Exemplo 2.2.3, [8]) Consideremos n repetidos lancamentos de uma
moeda viciada (ndo honesta). Seja K o evento “sortear a face coroa” e n(K) o nimero
de vezes em que K ocorre em n lancamentos. Entao,

POK) = Tim M)

n—oo n

A definicao frequentista de probabilidade, embora muito utilizada, ndo é completa.
Isto é, esta restrita somente aos casos onde os experimentos sao passiveis de repeticoes
sobre as mesmas condi¢oes. Portanto, nao é aplicavel a todo tipo de evento. Assim, para
um cenario mais completo e adequado, uma definicao do ponto de vista axiomatico tem
sido considerada.

Definicao 1.13. Seja Q um espagco amostral de um experimento. A probabilidade
P(.) é uma fungao real que atribui a cada evento A no espago amostral  um nimero

P(A) que satisfaz as sequintes condigoes:
(1) P(A) =0;
(ii) P(Q) =1, ou seja, P(A) é unitdria para A = ().

(1) A;NA;j =D parai # jeA; eA;j emQ, ou seja, P(A) € aditiva sobre a unido

de um numero infinito de eventos disjuntos em ) e
P (U Ai> S P4,
i=1 i=1
Usando a Definicao 1.13, juntamente aos conceitos e ideias da teoria elementar de

conjuntos [11], podemos provar as seguintes propriedades fundamentais.

Proposicao 1.1. Consideremos dois eventos A e B. Entdo, sdo vdlidas as sequintes

afirmagoes:
(i) P(A°) =1— P(A), onde A° é o evento complementar de A em Q.
(it) Se A C B, entio P(A) < P(B).

(iii) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). Em particular, se AN B = &, entdo
P(AUB) = P(A) + P(B).

Demonstragio. (i) Da Definicdo 1.7, AN A° = @ e AU A° = Q. Da Defini¢ao 1.13,
P(Q) = 1. Assim,
AUA*=Q <« P(AUA°) = P(Q)
< P(AUA®) =1
< P(A)+ P(A°) =1
< P(A°)=1- P(A).
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(ii) Por hip6tese A C B. Assim,

n(4) _ n(B)
n(A) <n(B) = ) < (<)

= P(A) < P(B).

(iii) Da teoria elementar de conjuntos [11], sabemos que

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB).
Assim,
n(AUB) n(A

=n n -n _ ( ) n(B)_n(AﬂB)
(AU B) = n(4) +n(B) ~m(ANB) = = oy= = or+or = )
(A4) +

n(2
< P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Em particular, se AN B = @, entdo P(AN B) = 0. Assim, P(AU B) = P(A) + P(B).
[l

1.2.1 Técnicas de contagem

A medida que o espago amostral €2, associado a um evento, dispée de um elevado
numero de resultados, torna-se inviavel a atribui¢do, uma a uma, dos resultados do
espaco amostral a cada evento de um experimento. Neste sentido, as técnicas de con-
tagem sao apresentadas como ferramentas cruciais para alguns resultados relevantes

sobre esse tema. A seguir, baseados em [8], apresentamos tais teoremas.

Definig¢ao 1.14. (Principio multiplicativo) Se um evento A pode ser decomposto
em eventos sequenciais Ay, As, ..., A,, e se existem py possibilidades distintas de ocor-
rer A1, pa possibilidades distintas de ocorrer As, e assim sucessivamente, entdo o ni-

mero total de possibilidades de o evento A ocorrer é dado por:

Tp:p1‘p2'p3'~--'pr-

Exemplo 1.3. Suponhamos trés cidades, A, B e C. Existem 4 rodovias que ligam A
com B e 3 que ligam B com C. Partindo de A e passando por B, de quantas formas

podemos chegar até C?

Solugdo: Temos 4 possibilidades de partir da cidade A e chegar até B, ou seja, p; = 4.
Para alcancar a cidade C, partindo de B, temos 3 possibilidades, ou seja, po = 3.

Utilizando o Principio multiplicativo. Assim,
Tp:p1p2:43:12

Portanto, ha 12 formas de sair da cidade A, passar por B e chegar em C.

Para as técnicas de arranjo e combinagao, é necessaria uma definicao prévia.
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Definigao 1.15. Sejan € N, o simbolo n!, denominado fatorial de n, é definido por:

1, sen=0oun=1
n! =

nn—1)(n—-2)...1, sen>1

Teorema 1.1. (Arranjo) O nimero de permutagoes de m objetos selecionados a
partir de uma colegio de n objetos distintos, chamado de arranjo, e denotado por
Ay, € dado por

n!
Anm -

)

m, para . > m.

Demonstragao. Consideremos um arranjo de n elementos tomados m a m, denotado
por (z1,Z2, ..., %), onde Ty, Ty . . . T, sdo chamados de entradas ordenadas. A primeira
entrada z; pode ser escolhida de n maneiras em By = (ay,as,...,a,). Escolhida a
primeira entrada podemos escolher a segunda de n — 1 maneiras em B; = By — 1.
De modo recursivo, podemos fazer n — j escolhas em B;, para 0 < 7 < m — 1. Pelo
principio multiplicativo o niimero de m - Arranjos de n elementos de By, A, m), ¢ dado

por

Ay =n(Bo)n(B1)...n(Bj) =n(n—-1)(n—2)...(n— (m —1))
n!

(n—m)!"

]

Exemplo 1.4. Em uma empresa, quinze funcionarios se candidataram para as vagas
de diretor e vice-diretor. Eles serao escolhidos através do voto individual dos membros

do conselho da empresa. Quantas maneiras distintas essa escolha pode ser feita?

Solugdo: Ha um total de 15 candidatos, ou seja, n = 15. Como existem 2 vagas para
cargos distintos, usaremos o conceito de arranjo para resolucao e, m = 2. Assim,

n! 15! 15! 15-14-13!

2T (15— 2)l 13l 13!

=15-14 = 210.
’ (n—m)!

Portanto, ha 210 maneiras distintas de eleger diretor e vice-deretor.

Teorema 1.2. (Combinagées) O nimero de maneiras que m objetos podem ser
selecionados (sem reposi¢io) a partir de uma colegao de n objetos distintos, chamado

de combinacdo, e denotado por C,, ,, é dado por:

n!

Cnm:

)

m, para n Z m.
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Demonstragio. Consideremos um conjunto arbitrario U, de n elementos. Para cada
subconjunto com m elementos de U,,, como X1, X», ..., X,,, ha mluplas de m entradas
com os elementos de X, Xs,...,X,,. Deste modo, podemos estabelecer uma relagao
(bijegao) entre o niimero de subconjuntos de m elementos e o nimero de m-uplas, de
modo que para cada subconjunto ha m! uplas. Como o nimero de subconjuntos é dado
por Cip m)y, temos m!Ciy, ) = A(nm), € assim,

A(n’m) . n!

Clnm) = m!  (n—m)m!’

como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.5. Um pesquisador cientifico precisa escolher trés cobaias, num grupo de

oito cobaias. Determine o nimero de maneiras que ele pode realizar a escolha.

Solucao: Ha um total de 8 cobaias, portanto, n = 8. Como nao importa a ordem de
escolha de cada cobaia, usaremos o conceito de combinacao para resolver e, m = 3.

Assim,
n! 8! g 8.7-6-5!

= ' = = = 56.
(n—m)m! (8 —3)131 53! 513-2-1
Portanto, héd 56 maneiras de realizar a escolha.

Clnm) =

1.3 Probabilidade condicional

E possivel que, ao investigarmos a probabilidade de ocorréncia de um evento A,
exista uma dependéncia ou influéncia de outro evento B previamente ocorrido. Em
outras palavras, se um evento A tem seu espago amostral alterado pela ocorréncia
de um evento B, dizemos que estamos interessados em investigar a ocorréncia de A
condicionado ao fato de B ja ter ocorrido. Esta situacao é frequentemente percebida
no tema proposto deste trabalho, uma vez que, no Poquer, diversas situacoes de jogo
necessitam de tomadas de decisoes que, em cada etapa, sao realizadas de acordo com a
ocorréncia ou nao de outras situagoes prévias. Desta forma, caso tenhamos informagoes
a priori de um determinado evento, essas influenciarao na probabilidade de um evento
de interesse a posteriori. Portanto, a compreensao dos resultados desta secao é de
fundamental importancia para o trabalho proposto. Definimos, inicialmente, o conceito

de eventos independentes.

Defini¢ao 1.16. Dois eventos A e B de um mesmo espago amostral Q2 (isto é, dois
eventos associados ao mesmo experimento aleatorio) sio independentes quando a
probabilidade de que eles ocorram simultaneamente for igual ao produto de suas proba-

bilidades individuais, ou seja,

P(AN B) = P(A)P(B).
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Quando dois eventos nao sao independentes, a probabilidade de ocorréncia de um
evento influencia a probabilidade de ocorréncia do outro evento, trazendo a ideia de

condicionalidade, conforme a defini¢cao que segue.

Definigao 1.17. A probabilidade condicional de um evento A, dado que tenha
ocorrido um evento B, e denotada por P(A | B), é obtida por
P(ANnB) n(ANB)

PATE =0 =

desde que P(B) > 0.

Dada a importancia deste conceito, propomos os seguintes exemplos para melhor

compreensao do leitor.

Exemplo 1.6. Suponhamos que no langamento de um dado honesto, sabemos que o
numero sorteado é primo, mas nao o conhecemos. Qual é a probabilidade de que o

numero sorteado seja par?

Solugdo: Consideremos o evento A “sortear um niumero par”. Caso nao soubéssemos

da informagdo prévia, a probabilidade de ocorréncia do evento A é determinada por

P(A) = % De fato, o espago amostral é dado por = {1,2,3,4,5,6} e n(Q2) = 6. O
evento possui os casos favoraveis: A = {2,4,6}. Logo, n(A) = 3. Portanto,

n(A) 3

ERTIN

Entretanto, notemos que a informacao prévia de que “o numero sorteado é primo” faz

_ !
=

com que, neste caso, o espago amostral ) seja restrito a Q = {2, 3,5} e, assim, n(Q2) = 3.
Notemos que, condicionado a este espaco amostral, o evento A dispoe somente de um

caso favoravel, A = {2}. Portanto,

Assim, claramente observemos que a informacao prévia influencia na probabilidade

de ocorréncia do evento em questao, uma vez que tal probabilidade de ocorréncia foi
1
g.

Considerando o evento B como o evento “o nimero é primo”, entao B = {2,3,5}
e n(B) =3. Assim, AN B = {2} e n(AN B) = 1. Assim, da Defini¢ao 1.17, segue que

alterada de % para

n(AnB) 1
PA|B)= ———=-.
(A | B) (B) 3
Consequentemente, a probabilidade de que o ntimero sorteado seja par é de é
A seguir apresentamos propriedades envolvendo o conceito de probabilidade condi-

cional.
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Proposigao 1.2. Consideremos os eventos Fy, Es e A de ). As sequintes afirmagoes

sao vdlidas:

(i) Se Ey C Es, entio P(Ey | A) < P(Es | A);

(ii) P(E|A)=1— P(E°| A);

(iii)) P(EyUEy | A)=P(E1 | A)+P(Ey | A) — P(E1NEy | A);

(iv) (Lei da multiplicagdo) P(ANB) = P(B)P(A| B) = P(A)P(B | A).
Demonstragio. (i) Por hipétese Ey C Fy. Assim,

FiCEy,=FE NACE;NA.
A partir da equacao acima,
n(EyNA) <n(EyNA).

E, segue que,

E1 N A)
n(A)

n(A)

PE | A) = ™ < — P(E, | A).

(ii) Por hipétese, E N E¢ = &. Assim, E'U E° = Q. Logo,
(FEUE)NA=0QNA<— (ENA)U(E°NA)=A.

Assim,
P(ENA)U(E‘NA)=PA) < P(ENA)+P(E°NA)—P(ENE°) =P(A)
<= P(A)=P(ENA)+ P(E°NA).
Agora,

P(EN A)
P(A)

E°N A)

P(E| A) = eP(EC|A):P(P(A)

Somando as duas equagoes,

P(ENA) P(ENA)
P(A) T P(A)

P(E | A)+ P(E°| A) =

E, como
P(ENA) P(ECNA)  P(A)
P(A) TR p(A) " (1)
1= ]Izgﬁ; _ P (E(Q)A) i (]]fa)A) — P(E| A)+ P(E*| A).
Logo,

P(E|A)=1-P(E°| A).
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(iii) Temos,

P(EyUEy,)NA
P(A)
_ P(E1NA)U(Ey,NA)
N P(A)
_ P(EANA)+P(E,NA)— P(Ey N EyNA)
P(A)
=P(E, | A)+ P(Ey | A) — P((E1N Ey) | A).

(iv) Da defini¢ao de probabilidade condicional (Definigdo 1.17), segue que

P(ANB)

P(A|B) = 5

& P(ANB) = P(A| B)- P(B). (1.2)

Da mesma definic¢ao,

P(B| A) = P(Ilj(z)A) - P(]f(z)B) o P(ANB) = P(A| B)- P(A).  (1.3)

Portanto, das equagoes (1.2) e (1.3), concluimos que

P(ANB) = P(B)P(A| B) = P(A)P(B | A). (1.4)
0

A Lei da multiplicagao exibida anteriormente consiste em uma das mais impor-
tantes e tteis do ponto de vista pratico dos calculos de probabilidade condicional. Para
uma leitura aprofundada, indicamos a referéncia [9].

Para ilustrar, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.7. Em uma urna, sdo depositadas 20 fichas azuis, 15 amarelas e 12 brancas.
Qual a probabilidade de que, sorteadas sequencialmente duas dessas fichas, ambas

sejam azuis?

Solucao: Notemos que, para que ambas sejam azuis, é necessario que em cada retirada
seja sorteada uma ficha azul. Sejam A o evento“a primeira ficha sorteada € azul” e B
o evento “a sequnda ficha sorteada é azul”. Desta forma, o problema proposto pode ser
escrito por
20 19
P(ANnB)=P(A)P(B|A) = YTAT ~ 0.1757.

Consequentemente, a probabilidade de que ambas as fichas sejam azuis é de aproxima-
damente 17%.
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Teorema 1.3. (Lei da Probabilidade Total) Consideremos o espago amostral 2 =
AjUAU...UA,, em que P(A;)) >0,i=1,2...n e A,NA; =, para i # j. Entao,
para todo evento B,
P(B) = ZP<Ai)P(B | 4).
i=1

Demonstragio. Observemos que, pela regra do produto, P(4;)-P(B | A;) = P(BNA;),
parai = 1,2,...,n. Por hipétese, A;NA; = & e, assim, os eventos BN A; sao disjuntos.
Entao,

zn:P(Ai)-P(B | A;) :zn:P(BﬂAi) =P lO(BﬂAi)] =P [Bm (O Aiﬂ = P(B);

i=1 i=1 1=1 =1

ja que a unidao dos A;’s resulta, por hipétese, no espaco amostral 2. O]

Exemplo 1.8. Em uma fabrica, as maquinas By, By, B3 produzem, respectivamente,
30%, 45%, 25% dos produtos. Sabemos de experiéncias passadas que 2%, 3%, 2%, res-
pectivamente, dos produtos fabricados por estas maquinas sao defeituosos. Suponhamos

que um produto seja escolhido ao acaso. Qual a probabilidade de ele ser defeituoso?

Solugao: Neste caso, P(By) = 0,30, P(Bs) = 0,45 e P(B3) = 0,25. Ainda, sabemos
que: P(D | By) = 0,02, P(D | By) = 0,03 ¢ P(D | Bs) = 0,02, em que By, By, Bs
representam os eventos “a peca foi produzida pela mdquina Bi”, “a peca foi produ-
zida pela mdquina Bs” e “a peca foi produzida pela mdquina B3”, respectivamente, e
D | B1,D | By, D | Bs representam os eventos “peca ser defeituosa e produzida pela
maquina B,”, “peca ser defeituosa e produzida pela mdquina By e “peca ser defeituosa
e produzida pela mdquina Bs”, respectivamente. Assim, sendo D o evento “a peca ser
defeituosa”, segue que, pela Lei da Probabilidade Total (Teorema 1.3),
3

P(D) =" P(B;)P(D | B;) = 0,30-0,02 + 0,45 - 0,03 4 0,25 - 0,02 = 0, 0245.
i=1

Logo, a probabilidade do produto ser defeituoso é de 2,45%.

Teorema 1.4. (Teorema de Bayes) Suponhamos 2 = Ay U As U...UA,, em que
P(A;))>0comi=1,2,....,n e A;NA; =@, para i # j. Entdo, para qualquer evento
B, com P(B) > 0,

P(A))P(B | Aj)

n

P(A; | B) = .
;P(Ai)P<B | As)

Demonstracio. Para cada evento A;, dada a ocorréncia de um evento B, sabemos que

pela Lei da Multiplicacdo (Proposicao 1.2),

P(A;N B) = P(B)P(A; | B) = P(A,)P(B | A)).
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Assim,
P(B | A)
P(AiNB)= ———— L.
Mas, pelo Teorema da Probabilidade Total (Teorema 1.3), temos que
P(B) = ZP(Ai)P(B | A). (1.6)
i=1
Portanto, das equagoes (1.5) e (1.6),
P(B | A)
P(A;,NDB) =
P(B | A)
> P(A)P(B | A)
i=1
O

Exemplo 1.9. A Tabela 1.1 mostra a quantidade de bolas pretas, brancas e vermelhas,

distribuidas em trés urnas Uy, Us, Us. Escolhemos uma urna ao acaso e dela extraimos

uma bola também ao acaso, verificando que a bola é branca. Qual a probabilidade da

bola ter vindo da urna U;?

Tabela 1.1: Bolas distribuidas por urnas

CORES URNAS
U, | U, | U3 | TOTAL
PRETAS 343 10
BRANCAS | 1|3 | 3 7
VERMELHAS | 5 | 2 | 3 10
TOTAL 9909 27

Solugdo: Do enunciado, segue que P(U;) = P(Us) = P(Us) = o = % Entao,

27

P(U)P(B, | U1)

PU, | B,) =

. L1

_ 3°9
ST R

_ 7
o tor T

1

_5.

Logo, a probabilidade da bola ter vindo da urna U; ¢é de

o=



CAPITULO 2

O JOGO DE POQUER

2.1 Regras do jogo de Péquer

A origem do jogo de Poquer nao é bem definida, pois ha referéncias de que o
jogo foi levado da Franca com o nome de Poque, pais onde ja havia se difundido, aos
Estados Unidos por imigrantes, mais especificamente na cidade de Nova Orleans, e foi
popularizando-se neste pais que, por sua vez, passava por um momento de expansao
ao oeste, motivo pelo qual ficou conhecido como o jogo do velho oeste. Por outro lado,
outros relatos apresentam divergéncias quanto a origem do jogo, tendo como referéncia
o fato de que tenha surgido na China, na Dinastia Sung. O Pdquer é um jogo de cartas,
jogado com o baralho tradicional de 52 cartas, composto por 4 naipes (simbolos), sendo
estes: ouros, espadas, copas e paus. Para cada naipe ha 13 cartas com valores distintos,
comegando da carta mais baixa para a mais alta por: 2 (dois), 3 (trés), 4 (quatro), 5
(cinco), 6 (seis) 7 (sete), 8 (oito), 9 (nove), 10 (dez), J (valete), @ (dama), K (rei) e
A (ds), conforme ilustra a Figura 2.1.

Este jogo pode ser jogado ao vivo (tradicionalmente chamado de live) ou online, em
que existem varias plataformas do jogo. Em ambos os casos, pode ser jogado usando
dinheiro ficticio ou dinheiro real, sendo os valores representados por fichas de cores dife-
rentes. Em cada rodada sao feitas as apostas de tal forma que, ao juntar-se as apostas,
forma-se um pote. Ganha esse pote quem fizer a melhor combinacao de cartas (que sera
vista no decorrer deste capitulo), nesta rodada, ou quem consiga fazer com que seus
adversarios desistam. Esta melhor combinacao da rodada é chamada tradicionalmente
de melhor mao.

Como envolve apostas, ha um mito acerca do jogo que consiste na afirmacao de que
o Poquer é um jogo de azar, uma vez que os resultados estariam sujeitos significativa-
mente a um fator de sorte. Entretanto, a afirmagao nao é verdadeira, pois conforme os

jogadores tornam-se mais experientes, mesmo com maos piores, estes tendem a ganhar

29
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Regras do jogo de Poquer

Figura 2.1: Baralho Completo
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mais potes. Em [12], os autores investigaram 103 milhdes de rodadas jogadas e con-
cluiram que 75,7% nao terminaram no show down (quando os jogadores mostram as
cartas, ou seja, quando a rodada chega ao fim), isto é, os jogadores esconderam suas
maos podendo ou nao ter uma boa combinagao, o que nos sugere que o Poquer ¢ um
jogo de habilidades, baseado na capacidade de cada jogador tomar decisdes sobre as
agoes no decorrer do jogo.

Existem algumas modalidades do Poquer, sendo elas: o Texas Holdem, Omaha,
Razz, Stud e outras. A modalidade Texas Holdem é a mais jogada no mundo e a que
mais se aproxima didaticamente do ensino de probabilidades, motivo pela qual esta
sera a base desse estudo. Nesta modalidade a mesa pode ser composta de 2 até 10
jogadores. Cada jogador recebe duas cartas fechadas, ou seja, ele somente vé as cartas
que recebeu. No decorrer do jogo, sao abertas 5 cartas comunitarias, as quais todos os
jogadores podem decidir utiliza-las para fazer suas combinagdes. Assim, cada jogador
terd 7 cartas para fazer uma combinagdo com apenas 5 delas. Portanto, o jogador nem
sempre usard as duas cartas que recebeu para formar a melhor combinagao possivel na
rodada.

2.1.1 Ranking das maos de Poquer

Por se tratarem de jargoes, alguns termos em lingua inglesa serdo mantidos, consi-
derando sua popularidade universal entre os jogadores. A seguir, especificamos os tipos

de maos de Poquer. Para o leitor mais interessado, indicamos as referéncias [13, 14, 15].

Royal straight flush

Esta mao é a mais valiosa do Poquer, que é uma sequéncia de 5 cartas que comega
do 10(dez) ao A(4s) sendo que todas devem ser do mesmo naipe, como ilustra a Figura
2.2.

[
=<

Figura 2.2: Royal straight flush

Straight Flush

E qualquer sequéncia de 5 cartas de mesmo naipe, excluindo-se o caso Royal straight
flush, como ilustra a Figura 2.3.



Regras do jogo de Poquer 32

>

900 ‘zOO

+00
*

oo) 4

LOe

>
O&
N~&

Figura 2.3: Straight flush

Quadra

Ocorre quando 4 ha cartas de mesmo valor, diferindo-se apenas pelos naipes, con-

forme a Figura 2.4

S

€
<&

Figura 2.4: Quadra

Full House

Esta mao é formada por 3 cartas de mesmo valor e 2 outras cartas de, também de

mesmo valor entre si, conforme a Figura 2.5.

K

*N

e
N&

Figura 2.5: Full House

Flush

Esta mao é formada por 5 cartas de mesmo naipe, nao sequenciais, conforme a
Figura 2.6.
Straight

Esta mao é uma sequéncia de 5 cartas com naipes aleatérios, conforme a Figura
2.7.



Regras do jogo de Poquer 33

‘zVV %

<

t 2
N
Y
<o

* %' ‘éVV

>
>N
$07
*
*

O

<o

NS

N&

<€

Figura 2.7: Straight

Trinca

Esta mao é formada por 3 cartas de mesmo valor, conforme a Figura 2.8.

6" 6 ‘900
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Figura 2.8: Trinca

Dois pares

Esta mao é formada por duas duplas de mesmo valor, conforme Figura 2.9.

g" 26& V?OO 2 80
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Figura 2.9: Dois pares

Par

Esta mao é formada por 2 cartas de mesmo valor, conforme a Figura 2.10.
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Figura 2.10: Par

Carta Alta

Quando nenhuma mao das anteriores forem formadas, vence a rodada o jogador

que possuir as 5 cartas mais altas, conforme a Figura 2.11.
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Figura 2.11: Carta Alta (K)

Critérios de desempate

Em caso de empate, ¢ dividido o pote entre os jogadores que estiverem jogando a
mao. Contudo, ha algumas situacoes que requerem critérios de desempate, vejamos os
seguintes casos.

e Quando dois ou mais jogadores formam o mesmo tipo de mao, de valores distintos,
vencera o jogador que possuir o tipo de mao de maior valor.

e Quando dois ou mais jogadores formam o mesmo tipo de mao, de mesmo valor,
vencera o jogador que possuir a maior carta que nao compoe a mao referida. Essa carta

de desempate é chamada de kicker.

2.1.2 Dealer e blinds

No inicio do jogo um botao denominado dealer é colocado a frente do jogador que
ocupa a posicao 1 da mesa e, segue para o proximo jogador a esquerda ao fim de
cada rodada. O jogador que estiver com o botao sera o ultimo jogador a tomar acao
na mesa, o que representa uma vantagem, pois neste momento conhecera previamente
quais foram as agoes tomadas pelos seus adversérios.

Os blinds sao apostas obrigatorias. Elas deverao ser feitas pelos dois jogadores que
estiverem imediatamente a esquerda do dealer, antes das cartas serem distribuidas. O
primeiro jogador a esquerda do dealer deve apostar metade do valor do blind, aposta

de nome small blind(SB). O jogador que estiver a esquerda do (SB) devera apostar o
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blind inteiro, aposta de nome big blind (BB). A aposta minima para o jogo é o valor da

big blind. A Figura 2.12 ilustra uma mesa de Péquer com SB, BB e dealer posicionados.

Figura 2.12: Posi¢oes do SB, BB e dealer em uma mesa de Péquer

2.1.3 Acoes do jogo

Cada jogador, em sua vez de tomar a decisao da jogada, tem possiveis agoes a serem
tomadas, que sao: desistir da mao (fold), passar a jogada sem apostar (check), pagar
uma aposta (call), apostar (bet) ou aumentar uma aposta ja feita por algum jogador

(raise). Cada agdo a ser tomada dependera de como esta a rodada.

Dinamica do jogo

Sorteado o jogador que iniciard como dealer, sao feitas as apostas dos blind, SB
e BB. Em seguida, sao distribuidas duas cartas para cada jogador. Assim comeca a
primeira etapa de apostas com o jogador a esquerda do jogador que ¢ o BB. Este
primeiro jogador deverd agir podendo decidir se ird pagar a aposta minima (call),
desistir da mao (fold) ou aumentar a aposta (raise). Essa dindmica se repete aos demais
jogadores, sempre baseada na acao tomada pelo jogador anterior. Fechando a primeira
etapa de apostas, sao abertas 3 cartas na mesa, denominadas cartas do FLOP. Essas
cartas sao comunitarias, ou seja, todos os jogadores podem utiliza-las para compor
sua melhor combinacao de 5 cartas. A partir dai, comega a segunda etapa de apostas
aos jogadores que permaneceram no jogo. O primeiro jogador que deverd agir sera
o jogador a esquerda do dealer e que ainda esteja participando do jogo. Feitas as
acoes, mais uma carta é aberta na mesa, denominada carta do TURN, e seguindo-
se as apostas novamente. Por fim, abre-se a ultima carta na mesa, denominada carta
do RIVER. Neste momento, acontece a tltima rodada de agoes, na qual os jogadores
remanescentes deverao ir para o show down, que consiste na abertura das cartas em
posse de cada jogador para que sejam verificadas e decidido o jogador que obteve a

melhor combinagao de 5 cartas. O jogador vencedor é premiado com todas as fichas do
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pote. Em seguida, e inicia-se uma nova rodada do jogo, até que um tnico jogador seja

o vencedor final ao eliminar os demais adversarios.

2.2 Probabilidade e Péquer

Vejamos algumas situagoes que recorrem aos conceitos de probabilidade apresenta-
dos anteriormente, aplicados ao Poquer: A mao mais desejada pelos jogadores antes do
flop € o “par de Ases”, pois é a melhor mao nesta etapa pelo motivo de que se nenhum
dos jogadores acertarem uma combinagao com as cartas da mesa, o “par de ases” ven-

cera qualquer outro par. Qual a probabilidade de um jogador receber par de ases? A

1
221

De acordo com [16], poderfamos determiné-lo observando quantos pares de ases foram

resposta para essa questao é e esse resultado pode ser obtido de diferentes formas.
distribuidos em 5 milhoes de maos, mas isso seria um processo longo e dificil. Sendo
assim, podemos resolver de maneira melhor, dividindo o problema em partes: Primei-
ramente, consideremos apenas uma das cartas recebidas pelo jogador, isso faz com que
o problema inicial seja simplificado. Delimitamos, entao, ainda mais a pergunta: Qual
a probabilidade de uma tnica carta recebida seja um As? Além disso, é possivel de-
limitar ainda mais o problema fazendo a seguinte pergunta: Qual a probabilidade de
uma Unica carta recebida seja um As de espadas? Facamos as seguintes suposicoes:

e H4a 52 cartas no baralho;

e Todas tem a mesma probabilidade de serem recebidas;

e Seja A o evento “Receber uma carta As”.

A probabilidade de receber uma carta qualquer é de 5% Se a chance de receber um
Alé de L, entdo a chance de receber um As de outro naipe é a mesma. Como hé 4

527
naipes distintos, a chance de receber um As é de:

1 4 1
PA) =4 — = — = —,
52 52 13

ou seja, a chance de receber um As é de aproximadamente 7, 7%, o que nao é tao ficil.

2.2.1 Investigando a independéncia/dependéncia de eventos

Algumas situagoes no Poquer remetem as ideias de eventos mutuamente exclusivos,
ja abordados neste texto. Consideremos, por exemplo os eventos:

e A carta é de copas;

e A carta é um As.

Se desejamos determinar a probabilidade de que uma tnica carta seja de copas OU
seja um As, encontramos 13 cartas de copas dentre as 52 que hé no baralho. Entéo, a
probabilidade de que a carta seja de copas é de é—g = %. A probabilidade da carta ser
um As, como exemplificado anteriormente, é de % Entretanto, nao é possivel utilizar

a ideia de P(AU B) = P(A) + P(B), uma vez que é possivel que uma carta seja
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simultaneamente um As e de copas. Para essa possibilidade, que dizemos se tratar
11 1

de uma ocorréncia conjunta, a probabilidade pode ser determinada por i3 - 7 = =5.
Desta forma, os eventos nao sao mutuamente exclusivos. Em outras palavras, ha uma
dependéncia entre eles.

Retomando a questao inicial “Qual é a probabilidade de um jogador receber par de
ases?”, procedemos de maneira similar, dividindo o problema em partes. Consideremos:

e (A) A primeira carta é um As ;

e (B) A segunda carta é um As.

Entao, poderiamos sugerir que:

1
137

Entretanto, os eventos A e B sdo dependentes, uma vez que a ocorréncia de um As

P(A) = P(B)

na primeira carta (evento A) faz com que a probabilidade de ocorrer As na segunda
carta (evento B) diminua, pois o espago amostral (nimero de cartas no baralho) é
alterado. Assim, P(B | A), que representa a chance da segunda carta ser um As dado
que a primeira carta é um As, pode ser determinado por:

3 1

Desta forma,

1 1 1
P(ANB) = P(A)- P(B| A) = 7 - = = 300,

confirmando que a probabilidade de receber par de ases é menor que 1%.

Consideremos, agora, outro exemplo: Além do par de ases, outras maos também
sdo muito desejadas por serem consideradas maos fortes (maos que sao melhores que a
maioria nesta etapa, antes de virar o flop), como o par de reis e o par de damas. Desta
forma, perguntamos “Qual a probabilidade de um jogador receber um par de ases ou
par de reis ou par de damas?”.

Vejamos que, pelo exemplo anterior, a probabilidade do jogador receber par de ases
é ﬁ Analogamente, se AA representa a ocorréncia de um par de ases, K K representa
a ocorréncia de um par de reis e Q) representa a ocorréncia de um par de damas,
entdo P(AA) = P(KK) = P(QQ) = 5.

Notemos que é impossivel que duas cartas sejam simultaneamente AA e KK ou AA

e QQ ou QQ e KK. Portanto, tais eventos sao todos independentes. Assim, podemos
utilizar a ideia de que P(AAU KK UQQ) = P(AA) + P(KK) + P(QQ). Logo,

111 3
PAAUKKUQQ) = — + — + — = —
( Q=21+t o1 51 ~ o
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Desta forma, a chance de receber qualquer um dos trés pares indicados é extrema-
mente pequena (menos de 2 %), sendo que na etapa pré-flop(momento que antecede a

abertura das cartas coletivas) esses pares sao considerados maos fortes.

2.2.2 Uma questao mais complexa

Consideremos, agora, um problema mais complexo: Um jogador recebeu duas cartas
do mesmo naipe. Qual a probabilidade de fazer um flush no flop?

Sem perda de generalidade, consideremos que o jogador dispoe de duas cartas de
copas. Desta forma, restam 11 cartas de copas no baralho. Para que o flush ocorra no
flop, é necessario que as 3 cartas sejam, também, de copas. Consideremos os eventos:

e (A) A primeira carta do flop é de copas;

e (B) A segunda carta do flop é de copas;

e (C) A terceira carta do flop é de copas;

Entao,

e P(A) = & (duas cartas foram removidas do baralho pois compde a mao do
jogador);

e P(B| A) = 12 (pois ja ocorreu o sorteio de uma carta de copas na primeira do
flop, totalizando uma retirada de 3 cartas do baralho);

e P(C'| (AN B)) = & (pois j& ocorreram os sorteios de duas cartas de copas no
flop, totalizando uma retirada de 4 cartas do baralho).

Assim,

1 10 11
P(ANB) = P(A)- P(B| A) = =+ 15 = 3=

Denotando por D = (AN B), temos

P(Dm(]):P(D)-P(C|D):P(AﬂB)~P(C|(AﬂB)):Qir)';:gggo’

ou seja, a probabilidade de realizar um flush no flop é menor que 1%. Novamente,
podemos observar que o jogador que dispoe de um flush no flop possui uma mao
consideravelmente forte, (na maioria das vezes, melhores que maos de seus adversarios)

dando a ele maiores condi¢oes de permanecer ativo no decorrer da rodada.



CAPITULO 3

UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES
PARA ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Este capitulo apresenta uma proposta de ensino-aprendizagem com o auxilio do
Poquer. Essa proposta de atividades foi aplicada em alunos das turmas do segundo
ano do ensino médio do Instituto Federal do Parana, campus Jacarezinho, no contra-
turno. Esses alunos participavam de um projeto, coordenado por mim, de atividades
lidicas, como o jogo de xadrez, por exemplo. Estes alunos cursarao o contetido de pro-
babilidades no decorrer do ano no turno matutino, no método tradicional. A proposta
do trabalho foi desenvolver o contetido de probabilidade através de uma abordagem
nao tradicional de ensino, com intuito de trazer um fator motivador as aulas. Entre-
tanto, o conteddo prévio necessario para o desenvolvimento da probabilidade, como
por exemplo, permutagbes, arranjos e combinacoes foram explicados anteriormente a
intervencao com o jogo de Poquer.

A atividade de ensino aprendizagem foi desenvolvida no formato similar a de um
minicurso estendido, distribuido em 10 encontros (aulas) com carga horaria de 1h30min
por encontro, totalizando 15h. As tematicas das aulas foram distribuidas conforme a

seguinte ordem:

1. Aula 1: Apresentacao do baralho, contexto histérico, regras do jogo de Poquer e

aspectos contemporaneos;

2. Aula 2: Pratica do jogo de Poquer individualmente e em grupos: Nocgoes do

conceito de “risco” e motivacao para o uso da matematica na tomada de decisao;

3. Aula 3: Discussao da dinamica do jogo, primeiras impressoes e apresentacao do

Problema Motivador: Decisao milionaria;

4. Aula 4: Introducao dos conceitos de probabilidades aplicados ao Poquer;
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5. Aula 5: Probabilidades de eventos simples no Poquer, probabilidades da uniao

de eventos mutuamente exclusivos no Poquer;

6. Aula 6: Probabilidades de eventos ndo mutuamente exclusivos no Poquer, lei da

multiplicagao;
7. Aula 7: Probabilidade condicional no Poquer;

8. Aula 8: Breve retomada dos conceitos de probabilidade e resolucao do problema

motivador exposto na aula 3;

9. Aula 9: Avaliagdo da aprendizagem: Aplicagao de questionario com problemas de

probabilidade aplicados ao Poquer;

10. Aula 10: Discussao dos resultados dos principais erros e acertos;

3.1 Motivacao: decisao milionaria

A fim de contextualizar a importancia da teoria de probabilidades em tomadas de
decisoes, apresentamos uma situacao real descrita no livro “Introduction to Probability
with Texas Holdem Examples”, veja [17].

No torneio mundial de Péquer, o WSOP (World Series of Poker), ocorrido em 2006,
participaram 8773 jogadores no evento principal, oriundos de varios paises. A premi-
acao para o vencedor era da ordem de 12 milhoes de délares, que representa a maior
premiacao ja paga da modalidade no momento, assim como o valor mais alto ja pago em
um esporte individual. Na mesa final, restando 3 jogadores, Jamie Gold, Paul Wasicka
e Michael Binger, uma determinada situacao no jogo fez com que o jogador Wasicka
tivesse que tomar uma dificil decisdao baseada nas a¢des de Binger e Gold, este tltimo
sendo o chip leader(jogador com maior stack, ou seja, que dispoe do maior valor acu-
mulado em fichas). A situacao era o seguinte:

e Jamie Gold, chip leader, com 60 milhoes em fichas;
e Paul Wasicka: 18 milhoes em fichas;

e Michael Binger: 11 milhoes em fichas;

e Os blinds estavam em 200.000 / 400.000.

As agoes iniciais foram:

e Gold dé call com [);
e Wasicka da call com [QJ&);
e Binger aumenta a aposta para 1,5milhao de fichas, com {J[¥);

e Gold e Wasicka pagam a aposta.
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Neste momento, as cartas do FLOP sao abertas:
e O FLOP mostra [§&J5);
Na sequéncia, os jogadores fazem as seguintes agoes:

e Wasicka da check ;
e Binger faz um raise de 3,5milhoes de fichas ;

e Gold d& all-in (aposta todas as suas fichas).

Neste momento, o jogador Wasicka deve tomar a decisao de que acao faria: Pagar a
aposta ou desistir. Caso Wasicka decidisse por dar call, seria necessario utilizar todas
as suas fichas e, assim, caso perdesse a mao, estaria eliminado do torneio. Por outro
lado, se fosse vencedor da mao, com o pote seu stack mais que dobraria, aumentando
significativamente a chance de ser campeao do torneio, faturando 12 milhoes de délares,
ou ainda, poderia desistir e dar sequéncia ao jogo.

Nestas condicoes, considerando o ponto de vista dos expectadores e a teoria de

probabilidades, qual a melhor decisao que Wasicka poderia tomar?

10165
oo/ 1h (4

FLOP

Figura 3.1: Wasicka: Pagar a aposta ou desistir?

Claramente, a decisao de Wasicka deveria ser baseada nas probabilidades de ocor-
réncias de cartas que lhe dariam condigoes de vencer a mao. Neste sentido, torna-se
evidente a importancia de, a partir de um conjunto de regras e condigoes, estabelecer

a probabilidade de ocorréncia de eventos para tomada de decisao.
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3.1.1 Analise da decisao a partir da teoria das probabilidades

Por questoes didaticas, as analises de probabilidades aqui dispostas serao calculadas
a partir do ponto de vista de um expectador, que possui informacoes das cartas de todos

os jogadores.

Qual é a probabilidade que Wasicka faca um straight flush no TURN?

Para Wasicka fazer um straight flush (SF) no TURN, devem ser sorteadas as cartas
Alou ). Sabemos que o fJestd em posse do jogador Gold. Entao, a tnica carta possivel
para o straight flush é [%). Como hé 43 cartas restantes no baralho (pois ji sairam 3 no
FLOP, e cada jogador tem 2), entao a probabilidade de Wasicka fazer straight flush no
TURN é:

P(SF) = —.
43

Notemos que, neste caso, a definicdo de probabilidade simples foi utilizada, uma

vez que foram analisadas todas as possibilidades favoraveis em um universo de todos

eventos possiveis.

Qual é a probabilidade que Wasicka fagca um straight flush no TURN ou no
RIVER?

Sejam A o evento “ Wasicka faz straight flush no TURN” e B o evento “Wasicka
faz straight flush no river”. Sabemos que P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B). Como
a Unica carta possivel para que ocorra straight flush é o ), entdo nao é possivel realizar
esta mao no TURN e no RIVER, ou seja, P(ANB) = 0. Sabemos que P(A) = 4%,’, pela
situacao anterior, e para que ocorra SF no RIVER, entao [BJdeve ser sorteada. Assim,
P(B) = %, pois as 43 cartas tém a mesma chance de aparecer no RIVER. Desta forma,
a probabilidade que Wasicka faga um straight flush no TURN ou no RIVER é:

1 1 2

PAUB) = o+ 5 +0= 2.

Percebemos que esta problematica exibe o calculo envolvendo a uniao de dois even-
tos, particularmente, dois eventos independentes.
Qual é a probabilidade que Wasicka acerte um flush no TURN?

Seja F' o evento “ Wasicka faz flush no TURN”. Como ha 13 cartas de cada naipe,

existem 8 cartas do naipe de espadas, que sdao: A, K, Q, J, 10, 9, 3 e 2. Desta forma,
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Qual é a probabilidade que Wasicka acerte um flush no TURN ou no RI-
VER?

Para Wasicka completar um flush, basta sair mais uma carta de espadas, no TURN
ou no RIVER. Seja A o evento “carta de espadas no TURN e carta de outro naipe no
RIVER”, B o evento “carta de outro naipe no TURN e carta de espadas no RIVER” e
C o evento “carta de espadas no TURN e carta de espadas no RIVER. A probabilidade
desejada poderia ser obtida utilizando a ideia de probabilidade da uniao de 3 eventos
mutuamente exclusivos, veja Definicao 1.8. Entretanto, por questao de simplificagao,
tal probabilidade pode ser determinada a partir da ideia de probabilidade do evento
complementar. Em outras palavras, basta determinar a probabilidade da ndo ocorréncia
de A, B e C, ou seja, a nao ocorréncia de uma carta de espadas seja no TURN, no
RIVER ou em ambos, respectivamente.

Sabemos que Wasicka nao fard flush no TURN ou no RIVER (nem em ambos)
se em ambas etapas nao sairem cartas de espadas. As possibilidades de cartas para o
TURN e RIVER podem ser calculadas usando o conceito de combinacao simples Clys 2,

veja Teorema 1.2,

Para que ambas as cartas (TURN e RIVER) nao sejam de espadas, as possibilidades
podem ser determinadas a partir da combinacao simples (55, uma vez que hd 43

restantes no baralho sendo 8 delas de espadas. Assim,

Logo, utilizando a propriedade de probabilidade do evento complementar, (Propo-
si¢do 1.1 (i)) a probabilidade do evento F' “ Wasicka acerte um flush no TURN ou no
RIVER” é

595 308
P(F)=1—-P(F°)=1—— = — = 34%.
(F) (F) 903 903 3%
Qual é a probabilidade que Wasicka acerte um straight ou flush no RIVER,

supondo que os 3 jogadores permaneceram na mao?

Para que Wasicka acerte um straight ou flush no RIVER, a carta que saiu no TURN
nao ¢ de espadas, nem o 4 de espadas e nem o 9 de espadas. Sendo assim, temos a
informagcao de 10 cartas: as 4 cartas comunitarias que estao na mesa, mais as duas de
cada um dos 3 jogadores, isto é, Wasicka fard um straight se sair uma das trés cartas
4 que estao no baralho, pois o flestd com o Gold, ou um dos trés 9, (ha quatro 9 que
nao foram vistos ainda, mas com o @], Wasicka fard flush), portanto, ha 6 cartas para
Wasicka completar um straight, e para que ele faca flush hé oito cartas, (2, 3, 9, 10,

J, Q, K ou A) de espadas. Portanto, para que ele consiga um straight ou um flush no
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RIVER, héa 14 cartas favoraveis em um total de 42 cartas nao vistas, desta forma, a
probabilidade do evento F' “ Wasicka acerte straigh ou flush no RIVER” é:
14 1
P(F) = —=-=33%.
(F) 42 3 %
Caso os 3 jogadores permanecessem na mao até o final, qual seria a proba-

bilidade de que Wasicka vencesse a rodada?

Sabemos que 9 cartas das 52 que compoem o baralho, ha 43 cartas com a mesma
chance de sair tanto no TURN quanto no RIVER, que é um total de 903 duplas
possiveis, como ja foi visto no caso anterior. Analisando as possibilidades de cartas
para TURN e RIVER, chamaremos de A; = ambas as cartas sao de espadas, Ay =
somente uma das cartas € de espadas e A3 = as duas cartas ndao sdo de espadas. Seja o
evento B= Wasicka vence a rodada. Pelo Teorema da Probabilidade Total, (Teorema
1.3), temos que P(B) = P(B | A1)P(Ay) + P(B | Ay)P(As) + P(B | A3)P(A3).
Analisaremos todos os casos que Wasicka venceria a mao.

Vamos analisar o primeiro evento: A; = ambas as cartas sio de espadas. Como
sabemos, somente 8 das 43 cartas restantes no baralho sao de espadas. E as possiveis
combinacoes para TURN e RIVER sao calculadas da forma C,35 = 28 possibilidades,
entdo P(A;) = %. Mas existem duas combinacoes de cartas de espadas que nao dariam
a vitoria para Wasicka, que sdo (Jfy), o que seria um full house de Binger, ou BJ3), um
straight flush de Gold. Desta forma, P(B | A;) = 28, e entdo,

287

26 28 26
P(B| A)P(A) = 32+ o = oo

J& para o segundo evento: Ay =somente uma das cartas é de espadas, sabendo que
ha 8 cartas de espadas das 43 restantes no baralho, concluiremos que 35 delas sao

de outros naipes. Desta forma, para formar o TURN e RIVER temos 8 - 35 = 280

280
903 *

somente as K, Q, J, 9, 3 e 2 combinadas dardao a vitoria ao Wasicka, pois [ e

possibilidades. Sendo assim, temos P(Ay) = Das cartas restantes de espadas,
sera um full house para um adversario. Desta forma, temos os seguintes casos a serem
analisados:

Primeiro caso: A combinacado das cartas de espadas que darao vitéria ao Wasicka
sao calculadas da forma 6-35 = 210, que sao as 6 cartas de espadas que nao completam
full house combinadas com as 35 cartas restantes do baralho que sao de outros naipes.

Segundo caso: Caso saisse o [, Wasicka estaria vencendo a mao pois teria feito um
flush, mas Binger estaria com dois pares, um de A e outro de 10, e com mais uma dessas
duas cartas faria um full house e venceria a mao. Entao, caso saisse o A de espadas,
para garantir a vitéria do Wasicka, das 35 cartas restantes no baralho, nao poderia
sair nem A (restou o BJfy)) e nem 10 (somente (4)), desta forma, as possibilidades que
Wasika teria de vencer a mao seria calculada da forma 35 — 3 = 32, pois das 35 cartas

restantes, apenas 3 nao poderiam combinar com o .
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Terceiro caso: Caso saisse o [§), Wasicka estaria vencendo a mao, pois teria feito um
flush, mas Binger estaria trincado, e desta forma, Binger venceria caso saisse qualquer
outra carta que fizesse uma dobra, que sao: 3}, B, B, &, &, &), Bou [, pois daria
a Binger um full house ou caso saisse o [§), que daria uma quadra a Binger. Sendo
assim, as possibilidades de Wasicka vencer neste caso sao calculadas da forma 35 —
9 = 26, pois das 35 cartas restantes no baralho, apenas 9 delas dariam vitéria a um
adversario caso saisse o [§. Portando, saindo apenas uma carta de espadas, das 280
possiveis combinacoes, basta somar os 3 casos para termos quantas combinacoes seriam
favoraveis ao Wasicka, ou seja, 210 4+ 32 + 26 = 268, entao,

268 280 @
280 903 903
Lembremos que o terceiro evento é A3 =as duas cartas nao sao de espadas. Neste

P(B | A2)P(Ay) =

caso, devemos calcular todas as possiveis combinagoes das 35 cartas restantes no bara-
lho, que nao sao de espadas, para TURN e RIVER, (352 = 595 possibilidades. Entao,
P(A3) = %. As cartas que dariam vitéria ao Wasicka sao os 9 e os 4 que formariam
um straight e 88 que dariam uma trinca a ele. Sendo assim, temos cinco casos a serem
estudados.

Primeiro caso: Sair duas cartas 9. Restam trés cartas 9 das 35 cartas do baralho,
que sao calculadas da forma (3o = 3 possiveis casos de sair 9 e 9, que daria straight
ao Wasicka.

Segundo caso: Sair uma carta 9. Caso saisse um dos trés 9, Wasicka faria um
straight, independente da outra carta que sair, Wasicka venceria a mao. Para calcular
as possibilidades, basta calcular 3 - 32 = 96 possibilidades, 3 porque sao trés cartas 9,
e 32 porque sao as 35 cartas restantes menos as trés cartas 9.

Terceiro caso: Sair duas cartas 4. Restam trés cartas 4 das 35 cartas do baralho,
que sao calculadas da forma ('35 = 3 possiveis casos de sair 4 e 4, que daria straight
ao Wasicka.

Quarto caso: Sair uma carta 4. Caso saisse uma das trés cartas “4” daria vitoria
ao Wasicka. Como restam 35 cartas no baralho, e neste caso, ndo pode sair a carta
9, entao restam apenas 32 cartas. Para calcular a saida de uma carta 4 das 32 cartas
restantes, basta fazer 3-29 = 87 possiveis maneiras de combinar uma carta 4 com uma
carta qualquer que nao seja a carta 9.

Quinto caso: Sair duas cartas 8. Restam trés cartas “8” das 35 cartas do baralho,
que sao calculadas da forma C3 o = 3 possiveis casos de sair 8 e 8, que daria trinca ao
Wasicka.

Somando todos os possiveis casos, temos 3 + 96 + 3 + 87 + 3 = 192 que dariam
vitoria ao Wasicka nas 595 possiveis combinagoes para TURN e RIVER sem que seja

cartas de espadas, entao

192 595 192

P(B | A3)P(4s) = 595 903 903"
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E, por fim,

26 268 192 486
P(B)=P(B| A)P(A P(B | AVP(A)+P(B | AYP(A,) = — 4+ ——4 "7 — —~

que corresponde a 53,82%. Sendo assim, caso os trés jogadores permanecessem até o
fim da rodada, Wasicka teria 53, 82% de chances de vencer a mao. Neste caso, vale des-
tacar que, dada a probabilidade de Wasicka vencer, os outros dois adversarios teriam,
conjuntamente, 46, 18% de vencer a rodada. Assim, pressupomos que Wasicka deveria
ter dado call.

Ao conhecerem a historia, os alunos se mostraram curiosos para saber quem venceu
a mao, ja que a mao envolvia uma grande quantia - 12 milhdes de dolares. O fato
ocorrido foi que apds o fold dado por Wasicka, Binger pagou a aposta, mas também
nao obteve éxito, pois no turn e river, respectivamente, foram apresentadas as cartas
W4, dando um straight para Gold. Ao final do torneio, Gold (vencedor da mao citada

anteriormente), consagrou-se o vencedor do torneio.

3.2 Proposta de exercicios: Probabilidade aplicada

ao Poquer

Depois dos conceitos de probabilidades bem fundamentados, o préximo passo foi
ensinar os alunos a jogarem Pdquer. Simulamos varias disputas em sala de aula. Pro-
pomos o seguinte questionario a uma turma de 2% série do ensino médio de 30 alunos,

do Instituto Federal do Parana, campus Jacarezinho, Parana.
QUESTIONARIO

Suponha que vocé estda em uma mesa de Pdquer sozinho, responda:
Questao 1. Qual a probabilidade de vocé receber 747

Objetivo e solugao: Nesta questdo, esperamos que o aluno seja capaz de determinar
a probabilidade de um evento simples, utilizando conceitos da andlise combinatoria, em
particular, o conceito de combinagoes.

H4 apenas 1 caso favordvel em um total de Csz 2 = 1326 combinacoes distintas possiveis

dos pares de cartas. Desta forma,

1
PAET) = T396" Logo, a probabilidade de receber é menor que 1%.

Questao 2. Qual a probabilidade de vocé receber A (de qualquer naipe) e [3J?
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Objetivo e solugao: Nesta questdo, esperamos que o aluno seja capaz de determinar
a probabilidade de um evento simples considerando mais casos favordveis em relagdo a

questao anterior.
Neste caso, hé 4 casos favoraveis: (4}, ()4, Ble B4 Assim:

4
P(A(qualquer) @) = —— = 0,3%.

Questao 3. Qual a probabilidade de vocé receber as cartas As e 7 de quaisquer naipes?

Objetivo e solucgao: Nesta questdo, esperamos que o aluno seja capaz de determi-
nar a probabilidade de um evento simples considerando ainda mais casos favordveis em
relacao a questao anterior, utilizando, ainda, o principio multiplicativo. Contudo, espe-
ramos que o aluno note que € fundamental determinar quantos sao os casos favordveis
mas nao quais detalhadamente, como realizado na questao anterior.

Neste caso ha 16 casos favoraveis, uma vez que ha 4 possibilidades de A e 4 possibili-
dades de 7. Desta forma,

16
P(A(qualquer) 7(qualquer)) = 1396 =0, 12%.

Questao 4. Qual a probabilidade de vocé receber par de 5 ou par de 37

Objetivo e solugao: Nesta questdo, esperamos que o aluno seja capaz de determinar
a probabilidade da unido de dois eventos mutuamente exclusivos, através da relacao
P(AUB) = P(A) + P(B).

Neste caso, o nimero de casos favoraveis para receber um par de 5 é Cy 2 = 6. Como os
pares tém a mesma probabilidade de ocorréncia, também ha Cy o = 6 casos favoraveis

para receber par de 3. Desta forma,

P(Par de 5 ou Par de 3) = P(Par de 5) + P(Par de 3)
6 n 6
1326 1326
12
_— @ == 07 9%.
Questao 5. Qual a probabilidade de vocé receber par de Damas (PD) ou duas cartas
vermelhas(DCV)?

Objetivo e solugao: Nesta questao, esperamos que o aluno seja capaz de determinar a
probabilidade da unido de dois eventos nao mutuamente exclusivos, através da relagao
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), uma vez que, neste caso, AN B # ().

Neste caso, o niimero de casos favoraveis para receber um par de Damas é Cy9 = 6, e 0
nimero de casos favordveis para receber duas cartas vermelhas é Cy6 2 = 325. Contudo,

é preciso considerar que é possivel que vocé receba um par de cartas que ao mesmo
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tempo é um par de Damas e ambas vermelhas §J). Assim, devemos subtrair este caso

duplicado. Logo,

P(PD ou DCV) = P(PD) + P(DCV) — P(¥3)
6 325 1

1326 T 1326 1326

330
= —— = 25%.
1326 gl

Questido 6. Se vocé recebe ), qual a probabilidade de acertar apenas um par de As
no flop?

Objetivo e solugao: Nesta questao, esperamos que o aluno desenvolva o cdlculo de
probabilidade condicional de um evento simples.
Para que seja formado apenas um par de As no flop, € necessario que uma das trés
cartas seja, também, um As e as duas outras nao sejam nem As nem 7. Assim,
N 3 44 43 _

P(Apenas um par de As no flop) = 019 I8 3= 14,5%.
Questao 7. Se vocé recebe [J), qual a probabilidade de acertar somente uma trinca
de K no turn?

Objetivo e solugao: Nesta questio, esperamos que o aluno note que para determinar
o evento de interesse, deverd separar o cdlculo em duas etapas: a ndao ocorréncia da
trinca no flop, jdi que consiste em uma etapa preliminar ao turn, e a ocorréncia de um
K no turn.

Notemos que

P(Trinca no Turn) = P(Nao ocorrer trinca no flop) - P(K no turn)

484746 2
T 504948 47
46

T 1225

=~ 3, 75%.

A proxima questao envolve uma situagdo em que as cartas do flop s@o conhecidas
pelo jogador.

Questao 8. Suponha que, no flop, as cartas sao: BJYL). As cartas que vocé recebeu

foram: BJ). Qual a probabilidade de vocé acertar um straight no turn ou river?

Objetivo e solugao: Nesta questao, esperamos que o aluno seja capaz de compreender
que: para que o evento de interesse ocorra, o cdlculo da unido de eventos juntamente
ao conceito de probabilidade condicional deve ser usado.

Neste caso,
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P(Straight no Turn ou River) = P(Straight no Turn) + P(Straight no River)
(Straight no Turn)+

=P

+ P(Nao ocorrer Straight no Turn e Ocorrer Straight no River)
8 398

RS

~ 340

1081

= 31,45%.



CAPITULO 4

RESULTADOS E DISCUSSOES

Iniciamos as discussoes das atividades realizadas relatando como os alunos inter-
pretaram os resultados, a partir da solucao posterior de cada questao exibida pelo
professor: as primeiras reagoes foram dos alunos que perceberam o equivoco no mo-
mento em que responderam o questionario, dialogando a respeito de quais situagoes
mais causaram confusao.

Para cada questao, as respostas foram avaliadas segundo as classes: “Incorreta”,
“Parcialmente correta” e “Correta”. Consideramos que as respostas que apresentaram
falhas graves conceituais foram classificadas como “Incorreta”. Quando as respostas
apresentavam conceitos relativamente conexos, ou quando dispunham de conceitos cor-
retos e com erros operacionais, as mesmas foram classificadas como “Parcialmente cor-
reta”. As respostas que atendiam ao esperado para cada questdao foram classificadas
como “Correta”.

A Figura 4.1 exibe o grafico de distribuigao das classes “Incorreta”, “Parcialmente
correta” e “Correta”, em cada questao aplicada.

Alguns exemplos das respostas dos alunos estao no anexo.

4.1 Analise das respostas incorretas

Nessa secao, discutimos os erros mais frequentes apresentados nas respostas. Através
desse compilado de ideias extraimos quais foram as dificuldades, limitagoes e tipos de
pensamentos dos estudantes.

H& uma clara dificuldade dos alunos em compreender quais as unidades presentes
nas diferentes ocasides. Os alunos associam cartas individuais a pares e trios em um
mesmo exercicio, sem a preocupacao de vincula-los ao espago amostral.

Na literatura, como ja citado anteriormente, ha uma confusdo nos conceitos de

eventos mutuamente exclusivos e também no conceito de eventos independentes. Esta
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DISTRIBUIGCAO DE FREQUENCIAS CATEGORIZADAS

g

Q

=

4wl

2

(<}

w

14

'8
1 2 3 4 5 6 7 8
m Correta 20 19 19 17 7 4 19 B
m Parcialmente correta 6 7 7 9 19 20 0 22
Incorreta 4 4 4 4 4 6 11 2

QUESTOES

Figura 4.1: Desempenho dos alunos no questionario

confusao foi, também, observada nos resultados deste trabalho, pois em determina-
dos exercicios que exigiam tais conceitos houve um significativo niimero de respostas
inconsistentes.

Um erro comum apresentado foi a inconsisténcia na determinacao do espago amos-
tral e dos casos favoraveis do evento de interesse. Nas questoes 1, 2, 3 e 4 alguns alunos
consideraram o espaco amostral com 52 cartas, ou seja, com 52 elementos. Isso pode
ter ocorrido devido a apresentagdo dos exemplos explorados anteriormente de espaco
amostral em eventos cujas retiradas do baralho foram de apenas uma carta. Além disso,
os alunos também consideraram o niimero de casos favoraveis do evento de interesse
sendo a quantidade de numero de cartas apresentadas pelo exercicio. Isso pode ter
ocorrido devido a um erro de interpretacao, em que os alunos consideraram cada carta
recebida como um caso favoravel, sendo que o raciocinio correto deveria levar em con-
sideracao as combinagoes dessas cartas. Alguns exemplos de respostas encontradas sao

apresentados como:
PER) = =.
52

)
P(A qualquer(y)) = 5"

8
P(33 ou 55) = B

Na questao 5, devido a caracteristica diferenciada (a presenga do conceito de even-
tos ndo mutuamente exclusivos, ou seja, que apresentam casos em comum) em rela-

¢ao as anteriores, os alunos que anteriormente haviam considerado somente as cartas
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individuais no evento de interesse, também reconheceram a interseccdo dos eventos
apresentados como cartas individuais, gerando respostas do tipo:
28
P(PD ou DCV) = —.
52
Outros alunos nao reconheceram a interseccao, gerando respostas do tipo:
30
P(PD ou DCV) = —.
52

No primeiro caso, os alunos contaram 28 casos favoraveis, pois consideraram 26 car-
tas individuais vermelhas e 4 cartas individuais das damas. Entretanto, excluiram as
duas damas vermelhas por verificarem que ja haviam sido contadas. Nesse caso, verifi-
camos que os alunos mesmo nao sabendo resolver a questao corretamente, conseguiram
visualizar o ponto chave da solugao, pois o diferencial desse exercicio é a identificacao
dos elementos da intersecgao.

No segundo caso, o estudante apenas contou as 26 cartas vermelhas e adicionou as
4 damas sem a percepg¢ao das cartas em comum.

Podemos verificar na questao 6 algumas analises erradas em relagao ao que o exer-
cicio exigia. Um caso que cabe ressaltar foi o cadlculo do niimero de elementos do espaco
amostral por uma combinacao das 50 cartas restantes tomadas 3 a 3, pois o flop contém
3 cartas. Quanto ao evento, considerou o niimero de casos igual a 3, porque restaram 3
Ases no baralho. O aluno pode ter sido induzido ao erro porque, na maioria dos casos
apresentados, as respostas nao exigiam solucao por decomposi¢ao em outras subpartes,

diferentemente desta questdao. A resposta foi

3
050,3
3
19600

Outro caso que chamou a atenc¢ao, ainda na questao 6, foi a resposta de um aluno

P( Par de As no flop) =

que provavelmente imaginou a possibilidade da ocorréncia de um As na primeira carta

do flop, ou na segunda ou na terceira, uma vez que forneceu a seguinte resposta

< 3 3 3

P(Par de As noﬂ0p)2E+ZG+E
9
46

Esse pensamento é interessante, pois foi baseado no uso do conectivo ou. Entre-
tanto, esqueceu-se de subtrair os casos em que ocorrem mais de um As no flop.
Na questao 7, houveram erros por dificuldade no conceito de dependéncia de even-

tos. Uma resolugao apresentada considerou apenas a retirada das cartas do flop, ou
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seja, o espaco amostral no turn foi alterado para 47 cartas. A partir dai, considerou 2

para ocorréncia e sua resposta foi

2
P( Trinca de K no turn) = T2

Isso demonstra que o aluno entendeu que o espaco amostral no turn se altera em
decorréncia do flop.

Na questao 8 nao houve erro significativo, apenas respostas em branco em que
provavelmente o aluno nao se recordou do conceito de straight, pois 0 mesmo respondeu

corretamente as questoes semelhantes aplicadas anteriormente.

4.2 Analise das respostas parcialmente corretas

Nessa secao, vamos discutir os acertos parciais mais comuns encontrados dentre
todos os alunos. Dentre as respostas apresentadas, percebemos que a inconsisténcia
entre as “unidades” dos casos favoraveis e as “unidades” do espago amostral. A troca
entre conceitos semelhantes também ocorre diversas vezes. Ha substitui¢oes do conceito
de combinagoes simples pelo conceito de arranjos simples, pois o aluno tem dificuldade
de interpretar o uso exato das formulas pré definidas.

Na primeira questao, destacamos dois casos de resposta. No primeiro caso, foi apre-

sentada na seguinte forma:

2

PAA) = 1326°

Neste caso, notamos que o aluno foi capaz de determinar o espago amostral correta-
mente, entretanto, cometeu o mesmo erro dos alunos que erraram ao considerar o par
AlRJcomo dois casos favoraveis. Assim, mesclou termos de magnitudes diferentes, uma
vez que o numerador representa duas cartas e o denominador representa quantos sao
os possiveis pares formados a partir de 52 cartas. Em outras palavras, a “unidade” do
numerador é dado em cartas e a “unidade” do denominador é dado em pares.

No segundo caso, foi apresentada a seguinte resposta:

1
PAA) = 2652

Neste caso, notamos que o aluno nao cometeu o erro referente as “unidades” do
calculo em questao, considerando corretamente o par [3[3Jcomo o tinico caso favoravel.
Entretanto, o denominador foi obtido nao pelo conceito de combinacao simples, mas
de arranjo simples. Isso pode ter ocorrido por um equivoco em atribuir a distribuicao

ordenada das cartas do baralho com a relevancia da ordem das cartas, considerando
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B (.

Na questao 2, destacamos o caso do aluno que acertou a primeira questao por
completo, mas acertou a questao 2 apenas parcialmente. A resposta apresentada, neste

caso,

P(A qualquer(y)) = 1396

Neste caso, entendemos que o aluno ndo compreendeu a nova situacao que exigia con-
siderar 4 pares como casos favoraveis, incorrendo a um tipo de erro ja mencionado na
questao 1: considerar 5 cartas e nao 4 pares como “unidade”.

A questao 3 apresentou erros semelhantes aqueles dispostos nas questoes 1 e 2.

Na quarta questao, destacamos um caso de resposta dada na seguinte forma:

P(33 ou 55) = P(33) + P(55)

12 N 12
1326 1326

24

1326

Neste caso, notamos que este erro foi cometido pelo fato do aluno formar pares
de 3 sem perceber que as mesmas cartas se repetiriam no processo. Assim, considerou
quatro possiveis 3 na primeira carta e trés possiveis 3 na segunda carta, resultando
em 12 combinagoes. O mesmo foi adotado para os pares de 5, obtendo também 12
combinagoes. Portanto, o total de casos favoraveis no evento de interesse foi de 24.

O erro mais frequente observado na questao 5 diz respeito ao fato da nao visuali-

zagao das cartas em comum em ambos os eventos, resolvendo

P(PD ou DCV) = P(PD) + P(DCV)

_ C'4,2 + 026,2
1326 1326

6 N 325

1326 1326

331

© 1326

Outro caso relevante foi a resolugao do exercicio em que o aluno visualizou os
elementos em comum ( %)), mas subtraiu das 24 cartas vermelhas, antes de fazer as
combinagoes dos possiveis pares de cartas vermelhas. Com essa estratégia, o estudante
nao percebe que deixa de calcular as combinacoes entre as damas vermelhas com outras

cartas vermelhas, apresentando como solugao
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P(PD ou DCV) = P(PD) + P(DCV)

_ 04,2 + 024,2
1326 1326
6 N 276
1326 1326
282
©1326°

Na questao 6, a resposta mais apresentada nesta categoria foi:

. 444
P( Par de As no flop) = 530@42
5676
~ 117600

Nessa resposta podemos verificar a auséncia da multiplicagdo por 3 para solugao cor-

reta. Este fato ocorre, possivelmente, porque o aluno considerou o flop como uma
combinacio tnica, sem considerar que o As pode aparecer em qualquer uma das 3
posicoes.

Nao houveram alunos que se enquadraram nessa categoria na questao 7.

A resposta mais ocorrida no oitavo exercicio foi baseada na analise do turn e do river
em casos separados, o que de certa forma esta coerente com o esperado para a resolucao
do exercicio. Entretanto, um elemento da resolucao foi ignorado em praticamente todas

as respostas, apresentando

P(Straight no Turn ou River) = P(Straight no Turn) + P(Straight no River)
8 8
AR
744
= 516"
A resolugao dessa questao esperava o calculo da nao ocorréncia do straight no turn.
A baixa inclusdo dessa etapa do exercicio parece ter ocorrido pela dificuldade dos
alunos em identificar a nao ocorréncia do straight no turn, enquanto a questao exige
como resolucao a ocorréncia do straight, que parece ter gerado uma contradicao para

o estudante.

4.3 Analise das respostas corretas

Nessa secao, destacamos alguns casos particulares em que os alunos resolveram cor-
retamente as questoes por meio de métodos mais rudimentares em relacao ao esperado.

Nas questoes 1, 2 e 3 os alunos resolveram da forma esperada, usando os conceitos
de analise combinatéria e probabilidade, mas houve um caso em que o aluno apresentou
a seguinte resolugdao na primeira questao:
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PAEE) = PE)P(E) + P(E)P@)

11 N 11
5251 5251
2

2652

1

T 1326°

A resposta apresentada foi obtida utilizando a decomposi¢ao em dois eventos, assim
como os conceitos de principio multiplicativo e probabilidade condicional. Embora a
resposta aparentemente esteja apresentada de maneira detalhada, o modo pela qual
foi elaborada consiste em uma solu¢do mais rudimentar em relacdo aquela obtida uti-
lizando diretamente o conceito de combinagao.

O mesmo aluno respondeu a segunda questao da seguinte forma:

Jd que este caso é o mesmo da primeira questdo, porém com 4 “A”, multipliquei a

resposta por 4

P(A qualquer(d) =4 - P(A[)
1
— .
1326
4

T 1326

Na terceira questao, dentre as respostas corretas, nenhuma foi resolvida de maneira
particular.
Ja na quarta questao, houveram alunos que resolveram de forma direta usando os

conceitos de combinacdo. As respostas obtidas foram:

P(330u55) = P(33) + P(55)

_ 6, 6
1326 1326
12

13267

Cabe a essa analise salientar, também, que alguns alunos exibiram todos os casos
favoraveis, buscando melhores interpretacao e entendimento do que ocorria no exercicio.
Por exemplo, quando decidiram exibir todos os pares de 3, notaram que ao realizarem
tais combinagoes, alguns casos ja haviam sido exibidos, ou seja, se durante o processo
de exibicao dos pares formaram o par 3], entdo ndo deviam contabilizar o par 3.

Na quinta questdo, em sua totalidade os alunos resolveram o exercicio de forma
direta usando os conceitos de combinacao. Houve tentativas de subdivisao de todos
os casos, entretanto quando os estudantes notavam a elevada quantidade de subcasos

envolvidos, logo modificavam a estratégia de resoluciao, obtendo
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P(PD ou DCV) = P(PD)+ P(DCV) — P(J%)
_ Cap i Ca6.2 1

1326 © 1326 1326
6 325 1

1326 T 1326 1326
330

T 1326

E interessante destacar que essa questao exige uma estratégia de resolucao em que
o aluno necessita do calculo de combinacao sem analisar caso a caso, o que forca os
alunos a elaborarem uma solugao matematica mais formal.

Na questao 6, poucos alunos acertaram devido a dificuldade de interpretagao. As

respostas corretas foram

< 44 4
P(PardeAsnoﬂop)—;.@.g.
17028
~117600°

Dentre os poucos alunos que acertaram, estes demonstraram conhecimento da ana-
lise geral do problema, conseguindo resolver o exercicio por partes.

Na questao 7, devido a caracteristica dessa pergunta, os acertos parciais foram
nulos, pois quando os estudantes entendiam o caminho a ser seguido, nao deixavam
qualquer elemento faltar, ja que a questao envolve apenas a nao retirada de um K no

flop e a retirada obrigatéria de um K no turn, apresentando como solucao

484746 2
P( K apenas no turn) = ORI
46
1225

Quanto a questao 8, nao ha destaques de acertos nesse exercicio, uma vez que 0s

alunos obtiveram

P(Straight no Turn ou River) = P(Straight no Turn) + P(Straight no River)
(Straight no Turn)+

=P

+ P(Nao ocorrer Straight no Turn e Ocorrer Straight no River)
8 398

RS

340

= 131"

A partir de todas as andlises realizadas, foi possivel elencar uma gama de principais

aspectos apresentados nas solugoes dadas pelos alunos, conforme exibe a Tabela 4.1
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Incorretas - Inconsisténcia na determinagao do espago amostral e
dos casos favoraveis do evento;

- Analise errada em relagao ao que o exercicio exigia;

- Falta da analise geral do problema, definicdo de todos
0S casos possiveis;

- Erro na defini¢ao de dependéncia do evento em relacao
a etapa anterior (flop);

-Esquecimento das regras do jogo de Poquer;

Tabela 4.1: Diagnoéstico das respostas: Principais aspectos



Comentarios finais 59

4.4 Comentarios finais

Este trabalho desenvolveu um estudo acerca do processo de ensino aprendizagem
voltado ao ensino de probabilidades. Foram elaboradas aulas, grupos de discussoes
sobre o jogo de Poquer e sua relacdo com a teoria de probabilidades, trazendo, sempre
que possivel, motivagao psicoldgica além do uso de atrativos tecnologicos.

Através da metodologia empregada, foi possivel notar significativo aumento do in-
teresse dos alunos a medida que os mesmos foram desafiados a pensarem em situagoes
pelas quais poderiam pessoalmente estar submetidos, fato que valoriza a motivacao
pessoal do aluno que busca, na atual sociedade, significado pratico dos conceitos estu-
dados formalmente nas aulas de matematica. Além disso, a ordem didatica apresentada
na se¢ao 4, possibilitou coletar informacgoes diagnodsticas dos principais erros e acertos
apresentados nas solugoes dos problemas dispostos em questionario. Ademais, as ativi-
dades em grupo possibilitaram a integragao entre alunos de diferentes perfis de aptidao,
ocasionando um ambiente de aprendizado participativo colaborativo.

Apbs o término do minicurso, foi possivel ouvir alunos discutindo jogadas, usando
varias vezes a palavra “probabilidade”, o que de fato, concretiza que este trabalho foi
motivador.

No geral, o objetivo deste trabalho foi alcangado, pois despertou interesse na maior
parte dos alunos, estimulando a competitividade através do jogo e tornando as aulas
mais instigantes tanto para os estudantes quanto para o professor.

Como sugestao para pesquisas futuras, ha de se considerar o uso de plataformas
digitais tais como aplicativos, nos quais hd um monitoramento do tempo utilizado pelos
estudantes para a solucao do questionério, possibilitando, assim, investigar elementos
como fadiga e desisténcia precoce dos estudantes em questoes que abordam conceitos
especificos de probabilidades.

Esperamos que este trabalho possa contribuir para o ensino de probabilidades,

usando o jogo de Poquer como uma ferramenta alternativa e motivadora.
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ANEXOS

Exemplos das respostas incorretas:

4. Qual a probabilidade de vocé receber par de 5 ou par de 37
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6. Se vocé recebe [§J%4), qual a probabilidade de acertar apenas um par de As no flop?
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Exemplos das respostas parcialmente corretas:

5. QL;aI a probabilids;de de vocé receber par de C%).simas (PD) ou duas cartas vermelhas(DCV)?
vy, ey = '
P(PDwow bey) =PPDI+P ) = Qo Cuun _ 6 o936 . 949

FoYA 1326 1326 (103 ré;@,b

8. Suponha que; no flop, as cartas sao: 9%, As cartas que vocé recebeu foram: BJ%. Qual a

Qt no turn ou river?

probabilidade de vocé acertar um straig
.
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Exemplos das respostas corretas:

1. Qual a probabilidade de vocé receber A
PC&{@5 7 oUres )" f (A feud Fouv)es) ov ¥ Zoure 5 ﬁ

= 2.4 +4 .1 = _2
B2 51 52 51 265z
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