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RESUMO

SILVA, Ederson Marcelino da. Poliedros de Arquimedes, Catalan, Kepler-Poinsot, Platao
e 0 Solido de Escher: contribuicoes para o ensino e aprendizagem de poliedros. 116 f.
Dissertagdo - Programa de Mestrado Profissional em Matemaética em Rede Nacional - PROFMAT,

Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

Apresentamos neste trabalho obras do artista Maurits Cornelis Escher nas quais podemos
visualisar poliedros. Expomos os aspectos histdricos e os estudos realizados por Arquimedes,
Catalan, Kepler, Poinsot e Platdo, bem como a relagdo dos poliedros com a natureza, as obras
de arte e as construgdes arquitetonicas. Além disso, deduzimos uma foérmula para o célculo
do volume do Sdlido de Escher, que € um dodecaedro rombico estrelado, € a comprovamos
com o auxilio do GeoGebra e de material didatico manipuldvel. Para as atividades interativas,
sugerimos aplicativos e recursos digitais empregando a contextualizagdo concomitantemente

com a teoria, contribuindo para o ensino e aprendizagem de poliedros.

Palavras-chave: Volume do Sélido de Escher. GeoGebra. Material did4tico manipulavel.



ABSTRACT

SILVA, Ederson Marcelino da. Polyhedra of Archimedes, Catalan, Kepler-Poinsot, Plato
and Escher’s Solid: contributions to the teaching and learning of polyhedra. 116 pg. Dis-
sertation - Programa de Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT,

Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

We present in this work the art of Maurits Cornelis Escher in wich we can visualize polyhedra.
We show the historical aspects and studies carried out by Archimedes, Catalan, Kepler, Poinsot
and Plato as well as the relation between polyhedra and nature, works of art and architectural
constructions. In addition, we deduce a formula for calculating the volume of Escher’s Solid, a
stellated rhombic dodecahedron, and we confirm it using GeoGebra and manipulative didactic
material. For interactive activities, we suggest applets and digital resources employing the
contextualization concomitantly with the theory, contributing to the teaching and learning

polyhedra.

Keywords: Volume of Escher’s Solid. GeoGebra. Manipulative didactic material.
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1 INTRODUCAO

1.1 ESCOLHA DO TEMA

Ao participar de projetos de extensdo na drea de Geometria durante a minha graduagdo
em Licenciatura em Matemadtica na Universidade Federal do Parand (UFPR), percebi o meu
fascinio e interesse por esse ramo da Matemdtica. Tais projetos tinham como base a criagdo e/ou
desenvolvimento de atividades a serem aplicadas em colégios localizados em ilhas do litoral

paranaense sendo que a maioria dessas atividades tinham como base a Geometria.

Posteriormente, ja na funcdo de professor de Matematica, a primeira aula que ministrei
foi sobre Geometria. E, apds a graduacdo fiz uma especializacdo em Educa¢do Matematica, onde
desenvolvi uma monografia sobre S6lidos de Revolucdo. Algum tempo depois, por “coincidéncia
do destino”, tive a oportunidade de trabalhar como voluntdrio em um curso pré-vestibular nessa

area.

Recentemente, coordenei um projeto de pesquisa em nivel de iniciacdo cientifica (Apén-
dice A) no Instituto Federal do Parand (IFPR), Campus Unido da Vitéria, voltado ao desenvolvi-
mento de materiais didaticos manipuldveis, com destaque para a Geometria. Nesse projeto, eu e
alguns alunos do curso Técnico em Informaética realizamos pesquisas e produ¢des de materiais
como os Sélidos de Platao, o Teodolito e, em 2016 e 2017, fomos premiados na Feira de Inova-
¢do das Ciéncias e Engenharias (FICIENCIAS), realizada em Foz do Iguagu, Parand, com um
material chamado Trena com Roda, desenvolvido e aprimorado durante o desenvolvimento do

projeto.

Tal projeto de pesquisa permitiu trabalhar com alunos que tinham, pelo menos, alguma
dificuldade em Geometria, seja para desenhar uma figura, na percep¢ao espacial, reconhecer
propriedades envolvidas, determinar medidas de angulos etc. Tenho notado essas dificuldades ao
longo da minha carreira profissional e, durante as pesquisas, percebi que nao hd muitos trabalhos
que fornecam recursos que agucem e despertem a curiosidade dos alunos para o estudo de

poliedros.

Foi a unido de todos os fatos aqui relatados que me motivou fortemente a explorar a

Geometria nessa dissertacdo, com especial ateng¢do ao ensino e aprendizagem de poliedros.

1.2 JUSTIFICATIVA

E comum observarmos pessoas relatando que a Matemética é uma das disciplinas mais
dificeis de se entender, que o que € ensinado ndo € contextualizado e que essa matéria € uma das

grandes responsdveis pela retengdo escolar de um grande nimero de alunos.
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De acordo com Silveira (1999), esse pré-conceito de que a “Matemética € dificil” pode
estar presente no cotidiano de diversos professores, pais e alunos, entretanto, considerando
que ensinar ndo é transferir conhecimento e sim criar possibilidades para que os estudantes o
alcancem, o professor, em seu dia-a-dia, em sala de aula, precisa desconstruir esse sentimento de
dificuldade, fornecendo acesso a ferramentas didaticas que contribuam para uma aprendizagem
significativa aos seus alunos. E nesse ponto que baseamos - e enfatizamos - a exploragdo da
presenca dos poliedros em diversas situagdes, possibilitando um ndimero maior de op¢des para
atrair a atencao dos alunos, como apresentar topicos sobre os poliedros ao longo da histéria, bem
como sua presenca na natureza, em construcdes realizadas pelo ser humano e ainda nas obras do

artista Maurits Cornelis Escher.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), (BRASIL, 1998), salientam a importancia
do trabalho com a codificacdo e decodificagao de desenhos e também reforcam a necessidade de
desenvolvimento das habilidades de percepcao espacial. As obras de Escher contribuem nesse
sentido e, durante as explicagdes em sala de aula, podemos fornecer aos alunos a oportunidade
de contemplar e interpretar uma obra de arte e, a0 mesmo tempo, explorar as competéncias
e habilidades expressas nos PCN. Além disso, possibilitaremos o conhecimento prévio dos
poliedros antes de uma definicao formal com o intuito de, possivelmente, evitarmos problemas
como o0s que podem acontecer no estudo de Geometria Espacial, quando ha a necessidade do
aluno “transformar mentalmente” um desenho bidimensional em um objeto tridimensional sem

estar familiarizado com tal situacgdo.

De acordo com Segadas, Silva e Moutinho (2004), a Geometria representa uma barreira
para muitos alunos por ser considerada uma matéria dificil de entender e um dos motivos
seria a baixa capacidade de visualizagdo espacial desses alunos. As autoras evidenciaram essa
dificuldade por meio de uma avaliacdo diagnéstica realizada com alunos do sexto ano do Ensino
Fundamental, aplicada em 1999, utilizando uma amostragem de 1763 alunos da rede municipal
de ensino do Rio de Janeiro. Elas verificaram que esses alunos, devido ao grande numero de erros
nos problemas que envolviam a Geometria, nao haviam praticado e desenvolvido corretamente,

entre outras habilidades, sua capacidade de percepc¢ao espacial.

Com isso, percebe-se a necessidade de ampliar as experiéncias de aprendizagem dos
alunos ndo s6 na area da Geometria, mas da Matematica como um todo. Entretanto, € necessario
refletir sobre como atrair a aten¢@o dos discentes sendo que esses, por vezes, consideram que os

conceitos estudados nessa disciplina ndo fardo falta em suas vidas.

Acreditamos que a aprendizagem dos conteidos de Matematica, entre outros fatores
e disciplinas, tem grande importancia no desenvolvimento cognitivo dos alunos, no entanto,
concordamos que muitos ndo fardo uso direto de todos os contetidos estudados no Ensino Bésico.
Em geral, o conhecimento e a integracdo de todas as competéncias e habilidades abordadas nas
diversas disciplinas desta etapa da vida escolar, contribuirdo como base para a formacao cidada

de cada aluno em um sentido universal, ou seja, o Ensino Bésico deve propiciar um aprendizado
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com cardter pratico e critico, ttil ndo somente ao trabalho, mas a vida em geral com o intuito de
que, segundo os PCN (BRASIL, 2000, p. 4), “as informacdes, o conhecimento, as competéncias,
as habilidades e os valores desenvolvidos sejam instrumentos reais de percepg¢ao, satisfacao,

interpretacdo, julgamento, atuacdo” e desenvolvimento pessoal.

Diante do exposto, faz-se necessario, corroborando com Sartor (2013), que o docente
busque maneiras diferenciadas para atrair o interesse dos alunos para estudo da Matematica,
tornando-a mais prazerosa, facilitando a aprendizagem e, assim, que eles percebam sua utilidade
nao so para resolver problemas (do cotidiano ou ndo) envolvendo diversos cdlculos, mas como

ferramenta de apoio para um melhor desenvolvimento cognitivo, académico e pessoal.

Tratando especificamente do trabalho com poliedros e a Geometria Espacial, segundo
Carvalho (1997)', citado por Malfatti et al. (2002, p. 562):

[...] um dos grandes problemas é ndo dispor de uma forma prética para repre-
sentar com fidelidade objetos tridimensionais, pois na maioria das vezes para
representa-los recorre-se a projecdes bidimensionais de tais objetos. Porém,
estas projegdes distorcem angulos, modificam comprimentos de segmentos e
ndo permitem distinguir pontos que estejam sobre a mesma linha de projecdo.

Ainda como forma de contribuicao, sugerimos os recursos digitais e sifes que auxiliam
na visualizac@o e constru¢do de objetos tridimensionais, mas concordamos com Kaleff, Sé e
Toledo (2002, p. 36), no sentido de que até mesmo as figuras tridimensionais feitas através de
programas de Geometria Dinamica apresentam-se “em forma de desenhos em duas dimensdes e,
além disso, a imagem dos sélidos € apenas virtual”, ou seja, o aluno ndo podera tocd-los e nem

perceber a nocdo exata de volume, por exemplo.

Hoffer (1981)2, citado por Vieira (2010, p. 29), afirma que Geometria € uma matéria
visual e que seus aspectos visuais nao t€m sido bem explorados em sala de aula. Para resolver
esse problema, o autor acredita que, possivelmente, seja necessdrio que os discentes explorem

mais figuras e esquemas manipuldveis.

Sendo assim, acreditamos que a utilizacdo de materiais didaticos manipulaveis (MDM),
como poliedros feitos pelos proprios alunos utilizando, por exemplo, os moldes disponibilizados
nos anexos dessa dissertacdo, pode propiciar a estes uma maneira mais pratica de visualizar
e compreender os detalhes do sélido, pois, de acordo com Kaleff (2003, p.16), “ao visualizar
objetos geométricos, o individuo passa a ter controle sobre o conjunto das operacdes bésicas

mentais exigidas no trato da Geometria”.

Além disso, Vieira (2010, p. 42) afirma que depois de trabalhar com os MDM, “chegara

um momento em que o aluno ndo mais precisard dele, pois ja terd conseguido abstrair os conceitos

! CARVALHO,P.C.P. Introducio a Geometria Espacial. Séo Paulo, 1997.
2 HOFFER, A. Geometry is more than Proof. Trad. Antdnio Carlos Brolezzi. The Mathematics Teachers, vol.
74,n.°1, pp. 11 - 18. 1981.
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ali presentes e serd capaz de executar as atividades apenas com o uso das imagens mentais que

foram construidas™.

Dessa forma, € necessario que o professor proporcione aos discentes oportunidades
para o desenvolvimento das percepgdes espaciais, pois se 0 aluno ndo tiver esta habilidade
bem desenvolvida, provavelmente terd dificuldades para interpretar e resolver problemas de
Geometria. Segundo Vieira (2010, p. 44), “quando o aluno for capaz de construir mentalmente
um objeto geométrico e analisar as suas propriedades, terd condi¢cdes para resolver os problemas

propostos”.

Ressaltamos que, assim como acreditam Nieto e Bairral (2010, p. 3), “desenvolver a
Geometria escolar € muito mais que decorar e praticar algoritmos”, a Geometria possibilita
aos alunos o desenvolvimento de habilidades como representar em duas dimensdes um objeto
tridimensional, de argumentar sobre suas caracteristicas além de instigar a criatividade e a

imaginagao.

Devido as suas caracteristicas como beleza, simetria, simplicidade (ou complexidade)
de construcdo e novidade para alguns alunos ao apresentar, explorar € manipular os diversos
exemplos de poliedros bem como estudar os procedimentos para construi-los e manipulé-los
podemos agucar a sua curiosidade e realizar um melhor estudo geométrico e algébrico desse

tema, além de contribuir para o conhecimento matemético dos discentes.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo Geral

Fomentar o estudo do tema poliedros através de contextualiza¢do associando teoria e

prética.

1.3.2 Objetivos Especificos

* Apresentar consideragdes histdricas sobre poliedros e personalidades da Matemadtica com

suas contribuigdes.
* Mostrar exemplos da presenga de poliedros na natureza e na arquitetura.
» Apresentar a vida e obras de Escher e sua relacdo com os poliedros.

* Determinar uma férmula para o cédlculo do volume do dodecaedro rombico estrelado,

também conhecido como Sélido de Escher.

* Indicar e desenvolver recursos digitais e materiais didaticos manipuldveis que possam ser

utilizados para o ensino e aprendizagem de poliedros.
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1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

No Capitulo 1 apresentamos os motivos que levaram a escolha do tema, a justificativa

para desenvolver este trabalho, bem como o objetivo geral e os objetivos especificos.

No Capitulo 2, exemplificamos a presenca de poliedros na natureza e na arquitetura.
Além disso, exploramos a historia dos poliedros e os estudos de Arquimedes, de Catalan, de
Keppler, de Poinsot e de Platdao. Destacamos aspectos da vida e das obras de Maurits Cornelis
Escher e o seu fascinio pelos poliedros. Ainda, apresentamos materiais que podem ser utilizados

para motivar e/ou ampliar o conhecimento sobre poliedros.

No Capitulo 3 realizamos um estudo sobre os poliedros e o volume do cubo e da piramide,

visando fornecer suporte tedrico para o estudo do Sélido de Escher.

No Capitulo 4 determinamos uma férmula para o cdlculo do volume do dodecaedro
rombico estrelado, o Sélido de Escher. E, para verificacido da férmula, desenvolvemos no software
GeoGebra um material com o procedimento descrito em um passo-a-passo e, também utilizamos

um material didatico manipulével.

No Capitulo 5 manifestamos nossas consideracdes e reflexdes que possam contribuir

para o ensino e aprendizagem de poliedros.

No Apéndice A, relatamos duas experiéncias, uma sobre a confeccao de poliedros e a

outra sobre sua aplicacdo em uma oficina.

Por fim, nos Anexos A, B e C fornecemos moldes para a constru¢do do Sélido de Escher

e, no Anexo D, os moldes do cuboctaedro e do dodecaedro rombico.
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2 POLIEDROS: PERSONAGENS E CONTRIBUICOES

Percebemos que ha muito tempo as pessoas tém um fascinio pelos poliedros. Muitos
estudos foram e sdo realizados sobre o tema, sendo que um dos mais famosos foi realizado
por Euclides de Alexandria por volta de 300 a.C., resultando em uma cole¢do de treze livros

intitulada “Os Elementos™.

Essa colecao foi uma sintetizacdo dos estudos realizados até aquele momento e acabou
por formar o que conhecemos por Geometria Euclidiana. Mas as evidéncias do conhecimento e
apreco pelos poliedros € muito mais antiga, as piramides do Egito, por exemplo, construidas em
torno de 2000 a.C., sdo demonstra¢des da busca do ser humano em reproduzir formas geométricas

que sempre existiram na natureza.

2.1 POLIEDROS NA NATUREZA

De acordo com o diciondrio, (RAMOS, 2011), a palavra poliedro significa um corpo

geométrico tridimensional limitado por superficies planas. Na natureza vérios elementos possuem

o formato de poliedros, como os cristais da Figura 1.

Figura 1 — Cristais de: (a) Magnetita, em formato de octaedro; (b) Galena, em formato cibico;
(c) Vanadinite, em formato de prismas hexagonais; (d) Quartzo, em diversos formatos;
(e) Pirita, em formato ctibico

Fonte: (a) - (d): Weller (2018); (e): Autoria prépria.
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Além dos cristais, seres vivos também apresentam formato poliédrico. Segundo Bor-
tolossi e Silva (2009), em 1904, um bidlogo alemdo chamado Ernst Haeckel escreveu a obra
Kunstformen der Natur onde dissertou sobre um micro-organismo que pode assumir formas
poliédricas chamado Radiolario. Na Figura 2, apresentamos da esquerda para a direita, o Calli-
mitra agnesae, Lithocubus geometricus, Circoporus octahedrus, Circorrhegma dodecahedra e o

Circogonia icosahedra, que sao alguns desses micro-organismos.

Figura 2 — Radioldrios: microorganismos em formato poliédrico

Fonte: Bortolossi e Silva (2009).

Em uma questdo do Exame Nacional do Ensino Médio para Pessoas Privadas de Li-
berdade (Enem PPL) de 2014, Figura 3, vemos uma representacao tridimensional da molécula
do gas hexafluoreto de enxofre (SF6), cujo formato é de um octaedro regular. Esse gas, ao ser

inalado, causa alteracdes na fala humana que podem ser vistas no video produzido por Discovery
(2008).

QUESTAO 137 A vista superior da molécula, como representada na
figura, &:

A figura & uma representacdo tridimensional da
molécula do hexafluoreto de enxofre, que tem a forma
bipiramidal quadrada, na qual o dtomo central de enxofre
estad cercado por seis atomos de fllor, situados nos seis
vértices de um octaedro. O Angulo entre qualquer par de
ligagbes enxofre-fluor adjacentes mede 90°.

Legenda:

Enxofre 0
Fllor O e é E

Ligagdo ()

Dtapontved wen: ww portaluncirancisco. com be Acewso em: 2 mar. 2013 (sdaptadal

@

Figura 3 — Questdo do Enem PPL envolvendo um octaedro

Fonte: Inep (2014).
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Essa questdo mostra que o gds assume a forma de um octaedro regular devido ao
equilibrio das interacdes quimicas de seus dtomos, ou seja, a conformacgao dos seis &tomos de
flior em torno do dtomo de enxofre fica equilibrada e equidistante, gerando estabilidade da

molécula e fazendo com que assuma esse formato.

Outra presencga dos poliedros na natureza pode ser vista na molécula de metano (CH4),
Figura 4(a), que assume o formato de tetraedro regular, Figura 4(b). O dtomo de carbono fica ao

centro circundado por quatro d&tomos de hidrogénio formando os vértices de um tetraedro.

Figura 4 — Molécula de metano

Fonte: Mundim (2000).

2.2 POLIEDROS NA ARQUITETURA

Ao observar algumas construcdes realizadas pelo homem, podemos encontrar formas
geométricas como prismas e piramides, por exemplo. Mas ha obras que ampliam esses concei-
tos de edificagdes utilizando poliedros de diversos tipos, como na constru¢do idealizada pelo

engenheiro André Waterkeyn, denominada Atomium, Figura 5, que fica em Bruxelas, na Bélgica.

Essa constru¢do tem formato ciibico e € apoiada ao solo por um de seus vértices e
escorada por pilares em outros trés vértices. Seu formato tem base na forma quimica elementar
de um cristal de ferro (dai o motivo da esfera em seu interior) ampliado 165 bilhdes de vezes,
com uma altura de 102 metros. Segundo o sife oficial do monumento (ATOMIUM, 2018), essa
construcao abriga, atualmente, vdarias exposicoes de arte sendo possivel subir até algumas das
esferas que representam os vértices do cubo. O objetivo de sua construcdo, concluida em 1958,

foi motivar o uso pacifico da energia atOmica.

Figura 5 — Estrutura arquitetonica Atomium

Fonte: Autoria prépria.
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O Futuroscope, parque francés situado a 300 km de Paris na cidade de Chasseneuil-du-
Poitou, € outro exemplo. Orientado para o futuro, possui diversos brinquedos e atragdes que
utilizam tecnologia de ponta, além de restaurantes, centro de congressos, hotéis e laboratérios de
pesquisa. Um de seus prédios, Figura 6, foi construido representando um conjunto de cristais
inclinados em 60°, todo revestido por espelhos que tem a funcdo de refletir tudo a sua volta assim,

a sua aparéncia muda conforme a posicao do expectador.

Figura 6 — Edificio do parque Futuroscope: (a) vista frontal; (b) vista lateral

Fonte: Futuroscope (2010).

Em muitos casos, o ser humano utilizou as formas geométricas para expressar algum
sentimento, como a Praga Parand, Figura 7, localizada na cidade de Porto Unido (SC), vizinha de
Unido da Vitéria (PR). Ha muito tempo, as duas cidades formavam uma tnica cidade conhecida
como Porto Unido da Vitéria. Apds a Guerra do Contestado (1912 a 1916), ocorreu a sua divisdo,
ficando uma parte da cidade para cada estado. Segundo informagdes do site da Prefeitura de Porto
Unido (PREFEITURA..., 2018), o cubo feito de ferro e equilibrado em um de seus vértices

simboliza a for¢a e o equilibrio que deve haver entre as duas cidades.

Figura 7 — Escultura de um cubo na Praca Parand - Porto Unido (SC)

Fonte: Autoria prépria.
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A Biblioteca Nacional da Bielorrissia, Figura 8(a) e 8(b), que, segundo Motulsky
(2018), € conhecida como ‘“diamante bielorusso”, é o maior centro de informagdo e cultura
do pafs e sua estrutura utiliza um rombicuboctaedro (Poliedro Arquimediano) que, para seus
arquitetos, simboliza “os valores espirituais e materiais armazenados na biblioteca, coletados

pela humanidade por milénios”.

(b)
Figura 8 — Biblioteca Nacional da Bielorrdssia: (a) vista diurna; (b) vista noturna

Fonte: Motulsky (2018).

Os poliedros também aparecem como recursos computacionais em construgdes digitais
da computacdo grafica, onde as superficies dos objetos sdo formadas por vérias faces de um
mesmo poliedro. De acordo com Bortolossi (2009), para aumentar a qualidade e definicdao de
uma imagem € aplicado um processo recursivo que divide as faces em faces menores tornando o

contorno da imagem mais suave, Figura 9.

Figura 9 — Melhorando a qualidade de uma imagem através da divisao das faces do poliedro

Fonte: Bortolossi (2009).

Para chegar a essas maravilhas arquitetonicas e construcdes digitais, muitos estudos foram
realizados desde a antiguidade. Platdo foi um dos grandes expoentes no estudo de poliedros e,
atualmente, no Ensino Basico, fazemos um grande uso de suas descobertas. Salientamos que em
um primeiro momento apresentaremos algumas definicdes e caracteristicas de alguns poliedros,

mas sé faremos maiores explicacdes sobre as mesmas no capitulo 3.
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2.3 POLIEDROS DE PLATAO

De acordo com Lemos (2015), os Poliedros Platonicos ou Poliedros de Platdo, Figura 10,
tém as seguintes caracteristicas:
* SA0 CONvexos;
* as faces sdo poligonos regulares congruentes;
* 0s vértices sdo congruentes, ou seja, cada vértice pertence a mesma quantidade de poligo-

nos.

Eles tém esse nome por terem sido estudados e divulgados pelo matematico e filésofo
grego Aristocles (428/427 a.C. - 348/347 a.C.), mais conhecido como Platdo que em grego

significa “ombros largos”.

Poliedros regulares
(platonicos) Icosaedro

Dodecaedro

Octaedro

Tetraedro

Figura 10 — Os cinco Poliedros de Platao

Fonte: Atractor (2018).

Em Atractor (2018) € possivel encontrar textos, imagens, materiais interativos, animagdes
e programas que envolvem Matematica como o Kaleidotile (WEEKS, 2018), que apresenta

diversos poliedros e permite, de forma interativa, inserir imagens em suas faces.

Segundo Jreige (2015), Platdo foi o primeiro matemdtico a demonstrar que existem
apenas cinco poliedros regulares, no entanto, segundo Rooney (2012), embora se atribua a Platao
a descricdo dos Soélidos Platdnicos, na Escécia foram encontradas esferas de pedras entalhadas
com formas que representam as caracteristicas desses solidos, Figura 11. Atualmente elas estdo
sob a guarda do Museu Ashmolean em Oxford, Reino Unido, e estima-se que foram esculpidas

mil anos antes de Platdo descrever esses cinco solidos.
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Figura 11 — Esculturas em pedra com caracteristicas dos cinco Sé6lidos de Platao

Fonte: WooWoo (2016).

Jreige (2015) concorda que os pitagdricos ja haviam reconhecido a existéncia desses
poliedros, pois evidéncias mostram que os egipcios utilizaram alguns deles em sua arquitetura e
em outros objetos construidos por eles. Boyer e Merzbach (2012) acreditam que seja possivel
que Teatetus (414 a.C. - 369 a.C.), amigo de Platdo, foi o primeiro a escrever sobre o assunto e

que, provavelmente, se deve a ele o teorema que diz que hd apenas cinco desses poliedros.

Ainda, de acordo com Jreige (2015), ndo ha indicios de documentos escritos por Platdo
que tenham trazido contribui¢cdes matematicas inéditas para a humanidade, pois muito de seu
trabalho foi de formalizacdo de conhecimentos de outras pessoas. No entanto, hd grandes indicios
de sua contribui¢ao para o desenvolvimento da Matemadtica através de sua escola, a Academia
Platonica de Atenas, que se tornou o centro matematico do mundo em meados do século 4 a.C.
Na Figura 12 vemos uma ilustragdo da Academia de Atenas pintada pelo italiano Rafael Sanzio
entre 1509 e 1511 e, ao centro e a esquerda, Platdo segurando seu didlogo intitulado Timeu, ao
lado de seu discipulo Aristételes. Nessa obra também estdo representados, ainda que de épocas

distintas, diversos pensadores gregos.

Figura 12 — Representacdo da Academia de Atenas

Fonte: Wikipedia (2018).
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Segundo Boyer e Merzbach (2012), Platao escreveu varios didlogos, no entanto, muitos
deles raramente mencionavam algo sobre Matematica. Sendo convertido a uma visdo matematica
por seu amigo Arquitas de Tarento, em uma viagem a Sicilia em 388 a.C. Possivelmente, foi
nessa viagem que conheceu os cinco poliedros regulares e a associacao feita com os quatro

elementos terra, fogo, dgua e ar.

Mais tarde, ja perto dos 70 anos de idade, em um didlogo intitulado Zimaeus de Locri
(ou simplesmente Timeu), Platdo utilizou esses poliedros para explicar fendmenos cientificos
e cosmoldgicos, o que acabou por torna-los conhecidos como “corpos césmicos’” ou “Sélidos
Platonicos”. Além disso, ele complementou a histéria associando o dodecaedro como o simbolo
do Universo afirmando, segundo Boyer e Merzbach (2012, p. 78), que “Deus usou-o para o

todo”, Figura 13.
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Fogo Terra Ar Universo Agua

Figura 13 — Associacdo de Platao dos elementos aos sélidos regulares

Fonte: Lemos (2015).

Platao (2010) explica em seu didlogo Timeu que, conforme o filésofo grego Empeddcles
(nascido em Agrigento em torno de 484/481 a.C. e falecido por volta de 424/421 a.C.) afirmava,
o Universo foi construido utilizando-se apenas os elementos ar, 4gua, fogo e terra, denominados
“raizes de todas as coisas”. Platdo acreditava que o Demiurgo (deus criador do Universo) utilizou
formas e nimeros para moldar esses elementos tornando-os “tdo belos e excelentes quanto

possivel” (Platdo, 2010, p. 210) e que ndo haveria outra explicacdo melhor que essa.

Ressaltamos que, segundo Reale (2014), Platdo se refere aos nimeros no sentido metafi-
sico, ou seja, o nimero dois representa a esséncia da dualidade dos elementos, o trés a esséncia
da trialidade e assim por diante. E, conforme explica Reale (2014, p. 94), os nimeros citados por
Platdo “sao as esséncias dos nimeros matematicos e, como tais, sdo ndo-operacionais, a saber,

nio podem submeter-se as operagdes aritméticas”.

’

Assim, quando dizemos que o Demiurgo utilizou “niimeros para moldar esses elementos’
queremos dizer que ele observou as relagdes que haviam entre os elementos, como a secura da

terra e a umidade da dgua.

De acordo com Platdo (2010), a molécula de terra tem o formato de um hexaedro, a
de fogo de um tetraedro, a molécula de ar tem o formato de um octaedro e a de d4gua de um
icosaedro (PLATAO, 2010, p. 213 - 214):
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[...] atribuamos a forma cibica a terra, jd que dos quatro tipos a terra constitui o
corpo mais imdvel e o mais plastico; de fato, [...] o quadrado [...] possui uma
base mais estdvel do que o tridngulo equilatero. [...] entre as demais figuras a
menos mével a dgua, a mais mével ao fogo e figura intermedidria ao ar; isso
significa, ademais, que atribuimos o corpo mais diminuto ao fogo, o maior a
dgua e o intermedidrio ao ar; por outro lado, do ponto de vista da agudeza das
bordas, o primeiro mais agudo € atribuido ao fogo, o segundo mais agudo ao ar
e o terceiro mais agudo a dgua. No tocante a esses corpos sélidos, o que possui
o menor nimero de bases € necessariamente o mais mével, visto que ele, mais
do qualquer outro, possui as bordas mais cortantes e mais aptas ao corte em
todas as direcdes. E necessariamente o mais leve porque composto do nimero
minimo de partes idénticas. O segundo corpo se posiciona em segundo lugar na
posse dessas mesmas propriedades, e o terceiro corpo ocupa a terceira posi¢ao.

Ainda, segundo Platdo (2010, p. 214), “devemos conceber todos esses [corpos] tdo
diminutos a ponto de nenhum deles, se tomado isoladamente e na sua individualidade de seu tipo,
ser visivel para nds; quando, porém, muitos deles formam uma coletividade, suas massas sao
visiveis”. Além disso, Platao (2010, p. 213) afirma que “percebendo a presenca remanescente de

uma quinta figura composta, deus a utilizou para a decoracdo do Universo”.

Acreditamos que tal relacao feita por Platdo se deve a procura de uma explicagdo l6gica
para a criacdo do Universo. Diante da contemplacdo de uma divindade (o Demiurgo), que
acreditava ter criado todo o Universo em suas formas complexas e da beleza presente nos
cinco poliedros regulares, Platdo se viu tentado a relaciona-los, tal como fez Johannes Kepler,

aproximadamente, 1900 anos depois, conforme veremos na Secao 2.5.

2.4 POLIEDROS ARQUIMEDIANOS

Nos Sélidos Platdnicos, como mencionado, além de convexos, todas as faces sdo poli-
gonos regulares congruentes e todos os vértices sao congruentes. Se retirarmos a congruéncia
dos poligonos, ou seja, todas as faces sdo poligonos regulares, mas podem ser de diversos
tipos, segundo Kappraff (2001), Veloso (1998) e Schattschneider e Walker (2013), teremos
novas possibilidades para formar poliedros como os poliedros semirregulares equiangulares ou
Sélidos (Poliedros) Arquimedianos, como, por exemplo, o cuboctaedro, Figura 14, e o icosaedro

truncado, Figura 15.

Figura 14 — Cuboctaedro ilustrado com a obra Limite Circular III de Escher

Fonte: Autoria propria - confeccionado a partir do molde disponibilizado em Schattschneider e
Walker (2013).
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Figura 15 — Escultura no formato de um icosaedro truncado fixado em frente ao departamento
de Matemadtica da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMQG)

Fonte: Autoria prépria.

Note que ambos satisfazem a condi¢ao citada, pois sdo convexos, sendo que o cuboctaedro
€ formado por 6 quadrados e 8 tridngulos equildteros e em cada vértice incidem 4 poligonos.
Ja o icosaedro truncado € formado por 20 hexdgonos regulares e 12 pentagonos regulares e em
cada vértice incidem 3 poligonos. Podemos observar algumas dessas caracteristicas utilizando a
planificacdo desses poliedros através do software Poly (UFRGS, 2018), Figura 16.

(b)

Figura 16 — Poliedro Arquimediano e sua planificagdo gerados no Poly: (a) cuboctaedro;
(b) icosaedro truncado

Fonte: Autoria prépria.
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De acordo com Veloso (1998), os infinitos prismas e antiprismas cujas faces sdo poligonos

regulares, em geral, ndo sdo incluidos na familia dos Sélidos Arquimedianos.

Kappraff (2001) explica que um dos motivos da distin¢@o se deve ao fato de que os treze
Sélidos Arquimedianos podem ser inscritos em um tetraedro regular sendo que quatro faces
desse poliedro estejam contidas nas faces do tetraedro, como podemos observar na Figura 17
utilizando um cuboctaedro. Nas imagens, os tridngulos em vermelho estdo contidos nas faces do

tetraedro.

Figura 17 — Visualizacdes de um cuboctaedro inscrito em um tetraedro

Fonte: Autoria propria.

Segundo Boyer e Merzbach (2012), aproximadamente em 320 d.C., Papus de Alexandria
publicou uma colecdo de oito livros intitulada Synagoge (que significa Colec¢ao) e em seu quinto
volume tivemos o primeiro registro da descoberta de Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C.) sobre os

treze poliedros semirregulares ou S6lidos Arquimedianos, Figura 18.

De acordo com Bortolossi (2009), os treze Poliedros Arquimedianos sdo o tetraedro
truncado, cubo truncado, octaedro truncado, dodecaedro truncado, icosaedro truncado, cubo snub
(ou cubo duplamente truncado ou cubo achatado), cuboctaedro, dodecaedro snub (ou dodecaedro
duplamente truncado ou dodecaedro achatado), icosidodecaedro, rombicuboctaedro (ou pequeno
rombicuboctaedro), grande rombicuboctaedro (ou cuboctaedro truncado), rombicosidodecae-
dro (ou pequeno rombicosidodecaedro) e grande rombicosidodecaedro (ou icosidodecaedro

truncado).

Veloso (1998) complementa que s6 em 1619, em seu livro Harmonices Mundi, Johannes
Kepler ilustrou e atribuiu nomes a esses poliedros, além de provar que, exceto pelos prismas e

antiprismas, so existiam treze S6lidos Arquimedianos.
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POLIEDROS POLIEDROS
PLATONICOS ARQUIMEDIANOS
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dodecaedro
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Figura 18 — Sé6lidos Arquimedianos e suas relacdes com os So6lidos Platonicos

Fonte: Adaptado de Mates (2018).

Alguns autores, como Veloso (1998), defendem que a defini¢ao dada por Arquimedes
para os seus solidos ndo € suficiente, pois existem variacdes de alguns deles que preservam as

caracteristicas citadas, porém nao sao considerados Sélidos Arquimedianos.
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Um exemplo disso, é o pseudo-rombicuboctaedro, Figura 19, que € obtido girando, por

exemplo, a parte inferior do rombicuboctaedro.

Figura 19 — Rombicuboctaedro e pseudo-rombicuboctaedro, respectivamente

Fonte: Veloso (1998).

De acordo com Kappraff (2001) esse poliedro ndo é Arquimediano, pois ndo é possivel
inseri-lo em um tetraedro regular como mencionado anteriormente. J4 para Veloso (1998, p.235),
“€ ainda necessario acrescentar a condi¢ao de que todo o vértice pode ser transformado noutro
vértice por uma simetria do poliedro”. Observando a Figura 19, conforme explica Veloso (1998,
p.241), “ndo existe nenhuma transformacgdo de simetria do poliedro que transforme o vértice A
no vértice B, por exemplo”. Ao observar os poligonos envoltos a cada vértice das faces quadradas

do rombicuboctaedro e de seu pseudo, podemos notar as diferencas.

O site Visual Polyhedra (MCCOOEY, 2015) disponibiliza a visualiza¢do e interacao
digital com os Sé6lidos Arquimedianos, e maiores informacdes sobre o pseudo-rombicuboctaedro

também podem ser encontradas no site Matematicas Visuales (CARDIL, 2018).

Atractor (2018) oferece a visualizagdo, interacdo e a planificagdo desses poliedros e em

Almeida (2010) h4d um estudo detalhado sobre os Sélidos Arquimedianos.

2.4.1 Rombo, truncatura e snubficacao

Quando lemos os nomes dos S6lidos Arquimedianos percebemos termos derivados das

palavras rombo, truncatura e snubficagio.

Para Veloso (1998), o prefixo rombi se deve ao fato de que esses poliedros podem ser
inscritos em sélidos com faces rdmbicas, ou seja, faces em forma de losangos. Assim, um

romboedro ou poliedro rombico é um poliedro formado apenas por faces losangulares.

Segundo Melo (2014), dos treze solidos de Arquimedes, onze sdo obtidos através de
cortes (também denominados como truncamentos ou truncaturas) feitos de maneira adequada a

partir de seus vértices.

Apresentamos, na Figura 20, o processo de truncatura feito em um cubo e em um octaedro
até obter um cuboctaedro. Os cortes s@o feitos perpendicularmente ao eixo de simetria de rotagdo
que passa em cada vértice (nesse caso, os eixos coincidem com retas que passam por dois vértices

opostos) até que os poligonos formados tenham arestas de mesma medida, ou seja, até obtermos
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poligonos regulares em todas as faces. Quando os cortes atingem o ponto médio das arestas do
cubo e do octaedro teremos um cuboctaedro, mas antes de chegar ao ponto médio das arestas,

também € possivel encontrar o cubo truncado e o octaedro truncado.

—=> > —>

Cortes com um sexto do Cortes com um tergo do Cortes com metade do
comprimento dos lados comprimento dos lados comprimento dos lados

—>

—>

—>

Figura 20 — Truncaturas do cubo e octaedro até formar um cuboctaedro

Fonte: Autoria prépria.

Para confeccionar tal imagem utilizamos o software GeoGebra que, segundo informagdes
de seu site (GEOGEBRA, 2018), retine Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos em um tnico programa de fécil utilizacao.

Ja a snubficacio, segundo Veloso (1998) tem origem na palavra inglesa snub que tra-
duzida para o portugués significa achatado. Entre os Poliedros Arquimedianos, temos dois
poliedros formados por esse processo, o cubo achatado e o dodecaedro achatado ou o cubo snub

e o dodecaedro snub.

De acordo com Melo (2014), a snubficacdo ou achatamento € o processo de afastar as
faces de um poliedro, sendo, em alguns casos, necessdrio rotaciona-las, preenchendo os espacos
formados entre elas com outros poligonos. No caso do cubo snub, Figura 21, os quadrados
(faces) de um cubo sdo afastados e rotacionados em 45° e os espacos sdo preenchidos com 32
triangulos equilateros. O processo de snubificagdo do dodecaedro pode ser visto no video de
Falcolini (2018).

Figura 21 — Snubfica¢do do cubo

Fonte: Martinez (2018).
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2.5 POLIEDROS DE KEPLER E POINSOT

O cientista alemao Johannes Kepler que, segundo Sartor (2013), nasceu em 1571 e veio a
falecer aos 59 anos de idade, era professor de astronomia e acreditava que existia uma explicacio
matemadtica para tudo no Universo. Ele tentou relacionar a existéncia de seis planetas, visto que
naquela época se tinha conhecimento apenas de Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter e Saturno,
aos unicos cinco poliedros convexos regulares existentes, conhecidos como Sélidos de Platao.
Ainda, para Sartor (2013, p. 38), Kepler “construiu uma espécie de sistema solar, onde colocava
os cinco Soélidos Platonicos uns dentro dos outros, separados por esferas concéntricas”, Figura
22 e Figura 23.

ORA_GLOMETRICA EXHIBENS,

TABVLA ITIORBIVMPLANETARY M DIM
A i EALONE S FLDITANIIAS i iNQyE

Figura 22 — Sistema solar desenvolvido por Johannes Kepler

Fonte: Clapham. .. (2018)

Figura 23 — Reprodugdo do sistema solar criado por Johannes Kepler em exposicao em Viena,
Austria, no Technisches Museum

Fonte: Bortolossi e Silva (2009).
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De acordo com Kappraff (2001), o astronomo acreditava que as esferas representavam
as Orbitas dos planetas, mas nao chegou a fazer observacdes mais precisas a respeito de sua

conjectura.

Sartor (2013) ressalta que esse sistema perdeu toda sua credibilidade apds a descoberta
de novos planetas (Urano, Netuno e Plutao). Kappraff (2001) conclui que essa teoria, no entanto,
tornou Kepler famoso, possibilitando o contato com um grande astrénomo da época chamado
Tycho Brahe. Esse contato possibilitou a Kepler formular e comprovar a teoria de que a 6rbita
dos planetas era eliptica e que o Sol estd em um de seus focos, tornando-se, assim, ainda mais

conhecido.

No estudo de sua teoria sobre poliedros e planetas, segundo Rooney (2012), Kepler, em
1619, descobriu dois poliedros estrelados regulares (pequeno dodecaedro estrelado e grande
dodecaedro estrelado) e quase 200 anos depois, Louis Poinsot (1777 - 1859) descobriu outros
dois (grande dodecaedro e grande icosaedro) e, na sequéncia, Augustin Cauchy provou que nao
haviam mais poliedros estrelados regulares. Ainda, segundo esse autor, o pequeno dodecaedro
estrelado aparece no piso de marmore da Basilica de Sao Marcos em Veneza, Itdlia, Figura 24, e
data do século anterior ao nascimento de Kepler, o que sugere que ele, assim como fez Platdo,

nao os descobriu, mas sim os estudou e divulgou.

Figura 24 — Pequeno dodecaedro estrelado em forma de mosaico no piso da Basilica de Sao
Marcos, na Italia

Fonte: Pierapanizzuti (2011).

Esses quatro poliedros ficaram conhecidos como Poliedros de Kepler-Poinsot e tém,
exceto pela convexidade, as mesmas caracteristicas dos Sélidos de Platdo. Na Figura 25(a),
da esquerda para a direita, podemos visualizar o grande dodecaedro estrelado, o pequeno
dodecaedro estrelado, o grande icosaedro e o grande dodecaedro e, na Figura 25(b), as arestas

desses poliedros.
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(b)

Figura 25 — Poliedros de Kepler-Poinsot: (a) visualizacdo das faces; (b) visualizagdo das arestas

Fonte: Pragnell (2009).

Para compreender como se formam os poliedros estrelados, vamos entender primeira-
mente como estrelar um poligono regular.
Segundo Lima, Luz e Goes (2013, p. 6), “estrelar um poligono significa prolongar seus

lados. Se esse processo gerar um novo poligono e, se este nao for dado pela sobreposicao de

poligonos, diremos que o poligono € estrelado”.

Na Figura 26(a) vemos a estrelacdo de um pentdgono regular, conhecido como penta-
grama, (b) de um hexdgono regular, que ndo é considerado um poligono estrelado, pois € formado

pela sobreposicao de dois triangulos equildteros e em (c) as duas possiveis estrelagdes de um

* R

Figura 26 — Estrelacdes de alguns poligonos regulares: (a) do pentdgono regular; (b) do hexdgono
regular; (c) do heptdgono regular

heptdgono regular.

(a)

Fonte: Autoria prépria.
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A estrelagdo de um poliedro, de acordo com Veloso (1998), € um processo andlogo ao
dos poligonos, ou seja, basta prolongar suas faces e, caso se encontrem, teremos um poliedro
estrelado. No entanto, esse processo € considerado mais complexo de se realizar. Na Figura 27,
temos um exemplo de como € feita a estrelacdo do dodecaedro.

(@) (b)

Figura 27 — Processo de estrelagdo do dodecaedro

Fonte: Adaptado de Fortran (2001).

Observe, na Figura 27(a), que o ponto E € a intersecao do prolongamento de algumas
das faces do dodecaedro, logo, serd um dos vértices do poliedro estrelado. Apds realizar esse
mesmo processo em todas as faces do dodecaedro, conseguiremos formar o pequeno dodecaedro
estrelado, Figura 28(b), que por sua vez, ao ser estrelado, ird gerar o grande dodecaedro, Figura
28(c¢), e, repetindo o processo, teremos o grande dodecaedro estrelado, Figura 28(d). Segundo
Weisstein (2018b), esses nomes, provavelmente, foram dados pelo matemético Arthur Cayley,

que os utilizou pela primeira vez em 1859.

(@) (b) (© (d)

Figura 28 — Estrelagdes a partir do dodecaedro: (a) dodecaedro; (b) primeira estrelacao; (c)
segunda estrelacao; (d) terceira estrelagao

Fonte: Adaptado de Fortran (2001).

A nocao de face, aresta e vértice nos poliedros estrelados, segundo Lima, Luz e Gées
(2013), ndo € exatamente a mesma nos poliedros convexos. No pequeno dodecaedro estrelado

(primeira estrelagdo do dodecaedro) presente na Figura 28(b), por exemplo, existem 12 faces
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correspondentes as 12 faces do dodecaedro que foram expandidas para a estrelacio, sendo que

essas faces t€m forma de pentagramas, como da Figura 26(a).

As intersecdes dessas faces geram as 30 arestas presentes nesse poliedro, assim, as
arestas do pequeno dodecaedro estrelado que coincidem com as arestas do dodecaedro ndo sao
consideradas (também chamadas de falsas arestas). Além disso, ele possui 12 vértices que sao
as extremidades superiores das piramides formadas em sua estrelacdo (ja os outros pontos de

intersecOes dos triangulos sdo chamados falsos vértices).

Para uma visualizacao digital em 3D dos poliedros de Kepler-Poinsot (e de vérios outros),
recomendamos ver McCooey (2015). Para contemplar como esses poliedros estrelados sdo
formados, também recomendamos assistir o video “Kepler-Poinsot Polyhedra” de PMEDig
(2011).

Nao existem apenas esses quatro poliedros estrelados, o S6lido de Escher, que veremos
adiante na Figura 63, ¢ uma das possiveis estrelagdes do dodecaedro rombico (Sélido de Catalan),
Figura 29.

Figura 29 — Dodecaedro rombico e suas estrelagdes

Fonte: Atractor (2018).

2.6 SOLIDOS DE CATALAN

Segundo Veloso (1998), Eugene Charles Catalan (1814 - 1894) estudou na escola de
engenharia francesa Ecole Polytechnique (fundada em 1794 e ainda em funcionamento) de onde
foi expulso devido as suas ideias politicas de extrema esquerda. No entanto, alguns anos depois,
retornou ao estabelecimento de ensino, dessa vez como professor de Geometria Descritiva.
Nascido na Bélgica, foi um matemadtico que teve reconhecimento pelo estudo desenvolvido
sobre a dualidade nos poliedros. Em especial, seu estudo sobre os duais dos treze Solidos
Arquimedianos publicado em 1865 deu origem ao que hoje conhecemos como Sélidos de

Catalan (que também sdo treze).

Como vimos, os Sélidos Arquimedianos possuem vértices congruentes e faces regulares,
mas que nao sdo congruentes, pois podem ser formados por poligonos de vérios tipos. Ja os
Sdlidos de Catalan possuem faces congruentes, mas que nao siao regulares, além disso, nao

possuem vértices congruentes.
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Na Figura 30 podemos ver esses sdlidos ao lado de seu dual Arquimediano, bem como a
quantidade de vértices e faces que os relacionam. A quantidade de arestas se mantém igual para

o Sélido de Catalan e seu respectivo dual.

Legenda: F = nimero de faces; V = nimero de vértices

Solido Arquimediano Sélido de Catalan Solido Arquimediano Solido de Catalan
F|V]| Nome Imagem Imagem Nome F |V F| |V Nome 1 Imagem Nome F |V
% | 12 Tetraedro '[eh.'ae.dm - az| 60 Dodecaedro Dede:ae.dm 50 |52
truncado triakis truncado pentakis
1412 Cubocta- Defie:a.edm 12| 14 02| 60 Dodecaedro Hexacontaedro 60 |92
edro rémbico achatado pentagonal
Dodecaedro
Cubocta- disdiakis 5 dr I dn
26|48 edro on 48|26| |32| 60 | ~cosaeqIO oM ien (B2
truncade triakis
truncado octaedro
hexaquis
14|24 Cubo Oct.aefiro 24|14 1| 30 Icosidodeca- Tl'la/contaedro 30 |32
truncado triakis edro rombico
Triacontaedro
Fibios Icositetra- Icosidodeca- disdiakis
38|24 adbabais edro 24|38 62| 120 edro ou 12062
pentagonal truncado icosaedro
hexakis
Octaedro Hexaedro Rombicosi- Hexacontaedro
14|24 24|14 62| 60 60 | 62
truncado tetrakis dodecaedro deltoidal
E Icositetra-
Rombicu-
26|24 4 24|26
boctaedro gdio
deltoidal

Figura 30 — Sdlidos de Catalan e seus duais Arquimedianos

Fonte: Autoria prépria.

Alguns poliedros possuem terminologia akis que significa pontiagudo ou afiado, prece-
dida por um termo matematico que designa quantidade como tri, tetra, penta etc. Assim, por
exemplo, um tetraedro triakis, possui 4 faces que sao divididas, cada uma, por 3 tridngulos em

formato de piramide formando a parte pontiaguda do poliedro.

2.6.1 Dualidade de poliedros

Conforme Exel (2010, p. 2), “dado um poliedro convexo qualquer, para cada uma de
suas faces F', considere o seu baricentro F’. O poliedro dual é definido como sendo a envoltéria
convexa dos pontos " assim obtidos”. Por conseguinte, o nimero de faces e vértices do poliedro
primal (original) € igual ao nimero de vértices e faces do dual, respectivamente. Temos, por

exemplo, que o cubo (6 faces e 8 vértices) € o dual do octaedro (8 faces e 6 vértices).
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Segundo Bortolossi (2009), Kepler também explorou a ideia da dualidade nos Sélidos

Platonicos publicando-a em seu livro “A Harmonia dos Mundos” em 1619, Figura 31.

Figura 31 — Estudo da dualidade nos Sélidos Platonicos feita por Johhanes Kepler

Fonte: Bortolossi (2009).

Na Figura 31 (ALMEIDA, 2015, p. 10), “se considerarmos um Sélido Platonico qualquer
e unirmos os pontos centrais das faces adjacentes, obteremos um novo sé6lido. Esses dois sdao

duais um do outro”.

Dessa forma o cubo € o dual do octaedro, o dodecaedro € dual do icosaedro e o tetraedro

€ dual dele mesmo (e vice-versa em todos os casos), Figura 32.

oo ®

Figura 32 — Sélidos Platonicos e seus duais

Fonte: Autoria prépria.

No entanto, segundo (ALMEIDA, 2015, p. 10), esse processo para obter o dual de um

poliedro ligando os centros da faces ndo € vélido para qualquer poliedro convexo.
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Na Figura 33, ilustramos essa situac@o ao tentar encontrar um dodecaedro rdmbico, que

€ o dual do cuboctaedro, pelo método citado anteriormente.

Figura 33 — Tentativa de encontrar o dual do cuboctaedro

Fonte: Autoria prépria.

Note que aparentemente conseguiriamos, unindo os centros das faces adjacentes do
cuboctaedro (CO), encontrar as faces losangulares de um dodecaedro rombico (DR), mas essas
faces ndo sdo planas. Ja o contrdrio, € possivel, ou seja, utilizando esse método de dualidade é

possivel encontrar um CO a partir de um DR, Figura 34.

Figura 34 — Cuboctaedro encontrado por dualidade do dodecaedro rombico

Fonte: Autoria prépria.

De forma geral, segundo Veloso (1998) e Kappraff (2001), para identificar se um poliedro
convexo A é dual de um poliedro convexo B, basta verificar que a quantidade de vértices de A
seja igual a quantidade de faces de B e vice-versa. Além disso, existem outros métodos para
construir um dual de um poliedro (também conhecido como primal). Um outro procedimento

que, segundo esses autores, pode ser aplicado a todos os poliedros convexos, é:

* inicialmente inscrever o poliedro convexo em uma esfera;
* depois, pelos vértices do poliedro inserir planos tangentes a esfera;

* 0s poligonos formados pela interse¢io desses planos delimitam o dual do poliedro.
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Nesse caso, os vértices do dual nem sempre estdo sobre as faces do poliedro primal, mas
sim sobre uma reta que passa por seus centros e € perpendicular as suas faces conforme podemos

observar na Figura 35, onde se vé o inicio do processo para encontrar o dual do cubo (octaedro).

Figura 35 — Encontrando o octaedro através de planos tangentes a uma esfera circunscrita ao
cubo

Fonte: Autoria prépria.

Entdo, para encontrar um DR a partir do CO temos que utilizar esse segundo método de
dualidade. Observamos na Figura 36 que, devido ao fato do CO ser obtido do truncamento de um
cubo, os seus vértices incidem sobre o ponto médio das arestas do cubo que o gerou. Portanto, as
diagonais menores das faces losangulares do DR também incidirdo e serdo congruentes a essas

arestas.

Figura 36 — Visualizacdes do DR gerado a partir de um CO feito pelo truncamento de um cubo

Fonte: Autoria prépria.

2.7 ESCHER E A MATEMATICA

Maurits Cornelis Escher, Figura 37, foi um grande entusiasta da Matemdtica, mesmo

nao tendo muito conhecimento dessa disciplina. Suas obras de grande destaque versam sobre
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a pavimentacao do plano e a ilusdo de 6tica, o que fez de seu trabalho uma referéncia para o

estudo de Geometria.
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Figura 37 — Maurits Cornelis Escher

Fonte: Diesendruck (2015).

2.7.1 Vida e obras de Escher

Escher nasceu em 17 de junho de 1898, na cidade de Leeuwarden, Holanda. Segundo
Ernst (1991), ele pertencia a alta burguesia daquela época e era o cagula dos quatro filhos de
George Arnold Escher, um bem sucedido engenheiro-chefe da Companhia de Aguas do governo
Holandés, e Sarah Gleichmann, filha de um ministro da Fazenda. Seu apelido na infancia era
Mauk, ele era canhoto e, junto aos seus trés irmaos, desde pequeno aprendeu a trabalhar com a

madeira e a tocar um instrumento musical, no seu caso, o violoncelo.

No Ensino Médio, Escher nao era considerado um aluno excepcional em Matematica.
Ele mesmo, em uma entrevista a Ernst (1991, p. 24), afirmou: “Eu nem sequer tive um ‘suficiente’
em Matematica [...] E entdo agora imaginar que matematicos ilustram os seus livros com as
minhas gravuras!”. Mesmo com um talento que futuramente o tornaria um artista gréfico tao
famoso, segundo Ernst (1991), Escher ndo conseguiu o diploma do Ensino Médio, pois nem suas

notas em Arte eram boas.

Ap6s o periodo de Ensino Médio, foi matriculado por seus pais na Escola de Arquitetura
e Artes Decorativas de Haarlem, Holanda, para seguir a carreira de arquiteto, no entanto nao
tardou muito e Escher os convenceu que deveria seguir a carreira de artes graficas. Influenciados
por seu professor Samuel Jessurun de Mesquita, seus pais deram apoio total, inclusive financeiro,

até mesmo ap0s seu casamento, em 1924 com Jetta Umiker, com a qual teve trés filhos.

A partir de 1922, de acordo com Ernst (1991), quando concluiu seus estudos, Escher fez
vdrias viagens principalmente pela Franga, Suica, Espanha e Itdlia. Tais viagens o inspiraram em

suas obras e foram contribuindo com o inicio de sua carreira.
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Segundo Lopes (2002, p. 1), as obras de Escher nem sempre representam aquilo que
achamos ter visto, “pois hd sempre uma surpresa visual a espera do espectador, mas € preciso ob-
servar com atenc¢ao a representacao tridimensional de objetos feita através da bidimensionalidade

do papel”.

Escher dizia que em suas gravuras ele tentava mostrar que nosso mundo era belo e
ordenado, entretanto, segundo Tjabbes (2010?, p. 11), Escher afirmava: “eu ndo consigo deixar
de brincar com as nossas certezas estabelecidas. Tenho grande prazer, por exemplo, em confundir

deliberadamente a segunda e a terceira dimensoes, plana e espacial, e ignorar a gravidade”.

Para Schattschneider e Walker (2013, p. 6),

[...] as suas gravuras estdo cheias de surpresas visuais inteligentemente projeta-
das. A primeira vista, muitas das suas obras parecem naturais, mas observando
melhor, descobre-se que o que foi tomado como plausivel €, na verdade im-
possivel, e o observador € levado a olhar mais uma vez e outra vez, até que
descobre as surpresas escondidas que a obra lhe oferece.

Corroborando com Schattschneider e Walker (2013), acreditamos que a chave para o
sucesso das obras de Escher se deve aos “mistérios visuais” presentes em suas obras, visto que
nem sempre aquilo que se V€, é o que parece ser. Para alcancar tal caracteristica, Escher fez uso
de varios conhecimentos matemaéticos e, dessa forma, acreditamos que a compreensao destes

seria uma ferramenta motivadora para os estudos voltados a Geometria.

Uma das técnicas artisticas adotadas por Escher foi a gravura, que € uma imagem que
pode ser impressa repetidas vezes utilizando-se uma matriz de impressao, e ele se especializou
em xilogravura e litogravura. A gravura artistica é feita de forma artesanal, o que lhe agrega
valor devido a sua originalidade e trabalho de confeccao. O material da matriz € o que classifica
o tipo de gravura. O termo xilo vem do grego e significa madeira, logo, na xilogravura, a matriz
utilizada € madeira. O artista retira as partes que ndo recebem cor na impressao da gravura, para
isso ele utiliza ferramentas de entalhe e/ou corte, sendo que a matriz deve ser uma superficie

plana, como na Figura 38.

Figura 38 — Processo de preparo da matriz na técnica de xilografia

Fonte: Borges (2003).
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Em seguida, aplica-se tinta a matriz e esta é pressionada contra um papel ou tecido,
andlogo ao processo de gravura com carimbo. Assim como com o carimbo, a matriz € feita de

forma espelhada para que sua impressao fique da forma correta.

A Figura 39 mostra uma xilogravura Duplo Planetoide, de 37,5 cm de diametro, feita em
1949 por Escher utilizando-se quatro blocos de madeira para sua impressao. O poliedro formado

¢ a composicao de dois tetraedros regulares. Segundo Escher (1975, p. 13, traducdo do autor):

Dois tetraedros regulares, perfurando um ao outro, flutuam no espaco como um
planetoide. O de cor clara é habitado por seres humanos que transformaram
completamente sua regido em um complexo de casas, pontes e estradas. O
tetraedro mais escuro permaneceu em seu estado natural, com rochas, onde
vivem plantas e animais pré-histéricos. Os dois corpos se unem tornando-se um
$6, mas eles ndo tdm conhecimento um do outro.'

Figura 39 — Xilogravura: Duplo Planetoide

Fonte: Escher (2018).

Com o passar dos anos e o surgimento de novos materiais, principalmente sintéticos,
surgiu a linoleogravura, que tem a mesma ideia de esculpir a matriz assim como na xilogravura,
porém sua matriz € uma placa de borracha, chamada lin6leo. Escher também utilizou essa técnica

em alguns de seus trabalhos.

Ja na litogravura, o termo /ito também vem do grego e significa pedra. Nessa técnica, a
matriz utilizada é uma pedra de superficie plana. Essa técnica se distingue da xilogravura, pois

ndo sdo feitos cortes na matriz, as imagens sdo desenhadas sobre a pedra utilizando-se um lapis

' "Two regular tetrahedrons, piercing each other, float through space as a planetoid. The light-coloured one is
inhabited by human beings who have completely transformed their region into a complex of houses, bridges
and roads. The darker tetrahedron has remained in its natural state, with rocks, on which plants and prehistoric
animals live. The two bodies fit together to make a whole but they have no knowledge of each other." (ESCHER,
1975, p.13).
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litogréfico (um tipo de l4pis onde o grafite € substituido por um material gorduroso) e, apds a
utilizacao de alguns produtos quimicos, quando a pedra € entintada, ou seja, ao aplicar tinta sobre
a matriz, a tinta fixa-se somente sobre a parte da pedra que foi desenhada e, apds pressionar o

papel sobre a matriz, obtém-se a impressao desejada como na Figura 40.

Figura 40 — Matriz e impressao litografica

Fonte: Lamorgese (2018).

Na Figura 41, temos uma litogravura de 1960 com 28,5 cmx35,5 cm onde escadas
infinitas fazem com que homens caminhem por elas subindo e descendo voltando sempre ao
mesmo lugar. Na visdo de Escher (1975, p. 15, tradugdo do autor), “parece que quando eles se
cansam, eles podem virar e descer as escadas em vez de subir. No entanto, ambas as direcdes

[...] sdo igualmente sem utilidade™?.

Figura 41 — Litogravura: Ascendente e Descendente

Fonte: Escher (2018).

2 "It would seem that when they get tired they are allowed to turn about and go downstairs instead of up. Yet both

directions [...] are equally useless". (ESCHER, 1975, p. 15).
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No site da Fundagao MC Escher (ESCHER, 2018), criada em 1968 com o objetivo de
preservar o legado de seu trabalho, encontramos vdrias outras obras e informagdes sobre a vida e

o trabalho de Escher.

L4 € possivel perceber dois tipos de xilogravura denominadas woodcut e wood-engraving.
Ambas sdo técnicas de gravura que utilizam madeira como matriz, sendo que a primeira € uma
técnica mais antiga, surgida no século XV, jd a segunda € mais moderna, século XVIII, e utiliza

uma madeira mais rigida e que permite trabalhar mais detalhes.

O préprio Escher (1975, p. 5) afirmou que preferia a woodcut, pois foi a técnica que
se apropriou com auxilio de Mesquita, seu professor na escola de artes, e que ndo obteve

conhecimento profundo para trabalhar com wood-engraving.

Nas obras de Escher € possivel encontrar algumas informacdes feitas 8 mdo como na
Figura 42(b), onde podemos ver data, logo, assinatura, nimero da impressao/quantidade de
impressoes feitas, bem como o nimero da edi¢ao de impressdo. Essa marcacdo é da litogravura
Galeria de Pintura, Figura 42(a), feita em maio de 1956, sendo a vigésima terceira impressao das

cinquenta e cinco feitas em sua terceira edicao.

(a)
Figura 42 — Litogravura: (a) Galeria de pintura; (b) informagdes da obra

Fonte:(a) Escher (1975); (b) Price (2008).

Observando as obras de Escher podemos perceber que nem todas possuem essas infor-
macdes manuais. Em algumas hd apenas a logo do artista e € necessdrio muita procura para
encontrd-la, como no caso da xilogravura Dragdo, Figura 43, de 1952 medindo 32 cmx24 cm,

onde a inscri¢do foi feita em um dos cristais de quartzo abaixo e a esquerda do dragdo.

Acreditamos que a procura por essa informacao nas obras de Escher também pode ser

utilizada como estratégia pedagdgica para atrair a atengdo e curiosidade dos alunos.
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Figura 43 — Dragéo

Fonte: Ernst (1991).

De acordo com Peres e Nascimento (20-), em 1926, em uma de suas viagens, Escher
conheceu um palédcio de Alhambra, cidade do estado de Granada na Espanha, construido pelos
arabes no século XIII, e ficou impressionado com as paredes decoradas com o que chamamos de

mosaicos, ladrilhamento, tesselagens ou pavimentagao do plano, técnica ja conhecida por ele.

Utilizando diversas figuras congruentes eles criaram belos mosaicos, preenchendo as

superficies sem sobreposicdes e sem deixar espagos entre as imagens, Figura 44.

Figura 44 — Parede do Pal4cio de Comares

Fonte: Rodriguez (2014).

Segundo Ernst (1991), durante os 10 anos seguintes, Escher tentou fazer uso dessa técnica

de preenchimento de superficies, no entanto ndo obteve sucesso. Entretanto, em 1936, contam
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Ernst (1991) e Berro (2008), Escher voltou a Alhambra e com a ajuda de sua esposa copiou
obsessivamente os ornamentos decorativos das paredes do paldcio (como pode ser visto na Figura
45), e foi a partir desse momento que ele deu uma guinada em sua carreira que futuramente o

colocaria de vez no mundo da Matematica.

Figura 45 — Cépias das pavimentacdes do Paldcio de Alhambra feitas por Escher em 1936

Fonte: Ernst (1991).

Ainda de acordo com Berro (2008, p. 27), com o passar do tempo e com estudo siste-
matico e experimentagdo sobre o assunto, “Escher acabou descobrindo todos os movimentos
empregados para que o ornamento cubra-se a si mesmo: a translagdo, a rotacao, a reflexdo e a

translagao refletida”. Esses movimentos sdo conhecidos na Matematica como isometrias.

Em entrevista a Lopes (2002), o professor Sérgio Alves do Departamento de Matemadtica
do Instituto de Matematica e Estatistica (IME) da Universidade de Sao Paulo (USP), comenta que
¢ impressionante que Escher tenha feito essas descobertas sem ter conhecimento aprofundado de
Matemitica, quanto aos quatro movimentos, ‘“‘em termos matemdticos, sdo as Unicas isometrias
do plano. O estudo desses movimentos € chamado de Geometria das Transformagdes e suas leis

governam a construc¢ao dos desenhos periddicos”, aos quais chamamos aqui de pavimentagdes.

A Figura 46 mostra a pavimentacao do plano Borboletas, feita em 1948 por Escher.

Figura 46 — Borboletas: obra com pavimentacao do plano

Fonte: Escher (2018).
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Escher expandiu o conceito de pavimentacao substituindo as formas geométricas como
paralelogramos, quadrados e tridngulos, por imagens realisticas e/ou criacionistas. Além disso,
foi capaz de transformar essas imagens, fazendo-as evoluir para uma outra figura em vez de se
repetirem num padrao estitico. Podemos ver um exemplo disso no quadro Metamorfose I, Figura
47.

Figura 47 — Xilogravura Metamorfose I de 1937, 19,5 cmx90,8 cm

Fonte: Tjabbes (20107).

Em 20 de fevereiro de 1969, foi inaugurada no Correio Central de Haia, Holanda, a obra
Metamorfose III, um mural de 42 metros de comprimento, Figura 48, que utiliza essa mesma

técnica de transformagdo de imagens.

Figura 48 — Metamorfose III exposta no correio central de Haia, Holanda

Fonte: Ernst (1991).

Atualmente a obra se encontra no aeroporto de Schiphol em Amsterdam, Holanda, Figura
49.

Figura 49 — Metamorfose III exposta no aeroporto de Amsterdam

Fonte: Samson (2017).
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Acreditamos que o trabalho com as pavimenta¢des do plano desenvolvido por Escher foi
um marco muito importante em sua carreira € que, mais tarde, o tornaria famoso, principalmente

entre os matematicos, corroborando com Peres e Nascimento (20—, p. 1), que afirmam:

Este foi o ponto de partida para seus trabalhos mais impressionantes e famosos,
que consistiam no preenchimento regular do plano. A partir de uma malha
de poligonos, regulares ou ndo, Escher fazia mudangas, mas sem alterar a
drea do poligono original. Assim surgiam figuras de homens, aves, peixes,
lagartos, todos envolvidos de tal forma que nenhum poderia mais mexer. Tudo
representado num plano bidimensional.

Conforme Escher foi desenvolvendo suas técnicas, foi ganhando a atengdo de alguns
matematicos da época que acabaram interferindo positivamente em sua carreira, dando sugestoes
de como ele poderia melhorar suas obras e alcancar outros objetivos.

Um desses matemaéticos, segundo Tjabbes (20107?), foi Donald Coxeter, que convenceu
Escher de que “o esquema ideal para um limite circular deve passar gradativamente de grande e
convexo no centro para cada vez menor na periferia”. Com isso, seria possivel demonstrar um

movimento continuo e eterno.

Observando a Figura 50, podemos verificar esse conceito. Para fazer e colorir essa obra,

Escher utilizou cinco matrizes diferentes.

Figura 50 — Xilogravura Limite Circular III de 1959 (didmetro de 41,5 cm)
Fonte: Escher (1975).
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A Figura 51 mostra um esbogo feito por Escher a caneta de tinta preta e vermelha durante
o estudo para confec¢do da obra Limite Circular III. De acordo com Ernst (1991), Escher fazia

diversos estudos e testes antes de partir para a versdo final de suas obras.

Figura 51 — Estudo para Limite Circular III

Fonte: Galeria... (2018).

Segundo Berro (2008), Coxeter convidou Escher para participar de uma de suas aulas,
por admirar o conteido matemaético da obra do artista, no entanto, ficou decepcionado com
o desconhecimento de Escher sobre a Matemadtica presente em suas obras. Foi a partir desse

momento, que o matematico passou a ajudar Escher com seus estudos.

Outro matemadtico que influenciou os trabalhos de Escher foi Bruno Ernst, que mais tarde
veio a escrever o livro O Espelho Mégico de M. C. Escher. Para isso, ele realizou, durante um

ano, visitas semanais ao artista fazendo assim um estudo aprofundado de sua vida e obras.

Lionel e Roger Penrose, pai e filho, também ajudaram e influenciaram Escher em suas

obras como, por exemplo, a constru¢cdo impossivel Cascata, Figura 52.

Podemos notar, no alto das torres, dois poliedros. O que esta sobre a torre esquerda € uma
composi¢do de trés cubos e o da torre direita € um dodecaedro rdmbico estrelado que, gragas a
essa obra, ficou conhecido como Sélido de Escher. Posteriormente, no capitulo 4, faremos um
estudo mais aprofundado sobre esse poliedro determinando uma férmula para calcular o seu

volume.



Figura 52 — Litogravura Cascata, de 1961, 38,1 cmx30 cm

Fonte: Escher (2018).

2.7.2  Escher e os poliedros

O interesse de Escher pelos poliedros nasceu a partir da observaciao das formas dos

cristais, possivelmente influenciado por seu irmao Berend Escher, professor de geologia na
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Universidade de Leiden. De acordo com Tjabbes (20107?), foi ele que, em 1937, forneceu a
Maurits livros de cristalografia (que, de acordo com o diciondrio Aurélio, € a ciéncia que trata
da descrigdo e formacao dos cristais) que havia escrito, pois percebeu a estreita relacao dessa

ciéncia com o trabalho de seu irmao cagula.

Escher, citado por Lopes (2002, p. 1) afirmava que:

[...] a0 mesmo tempo nos assusta sua perfei¢io e nos faz sentirmos desvalidos.
Os poliedros regulares t€ém um cardter absolutamente ndo humano. Nao sdo
invengdes da mente humana, ja que existiam como cristais na crosta terrestre
muito antes do homem entrar em cena.

Ele realizou diversos trabalhos explorando poliedros e em alguns casos, como na litogra-
vura Cascata, Figura 52, ele admitiu que “os poliedros nos topos ndo tém nenhuma importancia

especial. Eu os desenhei ali simplesmente porque gosto muito deles” (TJABBES, 2010?, p. 133).

Segundo Kappraff (2001) e Ernst (1991), seu interesse pelos poliedros era imenso, tanto
que, em uma de suas mudancas, ele se desfez de quase tudo que tinha, levando apenas um modelo

criado por ele onde os Sélidos Platdnicos estavam inscritos um dentro do outro, Figura 53.

Figura 53 — Escher mostrando sua escultura de Sélidos Platonicos

Fonte: No... (2016).

A obra Répteis, Figura 54, apresenta uma pavimentacdo feita com hexdgonos em um
caderno que estd aberto sobre uma mesa. Ela é ornamentada com pequenos jacarés que deixam a
bidimensionalidade do papel passando ao plano tridimensional, passeando sobre um livro de

Zoologia e logo depois por um dodecaedro regular, para entdo voltar ao plano.
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Figura 54 — Litogravura Repteis de 1943, 33,5 cmx 38,5 cm

Fonte: Escher (2018).

Schattschneider e Walker (2013) mencionam que Escher cobriu com pavimentagdes
diversos poliedros em cartolina, mas somente um deles chegou a ser produzido em definitivo,
uma caixa de metal em formato de icosaedro, Figura 55, para a comemoragdo do aniversario de
uma empresa holandesa. Conforme informagdes do site de leildes Catawiki (2018), uma dessas
caixas foi arrematada em julho do corrente ano por 1200 euros.

Figura 55 — Icosaedro feito de metal esmaltado coberto com uma pavimentagao de estrelas do
mar e conchas

Fonte: Catawiki (2018).
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Assim como em Cascata, Escher desafiava as leis da perspectiva trabalhando com a

construcdo de figuras impossiveis de serem construidas como podemos observar também em

Belvedere, Figura 56.

Figura 56 — Litogravura Belvedere de 1958, 46 cmx29,5 cm

Fonte: Escher (1975).

Note que o menino sentado no banco tem um objeto impossivel em suas maos e observa a

sua ilustracdo em um papel jogado ao chao. Escher, citado por Tjabbes (20107?, p. 137), esclarece:

[...] 0 jovem se concentra no problema e, com razdo, nio acredita no que seus
olhos veem. Provavelmente, ndo percebe que o edificio atrds dele demonstra a
mesma impossibilidade. Por exemplo, a escada ao centro, embora desenhada
segundo as regras de perspectiva e sendo plenamente aceitdvel como objeto,
tem sua base apoiada dentro da casa e sua parte superior, fora dela. Assim sendo,
a relacdo entre as duas pessoas na escada é impossivel.
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Esse mesmo jovem pode ser visto com mais detalhes em outra obra, Figura 57, feita por

Escher naquele mesmo ano.
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Figura 57 — Homem com Cuboide, xilogravura de 1958

Fonte: Schattschneider e Emmer (2005).

De acordo com Ernst (1991), as obras como Cascata e Belvedere foram inspiradas em
uma figura conhecida como Tribar de Penrose ou Triangulo de Penrose, Figura 58(a) e 58(b).
Esse triangulo formado por arestas tridimensionais perpendiculares entre si, teria 270° como

soma dos angulos internos o que seria geometricamente impossivel.

Figura 58 — Triangulo de Penrose: (a) ilustra¢do do tridngulo; (b) como seria a sua constru¢ao
em madeira

Fonte: Ernst (1991).

Segundo Rooney (2012, p. 122), esse tridngulo foi desenhado primeiramente pelo artista
sueco, Oscar Reutersvard em 1934, mas se popularizou somente na década de 50 apds estudos

do matematico Roger Penrose que o chamou de “impossibilidade na sua mais pura forma”.
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Mesmo sendo impossivel de construir um tridngulo com essas condi¢des, com a ajuda
da perspectiva, essa peca pode ser reproduzida como mostra a Figura 59, em uma rotatéria da
cidade de East Perth, Australia.

Figura 59 — Escultura do Tridngulo de Penrose construida na Austrélia

Fonte: Torrissen (2018).

As obras de Escher também j4 foram destaque em provas como no Enem, Figura 60.

[ s

Representar objetos
tridimensionais em uma folha
de papel nem sempre ¢é tarefa
faci. O artista holandés
Escher (1898-1972) explorou
essa dificuldade criando varias
figuras planas impossiveis de
serem  construidas como
objetos  tridimensionais, a

exemplo da litografia
Belvedere, reproduzida ao
lado. a0 &

Considere que um marceneiro tenha encontrado algumas
figuras supostamente desenhadas por Escher e deseje
construir uma delas com ripas rigidas de madeira que
tenham o mesmo tamanho. Qual dos desenhos a seguir

ele poderia reproduzir em um modelo tridimensional real? 1CJ

Figura 60 — Questdo 5 da Prova 1, cor amarela, do Enem de 2007

Fonte: Inep (2007).

Essa questdo expde o Tribar de Penrose bem como outros desenhos feitos por Escher,
baseados nesse tridngulo, enquanto realizava os estudos para a obra Belvedere, Figura 56. A

resposta correta € a alternativa “E”, pois seria a tinica possivel de ser construida.

Dentre outras obras, a Cristal, Contraste (Ordem e Caos), Cascata, Gravidade, Duplo
Planetoide, Estudo para Estrelas e Estrelas apresentam poliedros interessantes e incomuns

podendo ser trabalhados no Ensino Baésico.

Acreditamos que, justamente por serem incomuns € que muitos desses objetos podem ser

estudados em sala de aula, utilizando a criatividade de Escher como estimulo para trabalhar con-
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ceitos matematicos com os alunos. Além disso, ha também a viabilidade de interdisciplinaridade

com Arte, Quimica, Biologia e Filosofia.

Na obra Cristal, Figura 61, de 1947, podemos observar um cristal em meio a diversas
pedras de diferentes tipos e sem formato especifico. O cristal na verdade € a combinacdo de um
hexaedro com um octaedro. Essa combinag¢d@o gera, quando retiradas as pirdmides de seu entorno,
o Sélido Arquimediano cuboctaedro, visto na Se¢ado 2.4.

Figura 61 — Obra Cristal: ao centro temos a combinacdo de um hexaedro e um octaedro

Fonte: Price (2008).

A obra Cascata, Figura 52, tem, sobre sua torre esquerda, a composicao de trés cubos,
Figuras 62(a) e 62(b). Essas imagens foram retiradas do site MathWorld, desenvolvido pela
Wolfram Research que, conforme Weisstein (2018b), é o mais extenso recurso matematico da

internet.

(a) (b)

Figura 62 — Composicao de trés cubos: (a) cubos coloridos; (b) arestas destacadas.

Fonte: Weisstein (2018a)
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Ja na torre da direita, vemos um poliedro que ficou conhecido, segundo Weisstein (2018b),
como “Soélido de Escher”. Ele pode ser obtido pela composi¢ado de trés dipiramides quadradas
(octaedros nao regulares), Figura 63, ou pela estrelacdo do dodecaedro rombico, Figura 29. No
Capitulo 4, apresentaremos trés maneiras de determinar o volume do Sélido de Escher e nos
Anexos A, B e C forneceremos moldes para sua confeccao.

Figura 63 — Composicao para a formagdo do Sélido de Escher
Fonte: Zefiro (2010).

Outro poliedro interessante € aquele encontrado na litogravura Contraste (Ordem e Caos),
Figura 64, 28 cm <28 cm, de 1950. Nela podemos observar um cristal como centro da imagem
que tem o formato de um Sélido de Kepler-Poinsot chamado pequeno dodecaedro estrelado.
Segundo Escher, citado por Tjabbes (20107, p. 125):

Esta gravura simboliza a Ordem e o Caos. A beleza perfeitamente ordenada
de um dodecaedro estrelado acoplado a uma esfera translicida, como uma
bola de sabao, estd rodeada de objetos amassados, descartados e intteis. Tive
de escolher com muito cuidado entre os muitos objetos heterogéneos de um
depésito de lixo, pois cada pega deveria ser reconhecivel.

Figura 64 — Pequeno dodecaedro estrelado presente na litogravura Contraste (Ordem e Caos)

Fonte: Escher (1975).



61

A litogravura Gravidade, Figura 65, com 29,7 cmx29,7 cm, feita em 1952, também
apresenta o mesmo poliedro. Nele, segundo Escher (1975), vivem presos monstros de pescocos

longos e quatro pernas.

Figura 65 — Pequeno dodecaedro estrelado presente na obra Gravidade

Fonte: Escher (2018).

A obra Duplo Planetoide, Figura 39, como mencionado anteriormente, apresenta a

composi¢do de dois tetraedros regulares, Figura 66.

Para visualizar e interagir com esse e outros poliedros, sugerimos a utiliza¢ao do apli-
cativo para dispositivos méveis com sistema Android chamado “MoStella Free”, disponivel na
Play Store e/ou o programa “Great Stella DEMO”, disponivel para download em Webb (2018),
para ser utilizado em computadores. Nesse tltimo caso, o nimero de ferramentas do programa
aumenta bastante, como, por exemplo, a possibilidade de inserir fotos nos poliedros e imprimir

suas planificacdes para posterior montagem do modelo tridimensional.

Figura 66 — Composi¢ao de dois tetraedros

Fonte: Autoria prépria.
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Por fim, a obra de Escher que mais contém poliedros se chama Estrelas, Figura 67. Uma
xilogravura de 1948 com 26 cmx32 cm, que apresenta diversos tipos de poliedros, muitos deles
sao composicoes de dois ou trés poliedros. O maior de todos, ao centro, € parecido com o Sélido

de Escher mencionado anteriormente, mas € uma composi¢cao de trés octaedros regulares.

"h\mg\‘};;};%\'&mnnm.m

A A
)

Figura 67 — Xilogravura Estrelas

Fonte: Xennex (2011).

Segundo Escher, citado por Tjabbes (20107, p. 124), em sua obra aparecem poliedros

simples, duplos ou triplos que flutuam no ar como estrelas, sendo que:

[...] a0 centro, temos um sistema formado por trés octaedros com estrutura
de vigas. Nessa gaiola vivem dois camaledes cuja funcao é acrescentar um
elemento de vida a esse mundo inanimado. Eu os escolhi para ocupd-la porque
suas pernas e rabos sdo particularmente adaptados para agarrar a estrutura
enquanto ela gira no espaco.
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A Figura 68 mostra, de acordo Ernst (1991), a identificacdo de alguns desses poliedros.

) cubo + octaedro 2 tetraedros

octaedrc
octaedro rémbico icosaedro rombododecaedro
2 cubos 2 cubos 3 octaedros
2 tetraedros

octaedro rombico ‘ dodecaedro ‘

Figura 68 — Destaque de alguns dos poliedros da obra Estrelas

Fonte: Ernst (1991).

A obra Estudo para Estrelas, Figura 69, uma xilogravura com 37,5 cmx37 cm também
de 1948, mostra alguns dos poliedros de Estrelas na versao somente com arestas, o que facilita

sua identificacdo. No canto superior direito, por exemplo, vemos o Sélido de Escher.

Figura 69 — Xilogravura Estudo para Estrelas

Fonte: Escher (2018).
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Maurits Cornelis Escher foi um artista que se destacou na drea de Matematica mesmo
ndo tendo essa intengdo inicialmente. O préprio afirmava, conforme Peres e Nascimento (20—, p.
2), “apesar de nao possuir qualquer conhecimento ou treino nas ciéncias exatas, sinto muitas

vezes que tenho mais em comum com os matemadticos do que com os meus colegas artistas”.

Acreditamos que sua arte atrai olhares para essa disciplina e, mesmo aqueles mais avessos
ao seu estudo, podem se impressionar e ficar interessados em saber o que esté por trds daquilo

que seus olhos estdo enxergando.

Em sua vida, segundo a Fundacao MC Escher (ESCHER, 2018), esse artista fez 448
litografias e xilogravuras e mais de 2000 desenhos e esbogos. Sua tultima impressdo foi a
xilogravura Serpentes, Figura 70, feita em 1969 quando ja estava com 70 anos de idade. Uma
obra em que trés serpentes muito realistas se entrelacam através de uma pavimentacao circular

que diminui infinitamente quando se olha ao centro e/ou para as bordas do circulo.

Figura 70 — Serpentes, 44,7 cmx49,8 cm, xilogravura em trés cores

Fonte: Escher (2018).

Mesmo com idade avancgada, Escher ainda demonstrava precisdo no olhar e habilidade
nas maos, pois nota-se que sua ultima obra exigiu muito dessas qualidades para atingir tamanha
beleza. Price (2008, p. 4), ao comentar sobre a derradeira obra de Escher, diz que “na mitologia,
uma fénix pode renascer de suas cinzas e uma serpente pode engolir sua prépria cauda e

regenerar-se. No universo de anéis que Escher cria, podemos ver a evolucao se desenrolar”.

Escher faleceu em 27 de marco de 1972 com 73 anos de idade.
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3 VOLUME DE POLIEDROS: CUBO E PIRAMIDE

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos envolvendo os poliedros com destaque
ao cubo e a piramide que serdo empregados no estudo do Sélido de Escher. Corroborando com
Lima (1991), assim como a palavra poligono em Geometria Plana pode significar o contorno
como a regido por ele limitada, utilizamos as palavras poliedro e sélido para representar um
corpo s6lido ou somente a sua superficie. Além disso, recorrentemente, utilizaremos conceitos

da Geometria Plana sem aprofundamento sobre os mesmos.

3.1 POLIEDROS

De acordo com Reis (2013), a palavra poliedro tem origem em duas palavras gregas:
polys que significa “varias” e hédrai que significa “faces”. Na busca por uma definicao de
poliedro podemos nos deparar com diversas defini¢des. Um poliedro pode simplesmente ser
definido como um objeto tridimensional formado pela reunido de poligonos, no entanto, segundo

Lima et al. (2006), apesar de dar a ideia do que seja um poliedro, isso ndo serve como defini¢ao.

Garcia e Castilho (2006)’, citados por Sartor (2013, p. 17), seguem esse caminho de-
finindo poliedro como um “sélido fechado formado exclusivamente por superficies planas
(poligonos)”. Silva e Filho (2008, p. 629) também seguem essa linha em seu livro didético
para o Ensino Médio definindo poliedros como “sélidos limitados por 4 ou mais faces planas e

poligonais®.

Uma defini¢do mais completa, segundo Lima et al. (2006, p.232), é dada por:

Poliedro € uma reunido de um nimero finito de poligonos planos chamados
faces onde:

1. Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro
poligono.

2. A intersecdo de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou é um vértice
ou é vazia.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, ¢ chamado uma
aresta do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

3. E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra,
sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas).

Analisando o que ocorre se ndo forem destacados os trés itens dessa defini¢cdo:
» Caso o item 1 ndo especificasse que cada lado dos poligonos € lado de apenas um outro

poligono, a imagem da Figura 71 seria um poliedro. Nesse caso, as faces 1,2, 3 e 4 tem o

lado AB em comum.

I GARCIA, A. C. A.; CASTILHO, J. C. A. Matemética sem mistérios: geometria plana e espacial. Editora Ciéncia

Moderna Ltda., Rio de Janeiro, RJ, 2006.
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Figura 71 — Exemplo de poliedro caso o item 1 da defini¢ao de poliedros segundo Lima et al.
(2006) nao fosse respeitado

Fonte: Autoria prépria.

* Caso o item 2 ndo afirmasse como devem ser as interseg¢des das faces, a imagem da Figura
72 representaria um poliedro. Nesse caso, as intersecdes das faces retangulares ABCD e
EFGH nao formam um vértice e ndo € vazia, visto que gera o segmento M N que, no

entanto, ndo € um lado comum dessas faces.

Figura 72 — Exemplo de poliedro caso o item 2 da definicdo de poliedros segundo Lima et al.
(2006) nao fosse respeitado

Fonte: Autoria prépria.

* Sem o item 3, terfamos situa¢des como da imagem da Figura 73 onde, por exemplo, ndo é
possivel ir da face A até a face B sem passar pelo vértice P.

Figura 73 — Exemplo de poliedro caso o item 3 da defini¢do de poliedros segundo Lima et al.
(2006) ndo fosse respeitado

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).
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Note que se a defini¢do fosse aquela em que um poliedro € apenas uma reunido finita
de poligonos, poderiamos ter poliedros como esses trés ultimos aqui mencionados. No entanto,
assim como defendem Lima et al. (2006), acreditamos que em um primeiro estudo de poliedros,

ndo se deva ater a esses casos diferenciados, mas sim dar énfase ao estudo de poliedros convexos.

3.1.1 Poliedros convexos € nao convexos

Segundo Dolce e Pompeo (2005), assim como os poligonos, os poliedros podem ser
convexos ou nao convexos. Um poligono é convexo se, e somente se, a reta determinada por dois
vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais vértices num mesmo semiplano. Com
essa mesma ideia, um poliedro é convexo se o plano que contém uma face qualquer deixa as
demais faces em um mesmo semiespaco, caso contrario o poliedro é ndo convexo, conforme

ilustra a Figura 74.

(a) ' (b)

Figura 74 — Exemplo de poliedro segundo Dolce e Pompeo (2005): (a) convexo; (b) ndo conexo

Fonte: Autoria prépria.

Ja Lima et al. (2006, p. 233), destacam que um poliedro é convexo “se qualquer reta (ndo

paralela a nenhuma de suas faces) o corta em, no méximo, dois pontos”, Figura 75.

(a) I (b)

Figura 75 — Exemplo de poliedro segundo Lima et al. (2006): (a) convexo; (b) ndo conexo

Fonte: Autoria prépria.

Os poliedros de Platdo, de Arquimedes e de Catalan, da Secdo 2.3, 2.4 e 2.6, sdo poliedros
convexos e os poliedros estrelados como os de Kepler-Poinsot e o Sélido de Escher, da Se¢cao

2.5, sdo poliedros ndo convexos.
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3.2  ANGULOS POLIEDRICOS CONVEXOS

Todo poligono possui um angulo interno em cada vértice. Nos poliedros convexos
acontece a mesma coisa. Eles sdo chamados, de acordo com Dolce e Pompeo (2005), angulos
poliédricos convexos ou angulos sélidos. Apresentamos a seguir nogdes sobre angulo poliédrico

e, em Dolce e Pompeo (2005) encontramos maiores detalhes sobre o assunto.

Um angulo sélido pode ser diédrico (formado por duas faces), triédrico (formado por

trés faces), tetraédrico (formado por quatro faces) e assim por diante, Figura 76 (a), (b) e (¢),

respectivamente.
o
s
S
a
@ (b) ©

Figura 76 — Angulos poliédricos convexos: (a) diédrico; (b) triédrico; (c) tetraédrico

Fonte: Autoria prépria.

Dessa forma, quando se fala que uma figura geométrica tem angulos sélidos congruentes,
significa que em seus vértices incidem a mesma quantidade de faces com os mesmos angulos em
cada face e os mesmos angulos diédricos entre elas. Um exemplo disso € o cubo, que possui oito

angulos triédricos congruentes.

N3ao se mede (em graus) um angulo poliédrico, apenas conta-se a quantidade de faces
que incidem em um determinado vértice, exceto pelo diedro que as faces incidem sobre um
segmento, reta ou semirreta. No entanto, os angulos das faces podem ser medidos, como na

Figura 77, onde vemos as medidas dos angulos das faces de um angulo tetraédrico convexo sao
40°, 60°, 90° e 104°.

Figura 77 — Angulo tetraédrico com as medidas dos angulos das faces

Fonte: Autoria prépria.

Em um angulo poliédrico convexo, a soma dos angulos de suas faces € menor que 360°,
visto que se fosse igual a 360° os poligonos estariam todos contidos em um mesmo plano. A

demonstracdo dessa relacao pode ser encontrada em Dolce e Pompeo (2005, p. 120).
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3.3 O TEOREMA DE EULER

Um teorema bastante conhecido e utilizado quando se trabalha com poliedros é o Teorema
de Euler, também conhecido como Relacdo de Euler. Segundo Lima (1991), ele foi descoberto em
1758 e ja teve diversas demonstracdes, algumas delas com falhas, como a do famoso matematico
francé€s Augustin-Louis Cauchy, feita em 1813. Essas falhas ocorreram devido a inexisténcia de
uma defini¢do precisa de poliedro na época, que, de acordo com Lima (1991), nem mesmo Euler

se preocupou.

O professor Elon Lages Lima (LIMA, 1991) apresenta, além de outras demonstragdes,
aquela feita por Cauchy e faz uma andlise aprofundada da mesma destacando seus erros. Em
Mialich (2013), a autora apresenta a demonstracdo do Teorema de Euler segundo Cauchy-
Lima, ou seja, ela ja implementa na demonstracdo de Cauchy as observacdes de Lima (1991)
trazendo algumas imagens e explicacOes adicionais para facilitar a compreensdo. Outra op¢ao de

demonstracdo € a apresentada por Dolce e Pompeo (2005) através de Inducdo Finita.

Teorema 1 (Teorema de Euler). Em todo poliedro convexo com A arestas, V vértices e F faces,

vale a relacdo
V+F—-A=2. (3.1)

Esse teorema tem um enunciado simples e é facil de verificar observando alguns poliedros.
No entanto, ele € totalmente valido apenas para poliedros convexos, mesmo que seja possivel

encontrar alguns poliedros ndao convexos onde o resultado € vélido, Figura 78(b).

De acordo com Lima et al. (2006), o nimero inteiro V' +F' — A é chamado de caracteristica
do poliedro. Na Figura 78(a), o poliedro ndo convexo possui caracteristica 0, pois possui 16
vértices, 16 faces e 32 arestas, ou seja, 16 + 16 — 32 = (. Na Figura 78(b), o poliedro ndo

convexo possui caracteristica 2, pois tem 7 vértices, 7 faces e 12 arestas, ou seja, 7+ 7 — 12 = 2.

(a) (b)

Figura 78 — Poliedros ndo convexos de: (a) caracteristica 0; (b) caracteristica 2

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).

De acordo com Lima et al. (2006), outra relagdo importante e conhecida quando se

trabalha com quantidade de faces, arestas e vértices € a seguinte:
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onde, A é o nimero de arestas, F3 € o nimero de faces triangulares, F; o nimero de faces
quadrangulares, F5 o nimero de faces pentagonais e assim por diante até F}, (n > 3), que é o

nimero de faces com n lados de um poliedro.

Para chegar a esse resultado, basta observar que ao contar a quantidade de arestas de um
poliedro devemos considerar que cada face triangular possui 3 arestas, logo 3F35 é o nimero de
arestas das faces triangulares presentes no poliedro. Dessa mesma forma, 4 é o nimero de
arestas dos quadrilateros presentes no poliedro e assim por diante. Como cada aresta do poliedro
€ comum a exatamente duas faces, o nimero total contado (3F3 + 4F, + 5F5+ ... +nkF,)€éo

dobro da quantidade de arestas, ou seja, 2A.

Como, em um poligono, a quantidade de vértices € igual a quantidade de lados, podemos

considerar analogamente que

2A=3V5+4V, +5V5+ ... +nV,.

3.4 POLIEDROS REGULARES

Segundo Lima et al. (2006, p. 241), “um poliedro convexo é regular quando todas as
faces s@o poligonos regulares iguais e em todos os vértices concorrem o mesmo nimero de
arestas”, ou seja, um poliedro convexo € regular se todas as suas faces sdo poligonos regulares
congruentes e seus angulos poliédricos sao congruentes. Os poliedros regulares convexos também
sao conhecidos como Sélidos (ou Poliedros) de Platdo, Figura 10. Desse fato decorre o teorema

que determina o nimero de poliedros regulares convexos existentes.

Teorema 2. Existem apenas cinco poliedros regulares convexos.

Demonstracao:

De acordo com Lima et al. (2006), dado um poliedro com A arestas, V' vértices e I’ faces,
onde n € o numero de lados de cada face e p o nimero de arestas que concorrem em cada vértice

e considerando que todos esses valores sdo nimeros naturais maiores ou iguais a trés, temos que

2A =nF =pV.
Logo,
F
A= (3.2)
2
c
F
V= (3.3)
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Substituindo (3.2) e (3.3) na Relagdo de Euler (3.1), obtemos:

ety
P 2
4
S (3.4)
2p+2n —pn

Considerando, em (3.4), apenas que o nimero de faces F' seja maior que zero, precisamos

entdo que 2p + 2n — pn > 0, ou seja,

2n
n—2

>p.

Como p > 3, devido ao angulo triédrico ser 0 minimo necessario para se obter um

: . . 2n .

poliedro, que no caso seria um tetraedro, concluimos que 5 > 3,logon < 6. Ainda, n > 3,
/”L pa—

pois a quantidade minima de lados para obtermos um poligono € 3 (tridngulo) e, substituindo em

(3.4) temos as seguintes possibilidades:

p =3 — F = 4 (tetraedro)

nzS%F:ﬂ% p=4— F = 8 (octaedro) ;
p =5 — F = 20 (icosaedro)
2p
n:4—>F:47—>p:3—>F:6(cubo);
- D
4p
n=5—F= — p =3 — F =12 (dodecaedro).
10— 3p

Percebemos entdo que s6 hd 5 possibilidades de poliedros convexos regulares, os Solidos

de Platdao, como queriamos demonstrar.

3.5 VOLUME

A definicdo mais comum de volume diz respeito a quantidade de espaco que um objeto
ocupa, no entanto, essa ndo € uma definicdo, mas a nivel de Ensino Bésico, serve muito bem

para dar a nocao intuitiva do que € o volume de um objeto.

De acordo com Lima (2006), para medir a grandeza volume devemos compara-la com
uma unidade de medida. Tomando um cubo com arestas de uma unidade de comprimento,
denominado cubo unitdrio, seu volume, por definicdo, serd igual a 1. Com isso, intuitivamente,
o volume de um sélido qualquer serd equivalente a quantidade de vezes que um cubo unitario

“couber dentro” desse solido.
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No entanto, essa ideia ndo € facilmente aplicada a todos os s6lidos, cabendo definir outros
métodos convenientes a cada caso, quando necessario. Neste momento, fazemos a apresentacao
apenas do volume de cubos e de piramides, necessarios no célculo do volume do Sélido de
Escher.

A base conceitual utilizada neste estudo de volume tem foco principalmente em Dolce e
Pompeo (2005), Lima (2006) e Lima et al. (2006).

3.5.1 Volume do cubo

O paralelepipedo reto retangulo (bloco retangular), € um s6lido formado por 6 retangulos,
sendo que as faces opostas sdo congruentes duas a duas. Para calcular quantos cubos unitarios
cabem em um bloco retangular, evitando a contagem um a um desses cubos, basta multiplicar
as medidas de suas dimensdes, Figura 79, onde temos um bloco retangular de volume igual a
2 -4 -3 = 24 unidades de volume.

Figura 79 — Bloco retangular de volume equivalente a 24 cubos unitdrios

Fonte: Autoria prépria.

Como a base do bloco € um retangulo, podemos ainda definir o seu volume como sendo
o produto da drea de sua base e sua altura, ou seja, dado um bloco retangular com dimensdes a, b

€ c temos que

Volume do bloco retangular = a - b - ¢ = 4rea da base - altura .

Quando as faces sdo quadrados temos um hexaedro que também é conhecido como cubo.
Dessa forma, se um cubo tem arestas com a unidades de comprimento (u.c.), seu volume sera a’

3

unidades de volume ou (u.c.)”, ou seja,

Volume do cubo = (aresta do cubo)?® .

Para mais detalhes e demonstracdes dessas e de outras féormulas, vide Lima (2006, p.73).
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3.5.2 O Principio de Cavalieri

Para tratar de solidos geométricos com formatos diferentes de um bloco retangular,
convém abordar inicialmente um axioma conhecido como Principio de Cavalieri (Francesco
Bonaventura Cavalieri, 1598 - 1647). Para tal, conforme ilustrado na Figura 80, tomamos um
plano « que contém as bases dos sélidos e serd chamado de plano horizontal, assim como todos

os planos paralelos a ele.

Figura 80 — Ilustracao do Principio de Cavalieri

Fonte: Dolce e Pompeo (2005, p. 165).

Axioma 1 (Principio de Cavalieri). Sejam V e V; dois solidos quaisquer. Se qualquer plano
horizontal secciona Vy e Vo em duas figuras planas A, e Ay, com dreas iguais, entdo o volume

de Vi é igual ao volume de V5.

Segundo Lima (2006), o Principio de Cavalieri, a rigor, € um teorema, logo pode ser
demonstrado, no entanto, como requer conceitos mais avangados aos que pretendemos abordar

nesse trabalho, ele serd tomado como um axioma, ou seja, assume-se como verdade.

A ideia intuitiva desse principio pode facilmente ser mostrada em sala de aula, basta
utilizar uma pilha de moedas (ou de folhas), por exemplo. Conforme ilustrado na Figura 81,
a primeira pilha representa um sélido com determinado volume formado por oito moedas
(representando as secdes dos planos horizontais) e a segunda pilha representa um sélido, também

formado por oito moedas, mas com outro formato, no entanto, com o mesmo volume.

Figura 81 — Dois s6lidos diferentes com o0 mesmo volume de acordo com o Principio de Cavalieri

Fonte: Autoria prépria.
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A Figura 82 ilustra um prisma formado a partir de um poligono de n lados. Dolce e

Pompeo (2005, p. 139) o definem da seguinte maneira:

Consideremos um poligono convexo [...] ABC'D ... MN situado num plano
« e um segmento de reta P(), cuja reta suporte intercepta o plano .. Chama-se
prisma (ou prisma convexo) a reunido de todos os segmentos congruentes e
paralelos a P, com uma extremidade nos pontos do poligono e situados num
mesmo semi-espaco dos determinados por .

Figura 82 — Prisma de base n-agonal

Fonte: Adaptado de Dolce e Pompeo (2005).

Os prismas sao identificados destacando o formato de sua base como em um prisma
triangular (prisma onde a base é um tridngulo), prisma pentagonal (prisma onde a base ¢ um
pentdgono) etc. Assim, podemos concluir que um bloco retangular €, na verdade, um prisma
retangular. Além disso, é possivel perceber que, dado qualquer plano paralelo a base do prisma,
as suas interse¢des com o mesmo (ou seja, suas secdes horizontais) sdo poligonos congruentes a

base e que sua altura € a distancia entre os planos « e 3 da Figura 82.

Agora imaginemos sobre um plano «, um prisma de altura A, cuja base seja um tridngulo
de area A. Ao seu lado colocamos um paralelepipedo reto retdngulo (que é um prisma retangular

reto) com base de drea A e altura h, Figura 83.

Figura 83 — Prisma triangular obliquo e prisma retangular reto, ambos com o mesmo volume

Fonte: Lima et al. (2006, p. 258).
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Os planos horizontais geram se¢des A; e A,, respectivamente, no prisma e no parale-
lepipedo. Como sabemos, A; = A e, do mesmo modo, A, = A. Por transitividade, A; = As.
Como nos prismas todas as secdes paralelas as bases sdo congruentes, pelo Principio de Cavali-
eri, podemos concluir que os dois prismas t€m o mesmo volume. De modo anédlogo, podemos

generalizar essa situacdo para prismas com qualquer tipo de base.

Como o volume do paralelepipedo € igual ao produto da area da base pela altura,

concluimos que:

Volume do prisma = (area da base) - (altura) .

3.5.3 Volume da pirdmide

Dado um poligono P qualquer pertencente a um plano 7 € um ponto V' nio pertencente
a esse plano, uma piramide, de acordo com Lima (2006), ¢ a reunido dos segmentos de reta que
ligam o ponto V' a todos os pontos do poligono P. Na Figura 84, vemos um exemplo de uma
piramide pentagonal com drea da base igual a A; e altura H. Ela foi seccionada em determinada
altura por um plano horizontal gerando um poligono com drea A,, formando uma pirdmide

pentagonal menor de altura h.

Figura 84 — Piramide obliqua de base pentagonal

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).

Para dar continuidade a busca pela férmula do volume da pirdmide, precisamos considerar
dois fatos importantes da Geometria Plana (que podem ser encontrados com mais detalhes em
Lima (2006) e Lima et al. (2006)):

* qualquer se¢do horizontal da piramide e a sua base sdo figuras semelhantes, que, neste
caso, tem razao E;

* arazdo entre dreas de figuras semelhantes € igual ao quadrado de sua razdo de semelhanca.

2
Neste caso, a razdo entre as areas A, e A; equivale a (ﬁ) .
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Agora, com isso em mente, podemos enunciar € demonstrar (de acordo com Lima et al.
(2006) que:

Teorema 3. Duas piramides de mesma altura e mesma base tém o mesmo volume.

Demonstracao:

Observe que na Figura 85 vemos duas pirdimides de mesma base BC'D, com érea igual a
A, uma delas tem vértice M e a outra vértice N e ambas tém a mesma altura H. Duas se¢des de
areas A; e A, sdo formadas nas pirdmides através da interse¢dao de um plano horizontal (paralelo

ao plano que contém BC'D), a uma distancia h dos vértices.

M ‘bt LLL T T L L LT P A, ...-..---.--.----------.-N

Figura 85 — Piramides de mesmo volume: mesma base € mesma altura

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).

Dessa forma, podemos concluir que:

Logo,

A1:A2.

E, de acordo com o Principio de Cavalieri, como qualquer se¢do horizontal gera poligonos
de mesma drea em ambas as piramides, podemos concluir que as pirdmides terdo o mesmo
volume. Analogamente, podemos generalizar essa situacdo para piramides com qualquer tipo de

base, como queriamos demonstrar.

Agora, antes de generalizar para todas as piramides, vamos analisar o seguinte teorema:

Teorema 4. O volume de uma piramide triangular é igual a um terco do produto da drea da sua

base pela sua altura.
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Demonstracao:

Para facilitar a demonstracao desse teorema, observe na Figura 86 que um prisma
triangular foi dividido em trés pirdmides e lembre-se que, como dito anteriormente, piramides de

mesma base e mesma altura tém volumes iguais.

Figura 86 — Prisma triangular decomposto em trés piramides com volumes iguais

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).

Note que, devido a defini¢do de prisma, os tridngulos ABC' e A’'B’C" tém a mesma drea
e que os segmentos AA’, BB' e C'C’ sdo congruentes. Logo, as piramides ABC A’ e A'B'C'C

tém o mesmo volume, pois possuem bases de mesma drea e alturas iguais.

Note também, que os tridngulos BC'B’ e B'C'C' sdo congruentes, pois sdo o resultado
da divisdo do retingulo BC'C' B’ por sua diagonal C'B’. Além disso, as pirAmides BOB'A’ e
B'C'C A’ possuem a mesma altura. Assim, concluimos que essas duas pirimides também tém o

mesmo volume.

Por transitividade, podemos concluir que as trés piramides t€ém o mesmo volume. Como
o prisma € formado por essas trés piramides, o volume de cada pirdmide equivale a um terco do

volume do prisma, como queriamos demonstrar.
Agora estamos em condicdes de afirmar o seguinte teorema:

Teorema S. O volume de qualquer piramide é igual a um terco do produto da drea de sua base

por sua altura.

Demonstracao:

Para ajudar a compreender essa demonstracao, observe a piraimide pentagonal presente
na Figura 87. Ela foi dividida em trés pirdmides triangulares cujas bases t€ém areas A;, As e Az e
todas t€m a mesma altura h. Note que, qualquer pirdmide pode ser dividida em pirdmides de

base triangular.
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Figura 87 — Piramide pentagonal dividida em trés piramides triangulares

Fonte: Adaptado de Lima et al. (2006).

Consideremos uma pirdmide P de volume V/, altura h e que sua base de area A foi

dividida em n tridngulos de areas A, A, Az, ... e A,.

Logo,

Cada piramide triangular, pelo que vimos anteriormente, tem volume igual a um terco do
produto da drea da sua base pela sua altura que neste caso € h. Como o volume de P equivale a

soma dos volumes das piramides triangulares, temos que

1 1 1 1
= —A-h+-Ay-h+-As-h+...+=-A,-h
V 3 M +3 2 +3 3-h—+ +3 n )

1
V = g(Al+AQ+A3+...+An)-h,

1
V = -A-h
3

Assim, concluimos que:

1
Volume da pirdmide = 3 (drea da base) - (altura),

como queriamos demonstrar.
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4 VOLUME DO SOLIDO DE ESCHER

Neste capitulo apresentaremos um estudo do Sé6lido de Escher (SE) e a formula para o

calculo de seu volume.

Em um primeiro momento, determinaremos a férmula utilizando conhecimentos algébri-
cos e geométricos e, em um segundo momento, comprovaremos a férmula através da construgdo
do SE utilizando o GeoGebra e também com o uso de um material didatico manipuldvel. Para
deixar as demonstra¢des mais simples, e menos carregadas de notagdes, faremos constantemente

referéncia as cores de segmentos, faces etc.

Conforme apresentamos na Secao 2.7, o Solido de Escher, que esta sobre a torre direita na
obra Cascata, Figura 52, é uma estrelacao (técnica utilizada por Kepler e Poinsot) do dodecaedro
rombico (Sélido de Catalan), que € o dual do cuboctaedro (Sélido de Arquimedes) que, por sua

vez, pode ser obtido através do truncamento de um cubo ou octaedro (Sélidos de Platdo), Figura
88.

Platao

Kepler-Poinsot

Arquimedes Catalan * ’ Escher

Figura 88 — O S¢lido de Escher: de Platao a Poinsot

Fonte: Autoria prépria.

4.1 CALCULO DO VOLUME DO SOLIDO DE ESCHER

De acordo com as defini¢des de arestas, faces e vértices de Lima, Luz e Gées (2013),
o SE possui 12 faces, geradas da expansao de cada uma das 12 faces do dodecaedro rombico.
Uma face no SE € a unido de todos os tridngulos que estdo contidos em um mesmo plano. Dessa
forma, na Figura 89, os quatro tridngulos vermelhos representam uma face do SE, os quatro

triangulos roxos, outra face e assim por diante.

Os pontos A, B, D, H e I sdo cinco dos 12 vértices do Sélido de Escher. Por coincidirem

com os vértices do dodecaedro rombico, os pontos C', E, F' e G sdo chamados de falsos vértices.
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As intersecdes das faces geram 36 arestas. Na figura 89, por exemplo, AB e HI sio duas
dessas arestas. Definiremos que elas possuem medida 2a. Logo, todos os segmentos verdes, entre
dois pontos, terdo medida a. Outras seis arestas sdo AE, EH, BG, GI, ED e DG. Definiremos
que o comprimento de cada uma € b. Logo, todos os segmentos em preto, entre dois pontos, t€m
medida b.

Os segmentos C'E, EF, FG e GC, por coincidirem com as arestas do DR, s3o chamados

de falsas arestas, mas também tém medida b.

Figura 89 — Sélido de Escher: segmentos verdes, entre dois pontos, medem a e segmentos pretos,
entre dois pontos, medem b

Fonte: Autoria prépria.

O volume do SE (Vsg) é composto pelo volume do DR (Vpg) e pelo volume das 12

piramides (12Vp,) geradas apds sua estrelacdo, ou seja,

VSE = VDR + 12VP1. 4.1)

Para determinar a férmula do volume do Sdélido de Escher, comegaremos analisando o

volume das pirdmides (Vp,) geradas no estrelamento do dodecaedro rombico.

No SE da Figura 89, podemos verificar que o mesmo possui dois tipos de segmentos:
um maior, de medida a (segmentos verdes entre dois pontos, por exemplo, AC' e C'D) e outro

menor, de medida b (segmentos pretos entre dois pontos, por exemplo, ED e EF).

Na Figura 90, note que a base de cada pirdmide corresponde as faces (losangos) do DR
que gerou o SE e o segmento EG equivale a diagonal menor (d) do losango e C'F' a diagonal
maior (D).
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Figura 90 — Triangulos C'HI e C'EG destacados no Sélido de Escher

Fonte: Autoria prépria.

Observe que o triangulo C'H I € isésceles de base 2a e lados 20, Figura 91, e, além disso,

podemos concluir que £ e G s@o os pontos médios dos segmentos C'H e C'], respectivamente.

H a r: a "
Figura 91 — Triangulo isdsceles destacado no SE

Fonte: Autoria prépria.

Logo, pela semelhanca dos tridngulos CH I e C'EG, temos que

2b B 2a
b d’
a = d. 4.2)

Por (4.2) concluimos que a diagonal menor (d) do losango tem a mesma medida a dos

maior segmento entre dois pontos do SE.
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Agora, dividindo o SE ao meio, conforme apresentado na Figura 92, onde um plano
seccionou-o em duas partes iguais, note que ABK L é um quadrado de lados 2a, que C'.J é a

diagonal maior (D) do losango e, que o tridngulo ABK € retangulo, em B, e isdsceles, Figura
93.

Figura 92 — Sélido de Escher e sua secdo

Fonte: Autoria prépria.

a

K
Figura 93 — Triangulo retangulo e isésceles ABK

Fonte: Autoria prépria.

Como o tridngulo ABK € retangulo em B, por ser a metade do quadrado ABK L,
temos que o tridngulo C'B.J também possui essas caracteristicas, logo, utilizando o Teorema de
Pit4goras,

D* = a*+d°,

D = aV2. (4.3)

De (4.2) e (4.3) concluimos que as faces losangulares do DR tem diagonais a e av/2.
Assim, podemos calcular a drea da base das 12 piramides. No entanto ainda precisamos saber a

altura dessas piramides para entdo calcular o valor de Vp, .
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A Figura 94 mostra a estrutura de uma das 12 piramides geradas na estrelacdo do DR. O
ponto F', devido ao processo de estrelacdo, estd posicionado no centro do losango BC' DE que,

por definicao, € o ponto médio das diagonais do losango.

B A

Figura 94 — Estrutura de uma das piramides sobre o DR
Fonte: Autoria prépria.
a\/i

2
Como AF ¢ a altura (h) da piramide ABC' DE, entio o triAngulo ADF € retAngulo em

Logo, de (4.2) e (4.3) temos que C'F = % e FD =

F'. Aplicando o Teorema de Pitdgoras nesse tridngulo temos que

AD? = AF? 4+ FD?,

2
a> = h*+ (CL\@)
2 ?

/3

h = 4.4
5 4.4)
Utilizando (4.2), (4.3) e (4.4), podemos determinar Vp,:
1/(d.D
Vr 3<2> i
1 <a.a\/§> (aﬂ)
VP1 = 3 ’ )
3 2 2
3
a
Vp, = 5 4.5)

Agora vamos determinar o volume do DR.
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Como vimos na Figura 36, o DR pode ser decomposto em um cubo, com arestas de mesma
medida das diagonais menores das faces losangulares do DR, com 6 piramides quadrangulares

em cada face, Figura 95.

Figura 95 — Estrutura de uma das piramides sobre o DR

Fonte: Autoria propria.

E, com isso o volume do DR (Vi) equivale ao volume do cubo (V) de arestas d = a

e a soma do volume das seis piramides (6Vp,), ou seja,

Vor = Veop +6Vp,. (4.6)

O ponto £ é o centro da face superior do cubo, logo AFE ¢é a altura (k') da piramide
formada sobre essa face do cubo e o ponto C' € o ponto médio de BD. O tridngulo ABD ¢é
isésceles de base BD, visto que AB = AD = b (arestas pretas do DR), logo AC € a altura desse
triangulo.

Como as arestas do cubo tém comprimento a, temos que C'B = g e EB = a\2/§ (metade

D aV2

da diagonal do quadrado). Além disso, AC' = 5= 5

Aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos:

* do tridngulo ABC":

() () = v

* do tridngulo AEB:

(h’)ﬂ(“f)Q _— 4.8)
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De (4.7) e (4.8) temos:
2 2
av/2 a\?2 av/2
- — h/ 2 .
() +(5) = oo+ (")
a
o= - 4.
5 4.9)
Assim, de (4.6) e (4.9) temos que o volume do DR seré dado por:
1 a
— 3 Pp— 2 Ppp— M
VDR = a” + 6 3 (a 2) 3
Vor = 2d°. (4.10)

Definido o volume do DR (4.10) e das piramides de sua estrelagc@o (4.5), podemos definir
uma férmula para calcular o volume do Sélido de Escher (4.1):

Vsg = Vpr+12Vp, ;

3

Vep = 2a3—|—12%;

Vsp = 4ad°. 4.11)

E, concluimos que dado um SE, seu volume equivale ao volume de quatro cubos com

arestas a que € a medida dos segmentos, entre dois pontos, de maior comprimento do SE.

4.2 O SOFTWARE GEOGEBRA

O GeoGebra, Figura 96, criado em 2001 por Markus Hohenwarter, € considerado o
software de Matemdtica Dinamica mais popular do planeta. Seu nome vem da aglutinacao das
palavras Geometria e Algebra e foi desenvolvido para o ensino e aprendizagem de Matematica
nos varios niveis de ensino, sendo possivel trabalhar conceitos de Geometria, Algebra, planilhas,

graficos, Estatistica e Calculo.

GeaGebra

Figura 96 — Logomarca do GeoGebra

Fonte: GeoGebra (2018).
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Ele estéd disponivel gratuitamente em mais de 50 idiomas e é um software de c6digo
aberto, ou seja, € possivel modificar as ferramentas j4 existentes e/ou criar as suas proprias
ferramentas e pode ser instalado em computadores e em dispositivos méveis (como celulares e
tablets).

Atualmente, com o GeoGebra, € possivel desenvolver projetos em uma Janela de Visuali-
zagdo 2D, Figura 97, e/ou 3D, Figura 98. Em ambas, temos uma Janela de Algebra que mostra
detalhes e valores presentes nos objetos construidos e uma Caixa de Entrada onde podemos
inserir pontos, retas, poligonos etc. através de comandos especificos, que também podem ser
feitos através dos varios botdes disponiveis. Além disso, podemos criar outros botdes com

funcdes definidas conforme as nossas necessidades.

€7 GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opcbes Femamentas Janela Ajuda Entrar.

] A L Ol &) N =]

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X

Entrada

Figura 97 — Janela de Visualizacio 2D do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria.

2 GeoGebra Classic 5 - x

Arquivo Editar Exibir Opgbes Feamentas Janela Ajuda Entrar.

k’/ Yoy (D) & e A @) £ N ec] <L

» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagio 30 o X

Entrada

Figura 98 — Janela de Visualizacido 3D do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria.



87

4.2.1 Calculo do volume do Sélido de Escher utilizando o GeoGebra

Agora, confirmaremos a férmula do cdlculo do volume do SE (4.11) de maneira mais

dinamica utilizando o GeoGebra (versao Classico 5).

Para facilitar essa tarefa, desenvolvemos um tutorial em video mostrando, passo-a-passo,
a construcdo do SE e como verificar o seu volume. Esse video, entre outros trabalhos realizados
por este autor, podem ser vistos em Silva (2016). O resultado desse tutorial, ou seja, o SE
construido, estd disponivel' no site do GeoGebra (2018) na forma de applet, que sdo construgdes

prontas para serem utilizadas on line.

Inicialmente, faremos a constru¢ido de um DR e depois estrelaremos o mesmo obtendo,

assim, o SE. Além disso, pela constru¢do podemos obter a formula para determinar o volume do
DR e do SE.

Como vimos, no Capitulo 2, o DR € o dual do cuboctaedro, que € obtido do truncamento
de um cubo ou octaedro. Uma maneira simples de construi-lo € através de 6 cubos com uma face

adjacente a um outro cubo, como vemos na Figura 99.

Figura 99 — DR gerado a partir de um cubo envolto por 6 cubos congruentes

Fonte: Autoria prépria.

Construcao do DR no GeoGebra

1. Abra a Janela de Visualiza¢do 3D (indicado na Figura 100 por 1), feche a Janela de
Visualizagdo 2D (indicado por 2) e marque os pontos A(1,—1,—1) e B(—1,—1,—1) ou

digite essas coordenadas no Campo de Entrada (indicado por 3).

No site do GeoGebra (GEOGEBRA, 2018), faca uma pesquisa por “Ederson Marcelino da Silva” (utilizando as
aspas). Assim, vocé encontrard ndo s6 o SE, mas outros materiais produzidos/utilizados nessa dissertacdo.



7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

| Janelade Aigebra Ctri+Shift+A .
£ Planilha Ciri+ShifteS >' @ & LAY ABC :@;

» Janelade All [x Calculo Simbélico (CAS) Ctri+Shift+ 2

|| » Janela de Visualizagdo 3D
Ponto @ Janela de Visualizacdo Crl+Shifts1 ET
® A=(1.-1 4 Janela de Visualizacio 2 Cirl+Shifi+2
&) JaneladeVisualizagio 3D CirleShifi=3 1
hamcmo de Construgao Crisshitel |
2. Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift-P
[ Tedade i 5
v campo de Enirada
& Layout... i +
£ Aalizar Janelas Cirl+F 1 N

Recalcular Todos 05 Objetos  Giri+R

Entrada (1,-1,-1) 73

Figura 100 — Selecdo da Janela de Visualizacdo 3D do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria.
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x

Entrar,

2. Utilize a ferramenta Cubo (indicada na Figura 101 por 1), selecione os pontos A ¢ B

(indicados por 2 e 3), gerando um cubo, Figura 102, com arestas de medida a, que nesse

caso, escolhemos de 2 unidades de comprimento (u.c.).

7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

S \\;\- (!)é .'.7®7 é-,'., ABC :@)

» Janela de Algebra 3 [~ Janela de Visualizagdo| | & R
Piramide
Ponto v e— |
® A=(1,-1,1) =
® B=(1,1,4) Lj Prisma
1) Fazer exusso para Piramide ou Cone i

f@ Extrus o para Prisma ou Cilindro

A ome
-
Eﬁ Cilindro

a,{y Tetraedro
ﬁf} cuno
B Pranincagio

Entrada

Figura 101 — Constru¢do do primeiro cubo na constituicdo do SE

Fonte: Autoria prépria.

x

Entrar.

Os pontos A e B foram escolhidos de forma que o cubo tivesse seu centro na origem dos

eixos coordenados e a figura formada fique centralizada.



7 GeoGebra Classic 5 - x

Arquive Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar..

DR N cl PAN B o o

» Janela de Aigebra X | = Janela de Visualizagdo 3D B4

Cube ACYy O~ - - -
® a-8

bl
E
2
g

c=.1,-1
D=i1,1,-1)

E 11
F=(1,-1,1)
G=(1,1,1)
H=(1,1,1)
Quadrildtero

@ faceABDC -4
® faceABEF=4
@ faceACGF =4
® faceBDHE=4
® faceCDHG =4
® faceEFGH=4
Segmento

® arestaAB=2
® arestaAC=2
@ arestaAF=2
@ arestaBD, =2

® arestaBE=2

® arestaCD=2
@ arestaCG, =2

~@ arestaDH=2
~@ arestakF =2
~@ arestaEH =2
~@ arestaFG=2
~@ arestaGH=2

Entrada: v

Figura 102 — Cubo centrado na origem dos eixos coordenados

Fonte: Autoria prépria.

3. Com a mesma ferramenta (Cubo) e utilizando os vértices do primeiro cubo, crie outros
6 cubos em torno do primeiro cubo, Figura 103, com uma de suas faces adjacente ao

primeiro cubo.

©'? GeoGebra Classic 5 — x
Arquiva Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A A DOl e 4@, £ N edl |5, o
¥ Janela de Algebra X | * Janela de Visualizagio 3D X
~ ACy Hv - - -

[ ]

[ ]

[ ]

L]

Fonto

® A=(1,1,1)

e A=(1.3,1)

o A=(1,1,1)

® B=(1,1,-1)

® B,=(131

® By= (.1,

® c-(1,1,1) 4
@ C,=(1,3,1)

® C,=01,1,1)

® D=i1,1,-1)

® D,=(1,-1,-1)

® D=(11,-1)

® E=(1,1,1)

e E=(1,11)

[

L]

L]

L]

L]

L]

] A4,1)

e ,=01,31)

-~ hd

Entrada: | o &

Figura 103 — Cubos externos, adjacentes ao primeiro cubo

Fonte: Autoria prépria.
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4. Selecione a ferramenta Ponto Médio, Figura 104, e encontre o centro de cada um dos

cubos externos ao primeiro. Como o centro de um cubo encontra-se na interse¢do de suas

diagonais principais que, por sua vez, encontram-se em seus pontos médios, entao basta

encontrar o ponto médio de uma das diagonais principais de cada cubo, Figura 105.

€7 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

& LA > Pl =) A

de Visualizacdo 3D
cuy @ - v e

| l«73 Ponto em Objeto

X Intersecdo de Dois Objetos

. Ponta Médio ou Centro
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Figura 104 — Selecdo da ferramenta Ponto Médio

Fonte: Autoria prépria.

Figura 105 — Centro dos cubos externos

Fonte: Autoria propria.

5. Marcados os centros (pontos em vermelho na Figura 105), oculte os cubos externos e

construa as faces losangulares do DR, utilizando a ferramenta Poligono, Figura 106, e

selecione 4 pontos de tal forma que dois sejam centros e dois sejam vértices do cubo,

Figura 107.

€2 GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

'A. / '\m C!D_‘ é 2 k% @ .f‘:‘ b " ABC

» Janela de Algebra Poligono
Cubo Selecione todos 0s vértices e, ent3o, o vértice inicial novamente

@® a=8

Figura 106 — Selecao da ferramenta Poligono

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 107 — Constru¢do dos losangos que formardao o DR

Fonte: Autoria prépria.

6. Proceda de forma andloga até obter o DR, Figura 108, que € formado pelo cubo interno e

por 6 piramides que pertencem aos cubos externos, Figura 109.

1
Cada uma das piramides da Figura 109, t€ém volume equivalente a G do volume do cubo,

3
. a A R . P
ou seja, —. E, as 6 piraimides juntas tém volume igual ao de 1 cubo (a®). Além disso, as arestas

do DR t€ém medida (que aqui chamaremos de b) igual a metade de uma das diagonais principais

do cubo.

Figura 108 — Dodecaedro rombico

Fonte: Autoria prépria.

Figura 109 — Decomposicao do DR em um cubo e 6 piramides

Fonte: Autoria prépria.
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Portanto, observando a Figura 109, podemos concluir que o volume do DR € equivalente

ao volume de dois cubos de aresta a, ou seja,
VD R — 2&3,

onde a € a medida da diagonal menor das faces do DR. Como o valor de a estabelecido no inicio

da construcao € de 2 u.c. entdo, o volume do DR € igual a 16 unidades de volume (u.v.).

Note que ao construir um objeto tridimensional o GeoGebra automaticamente exibe
seu volume na Janela de Algebra, Figura 110. Para conferir o volume do DR, basta construir
piramides com base nas faces do primeiro cubo e elevar seu topo até o centro dos cubos

construidos ao redor deste.

¢ DR.ggb

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferrament
% -A.__., / i\ :f\’ C

» Janela de Algebra ¥ | * Jan
Cubo =

e i Volume

..... ® dos

e cubos

----- - construidos

Figura 110 — Detalhe da Janela de Algebra

Fonte: Autoria prépria.

Estrelacdo do dodecaedro rombico no GeoGebra

Agora que temos um DR, vamos fazer sua estrelacdo obtendo o Sélido de Escher.

1. Selecione a ferramenta Plano, Figura 111.

7 SE.ggb
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Figura 111 — Selec¢do da ferramenta Plano

Fonte: Autoria prépria.
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2. Escolha uma das faces do DR e clique sobre as 4 faces adjacentes a ela, Figura 112.

Figura 112 — Processo de estrelagcdo do DR: intersecao de planos

Fonte: Autoria prépria.

3. Para exibir as retas que delimitam as interse¢des dos planos, utilize a ferramenta Interse¢ao

de Duas Superficies, Figura 113, e clique em dois planos até obter as retas desejadas e,
ocultando os planos obtemos a Figura 114.

{7 sEggb
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Cubo A | ]~ == Consirdiacurva de intersecdo de duas superficies
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..... h—-0

Figura 113 — Selecdo da ferramenta Intersecdo de Duas Superficies

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 114 — Processo de estrelacdo do DR: interse¢do de retas

Fonte: Autoria prépria.
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4. Com a ferramenta Intersecao de Dois Objetos, Figura 115, marque o ponto obtido pela

intersecdo dessas retas e repita o procedimento com as outras faces até obter 12 pontos.

€7 SE.ggb
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Figura 115 — Selecdo da ferramenta Intersecdo de Dois Objetos

Fonte: Autoria prépria.

Observe na Figura 116 que, das quatro retas geradas pela intersecdo dos planos durante a
estrelagdo do DR, € possivel encontrar o ponto de intersecc¢ao entre os planos utilizando apenas
duas delas.

Além disso, perceba que as retas (exceto pelas tracejadas), contém as arestas do DR.
Logo, utilizando apenas retas (e ndo planos) que contenham as arestas do DR, podemos encontrar
os pontos de intersecdo desejados.

Figura 116 — Outra forma de obter o ponto de interse¢do no processo de estrelacdo

Fonte: Autoria prépria.
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5. Selecione a ferramenta Reta Paralela, Figura 117, e clique duas vezes sobre a aresta
desejada.

%7 SE.ggh
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Figura 117 — Selecdo da ferramenta Reta Paralela

Fonte: Autoria prépria.

6. Depois de encontrar os 12 pontos, utilize a ferramenta Piramide, Figura 118, para criar as
faces estreladas do DR.

7 SE.ggb
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Cubo “ . - w A Selecione ou crie um poligono para a base da piramide e, entéo, selecione ou crie um vértice oposto a base
- a=8

Piramide

Figura 118 — Selecdo da ferramenta Pirdmide

Fonte: Autoria prépria.

7. Selecione uma face do DR (representado por 1 na Figura 119) e eleve a piramide até o
ponto superior (representado por 2) a respectiva base.

Figura 119 — Estrelagdao do DR

Fonte: Autoria prépria.
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Repetindo o processo 12 vezes, concluimos a construcio do SE, Figura 120.

Figura 120 — Dodecaedro rdmbico estrelado ou Sélido de Escher obtido através do GeoGebra

Fonte: Autoria prépria.

Note que cada vez que uma pirdmide € construida, ao lado, na Janela de Algebra, aparece
um valor numérico. Esse valor se refere ao volume da piramide construida, Figura 121, que neste

caso é 2 =1,33... uv.

€7 sEggb
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Entrada:

Figura 121 — Construcdo do Sélido de Escher: destaque para os volumes dos cubos e das pirami-
des

Fonte: Autoria prépria.

A . 1 - .
Esse volume da piramide equivale a 5 do volume do cubo utilizado para construir o DR,
a3
ou seja, 5 Como sdo 12 piramides que serdo construidas, teremos um volume total equivalente

ao de 2 cubos, ou seja, 2a°.

Portanto, somando o volume dessas 12 piramides ao volume do DR, € possivel concluir

que o volume do SE (Vsg) € equivalente ao volume de 4 cubos, ou seja,

VSE = 4@3.
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Lembrando que a € a medida das arestas dos cubos construidos e da menor diagonal das
faces do DR. Além disso, com o auxilio da ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro,
Figura 122, é possivel verificar que o SE apresenta dois tipos de segmentos, sendo um menor (b,
que equivale as medidas das arestas do DR e tem metade do comprimento da diagonal principal
do cubo) e outro maior (a, que, neste caso, tem medida igual a 2 u.c.), conforme podemos ver na

Figura 123.
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Figura 122 — Selecdo da ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro

Fonte: Autoria prépria.

Figura 123 — Segmentos de comprimentos a € b do SE

Fonte: Autoria prépria.

43 CALCULO DO VOLUME DO SOLIDO DE ESCHER POR MEIO DE
UM MATERIAL DIDATICO MANIPULAVEL

Nesta secdo apresentamos uma réplica de um brinquedo que estd exposto no Museu de
Arte Moderna de Nova lorque, conhecido como “Cubo de Yoshimoto”. Que pode ser encontrado
também, em uma versdo mais simples, como “magic cube star”, Figura 124. E um quebra-
cabeca poliédrico mecanico, inventado em 1970 pelo japonés Naoki Yoshimoto. Esse cubo se
desdobra de varias maneiras e se divide em dois cubos com as mesmas dimensdes do original e,
além disso, esses cubos transformam-se em dois Sélidos de Escher. Para compreender melhor
seu funcionamento, sugerimos assistir ao video “Yoshimoto Cube Puzzle” produzido por Bush
(2015).
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Utilizaremos esse brinquedo como material diddtico manipuldvel objetivando mostrar

como obter o volume do SE e passaremos a chamd-lo de cubo desmontdvel (CD).

Figura 124 — Transformacao do “magic cube star” em dois S6lidos de Escher

Fonte: Autoria prépria.

O CD tem o interior sélido e equivalente a unido de 8 cubos sélidos de arestas que

medem a u.c., Figura 124, logo as arestas do CD t€m 2a u.c. e seu volume sera de 8a’.

Ele é decomposto em dois cubos com arestas 2a, Figura 124g, mas seus interiores nao sao
solidos, Figura 124e, imagem da esquerda, o que justifica a possibilidade dessa transformacao.
Esses cubos se transformam em dois SE totalmente soélidos, Figura 124h. Logo cada um deles
tém volume igual a metade do volume do CD, ou seja, 4a*. Entio, podemos concluir que cada
SE, obtido do CD, tem volume igual a quatro cubos de arestas a, como ja mostrado anteriormente.
Ainda, observamos que os segmentos maiores de cada SE também medem a u. c., conforme

mostra a Figura 125.

Figura 125 — Sélido de Escher com segmentos maiores equivalentes as arestas de cada um dos 8
cubos do CD

Fonte: Autoria prépria.
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5 CONCLUSAO

A percepg¢do espacial € uma das habilidades fundamentais em nossas vidas. Dependemos
dela para analisar profundidade e volume de objetos. Essa percepcdo espacial, entre outras
habilidades, pode e deve ser estimulada e desenvolvida no Ensino Basico, principalmente
quando se trabalha com Geometria Espacial. E importante, e necessario, proporcionarmos vérias
experiéncias que permitam ao discente ampliar sua capacidade de ver e manipular fisica e
mentalmente objetos tridimensionais, transferindo esse conhecimento para situagdes de seu

cotidiano.

Para contribuir, desenvolvemos essa dissertacdo objetivando fomentar o estudo e a
aprendizagem do tema poliedros através de contextualizacdes, materiais didaticos manipuldveis,

recursos digitais bem como a teoria sobre o assunto.

Para tal, apresentamos aspectos historicos sobre os poliedros e sua presenga na natureza,
nas construcdes humanas e nas obras de arte, com destaque as obras de Escher devido as suas
caracteristicas curiosas e aos métodos utilizados pelo proprio artista ao crid-las. Identificamos
diversos poliedros em suas obras, como o dodecaedro rombico estrelado, conhecido como Sélido
de Escher.

Deduzimos uma férmula para determinar o volume do Sélido de Escher; no entanto,
até chegarmos a esse ponto, foram necessarios estudos sobre poliedros de Platdo, Arquimedes,
Catalan e Kepler-Poinsot bem como sobre o calculo de volumes. Verificamos a férmula obtida
construindo, no GeoGebra, o S6lido de Escher (produzimos um video que mostra em detalhes
todo o processo empregado) e através de um material didatico manipuldvel que, além de agregar
beleza e descontragdo ao trabalho, mostrou de forma intuitiva a relacdo existente entre essa

férmula e a visualizagdo do poliedro.

Além do GeoGebra, utilizamos outros softwares, como o Poly e o Stella, para produzir
as imagens e as atividades com o intuito de facilitar a visualizacdo e compreensao dos conceitos

envolvidos nessa dissertagao.

Oferecemos ideias, sugestoes e materiais, no entanto, a sua utilizacdo pode esbarrar em
problemas como a falta de tempo em sala de aula para trabalhar com os moldes dos poliedros, a
auséncia de projetor multimidia para expor as obras de Escher, a pouca habilidade no trabalho
com o GeoGebra, entre outros. Contudo, acreditamos que utilizar, a medida do possivel, essas

ferramentas ird estimular os alunos e motiva-los na aprendizagem do assunto.

Diante do exposto, concluimos que o trabalho desenvolvido nessa dissertacdo tem como
contribuicdo mostrar que podemos buscar outras fontes de enriquecimento para as aulas como
materiais didaticos manipuldveis, aplicativos e materiais como o video que desenvolvemos no

GeoGebra. Ainda, como percebemos a existéncia de poucas referéncias em portugués tratando
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desse assunto além dos poliedros convexos, esperamos continuar nossas pesquisas e a desenvolver
outros trabalhos e assim ampliarmos o nimero de recursos que despertem o interesse pelo estudo

da Geometria Espacial e, claro, da Matematica como um todo.
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APENDICE A - RELATO DE EXPERIENCIA

Relatamos aqui duas atividades realizadas pelo autor dessa dissertacdo enquanto docente
de Matematica e que influenciaram fortemente a realizacdo dessa pesquisa de mestrado. Ambas
as atividades dizem respeito a construgdo de poliedros utilizando materiais de baixo custo. A
primeira atividade refere-se a um projeto de pesquisa e contou com a participacao de trés alunas
que confeccionaram poliedros utilizando trés técnicas diferentes, e a segunda foi uma oficina de

construcdo de poliedros em um colégio estadual da regido de Unido da Vitdria, Paran4.

A.l CONFECCAO DE POLIEDROS UTILIZANDO PAPEL CARTAO, ELAS-
TICO, VARETAS DE BAMBU, COLA, CANUDOS E BARBANTE

A primeira atividade foi realizada em 2015 com trés alunas do primeiro ano do curso
Técnico em Informaética Integrado ao Ensino Médio, sendo duas bolsistas e uma voluntaria do
projeto de pesquisa denominado “Construcao de Materiais Didaticos Manipuldveis para o Ensino
e Aprendizagem de Geometria no IFPR, Campus Unido da Vitéria” desenvolvido no Instituto

Federal do Parand, Campus Unido da Vitoria.

Para desenvolver o trabalho, as alunas realizaram pesquisas bibliograficas e construiram
materiais didaticos manipuldveis utilizando matéria-prima reciclada, de uso cotidiano e/ou baixo
custo. Durante o processo eram discutidos, além da teoria pertinente, como e quais materiais
seriam utilizados para construir os poliedros. Inicialmente, a proposta foi a constru¢do dos cinco
Soélidos de Platdo e, a partir dai, as alunas fizeram uma anélise bibliografica para aprofundamento
do tema e escolheram quatro maneiras diferentes para construir os objetos utilizando massa de

modelar, canudos e barbante, varetas de bambu e cola e papel cartdo e eléstico.

De inicio, percebemos que nao haveria uma maneira acessivel naquele momento para
construir os sélidos com massa de modelar. A partir desse momento, as tarefas constituiram-se
em construir cinco poliedros com todas as arestas de mesma medida, cinco poliedros com a

mesma drea total e cinco poliedros com o mesmo volume.

As alunas escolheram construir os cinco Sélidos de Platio com canudos' e barbante utili-
zando a mesma aresta em todos. A Relacdo de Euler foi utilizada constantemente na confeccao

do material por meio da conferéncia visual do ndmero de arestas, vértices e faces dos poliedros.

Para unir os canudos, passamos o barbante por entre eles e as amarramos nos vértices,
Figura 126.

1

Recomendamos utilizar materiais ecologicamente corretos para desenvolver esse trabalho, como utilizar papel
enrolado no lugar dos canudos.
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Figura 126 — Octaedro construido com canudos e barbante

Fonte: Autoria propria.

A construgdo dos poliedros cujas faces s@o triangulares foi relativamente ficil, mas
0 mesmo ndo ocorreu com a constru¢do do hexaedro e do dodecaedro, pois as faces nio se
mantinham em formato fixo. Nesse momento as alunas compreenderam o conceito de rigidez
oferecido pelas estruturas triangulares e o porqué de sua utilizacdo em diversas construgdes.
Também puderam perceber que a escolha ndo permitiria dar qualidade ao acabamento do poliedro,

visto que os nods, presentes nos vértices dos poliedros, ndo deixavam os canudos firmes.

Na sequéncia, construimos os poliedros com varetas de bambu e cola de contato, Figura

127.

S L«- P
O A AN

Figura 127 — Constru¢do do icosaedro com varetas de bambu e cola de contato

Fonte: Autoria prépria.

Para tal, cortamos as varetas do tamanho desejado e passamos cola nas pontas das
mesmas, deixando secar por alguns minutos e unindo-as em seguida para formar um tetraedro.
ApO6s a conclusao da montagem e secagem definitiva da cola, foi necessario mais um reforgco
de cola nos vértices para que o poliedro ficasse mais firme. Depois de construir o tetraedro
com varetas de bambu, decidimos fazer todos os outros poliedros com a mesma area. Para isso,

utilizamos a férmula da drea de cada poliedro para descobrir o comprimento de sua aresta.
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Apesar da dificuldade inicial para associar as formulas do cdlculo de dreas dos poliedros

com a situacao-problema, as alunas obtiveram éxito nessa tarefa apds investigacdes e associagoes.

Com essa técnica de construcao, os poliedros ficaram mais resistentes a0 manuseio, nao
tendo alteracdes em angulos ou medidas de comprimento, no entanto, também nao foi possivel

construir o hexaedro e dodecaedro pelos mesmos motivos explicitados anteriormente.

Por fim, realizamos a construcdo com papel cartdo e elastico, utilizando técnicas e
instrumentos de desenho geométrico para construir as faces dos poliedros, que foram presas com

eléstico, Figura 128.

Figura 128 — Constru¢do do dodecaedro com papel cartdo e eldstico

Fonte: Autoria prépria.

Escolhemos construir os poliedros com volume de 1000 cm? (1000 ml), no entanto, ao
realizar os calculos para descobrir o comprimento das arestas percebemos que nosso compasso
nio tinha abertura suficiente, o que nos forcou a reduzir o volume para 500 cm® (500 ml). Para
provar que os cdlculos e a construgdo estavam corretos, vedamos as frestas (arestas) dos cinco
poliedros com cola, deixando uma das faces abertas, e enchemos com 500 ml de 4gua. Um video

mostrando tal experimento também pode ser visto em Silva (2016).

A.2  OFICINA DE POLIEDROS

A oficina foi realizada no ano seguinte (2016) em um colégio estadual da regido de
Unido da Vitéria. Construimos um tetraedro e um hexaedro utilizando a técnica do papel cartdo e
elastico. Naquele dia, estavam acontecendo diversas oficinas e atividades no colégio e, além dos
alunos com afinidade com a Matematica, participaram também aqueles que tiveram curiosidade

sobre o tema.
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Apresentamos os Sé6lidos de Platdo e mostramos algumas imagens impressas. Também
expomos a associacdo dos cinco poliedros regulares feita por Platdo aos elementos terra, fogo, ar,

dgua e Universo e a teoria de Johannes Kepler para o Sistema Solar.

A Figura 129 mostra um dos momentos dessa atividade, que realizamos em grupos de
3 a 5 estudantes e, sempre que possivel, eram instigados a associar conceitos tedricos como
area e volume as atividades realizadas naquele momento. Nem todos tinham percebido essas

associagoes até a realizacdo daquela oficina.

Figura 129 — Construgao do tetraedro

Fonte: Autoria prépria.

O conceito de drea foi associado a quantidade de papel utilizada para construir as quatro
faces do tetraedro. Apds a construcao desse poliedro, vedamos suas frestas (arestas) com cola
e deixamos secando sem uma de suas faces para enché-lo de dgua, associando o conceito de
volume com o de capacidade, Figura 130, e comentamos que, de forma andloga, poderiamos

realizar a atividade com os demais poliedros.

.

Figura 130 — Teste de capacidade do tetraedro

Fonte: Autoria prépria.

Uma das alunas presentes, que se destacava positivamente em relagdo ao conhecimento
matemadtico diante de seus colegas, afirmou, posteriormente, que tinha dividas sobre o significado

de volume e capacidade, dizendo que considerava a mesma coisa. Apds o teste de capacidade
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realizado no tetraedro, ela afirmou ter compreendido plenamente os conceitos e que estava muito

satisfeita com a realizacao das atividades.

Posteriormente, os poliedros construidos foram expostos e, ao longo do dia, percebemos
que os alunos dividiram o conhecimento com outros colegas mostrando e explicando o que
haviam feito e aprendido.
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ANEXO A - MOLDE PARA CONSTRUCAO DO SOLIDO DE
ESCHER - QUEBRA-CABECA POLIEDRICO

Para construir o Sélido de Escher como um quebra-cabecas poliédrico basta imprimir seis
copias da planificacdo, Figura 131, dobré-las conforme a marcacdo e cold-las. Cada molde desses
gera um soOlido que fard parte do quebra-cabecgas. As dobras indicadas por “tracos e pontos”
indicam que a dobra deve ser feita no sentido contrario daquelas que contém apenas “tracos”. As
bordas devem ser coladas. Neves (2011) contém mais detalhes sobre sua constru¢do, além de um

video explicativo. A figura pode ser ampliada ou reduzida, de acordo com o interesse.

Figura 131 — Molde para construir o quebra-cabecas poliédrico do Sélido de Escher

Fonte: Neves (2011).



113

ANEXO B - MOLDE PARA CONSTRUCAO DO SOLIDO DE
ESCHER - PLANIFICACAO UNICA

Para construir o S6lido de Escher utilizando uma tunica planificacdo, Figura 132, basta

dobra-la nas linhas tracadas colando nos locais indicados, conforme Martinez (2018).

Figura 132 — Molde para construir o Sélido de Escher - planificacdo tnica

Fonte: Martinez (2018).
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ANEXO C - CONSTRUCAO DO SOLIDO DE ESCHER POR MEIO
DE DOBRADURAS (ORIGAMI)

O SE pode ser construido através da técnica de dobraduras Origami, Figura 133.
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18. A second ring is interlocked 19. A third ring interlocks with 20. The fourth ring is
with the first. the first two. interwoven into the other three
to complete the model.

Figura 133 — Diagrama (passo a passo) para construir o SE utilizando dobraduras (Origami)

Fonte: Adaptado de Mosely (2002).
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ANEXO D - MOLDE PARA CONSTRUCAO DO CUBOCTAEDRO E
DO DODECAEDRO ROMBICO

Em Martinez (2018) € possivel encontrar diversos moldes para construgdo de poliedros.
Destacamos aqui os poliedros relacionados ao Solido de Escher, o cuboctaedro, Figura 134, e o

dodecaedro rémbico, Figura 135.

¢ Cuboctaedro

Figura 134 — Molde para construir o cuboctaedro

Fonte: Martinez (2018).
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¢ Dodecaedro rombico

Figura 135 — Molde para construir o dodecaedro rombico

Fonte: Martinez (2018).
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