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RESUMO

ARAUJO, Silvia Fernanda Gomes de. Jogos lineares finitos como motivacao para o estudo
de matrizes e sistemas lineares. 2016. 75 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional / PROFMAT) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

Este trabalho de concluséo de curso apresenta uma abordagem para o ensino de Matrizes
e Sistemas Lineares no Ensino Médio. Com a inten¢do de diversificar a forma como esses
contetdos sdo apresentados, o método utilizado foi o estudo e resolucdo de Jogos Lineares
Finitos. Direcionado a professores e graduandos em Matematica, espera-se que este trabalho
forneca mais uma ferramenta (til para atrair a atencao dos alunos, e facilitar a pratica docente
referente ao tema. Para isto, no desenvolvimento e no final do trabalho, séo apresentadas
atividades utilizando aritmética modular e a possibilidade do uso de material concreto em sala
de aula. Outro cuidado foi com a escolha da linguagem matematica utilizada, a fim de que essa
possa ser adaptada sem maiores dificuldades pelos professores, para a apresentacdo do tema
aos alunos.

Palavras-chave: Jogos lineares finitos. Aritmética modular. Matrizes. Sistemas
Lineares.



ABSTRACT

ARAUJO, Silvia Fernanda Gomes de. Linear finite games as motivation for the study of
matrices and systems of linear equations. 2016. 75f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

This final paper provides an approach for the teaching of Matrices and Systems of Linear
Equations in High School. In order to diversify how the contents are provided, the method used
was the study and solving of linear finite games. Constructed to teachers and undergraduate in
Mathematics, this study is expected to be an useful tool to attract students and facilitate the
practical teaching for the theme. For such, the development and the final part of this study
brings activities which deals with modular arithmetic and the possibility of using concret
material in class. Another point was the choice of the mathematics language used, so that this
can be adapted without difficulty by teachers, for presenting the topic to the students.

Keywords: Linear finite games. Modular arithmetic. Matrices. Systems of linear
Equations.



Figura 1-
Figura 2 -
Figura 3 -
Figura 4 -
Figura 5-
Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8-
Figura 9-
Figura 10 —
Figura 11 —
Figura 12 —

LISTA DE FIGURAS

Sistema de LAMPAAES..........coeriiiiiiieieieee e
Sistema de Lampadas com lampadas C e E acesas.........ccccceveervreerneenne.
Sistema de Lampadas com lampadas C e D acesas.........c.ccccevvevveevesueennn.
Sistema de Lampadas com lampada B acesa..........c.ccceevvervveerviiiernennenne
Cartas COM IEras Pretas. ..o ieieierereiesie e
Cartas com letras DIaNCas..........c.ovverieieiieresie e
Cartas COm CONFIQUIAGHES. ........ccveiveeieciisiee e
Disposicao das cartas apds escolha da configuracao.............ccccceevveieennnns
Sistema de [AMPadas QZUIS.........cccveviiiieniiieeeee e
O QUEDIA-CADEGA. ...
Mudancas de estado para o quebra-cabecas dos nove quadrados............

O quebra-cabeca dos nove quadrados com trés estados............ccccvervvenene

37
38
38
39
52
52
52
53
54
58
59



11
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2

4.1
4.2
43
4.4
4.5

SUMARIO

INTRODUGAO . ......coiiieeeeeeeeetee et ee e 11
PRINCIPAIS ASPECTOS HISTORICOS.......c.cooieeeeeeeeeee e, 13
A Origem dos Sistemas de Equagtes Lineares..........cccooeveeveeeeresieesnennenns 13
O SUrgimento das MatFIZES........cc.civeiieiieie e 14
A Teoria doS NUMEKOS.......ccueieieieriesieseesiesie ettt esa e e see e sresreereaneeneens 15
A TEONIA AOS ANBIS....coiiiieieie ettt st reareeneens 16
ESPACOS VELONIAIS. ......civieieciiccie ettt 17
ALGEBRA LINEAR E ARITMETICA MODULAR.........cccooovverrrrrernran, 18
ANEL B COIPO....iiiiiiiiet bbbttt 18
ArtmMELICa MOAUIAT ..o 20
IMIAEFIZES. ... bttt bbb e nr e 23
Sistemas de EQUACOES LINEATES..........cccvveieiieiieie et 29
ESPAGOS VEIOTTAIS. .....veivieiieiiieite sttt ettt 32
Transformagies LINEATES. ........cciiiiiriieiieieie et 35
JOGOS LINEARES FINITOS.....ci it 37
Sistema de LAMPAdaS.........ccoiiiiiiiiiicieece e 37
Generalizagdo do Sistema de LAampPadas.........cccoceverininienieieneneseseseees 47
ATIVIDADES. ...t eaee e s 50
Atividade 1 — J0g0 08 Cartas.......ccceieerieeiieiiiie e 50
ATVIAAAR 2. e 53
ATIVIHAUE 3.t re s 56
ATIVIAAAE ...t ns 58
ATIVIAAAR 5. e 67
CONCLUSAOD. ..ottt 73

REFERENCIAS. ...t ee e et et e es e e es et e e et e e es e eeease e esae s sreeenane 75



11

INTRODUCAO

A escolha do tema surgiu da necessidade cada vez maior de, em sala de aula, atrair o
interesse dos alunos para o estudo da Matematica. Através da pratica docente em escola publica
estadual, foi possivel observar que os alunos fazem uso frequente de aparelhos tecnologicos,
especialmente os celulares. E mais: ndo escondem sua preferéncia por aulas com o uso de
computadores. Aliado a isto, 0 uso da tecnologia faz-se extremamente necessario em sala de
aula, tanto para dinamizar a apresentacdo dos contetdos, quanto para motivar o aluno a
aprendizagem. Em contrapartida, o material que as salas de aula dispem ndo atendem as
necessidades dos professores e alunos, ou pela quantidade insuficiente, ou pelos problemas que
apresentam.

A fim de explorar o interesse dos alunos pelos processos computacionais, sem envolver
formacdo especifica para tal, e ainda com o desafio do uso do computador ndo ser
imprescindivel, a escolha do trabalho voltou-se para a aplicacdo de conteddos relativos as
Matrizes e Sistemas Lineares. Essa escolha levou aos Jogos Lineares Finitos, conceito
introduzido por David Poole (1955- )em seu livro Linear algebra: a modern introduction, de
2004, traduzido para o portugués sob o titulo Algebra Linear. Segundo Poole (2014, p.104,

grifo e negritos do autor),

Ha muitas situagBes nas quais devemos considerar um sistema fisico que tem apenas
um nimero finito de estados. As vezes esses estados podem ser alterados por meio
da aplicacéo de certos processos, cada um dos quais produzindo uma quantidade finita
de efeitos. Por exemplo, uma ldmpada pode estar acesa ou apagada, e um interruptor
pode mudar o estado da lampada de acesa para apagada e vice-versa. Sistemas digitais
que surgem em ciéncia da computagdo muitas vezes séo desse tipo.[...] Problemas
gue envolvem esse tipo de situacdo sdo chamados jogos lineares finitos.

Assim, este trabalho é dirigido a professores e graduandos em Matematica. O objetivo
é propor atividades para auxilio do estudo de Matrizes e Sistemas Lineares, utilizando exemplos
de jogos lineares finitos. Embora a abordagem dada ao estudo de alguns desses jogos nédo
necessite de computador, espera-se que sua aplicacdo em sala de aula seja bem-sucedida.

O primeiro capitulo deste trabalho apresenta uma breve visao do surgimento e evolucao
dos conteidos de Algebra Linear e Aritmética que serviram de base tedrica para o
desenvolvimento do tema.

O segundo capitulo disserta sobre os principais conhecimentos matematicos necessarios
a compreensdo dos Jogos Lineares Finitos a serem estudados. Esses conceitos tedricos

utilizados abordam a Aritmética Modular e partes importantes da Algebra Linear. Neste
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capitulo, a resolucdo de Sistemas Lineares € feita com uma abordagem diferente da que se
costuma fazer no Ensino Médio.

O terceiro capitulo consiste na descri¢do e estudo de um jogo linear finito. Nele é
verificado o desenvolvimento necessario para a solucdo do jogo, através de processos
matematicos. E também abordada uma solugio geral para 0 jogo em questo.

O quarto capitulo propde atividades pedagdgicas que possam ser aplicadas em sala de

aula. As solucdes destas atividades também se encontram neste capitulo.
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1 PRINCIPAIS ASPECTOS HISTORICOS

1.1 A Origem dos Sistemas de Equacdes Lineares

Autores como Bertolini (2016), Boyer (1996) e Poole (2014) foram referéncias
bibliograficas para esta se¢éo.

Na matematica ocidental antiga ha poucos registros de sistemas de equacdes lineares.
Entretanto, no Oriente, 0 tema recebeu maior atencdo. Datada do inicio do primeiro século da
era cristd, a obra chinesa conhecida como Nove Capitulos Sobre os Procedimentos Matematicos
(ou somente Nove Capitulos) é considerada como a de maior destaque na histéria da matematica
chinesa. Pela importancia da obra na matematica oriental, ela é frequentemente comparada aos
Elementos de Euclides!. Com o nome original de Jiuzhang Suanshu2, a obra é de autoria
desconhecida e a hipotese mais aceitavel é de que ela foi elaborada por diversos autores,
concentrando o conhecimento matematico mais relevante da época.

A obra apresenta 246 problemas de aritmética e geometria, e o capitulo 8, intitulado
Fangsheng, é destinado a resolucédo de sistemas lineares. Com o auxilio de pequenas barras de
bambu sobre um tabuleiro, os chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus
coeficientes, utilizando nameros, inclusive negativos, dispostos em linhas e colunas, algo
semelhante as matrizes. Através da manipulacdo das barras, descobriram o método de
resolucdo de sistemas por eliminagcdo, semelhante a0 método da decomposicdo de Gauss,
apresentado somente no século XIX. Porém os chineses s6 consideravam sistemas lineares
com 0 mesmo numero de equacdes e variaveis. Além disso, ndo héa registro de como o algoritmo
chinés funcionava, e qual o motivo desses sistemas levarem a uma Unica solucao.

Em 1809, o alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), na obra intitulada Theoria Motus,
apresentou uma técnica de resolucdo de equacgdes lineares, hoje conhecida como método de
eliminacdo de Gauss, ou eliminacdo Gaussiana. Em 1888, o professor de Geodésia aleméao
Wilhelm Jordan (1842-1899) publicou uma alteracdo no método de Gauss, que passou a ser
conhecido como método de Gauss-Jordan, muito utilizado na resolugdo dos sistemas lineares.

Ainda se deve a Gauss a introdugio na matematica de um processo iterativo?® para resolver

Euclides de Alexandria (por volta de 325 a.C. — 265 a.C.) foi um dos mais proeminentes matematicos da
Antiguidade, conhecido pelo seu tratado matematico - Os Elementos.
2 Processo que se repete varias vezes para se chegar a um resultado.
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sistemas lineares de grande dimensao, que precede o método conhecido como método de Gauss-
Seidel.

No estudo de sistemas lineares, vale ressaltar a contribuicdo dada pelos trabalhos de
Joseph Louis Lagrange (1736-1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827) e Charles Jacobi
(1804-1851). Jacobi efetuou varios trabalhos sobre sistemas lineares, baseados nos estudos de
Gauss sobre minimos quadrados. Os trabalhos de Jacobi influenciaram seu aluno Ludwig
Seidel (1821-1896). Os dois matematicos resolveram varios problemas usando métodos

iterativos que foram batizados com seus nomes.
1.2 O Surgimento das Matrizes

Para elaborar esta secdo, buscou-se suporte teérico em Hefez (2012), lezzi (2004) e
Poole (2004).

O matematico inglés Arthur Cayley (1821-1895) foi um dos primeiros a estudar as
matrizes. Em 1855, Cayley publicou uma matéria sobre teoria das transformacoes lineares. O
resultado ja aparecera antes, em 1801, na obra de Gauss, intitulada Disquisitiones Arithmeticae.
Esta obra € um tratado em latim sobre a Teoria dos Numeros, grande paixdo de Gauss.

Inicialmente as matrizes eram utilizadas quase que unicamente na resolucéo de sistemas
lineares e apenas ha pouco mais de 150 anos foi reconhecida sua importancia.

Em 1790, Lagrange faz o primeiro uso implicito da nogdo de matrizes. Acredita-se que
0 primeiro a dar um nome as matrizes foi Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), chamando-as
de “tabelas”. O nome “matriz” surgiu com James Joseph Sylvester (1814-1897), em 1850,
embora ele as visse apenas como mero ingrediente dos determinantes. Somente com Cayley as
matrizes comegaram a suplantar os determinantes em importancia.

Cayley divulgou o nome “matriz” e passou a demonstrar sua aplicagdo. Em seu artigo
de 1855, Cayley introduziu as matrizes para simplificar a notacdo de uma transformacao linear.

Assim, em lugar de

{x’ = ax + by

a b
Y = cx + dy escreveu (X’Y)_L d}(X,y).

A definicdo do produto de matrizes surgiu-lhe observando o efeito de duas

transformacOes sucessivas. Isto levou & ideia de inversa de uma matriz. Apenas trés anos
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depois, Cayley introduz o conceito de adicdo de matrizes e de multiplicacdo de matrizes por
escalar, salientando as propriedades algébricas dessas operacdes.

As aplicacOes das matrizes sdo inumeras, principalmente no campo computacional. Sua
importancia € tdo grande, que foi a elas que o fisico tedrico alemdo Werner Karl Heinsenberg
(1901-1976) recorreu quando criou a Mecénica Quantica, trabalho pelo qual recebeu o Prémio
Nobel de Fisica de 1932.

1.3 A Teoria dos NUmeros

Serviram como referéncias bibliograficas para a elaboracdo desta secdo os autores
Boyer (2016), Coutinho (2009) e Poole (2004).

O interesse pelo estudo dos nimeros inteiros data desde as civilizagdes mais antigas.
Porém é na Grécia que se verifica a teoria dos numeros tal qual é entendida na atualidade. A
teoria dos nimeros € originada da aritmética dos gregos, que tratava do estudo das propriedades
fundamentais dos inteiros. Dominio de matematicos e filésofos, os problemas abordados pelos
gregos antigos séo discutidos em detalhes nos famosos Elementos, de Euclides. Entre os treze
livros, os que tratavam da teoria dos nimeros eram os de numero VII, VIII e IX. Embora a
teoria dos nimeros tenha sido estudada por varios matematicos gregos, seguidos por arabes,
indianos e europeus, esta ficou esquecida aproximadamente do século IV ao século XVII.

Entre 1621 e 1636, o francés Pierre de Fermat (1601-1665), matematico amador
(magistrado por profissdo), adquire o texto original em grego da Aritmética de Diofanto (viveu
no século 111, sem precisdo de seu nascimento e morte). Como nédo havia revista dedicada a
matematica na época, Fermat inicia correspondéncia através de cartas com outros matematicos.
O mais famoso entre esses foi o frade francés Marin Mersenne (1588-1648). Foi através dessas
correspondéncias que a obra de Fermat chegou aos dias atuais. Depois de sua morte, seu filho
coletou e publicou seus resultados. Infelizmente sua obra nesse assunto ndo chegou a interessar
0s contemporaneos. Fermat deixou contribuicdes importantes também em outros ramos da
matematica, como ao calculo diferencial e integral, & geometria e a teoria de probabilidades,
por exemplo.

O sucessor de Fermat no estudo da teoria dos nimeros foi 0 matematico suico Leonhard
Euler (1707-1783), nascido quarenta e dois anos apds a morte de Fermat. Somente em 1730

Euler interessa-se pela obra de Fermat. Atraves de seus estudos, Euler popularizou a teoria dos
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numeros como Fermat ndo o havia feito. Mas a sistematizacdo da teoria dos nimeros sé teve
inicio com as Disquisitiones arithmeticae de Gauss, de 1801, obra que € a principal responsavel
pela notacdo utilizada na algebra das congruéncias. O enfoque atual da teoria dos nUmeros teve
origem na obra de Gauss. Por sua vasta contribuicdo a teoria dos numeros, geometria
diferencial, andlise e fisica, Gauss ficou conhecido como o ‘principe dos matematicos’. Assim,
a maior parte dos estudos atuais em teoria dos nimeros sdo originadas ou da Grécia Antiga, ou

de um dos matematicos Fermat, Euler e Gauss.

1.4 A Teoria dos Anéis

Para dissertar sobre a Teoria dos Anéis, buscou-se suporte teérico em Brandemberg
(2016), Domingues (2014) e lezzi (2004).

Em 1872, o matematico alemdo Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916)
publicou a obra Stetigkeit und Irrationale Zahlen (Continuidade e Numeros Irracionais). Maior
obra de Dedekind, nela é feita a definicdo de nimeros irracionais pelos cortes de Dedekind. O
estudo dos numeros algébricos foi iniciado por Dedekind quando este editava obras do
matematico Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Esse estudo permitiu-lhe adicionar
suplementos a sua maior obra, introduzindo a nocdo de ideal. O termo anel foi sugerido
posteriormente em 1897, pelo matematico David Hilbert (1862-1943).

A primeira definicdo axiomatica dos anéis foi dada por Adolf Fraenkel (1891-1965),
em um ensaio matematico em 1914. Mas as melhores contribui¢fes para 0 avanco da teoria
abstrata da estrutura algébrica de Anel foram feitas pela alema Amalie Emmy Noether (1882-
1935).

Em 1921, Noether criou a primeira fundamentagdo axiomatica da teoria dos anéis
comutativos, em seu trabalho Ideal Theory in Rings, que se transformou em uma ferramenta
poderosa, com aplicagdes em diversas areas da matematica. Nele, Noether usou de forma
elegante a condicdo de cadeia ascendente em anéis, mais tarde denominados Anéis
Noetherianos, em sua homenagem. Este trabalho é considerado a maior contribuicdo de
Noether para a matematica. Em 1927, em seu artigo Abstract Study of Ideal Theory in Algebraic
Number - and Function - fields, Noether fez uma caracterizagdo para um anel abstrato,
generalizando o que Dedekind fizera anteriormente para o anel de numeros algébricos. Tais

anéis sdo chamados atualmente de Dominios de Dedekind.
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A influéncia de Noether foi além de seus proprios estudos. Entre seus alunos mais
talentosos, o holandés Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996) publica, baseado nas aulas
de Noether, o classico Algebra Moderna (1930). Considerada revolucionaria, essa obra

difundiu pelo mundo a lgebra moderna ou abstrata, cuja ideia central é a de estrutura algébrica.

1.5 Espacos Vetoriais

Autores como Hefez (2012) e Poole (2004) foram referéncias bibliograficas para a
elaboracéo desta secéo.

A Algebra Linear €, em resumo, a parte da Matematica que estuda 0s espagos vetoriais
e certas funcGes entre eles, chamadas de transformagdes lineares. Embora muitos contetdos
basicos da Algebra Linear datem da antiguidade, o tema comecou a ter sua forma atual em
meados do seculo XIX.

Em 1844, o matematico alemdo Hermann Grassmann (1809-1877) introduziu a ideia de
espaco vetorial, apesar de ndo o chamar assim. Seu trabalho era de dificil compreensdo e ndo
recebeu a devida atencéo.

A primeira definicdo abstrata para um espaco vetorial foi dada pelo matematico italiano
Giuseppe Peano (1858-1932), em seu livro Calcolo Geometrico, de 1888. Baseado nos estudos
de Grassmann, Peano tornou claro seus conceitos e descreveu 0s axiomas para um espaco
vetorial como hoje é conhecido.

O trabalho de Peano também introduziu conceitos sobre conjuntos. As notacdes U, N,
€ para “unido”, “interseccao” e “¢ um elemento de”, respectivamente, sdo as mais usadas,
apesar de ndo terem sido aceitas de imediato pelos matematicos.

O estudo de Peano sobre o0s espacos vetoriais também obteve pouca importancia por
muitos anos. Seu estudo obteve aceitacdo somente em 1918, quando Hermann Weyl (1885-
1955) o repetiu em seu livro Space, Time, Matter, uma introducédo a teoria da relatividade de
Einstein.

Outras aplicacbes de Algebra Linear fora da Matematica encontram-se em mecanica

quantica, na Fisica, e na teoria de analise de regressdo, na Estatistica.
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2 ALGEBRA LINEAR E ARITMETICA MODULAR

O desenvolvimento dos Jogos Lineares Finitos requer conceitos estudados em Algebra
Linear e Aritmética Modular. Para melhor compreensdo do tema, a seguir serdo apresentados

0s principais conceitos matematicos necessarios a esse estudo.

2.1 Anel e Corpo

Defini¢do 2.1.1: Um anel (A, +, *) ¢ um conjunto A ndo vazio onde estdo definidas duas

operagdes, chamadas de adi¢céo e multiplicagdo em A, denotadas por + ¢

+.: AXA—>A e st AXA—>A
(@a,b)wa+b (@a,b)waeb

de tal modo que (A, +, ) deve satisfazer as 6 propriedades seguintes para quaisquer que sejam

os valores a, b, ¢ € A:

Al) a+b=Db+a (comutatividade da adicéo)
A2) (a+b)+c=a+(b+c) (associatividade da adi¢do)
A3) Existe0 e A talquea+0=0+a=a (existéncia do elemento neutro para a adi¢ao)

A4) Paratodo x € A, existe um Unico y € A, denotado por

y=-xtalquex+y=y+x=0 (existéncia de inverso aditivo)
AS5) (a*b)ec=ac<(bec) (associatividade do produto)
A6) as(b+c)=aeb + aec;

(a+tb)ec=acec + bec (distributividade a esquerda e a direita)

Defini¢do 2.1.2: Um anel com identidade 1 é um anel (A, +, *) que satisfaz a propriedade:

A7) Existe1€ A, 0 # 1,talquex* 1 =1 *x=x, paratodo x € A.

Definicdo 2.1.3: Um anel comutativo ¢ um anel (A, +, ¢) que satisfaz a propriedade:

A8) Paratodo X,y EA,x*y=ye*Xx
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Definicdo 2.1.4: Um anel comutativo com identidade é um anel (A, +, ¢) que satisfaz

simultaneamente as propriedades A7 e A8.

Exemplo 2.1.5: S&o anéis comutativos com identidade os conjuntos Z, Q, R, C, quando

considerados com suas operacdes de adicdo e multiplicacao usuais.

Definicdo 2.1.6: Um anel sem divisores de zero € um anel (A, +, *) que satisfaz a propriedade:
A9) Paratodosx,y € A,sex*y=0entdox=0ouy=0.

Os anéis que nao verificam esta propriedade sdo chamados de anéis com divisores de zero.

Defini¢do 2.1.7: Um dominio de integridade ou simplesmente dominio € um anel
(A, +, *) comutativo, com identidade e sem divisores de zero. Isto equivale a dizer que um

dominio é um conjunto A que satisfaz as nove propriedades descritas anteriormente.

Os conjuntos Z, Q, R, €, quando considerados com suas operac¢des usuais de adi¢do e
multiplicagdo sdo exemplos de dominios. Nas se¢des seguintes seréo definidas duas familias de
anéis que possuem divisores de zero, e portanto ndo serdo dominios (conjuntos de matrizes
quadradas de uma determinada ordem e conjuntos de classes residuais médulo algum numero

inteiro positivo).

Definicdo 2.1.8: Um corpo é um anel comutativo com identidade (A, +, *) que satisfaz a
propriedade:

Al10) Paratodox € A, x # 0, existe y e Atalquexsy=yex=1.

O elemento y na propriedade A10 acima é unicamente determinado e chamado o inverso
(multiplicativo) de x e é denotado por x* . Além disso, como os elementos ndo nulos de um

corpo possuem inverso, diz-se que eles sdo invertiveis.

Proposicéo 2.1.9: Todo corpo é um dominio de integridade.
Demonstracdo: De fato, suponha que x e y sejam elementos de um corpo K tais que X . y = 0.
Entdo, se x = 0, tem-se a afirmacdo. Se x é diferente de zero, existe x* em K e, portanto,

multiplicando por x* na igualdade x . y = 0 obtém-se:
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xT(x.y) = x.0

x'x)y =0
1.y=0
y=0

Logo, K é um dominio.

Por outro lado, a reciproca vale no caso finito, isto €,

Proposicéo 2.1.10: Todo dominio de integridade finito € um corpo.
Demonstracdo: Veja Lidl (1994, p.12, Teorema 1.31).

Mas, se 0 dominio ndo € finito, ndo necessariamente sera um corpo. Para ilustrar isto,
considere o dominio Z dos nimeros inteiros. Como o0s Unicos invertiveis em Z sdao 1 e -1, ele

ndo € um corpo.

Exemplo 2.1.11: Sdo corpos os conjuntos @, R, € (em relagdo as suas operacdes usuais de

adicdo e multiplicacdo).

2.2 Aritmética Modular

Definicdo 2.2.1: Dados a, b e m inteiros quaisquer, com m > 1, diz-se que a é congruente a b

maodulo m, e escreve-se

a=b (mod m)

se a — b é multiplo inteiro de m. Isto equivale a dizer que m | a — b (Ié-se: m divide a menos
b).

Exemplo 2.2.2:

a) 27 =5 (mod 2), pois 2|27 -5, isto €, 2|22.

b) 38 =0 (mod 19), pois 38 — 0 = 38 é multiplo de 19.

c) 17 =-7 (mod 6), pois 17 — (— 7)) = 24 é multiplo de 6.
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Proposicdo 2.2.3: Seja m inteiro positivo. Para todos a, b, ¢ inteiros, tem-se que:

()a=a (mod m),
(if)sea=b (mod m), entdo b = a (mod m),

(li)sea=b (mod m)eb=c (modm), entdo a =c (mod m).

Estas propriedades decorrem imediatamente da definicdo de congruéncia. Como elas
correspondem respectivamente as propriedades de reflexdo, simetria e transitividade, conclui-

se que a congruéncia é uma relagdo de equivaléncia.

Definicao 2.2.4: Seja dado um inteiro m > 1. O conjunto de ndmeros inteiros
a={x€Zx=a(modm)}

¢ chamado de classe residual moédulo m do elemento a de Z.

Como a relacdo de congruéncia é uma relacdo de equivaléncia, as classes residuais

modulo m levam a seguinte particdo de Z:

0 ={x €Z x =0 (modm)}
1={

x €Z; x =1 (mod m)}

m—1={x€Z x=m-—1(modm)}.

Seguem até m — 1, pois claramente comecam a repetir-se. Istoé, m =0, m+1 =1, ...

O conjunto de todas as classes residuais mddulo m seréa representado por Z,,. Portanto,

Exemplo 2.2.5: Se m = 2, entdo Z, = {0, 1}, onde
0={x€Z x=0(mod2)}={x EZ;xépar}e
1={x€7Z x=1(mod2)}={x € Zx é impar} .

Exemplo 2.2.6: Se m = 3, entdo Z5 = {0, 1,2}, onde
0=(3t;t€Z}, 1={3t+1;t€Z}e 2={3t+2;t €Z}.
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Uma caracteristica importante das classes residuais é que transformam a congruéncia
a=Db (modm) naigualdade @ = b em Z,,,.

Outra caracteristica € que em Z,, pode-se definir as seguintes operagdes:

Adico: a+b=a+b

Multiplicacdo: @ - b = a-b

Observacdo: De agora em diante, e quando ndo houver confusdo, sera denotada a classe
residual a apenas por a, € o conjunto de todas as classes residuais médulo m, apenas por
Zm =10,1,2,..,m —1}.

Exemplo 2.2.7: As operacdes de adicdo e multiplicacdo no conjunto Z, = {0, 1} sdo dadas do
seguinte modo:

— o| +
P O|O
o kIl
P o

o o|o
=

Exemplo 2.2.8: As operacdes de adi¢do e multiplicagdo no conjunto Z; = {0, 1, 2} sdo dadas
do seguinte modo:

Teorema 2.2.9: Considere o conjunto (Z,,, +, ¢ ) de todas as classes residuais médulo m, com
as operacdes + e * de adi¢do e multiplicagdo como definidas acima.

(a) Se m é qualquer inteiro maior do que um e ndo primo, entao (Z,,, +, * ) ¢ um anel comutativo
e com divisores de zero.

(b) Se m é um namero primo, por exemplo, m = p, entdo (Z,,, +, * ) ¢ um corpo.

Demonstracdo: Veja Lidl (1994, p.14, Teorema 1.38).
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2.3 Matrizes

Definicdo 2.3.1: Dados m e n inteiros ndo nulos, e um corpo K, uma matriz em K de ordem m
por n, ou apenas uma matriz em K, m por n (escreve-se m x n), é toda tabela A4 (ou A,,x»)
formada por elementos de K, distribuidos por m linhas e n colunas. Cada elemento de K é
chamado de entrada da matriz, denotado como a;; e situado no cruzamento da i-ésima linha

com a j-ésima coluna. Assim,

a, &, - 4,
— _ |8 8p - 8y,

A _Aanz [aij]an— . : . : , com aij € K.
a‘ml a‘m2 amn

Observacdo: Na maioria das vezes, o corpo K utilizado é o corpo R dos nimeros reais.

Algumas Matrizes Especiais

Dependendo do valor de m e n, uma matriz m X n recebe um nome especial:

Definicdo 2.3.2: Matriz linha é toda matriz do tipo 1 X n, ou seja, € qualquer matriz que tem

uma Unica linha.

Definicdo 2.3.3: Matriz coluna é toda matriz do tipo m x 1, ou seja, € qualquer matriz que tem

uma unica coluna.
Definicéo 2.3.4: Matriz quadrada de ordem n € toda matriz do tipo n x n.

Definicdo 2.3.5: Se 4= [al-j] é uma matriz quadrada de ordem n, as entradas a;;, com1 < i <

n, formam a diagonal principal de A.

Definicdo 2.3.6: Uma matriz diagonal de ordem n é toda matriz quadrada de ordem n em que

as entradas que ndo pertencem a diagonal principal sdo iguais a zero. Isto é:
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A= [aif]nxn € matriz diagonal se, e somente se, a;; =0 paracada 1l <i,j<n, taisquei # j:

a, 0 0
0 a, 0
0O O a

Definicédo 2.3.7: A matriz diagonal de ordem n cujas entradas da diagonal principal sdo iguais
ao numero 1, é chamada de matriz identidade de ordem n e representa-se usualmente por I,,.

Em algumas situacdes representa-se I,, apenas por .

Definicédo 2.3.8: Uma matriz triangular superior de ordem n é uma matriz quadrada de ordem

n em que todas as entradas abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero:

a, a, - &,
0 Ay, -
0 0 ... a

nn

Logo, uma matriz quadrada A = [aij] de ordem n € triangular superior se a;; = 0 sempre

quei>j.

Definic¢do 2.3.9 Uma matriz triangular inferior de ordem n € uma matriz quadrada de ordem n

em que todas as entradas acima da diagonal principal sdo iguais a zero:
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Ay 8y o 0
a‘nl anZ o ann

Logo, uma matriz quadrada 4 = [aij] de ordem n € triangular inferior se a;; = 0 sempre

quei<j.

Defini¢do 2.3.10: Matriz nula é qualquer matriz m x n cujas entradas séo todas iguais a zero.

Costuma-se denotar por 0,,,,,. Por exemplo,

As vezes é necessario saber quando duas matrizes sdo iguais.

Definig&o 2.3.11: Diz-se que duas matrizes A= [a;;] e B= [bif]pxq sdo iguais,

mxn
escrevendo A= B, quandom=p,e n=q, a;; =b;; ,paratodol <i<m e paratodo
1 <j<n. Istoé, duas matrizes sdo iguais se, e somente se, tem a mesma ordem e as mesmas

entradas nas posic¢des correspondentes.

Operacdes com Matrizes

A seguir serdo apresentadas as operagdes nas matrizes que serdo utilizadas ao longo

deste trabalho.
Definicdo 2.3.12: Adicao

A adicgo de duas matrizes 4= [a;;] e B=[b;;], da mesma ordem m x n, é dada por

uma matriz = [c;;], também de ordem m x n, obtida por

cij = a;j + b;j , paratodo i e para todo j.
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Definicédo 2.3.13: Multiplicacdo de uma Matriz por um Escalar

Dada uma matriz A= [aif]mxn , define-se o produto de 4 pelo nimero real k, como
kA= [kaij]an

Observacdo: O produto escalar (-1)A4 = [—ai ]-] costuma-se escrever simplesmente como —A4,
onde —A é a matriz oposta de A. Além disso, o produto escalar permite definir a subtracéo de
matrizes.

A-B=A+ (- B)

Definicédo 2.3.14: Multiplicacdo de matrizes

Sejam A= [a; ] mxn € B= [bkj] duas matrizes. Define-se o produto de A4 por B,

nxp

denotado por A5, como a matriz €= [c;;] , tal que

mxXx

n
Cij =ajq - bl] + aip . b2] + ...+ Qi - bl’l] = aikbkj
k=1

paratodo 1 <i<m eparatodo1<j<p.

Definicdo 2.3.15: Uma matriz A chama-se invertivel quando é quadrada e existe uma matriz
A™1 chamadaainversade 4, talque A™t. A=A4.471=1.
Considerando as operacgdes de adicao e de multiplicacdo de matrizes anteriores, tem-se

0 seguinte resultado:

Teorema 2.3.16: Se M, (K) representa o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n,
com entradas no corpo K, entdo (M, (K), +, .) € um anel ndo comutativo com identidade.

Demonstracdo: Veja Dummit (2004, p. 235)
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Observacéo: O anel M, (K) possui divisores de zero, pois, por exemplo, sen=2, K=R e se

Ae Bsao as seguintes matrizes:
1 2 -6 2 N 00 00 00
A= e B= , entdo 4 # , B+ eAd.B= .
2 4 3 -1 00 00 00

Forma Escalonada de Uma Matriz

Definicdo 2.3.17: Uma matriz estd na forma escolonada por linhas quando satisfaz as seguintes
propriedades:

i) Toda linha nula esta abaixo de todas as linhas ndo nulas;

ii) O primeiro elemento ndo nulo, chamado de lider, de cada uma de suas linhas ndo nulas esta

a esquerda do lider de cada uma das linhas subsequentes.

Para se obter uma matriz escalonada, € utilizado o metodo do escalamento, atraves de
operacgdes elementares, descrito a seguir:
Seja A uma matriz m x n. Chama-se de L; a i-ésima linha de 4, paratodo 1 <i < m.

As operacdes elementares sobre as linhas da matriz A definem-se da seguinte forma:

(1) Permutacdo das linhas L; e L; , indicada por L; <= L; ;
(‘1) Multiplicacéo de uma linha L; por um escalar ¢ néo nulo, indicada por L; — cL; ;
(iii) Substituicdo de uma linha L; pela sua soma com um mdltiplo ¢ de L; , indicada por

Ll'_)Li +CL]'.

Para escalonar uma matriz, trabalha-se coluna por coluna, da esquerda para a direita e
de cima para baixo. O elemento lider em uma coluna € usado para criar zeros sob ele. O
elemento lider nesse processo é chamado de pivd e essa parte do processo € chamada de

pivoteamento.
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Definicdo 2.3.18: Sejam as matrizes 4 e Bde mesma ordem. A matriz A é dita ser equivalente
por linhas ou linha-equivalente a matriz B, se B pode ser obtida de 4 por um numero finito de

aplicacdes sucessivas de operacOes elementares sobre linhas.

Exemplo 2.3.19:

3 2 10
As matrizesA=| -1 0|e B=|0 1 |sdo equivalentes por linhas, pois
2 1 00
3 2 -1 0| Le~Lle¥3la | 1 Q] L3--1L; [1 O 10
Ly Ly L3 > L3+2L, Ly, »Ly—2Lg Ly L3
-1 0|—™|3 2|—— |0 2|——— |0 0|— |0 1
2 1 2 1 0 1 01 0 0
C D E

Observacdo: Como as operagdes elementares sdo todas reversiveis, a relacdo ser linha
equivalentes é uma relacdo de equivaléncia. Segue que as matrizes 4, B, C, D e E do exemplo

acima séo todas duas a duas linha equivalentes.

Teorema 2.3.20: Toda matriz de ordem m x n é linha equivalente a uma matriz na forma
escalonada por linhas.

Demonstracdo: Veja Kolman (2006, p.60, Teorema 1.5)

Da observagéo acima e do Teorema 2.3.20, vem imediatamente o seguinte resultado:

Coroléario 2.3.21: As matrizes 4 e B sdo linha equivalentes se, e somente se, puderem ser

reduzidas & mesma forma escalonada por linhas.

Definicdo 2.3.22: Uma matriz m x n esta na forma escalonada reduzida por linhas se for nula

ou:

i) esta na forma escalonada por linhas e,

ii) acima e abaixo de cada pivé (que sdo iguais a 1), todos os elementos sdo iguais a zero.
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Exemplo 2.3.23: A matriz abaixo esta na forma escalonada reduzida por linhas:

1200 -3 1
0010 4 1
0001 3 -2
0 000 O O

Teorema 2.3.24: Toda matriz é linha equivalente a uma Unica matriz na forma escalonada
reduzida por linhas.
Demonstracéo: Veja Kolman (2006, p.63, Teorema 1.6).

2.4 Sistemas de Equacdes Lineares

Definicdo 2.4.1: Um sistema com m equacdes lineares e n incdgnitas € um sistema do tipo

A11X1 + QupXy + 0 + ApX, = by
a21x1 + a22x2 + -+ aann = b2

Am1X1 + AmpXy + 0 + ApupXy = by

onde, paral <i<mel<j<n,cadax; évariavel e os nimeros a;; (coeficientes) e b; (termos
independentes) sdo elementos de um corpo K dado. Cada equacdo do sistema é chamada de
equacao linear.

Um sistema linear tem como conjunto solucéo toda sequéncia ou n-upla ordenada (c;,

Cy, ..., Cp) de elementos em K que satisfazem a cada equacédo do sistema. Isto é,
aj1C1 + QpCy + -+ Qe = by 1 <0 < m

Os sistemas lineares homogéneos sdo aqueles cujos termos independentes sdo todos
nulos. Todo sistema homogéneo admite como uma de suas solucdes a sequéncia nula, isto €,
(c1 €2, ..y Cp), ¢; =0, paratodo 1 < j < n, chamada de solugdo trivial. Se existir outra solucéo

qualquer, é chamada de solucéo néo trivial do sistema.
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Com relacdo ao numero de solugdes, a classificagdo de um sistema linear é dada por
uma das seguintes situacoes:
(i) Possivel: quando seu conjunto solucdo € nao vazio, isto &, existe pelo menos uma solugéo.
Dentre o0s sistemas possiveis, ha dois tipos distintos: determinado, quando existe apenas
uma solucéo, ou indeterminado, quando existe mais de uma solucéo;

(ii) Impossivel: quando seu conjunto solucéo é vazio.

Resolucdo de Sistemas Lineares

Os sistemas lineares s@o perfeitamente representados pela equacao matricial

AX=F
de modo que
a, a4, ©oa, 1 b1
A - a21 a22 a2n X: 2 e B - b2
a‘ml a‘m2 a‘mn Xn bm

onde A é a matriz dos coeficientes, X € a matriz das incognitas e B € a matriz dos termos
independentes.

Assim, o sistema pode ser representado como a matriz ampliada (ou matriz completa)
do sistema, que consiste da matriz A (matriz incompleta) acrescida da coluna relativa aos termos

independentes, denotada por:

& &, oAy B
@apy=| "

ml

Definicdo 2.4.2: Dois sistemas de equacdes lineares sdo ditos sistemas equivalentes quando

suas matrizes ampliadas forem linha equivalentes.



31

O seguinte resultado é uma consequéncia direta do corolario 2.3.21;

Proposicao 2.4.3: Dois sistemas de equagdes lineares equivalentes possuem 0 mesmo conjunto

solugéo.

Definicdo 2.4.4: O posto de uma matriz 4, denotado por p,, é 0 nimero de linhas ndo nulas de

qualquer uma de suas formas escalonadas por linhas.

Teorema 2.4.5 (Teorema do Posto): Considere um sistema linear com m equacfes e n
incdgnitas, representado pela equacdo matricial AX= B. Sejam p4p 0 posto da matrizampliada
do sistema e p4 0 posto da matriz dos coeficientes do sistema. Entdo:
(i) o sistema é possivel se, e somente Se, pap = P4-
(ii) o sistema € possivel e determinado se psg = p4 = N.
(iii) o sistema é possivel e indeterminado se p4g = p4 < n. Neste caso, n - p, € 0 nUmero de
variaveis livres do sistema, isto €, variaveis que podem assumir qualquer valor em K.

Demonstracdo: Veja Hefez (2012, p.49, Teorema 2.2.6).

Prosseguindo com a resolucdo do sistema, escalona-se a matriz ampliada (A|B), até
obter sua forma escalonada reduzida por linhas, ignorando todas as linhas nulas, denotada por
(R|S). Pela proposicao 2.4.3, como (A|B) é equivalente a (R|S), entdo o conjunto solucdo de
(A|B) é igual ao conjunto solucéo de (R|S). A matriz (R|S) esta associada a apenas um dos

trés tipos de sistema a seguir, que serdo classificados de acordo com o Teorema do Posto:

1° tipo: a matriz (R|S) possui um piv6 na ultima coluna. Entdo (R|S) possui a ultima linha
com a forma (0]1), entdo p,g > p4, € portanto, o sistema AX= B ndo tem solugdo, isto é, o

sistema AX= B é chamado sistema impossivel, ou simplesmente SI.

2° tipo: o numero de equagdes de (R|S) é igual ao nimero de variaveis. Neste caso tem-se que
Pag = P4 =N. LOQo, 0 sistema € possivel e determinado (SPD). A solucéo do sistema é obtida
partindo da ultima equacdo, obtendo x,,, substitui-se este valor na equacéo anterior, obtendo-se

Xp—1, € assim sucessivamente.
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3° tipo: O ndmero de equacgdes de (R|S) é menor que o nimero de variaveis. Portanto,

Pag = Pa < N. Neste caso, n - p, € 0 nUmero de variaveis livres do sistema. Apesar de terem
quantidade definida, essas variaveis podem ser escolhidas com certa liberdade. Para resolver
este sistema, basta transpor as variaveis livres para o segundo membro e a elas arbitrar valores.
O novo sistema assim obtido recai em um sistema do 2° tipo e, portanto, determinado. Como
as variaveis livres podem assumir qualquer valor em K, o sistema linear tera infinitas solucbes

e por isto é chamado sistema possivel e indeterminado, ou somente SPI.

Observacdo: o método descrito para a resolucdo dos sistemas lineares chama-se método de
eliminacgdo de Gauss-Jordan, que se resume a:

1. Escrever a matriz completa do sistema de equagdes lineares.

2. Usar operacg0es elementares com as linhas para reduzir a matriz completa a forma
escalonada reduzida por linhas.

3. Usar substituicdo de tras para a frente para resolver o sistema equivalente que corresponde

a matriz linha-reduzida.

2.5 Espagos Vetoriais

Definicdo 2.5.1: Um conjunto E, cujos elementos sdo chamados de vetores, € um espaco
vetorial sobre um corpo K se possui as seguintes operagoes:

- Adigao: a todo par de vetores u, v € E, corresponde o vetor u + v € E, chamado a soma de u e
v,

- Multiplicacao por escalar: a cada nimero a € K, e a cada vetor v € E corresponde um vetor

a.V € E (ou av € E), chamado de produto de a por v.

Essas operacdes devem satisfazer as condicdes a seguir, chamadas os Axiomas de
Espaco Vetorial, para todos a, § € Keu, Vv, w € E:
Al Comutatividade da adi¢cdo: u+v=v+u;
A2 Associatividade da adi¢do: (u+v) +w=u+ (V+ w);
A3 Elemento neutro: existe um vetor 0 € E, chamado vetor nulo ou vetor zero, tal que
v+0=0+v=yv;

A4 Simétrico ou inverso aditivo: para todo v € E existe um vetor —v € E, tal que
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—V+v=Vv+(-Vv)=0;
M1 Distributividade: a(u + v) = au + av;
M2 Distributividade: (a + B)v = av + Bv;
M3 Associatividade da multiplicagdo: (aB)v = a(fv)
M4 Multiplicagdo por1: 1.v=v.

Exemplos 2.5.2:

a) Dado um corpo K qualquer, e n um inteiro positivo, 0 espaco K™ é um espaco vetorial sobre
K em relacdo as seguintes operacgoes:

paraqualquerae Ke x,y € K™ tal que x=(xq, X2, ..., Xp) € Y= (V1) Y21 s V)"

(i) Adicéo de dois vetores:

X+ y = (xl’ X2y ooy xn) + (yl’ Y2, en Yn) = (X1 + V1, X2 + V21 e X + yn)’

(ii) Multiplicacéo do vetor x pelo nimero real a, chamado de escalar:

a(xq, X3, ..., xp) = (axq, axy, ..., axy).
Em particular, para XK'= Z,, onde p € primo, entdo Zy; € um espaco vetorial sobre Z,.
b) O conjunto M,, « »(K) de todas as matrizes m x n com elementos em K é um espaco vetorial
sobre K com as operacgOes de adi¢cdo e multiplicacdo por escalar definidas em 2.3.12 e 2.3.13

respectivamente.

Para as defini¢Ges a seguir considere F um subconjunto qualquer de um espaco vetorial

E e vy, vy, ..., v, vetores de F.

Definicdo 2.5.3: Se v € F, v € uma combinacdo linear de v, vy, ..., v € F se existirem

aq, a,, ..., a, escalares de K tais que

V=auvg +ayv, tatan,

Definicéo 2.5.4: Os vetores vy, v,, ..., v, Sao linearmente independentes (LI) se a equagéo
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v+ av, t+ .t v, =0

é satisfeita apenas para a; = a, = ... = @, = 0. Caso exista algum «; # 0, entdo os vetores
V1, Vs, ..., 1 S0 chamados linearmente dependentes (LD). O conjunto {vq,v,,..., v} €
chamado LI ou LD se os vetores vy, v,, ..., v, forem LI ou LD, respectivamente.

Note que, se um dos vetores v, v, ..., v, for o vetor nulo, entdo v,, v,, ..., v, serdo LD.

Definicdo 2.5.5: O conjunto F gera o espaco vetorial E se todo vetor de E for combinacéo

linear de vetores de F. Neste caso, 0 espac¢o vetorial E é chamado de um espaco gerado por F.

Definicdo 2.5.6: Uma base de um espaco vetorial E € um subconjunto B de E que € linearmente
independente e gera E. Isto significa que todo vetor v de E € escrito de modo Unico como

combinacéo linear v = a v, + a,v, + ... + a, v, de vetores vy, v,, ..., v, da base B.

Exemplo 2.5.7: Os vetores e; = (1, 0,0, ...,0), e, =(0, 1,0, ..., 0), ..., e, = (0, 0, O, ..., 1) formam

uma base {e,, e,, ..., e, } de R™, chamada de base canonica.

Teorema 2.5.8: Se um espaco vetorial E admite uma base com n elementos, entdo todas as
bases de E ttm o mesmo numero n de elementos, que é chamado de dimensdo de E, ou
simplesmente dim E.

Demonstrac¢éo: Veja Lima (2001, p.28).

Defini¢do 2.5.9: O espaco vetorial E tem dimens&o finita quando admite uma base
B = {v4,V,,..., vy} cOm um namero finito n de elementos. Um espaco vetorial E tem dimenséo
infinita quando ele ndo tem dimens&o finita, isto é, quando nenhum subconjunto finito de E é

uma base.
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Exemplo 2.5.10:

a) O espaco vetorial M,, » ,(K) das matrizes m x n tem dimensé&o finita, igual a m.n. Uma base
para My, » »(K) é formada pelas matrizes e; ;, cuja ij-€sima entrada (entrada da linha i e coluna
j) é igual a 1 e as demais entradas sdo iguais a zero.

b) O espaco vetorial Zj sobre Z,, p primo, tem dimensao finita igual a n. Uma base para Zy; é

0 conjunto formado pelos vetores

Teorema 2.5.11: Se a dimens&o de E é n, um conjunto com n vetores gera E se, e somente se,
é LI.
Demonstrac¢ao: Veja Lima (2001, p.30).

2.6 Transformacoes Lineares

Definicdo 2.6.1: Considere E, F espagos vetoriais. Uma transformacéo linear T: E — F € uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € E um Unico vetor T(v) = T.v = Tv € F de modo
que se verifiquem, para todos u, v € E e k € K, as relac0es:

M Tu+v)=T() + T(v)

(i) T(kv) = KT(v).

O vetor T.v chama-se a imagem (ou o transformado) de v pela transformacéo T.

Definicdo 2.6.2 : Uma transformacéo linear T: E — F € um isomorfismo quando ¢ bijetora, e

neste caso 0s espacos vetoriais E e F sdo ditos isomorfos.
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E facil ver que um isomorfismo leva base em base e portanto, no caso de E e F serem
espacos vetoriais de dimensao finita, um isomorfismo entre eles somente € possivel quando
ambos tiverem a mesma dimenséo. Por outro lado, se E e F forem espagos vetoriais da mesma
dimensdo, um isomorfismo entre eles € facil de ser construido. Para isso basta estender
linearmente qualquer correspondéncia biunivoca entre uma base qualquer de E e uma base

qualquer de F. Disto, segue o importante resultado:

Teorema 2.6.3: Sejam E e F dois espagos vetoriais de dimenséo finita. Entdo, E e F séo

isomorfos se, e somente se, dim E =dim F.



37

3 JOGOS LINEARES FINITOS

Conforme mencionado anteriormente, jogos lineares finitos séo situacfes que possam
ser representadas por um sistema fisico com um numero finito de estados, que possam ser
alterados através de certos processos, cada um dos quais produzindo uma quantidade de
resultados também finita.

O Sistema de Lampadas abaixo é um claro exemplo de jogo linear finito e 0 motivo do
estudo a sequir.

3.1 Sistema de Lampadas

O sistema € formado por uma fileira horizontal de cinco lampadas, identificadas pelas
letras A, B, C, D, E. Essas lampadas séo controladas por cinco interruptores, identificados
pelos nimeros 1, 2, 3, 4 e 5, posicionados abaixo delas, como mostra a Figura 1. Cada

interruptor muda o estado (ligada ou desligada) da lampada posicionada diretamente sobre ele
e os estados das lampadas imediatamente adjacentes a esquerda e a direita.

Figura 1 — Sistema de Lampadas

A B C D E

p— l[-(")- ‘2
oo e
w i'-f‘)- <&
' {-(’“)- «
n l-f“)- W

Fonte: Modificado de Poole, 2004.
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Por exemplo, se apenas as lampadas C e E estiverem acesas, como na Figura 2, ao

pressionar-se o interruptor 5, a lampada D acende e a lampada E apaga-se, mostrado na Figura

3. Se depois o interruptor 3 for pressionado, a lampada B acende e as lampadas C e D apagam-
se, conforme a Figura 4.

Figura 2 — Sistema de Lampadas com lampadas C e E acesas

A B e D E
£F g3 =4 g3 =
A e o8 L e
1 2 3 4 5
Fonte: Modificado de Poole, 2004.

Figura 3 — Sistema de Lampadas com lampadas C e D acesas

A B C D E
1 £F =4 £¥ £
L L dee L L
1 2 3 + S
Fonte:

Modificado de Poole, 2004.



Figura 4 — Sistema de Lampadas com lampada B acesa

A B C D E

5‘1 zvi E‘I E‘i E‘i

A e e e e
1 2 3 4 5

Fonte: Modificado de Poole, 2004.

A fim de explorar o Sistema de Lampadas & luz da Algebra Linear, e considerando-se
inicialmente que todas as lampadas estejam apagadas, propde-se duas questoes:

(a) pode-se pressionar os interruptores em alguma ordem de modo que apenas as lampadas A,
C e E fiqguem acesas?

(b) pode-se pressionar os interruptores em alguma ordem de modo que apenas a lampada A
fique acesa?

Solucéo:

(a) Como cada lampada apresenta apenas dois estados, ligada ou desligada, pode-se usar a

notacdo binaria, trabalhando em Z,. Assim, considerando um vetor v que represente o estado
das cinco lampadas, v € Z3 , tal que

V= (UA! Vg, V¢, Vp, UE)

onde v,= estado da lampada A, vz = estado da lampada B, e assim sucessivamente.

Como vetores sdo n-uplas ordenadas e possuem as regras de adigdo e multiplicacdo por
escalar semelhantes as de matrizes, para efeito de facilitar os célculos, os vetores pertencentes

a Zy serdo representados como matrizes coluna de ordem n x 1. Dessa forma, v podera ser
representado como

39
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< < < < <
o O w >

m

Cada um desses estados sera representado por 0 para desligado, e 1 para ligado. Por

exemplo, o vetor que representa apenas as lampadas C e E acesas, é escrito como:

_ O Fr O O

A acdo de cada interruptor também pode ser representada por vetores em Z3. Entdo, se
um interruptor muda o estado de uma lampada, a componente correspondente serd igual a 1.
Sendo, a componente sera igual a zero.

Desse modo, fazendo:
a = acdo do interruptor 1 sobre as lampadas,
b = acdo do interruptor 2 sobre as lampadas,

e assim sucessivamente, tem-se:

o))
1
o O O Kk K
O
I
o I o T e A
o
1
Ok B Pk O
o
1
= =)
19))
I
L e == =)
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Por exemplo, considerando o estado inicial das lampadas como o vetor

o B O +— O

isto é, apenas as lampadas B e D acesas, ao apertar-se o interruptor 2, tem-se:

O, O Fr o
+

e T e T S S
1

= =

Ou seja, ao final da operacéo, tem-se agora acesas as lampadas A, C e D.

Observe que se quer partir de uma determinada configuracdo e obter uma outra. Mas,
pelo exemplo 2.5.10 item b, do capitulo 2,

“Se p ¢ primo, o conjunto Zjy (com as operacOes usuais de adi¢do e multiplicagdo por
escalar), € um espaco vetorial sobre Z, , para todo inteiro n positivo”.

Como 2 é primo, entdo Z3 é um espaco vetorial sobre Z,. Isto garante a comutatividade
da adicdo, ou seja, pressionar os interruptores 1 e depois 2, € 0 mesmo que pressionar 0S
interruptores 2, e depois 1. Fato, pois, em Z3

at+b=b+a

Mas ainda resta uma pergunta: “quantas vezes pode-se acionar cada interruptor?”.
Observe: ao pressionar os interruptores 1, 3, 2, 1, 3, 3, nesta ordem, a acdo por eles provocada
é o resultado da soma vetorial

atc+b+a+c+c

Como vale a propriedade comutativa, tem-se, entdo

2a +b+3c

Mas 2a € 0 mesmo que pressionar duas vezes 0 mesmo interruptor. Ao pressionar-se a
segunda vez, desfaz-se a acdo da primeira vez. E facil, pois como

2eZ,,e2=0(mod 2), tem-Se que 2 corresponde a 0 em Z,. Entdo 2a=0a=0.
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Isto vale para qualquer um dos interruptores. Logo, pressionar um namero par de vezes
qualquer interruptor equivale a nao aperta-lo.

E o que dizer de 3c? Este pode ser escrito como

0
3c:1c+§E=lc.

Além disso,
5c=1c+22c=1c+2.0=1c
7c=1c+3.2c=1c+3.0=1c

Ou seja, como isto vale para qualquer interruptor, entdo pressionar um ndmero impar
de vezes qualquer interruptor equivale a pressiona-lo uma Unica vez.
Dai, conclui-se que, qualquer um dos interruptores, se pressionado, sera uma unica vez.
Chamando de x o vetor solugdo do problema, onde x = (x4, X3, ..., X5 ), X; € Z3, X; € O
numero de vezes que cada interruptor i serd acionado (i =1, 2, 3, 4, 5). Partindo da configuracéo
s, uma configuracdo inicial qualquer das lampadas, e sendo t a configuracédo final desejada,
tem-se:
S+x;.a+x,.b+x;.c+x,.d+x5.e=t,
ou ainda,
X,.a+x,.b+x;.c+x,.d+x5.e=t-5s,
Cada uma das componentes de s pertencem a Z,. Como-0=0¢€ -1 =1 (mod 2), entdo
t—s=t+(-1).s =t+1ls=t+s.
Logo,
X;.a+x,.b+txg.c+x,.d+xs.e=t+s. (1)
Assim, o problema com as configuragdes s (inicial) e t (final) tera solugéo se, e somente
se, 0 sistema de equacdes lineares (1) for um Sistema Possivel (SP). Equivalentemente se, e
somente se, 0 vetor t + s for uma combinacao linear dos vetores a, b, ¢, d, e.
E fécil ver que o conjunto {a, b, ¢, d, €} ndo é uma base de Z3 e portanto nem sempre 0

sistema sera possivel.
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No caso em questdo:

w
I
o o o o o
=
[
1
_ O Rk O K

e substituindo na equacéo (1) anterior, vem:

1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0
X1 |0 +x | L|+x3. |1 +x4.|1|+x5.|0| = |1
0 0 1 1 1 0
0] 10 10 1] 11 11
Ou equivalentemente:
( X1 + % 1
I xl + xz + x3 = 0
4 xZ + X3 + X4_ = 1
L Xg + x4 + x5 = 0
X4 + x5 = 1

Este sistema pode ser representado pela equacao matricial
M.x=t,
onde Ms, s é a matriz incompleta do sistema, ou matriz dos coeficientes, sendo suas colunas os

vetores a, b, ¢, d, e. Ou seja:

11000
11100
M={0 1110
00111
000 1 1]
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Os valores x e t, onde t = s + t4 sdo respectivamente:

X, 1
X, 0
X=X, ; t=|1
X, 0
_X5_ _1_

A dimens&o do espaco Z3 é igual a 5 (conforme exemplo 2.5.10, item b e Teorema 2.5.8)
e o conjunto {a,b,c,d, e} tem a mesma quantidade de elementos que uma base para esse
espaco vetorial . Se os vetores a, b, ¢, d, e forem L.1., pelo Teorema 2.5.11, esses vetores geram
Z5. Logo, todo vetor de Z3 sera escrito de forma Unica como combinacgdo linear de
{a,b,c,d, e}. Dessaforma, o sistema sera SPD (sistema possivel e determinado).

No item (b), 0 processo para obter apenas a lampada A acesa, considerando inicialmente
todas as lampadas apagadas, € analogo a este processo descrito. O que difere € somente o

resultado desejado, representado pelo vetor t,, onde

1
0
tz =10
0
_O_
Substituindo na equacéo (1), tem-se:
X;.a+x,.b+x;.c+x,.d+xs.e=ty +s=¢ (2)

Os sistemas em (a) e (b) possuem a mesma matriz M incompleta. Ent&o suas respectivas
matrizes completas (M|t) e (M|t") podem ser resolvidas simultameamente considerando de

uma vez o sistema (M|t|t'):



1100011 1
1110000 0
Pt Ly—Ly+Lyq
01110:1:0 — 0
0011 1:i0:0 0
0 00 1 1{1;0] 0
1 01 1 0{0!1] 1
01 1 1 0i1:0| LioLi+L, |0
: : Ly,—Ly+L,
00100:1:1] —— |0
0011 1i0:0 0
0 001 1{1;0] 0
1 0 0 0 1{0!1] 1
0100 1i1:0 0
Pt Ls—LstLy
0 0100:1:1 — |0
0001 1:1i1 0
0 0 01 1i1{0] 0

Voltando a solugéo do item (a):

© o o rF o © o r o r

o O o —» O

L © R L P O

o O » O O

= = O o o P B P O O

O B O O O

e =

R r O O O

O Rk O Fr Bk

P o R P O - O = =

O R Kk L O

O O O - =

o O+ O -

=
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Ll—)L1+L3
LZHL3

L4 —>L4,+L3
s

A Ultima linha da matriz reduzida acima é nula. Chamando de p,, 0 posto da matriz

escalonada reduzida de M e de p,,; 0 posto da matriz escalonada reduzida da matriz ampliada

(M|t), pelo Teorema do Posto, py: = vy =4 < 5. Logo, o sistema é SPI, e, portanto, o conjunto

{a,b, c,d, e} ndo é uma base para Z5 , e existe 5 —4 = 1 variavel livre.

Como xs é a unica variavel livre, o sistema tera exatamente duas soluces, pois xs € Z,.

Logo, x5 =0 ou x5 = 1.

Resolvendo o sistema da matriz escalonada reduzida de (M |t), vem:

xg+xs=0
X, +x5=1
X3 =1

X4t x5=1
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Logo,
X1 = X5
X, =1+ x5
x3=1
Xy =1+ x5
12 solucédo: para x5 = 0,
x =0
x, =1
x3=1
x, =1

Ou seja, o vetor solucdo x = (0, 1, 1, 1, 0) indica que basta pressionar uma unica vez 0s
interruptores 2, 3 e 4.

2% solucgéo: para x5 = 1,

x; =1
x, =0
x3=1
x4 =0

Ou seja, 0 vetor solugdo x = (1, 0, 1, 0, 1) indica que basta pressionar uma Unica vez 0s
interruptores 1, 3 e 5.

(b) Para obter apenas a lampada A acesa, considerando inicialmente todas as lampadas

apagadas, foi usado raciocinio analogo, chegando a matriz escalonada reduzida de (M|t'):

o O O O BB
o O O +—» O
o O O O
O r O O O

O R, O Kk
e =
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Observando a ultima linha dessa matriz, vé-se que py: > Py » 1090, pelo Teorema do
posto, o sistema é impossivel (SI). Isto é 6bvio, pois 0 =1 é ABSURDO!
Logo, ndo é possivel obter apenas a primeira ldmpada acesa, iniciando 0 processo

com todas as lampadas apagadas.

3.2 Generalizagao do Sistema de Lampadas

Na secdo anterior foram vistos dois casos do sistema de lampadas com resultados
distintos. O primeiro, possivel e indeterminado, e o segundo, impossivel. A fim de identificar
quando o sistema de lampadas encontra solucao, o presente estudo seré generalizado. Para isto,

a configuracéo inicial s e a configuracédo desejada t sdo dadas como:

Sl t1
SZ t2
s=|s, t=|t,
S, t,

| S5 | s

O raciocinio é analogo ao descrito na resolugdo da questdo (a). Entdo, sabe-se pela

equacao (1) que:

X;.atx,.b+txz.c+x,.d+xs5.e=t+s

Resolvendo essa equacdo, o desenvolvimento do primeiro membro levou a matriz
escalonada reduzida de M. Entdo basta escalonar o segundo membro da equacdo, representado
pela matriz coluna t + s, usando as mesmas operacdes elementares que foram aplicadas a matriz

M. Assim, escalonando (t + s):



o+, | I t+s
t,+5, (t,+t)+(S,+S,) | LimLi+Ls
Ly—La+ly Ly—Ls
t;+5, —_— t,+5,
t,+5s, t,+s,
_t5 + S5 | | t.+S. ]
[t +t)+(5,+5,)] (4t )+ (5,45, +5,)]
tg +S; Li—Li+Ly (t3 +t4) + (53 + 54)
Lz—)L2+L4 L4-_)L4+L3
(L +5)+(s,+5,) - (t,+1,)+(s,+5,) —
t,+S, t,+s,
t. +Sc | i t.+5; |
[t +t, +t,)+ (S, +S,+5,) ] [ (ot t) + (S, S, +S,) |
(t;+1,)+(S;+5,) (t+t,)+(s;+s,)
Ls—>Lg+Ly
(t1+t2)+(51+32) - (t1+t2)+(51+32)
(t+t, +t,)+(s,+5,+5s,) (t,+t, +t,)+ (s, +S,+S,)
i t, +5; | (Gt )+ (S, +S, +8, +S;) |

Logo, a matriz escalonada reduzida de (M|t + s) é:

(t+t,+t,)+(S,+S;,+58,)
(t+t,)+(s;+s,)
(t,+t,)+(s,+5S,)

L+t +t,)+(s,+5,+5,)

(L+4 +t, +1)+ (S, +S, +5, +5;) |

OO OO 0o o R
O O O r o
o o O o
o R O O o
o P O F
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Chamando de p,, 0 posto da matriz escalonada reduzida de M e py:s 0 posto da matriz
escalonada reduzida de (M|t + s), conclui-se que py, =4 < 5 (nUmero de variaveis do sistema
acima). Logo, o sistema ndo sera SPD. Para que haja soluc¢éo, isto €, para que o sistema seja

SPI, € necessario que pys = py. Portanto:

(ty +tp+ ty +ts) +(Sy+S2+ S, +55)=0

Concluindo: o sistema de lampadas proposto, independentemente das configuracoes
inicial e final, ndo tera solucdo Unica. Para que existam solugGes, a condicdo acima devera ser
satisfeita. Como as varidveis sdo elementos do corpo finito Z,, as solugdes, quando houver,

serdo também finitas: exatamente duas.
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4 ATIVIDADES

As atividades propostas neste capitulo constituem uma sugestdo de trabalho para as
turmas de segundo ano do ensino médio.

Devido ao alto custo da construcdo de material concreto para o Sistema de Lampadas,
este foi adaptado pela autora do trabalho como um jogo de cartas, conforme descrito na
Atividade 1. Caso possivel, esta atividade pode ser proposta antes do estudo teérico de Matrizes
e Sistemas Lineares, como estratégia para despertar a curiosidade do aluno.

As demais atividades encontram-se no livro Algebra Linear, de Poole, 2004, p.112.

4.1 Atividade 1 — Jogo de Cartas

O jogo é formado por um baralho com 37 cartas. Entre elas, 5 cartas possuem duas
faces, com apenas uma das letras A, B, C, D, E. Uma das faces tem a letra preta, conforme
figura 5, e a outra face tem a mesma letra, vazada, que serd chamada de branca, conforme figura
6. As demais 32 cartas possuem apenas uma face, com as letras A, B, C, D, E listadas em
coluna. Cada letra é preta ou branca, tornando as 32 cartas diferentes entre si. Estas cartas,
chamadas de configuragdes, sdo as possiveis maneiras de organizar as 5 cartas de duas faces.
Veja algumas delas na figura 7. O conjunto das cartas de duas faces precisa ser reproduzido
em quantidade suficiente para que cada grupo possa utilizar um deles.

A proposta é que o professor faca um jogo com a turma, dividindo-a em pequenos
grupos, como, por exemplo, 2 ou 3 alunos. Depois, siga as etapas descritas:

1) Cada grupo recebe um conjunto de 5 cartas de duas faces;

2) O professor escolhe, entre o baralho das 32 cartas, duas delas. Uma serd a configuracao
inicial e a outra, a configuracéo final;

3) Os alunos séo orientados a arrumar as 5 cartas do conjunto que receberam, de acordo com a
configuracao inicial;

4) Com o objetivo de alcancar a configuracéo final, cada grupo, independente dos demais,
escolhe uma letra, anotando qual foi. Cada escolha permite virar apenas as letras relativas a

ela, conforme informado abaixo;
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5) A escolha prossegue, até o grupo obter a configuragéo final, quando informa ao professor
gue conseguiu;
6) O professor confere se a sequéncia informada pelo grupo leva ao resultado desejado.
Fica a critério do professor quantas vezes cada grupo podera chamé-lo para a
conferéncia.
Escolha de uma letra: vire esta letra e as imediatamente acima e abaixo. Assim:
Escolha da letra A: vire as letras A e B;
Escolha da letra B: vire as letras AB e C;
Escolha da letra C: vire as letras B, C e D;
Escolha da letra D: vire as letras C, D e E;

Escolha da letra E: vire as letras D e E.

A ideia é reproduzir o resultado semelhante ao do Sistema de LAmpadas. Para isto, é
interessante que a configuracdo final da primeira rodada seja possivel de ser alcancada. E em
uma proxima rodada, ndo. Além disso, espera-se que os alunos percebam que:

- Para mudar a cor de alguma carta, é necessario que ela seja virada um numero impar de
vezes;

- Existem partidas onde a configurag&o final ndo é alcangada;

- Para cada configuracdo, o nimero maximo de escolhas de cartas que cada grupo precisa
fazer, € cinco: cada uma das cartas A, B, C, D ou E. A partir disso, comecariam a desfazer
alguma jogada;

- Existem configuracdes finais onde a solucgéo ndo € Unica.
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Figura 5 — Cartas com letras pretas. Figura 6 — Cartas com letras brancas.

Fonte: O Autor, 2016. Fonte: O Autor, 2016

Figura 7 - Cartas com configuragdes.

Fonte: O Autor, 2016.
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Figura 8 - Disposicao das cartas ap0s a escolha da configuragdo

Fonte: O Autor, 2016.

4.2 Atividade 2

Considere uma fileira com apenas trés lampadas, conforme figura 9, que podem estar
apagadas, acesas com luz azul-clara ou azul-escura. Sob as lampadas estdo trés interruptores,
1, 2 e 3, cada um deles muda o estado das lampadas, para o préximo estado, segundo o ciclo
desligada — azul-clara — azul-escura — desligada. O interruptor 1 muda o estado das duas
primeiras ldmpadas, o interruptor 2 muda todas as trés ldmpadas e o interruptor 3 muda as
Gltimas duas. Se todas as trés lampadas estiverem inicialmente desligadas, € possivel pressionar
os interruptores de um modo que as lampadas fiquem nesta ordem: desligada, azul-clara e azul-

escura?
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Figura 9 — Sistema de lampadas azuis.

Fonte: Modificado de Poole, 2004.

Solucéo:
Nesta atividade é necessario utilizar Z; e a solugdo desejada é um vetor de Z3. Como 3

é primo, entdo Z3 é um espaco vetorial sobre Zs;, com as operacGes usuais de adicdo e
multiplicacdo. Novamente a mudanca de estado de uma lampada é representada por 1, caso
contrério, zero. Atengdo: agora pressionar duas vezes 0 mesmo interruptor nao é o mesmo que
ndo aperta-lo! Basta verificar as operagdes de adi¢do e multiplicacdo definidas anteriormente.
Fazendo:

a = acdo do interruptor 1 sobre as lampadas;

b = acéo do interruptor 2 sobre as lampadas e

¢ = acéo do interruptor 3 sobre as lampadas,

entdo a, b, ¢ sdo vetores em Z3, tais que:

Os estados das lampadas serdo representados por O para desligada, 1 para azul-clara e 2
para azul-escura. Assim, deseja-se encontrar 0 nimero de vezes que cada interruptor é

pressionado, representado pelos escalares x;, x,, x3, em Zs, onde:

X1a+be+x3C:t
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0
sendo t a configuracdo final desejada, isto ét=| 1 |. Substituindo os valores na equagao acima,
2

a matriz completa do sistema é [a b c|t], cuja reducdo por linhas segue abaixo:

1100 (1 1 0i0] 1 1 0i0

; Ly—Ly+2L4 ; Lyl ; Li—Ly+2L,
111:1f —— |00 1:1] — |01 1:2] —
011:2 0 1 | 00 1:i1
1 O 251 L1—>L1+L3 _1 O 052_
01 112 22228 19 1 0
00 1:1 0 0 11|

Os vetores coluna da matriz incompleta reduzida sdo uma base para Z3. Logo, qualquer
vetor pode ser escrito de forma Unica como combinacéo linear dos vetores a, b, ¢, inclusive o

vetor t. Entdo o sistema é SPD e a solugéo é:

X, =2
x, =1
x3=1

ou seja, o interruptor 1 deve ser pressionado duas vezes e 0s outros interruptores uma dnica vez.

Observe que a acdo dos interruptores 1, 2 e 3 sobre as lampadas, é de tal forma que os
vetores a, b e ¢ que os representam formam uma base para Z3. Dai, qualquer que sejam as
configuracdes inicial e final desta atividade, o problema sera sempre possivel e determinado
(com solug&o Unica).

De modo mais geral, supondo que s e t sejam as configuracGes inicial e final,
respectivamente, prop&e-se aqui que o leitor interessado em aplicar essa atividade em sala de
aula acrescente mais duas variantes a ela. Escolha a acdo dos interruptores de tal forma que
fornecam um conjunto { a, b, ¢ } de vetores linearmente dependentes em Z3. Em seguida:

a) escolha vetores s e t de tal forma que t — s seja uma combinacdo linear do conjunto
{ a, b, ¢ }, obtendo assim um problema possivel indeterminado (com mais de uma solucéo);
b) escolha vetores s e t tais que t — s ndo seja uma combinacdo linear de { a, b, ¢ } obtendo

assim um problema impossivel (que ndo admite qualquer solugao).
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4.3 Atividade 3

Supondo que as lampadas do sistema desenvolvido no capitulo 3 possam estar
desligadas, azul-claras ou azul-escuras, e que os interruptores funcionem como na atividade
anterior. Isto €, cada interruptor controla a lampada diretamente sobre ele e as lampadas
imediatamente adjacentes a esquerda e a direita, mas pelo ciclo desligada — azul-clara — azul-
escura — desligada. Mostre que € possivel comecar com todas as lampadas apagadas e
pressionar os interruptores em alguma ordem de modo que as lampadas fiqguem nesta ordem:

azul-escura, azul-clara, azul-escura, azul-clara, azul-escura.

Solucéo:
Esta atividade exige que se trabalhe em Z;. Os estados das lampadas serdo

representados por O para desligada, 1 para azul-clara e 2 para azul-escura. Entdo a solugédo

procurada é o vetor

—+
I
N P DD P DN

Deve-se observar que pressionar duas vezes 0 mesmo interruptor ndo € o0 mesmo que
ndo aperta-lo! Como no capitulo 3, os vetores a, b, ¢, d, e sdo a acdo dos interruptores sobre
as lampadas e cada x; (i =1, ..., 5) representa 0 numero de vezes que cada interruptor i devera
ser pressionado. Como as lampadas iniciam-se apagadas, substituindo os valores na equacéo
(1), pag. 42, tem-se:

X;.a+x,.b+x;.c+x,. d+xs.e=t

Substituindo os valores, a matriz completa do sistema é [a b ¢ d e|t] = [M]|t] cuja

reducdo por linhas segue abaixo:



110002 110
111001 001
i | Lp—> Lp+2Lg
01110:2 ——1011
0011 1:1 001
0 0 01 1}2] 0 0 0
10 2 2 0{0] 1.0 0
Li—Ly+L3
01 1 1 0:2| LyoLy#2lz |0 1 0
! | La—>La+2Ls
00100:2 ——=3100 1
0011 1i1 000
0 0 0 1 1}2] 0 0 0
1 0 0 0 1i1]
010021
0010 0;2
000112
0 0 00 0;0]

e e = =)

R R, O kN

B O O O

B, O O O
N DD N O DN

N P DD DN DN

Ll_)Ll +2L3
Lz <—>L3

Ll—)L1+L4
Lz—) L2+2L4
L5—> L5+2L4
- 5
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O posto da matriz ampliada reduzida é igual ao posto da matriz M reduzida, que é 4,

porém menor que o numero de variaveis. Logo, o sistema é SPI, com uma Unica variavel livre.

Resolvendo, vem:
X1+ x5=1
Xy +2x5=1
X3 =2

X4t X5=2

A variavel livre é x5 € Z3. Logo, xs =0 ou x5 = 1 ou x5 = 2. Entdo:

para xs = 0: 0 vetor solucdo é (1, 1, 2, 2, 0), isto é, basta apertar uma vez os interruptores 1 e 2

e apertar duas vezes os interruptores 3 e 4, em qualquer ordem;

para x5 = 1: o vetor solucéo é (0, 2, 2, 1, 1), isto é, basta apertar duas vezes os interruptores 2

e 3 e apertar uma vez os interruptores 4 e 5, em qualquer ordem;

para xs = 2: 0 vetor solucdo é (2, 0, 2, 0, 2), isto é, basta apertar duas vezes os interruptores 1,

3 e 5, em qualquer ordem.
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Observe que nesta atividade 3, os interruptores forneceram o conjunto de vetores
B={a, b, c, d, e} que ¢é linearmente dependente no espaco vetorial Z3. Além disso, como o
vetor t — s =t — 0 =t é uma combinacdo linear do conjunto B, o sistema é possivel e
indeterminado, e portanto possui mais de uma solugdo, que no caso foram exatamente trés

solucdes.

4.4 Atividade 4

Nove quadrados, enumerados de 1 até 9, cada um deles branco ou preto, estdo
organizados em uma grade 3 x 3. A Figura 10 mostra uma configuracdo possivel. Quando
tocado, cada quadrado muda a sua propria cor e a cor de alguns vizinhos (preto — branco;
branco — preto), conforme mostra a Figura 11. (Ao se tocar nos quadrados cujo numero esta
circulado, mudam as cores dos quadrados marcados com *.) O objetivo do jogo é fazer todos
0s nove quadrados ficarem pretos. Este exercicio foi adaptado do quebra-cabecas que pode ser
encontrado no CD-ROM de jogos interativos The seventh guest (Trilobyte Software/Virgin
Games, 1992).

Figura 10 - O quebra-cabeca.

Fonte: Poole, 2004.
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Figura 11 - Mudangas de estados para o quebra-
cabecas dos nove quadrados.

T T
‘ | 2 3 | 2 1 3 ' 1 2 3
{ {1 f ‘ (I |
4|56 4| s |6 | 4 | 5|6
¢ 4 | .
| |
7 8 9 7 8 9 [ 7 8 9
| 1 [ | L
— - — : ] — }
1 [ 2] 3 V2|3 1| 2| 3 |
| ! ‘ 1%
| ‘ T ‘
4 5 6 4 | 'S 6 ‘ 4 5 6
7 | 8 9 7 8 9 | 7 8 9
J *
T T — T — N I
1 2 | 3 1 2 3| 1 T: 3
e e — r——*_— ? —
4|5 |6 4 |5 Tn 4| 5|6
1
7 ‘ 8 9 7 8 9 7 8 9
%13 . . Y. .

Fonte: Poole, 2004.

(a) Se a configuracdo inicial € a mostrada na figura 10, mostre que o jogo pode ser ganho e
descreva uma sequéncia de movimentos vencedora.

(b) Prove que o jogo pode ser ganho, independentemente das configuracdes inicial e final.

Solucéo:
Este problema pode ser considerado dentro do espaco vetorial V= M;,3(Z,) das

matrizes de ordem 3 x 3, com entradas em Z,, sobre o corpo Z,. Ou ainda, como V possui

dimensio 9, pode-se considerar, via o seguinte isomorfismo T, no espaco vetorial Z3:

a, a4, a;

: 9 _
TV — Z; talque T| |a,, a, a,||=/(ai1, @12, a3, A1, A2z, Az3, A31, A3z, A33).

8 8y Ay

Sera utilizado Z3.

a) Cada um dos nove quadrados pode ficar apenas nas cores preta ou branca. Novamente a
notagdo binaria serd Util, e deve-se trabalhar em Z,. Assim, considere um vetor w que represente

0 estado dos nove quadrados, w e Z5 , tal que
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W = (Wq, Wy, ..., Wg), Onde w; = cor do quadrado n° 1; w, = cor do quadrado n° 2; ... ;
wg = cor do quadrado n°® 9.

Para efeito de facilitacdo dos célculos, as vezes serdo representados 0s vetores como
uma matriz coluna de ordem 9 x 1. Por exemplo, o vetor w acima podera ser escrito como

segue:

s = =

A cor branca em cada quadrado sera representada pelo 0, assim como a cor preta sera
representada pelo 1.

O toque em cada um dos quadrados sera representado por vetores em Z3. Entdo, a
mudanca de cor provocada pelo toque em algum quadrado sera representada pela componente
1. Sendo, a componente sera igual a zero.

Desse modo, fazendo:

a = acdo do toque do quadrado 1 sobre todos os quadrados;
b = acdo do toque do quadrado 2 sobre todos os quadrados;

¢ = acdo do toque do quadrado 3 sobre todos os quadrados;

i =acdo do toque do quadrado 9 sobre todos os quadrados,

tem-se:
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Como 2 é primo, entdo Z3 é um espaco vetorial sobre Z,. Novamente a comutatividade
da adicdo é garantida, ou seja, tocar os quadrados 3 depois 5, por exemplo, € 0 mesmo que

pressionar os quadrados 5 e depois 3. Fato, pois, em Z3 ,

a+b=b+a.

Raciocinio semelhante faz-se quanto ao numero de vezes que um quadrado precisa ser
tocado: pressionar um numero par de vezes qualquer quadrado equivale a nao pressiona-lo;
pressionar um numero impar de vezes qualquer quadrado equivale a pressiona-lo uma Unica

vez. Logo, qualguer um dos quadrados, se tocado, sera uma Unica vez.

Primeiramente resolve-se o problema usando apenas 0s conhecimentos sobre sistemas

lineares.

Chamando de x o vetor solugdo do problema, onde X = (x4, X3, ..., X9 ), X; € Z,, X; € O
nimero de vezes que cada interruptor i sera acionado (i = 1, 2, 3, ..., 9). Partindo da
configuracdo s, uma configuracdo inicial qualquer da cor dos quadrados, e sendo t a

configuracdo final desejada, tem-se:

S+x;.a+x, . b+x;.c+x, . d+xs.e+x,.f+x,.0+x3.h+x.i=t &
Xp.a+xy,.b+x3.c+x,.d+txs. e+ x5.f+x;,.0+xg. h+xg.1=t-5 <

Xp.a+x,.b+x3.c+x,.d+xs. e+ x5.f+x;,.0+txg. h+txg.i=t+s 2
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O problema tem solucéo se, e somente se, o sistema representado pela equagao (2) for
um Sistema Possivel (SP). Isto é equivalente a dizer que o vetor t + s € uma combinacao
linear do conjunto de vetores B={a, b, c,d, e, f, g, h, i}.

No caso em questdo:

w
1
P O O Ok, OO O -
—+
1
R T T e e T e =

e substituindo na equacdo (2), vem:
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Isso equivale a:

Xt x, + X4 =0
X1+t Xy +x3+ Xs =1
X, +x3 + Xg =1

xq + X4+ X5+ X7 =1
x, + X3+ Xxs + X, + X9 =0
x3 + X5 + Xg + X9 = 1

X4 + X7 + Xg =1

x5 + X7+xg+x9 = 1

X + Xg+x9 =0

Este sistema pode ser representado pela equagdo matricial

M.X:tl )

onde M4 € a matriz incompleta do sistema, ou matriz dos coeficientes, sendo suas colunas 0s

vetores a, b, c, ..., i. Ou sgja:

<

1
OO O O O - O F -
O O O O O O F F -
O O o, Pk O L = O
OO O kb O O kL O O Bk
O - O F Fk O kL, O
b O O b O O+ O O
O r B O L B OO o
P P P O O O O O O
P P, Ok B O O O O
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Os valores x e t4, onde t; =s + t, sdo, respectivamente:

X, 0

X, 1

X, 1

X, 1
X=X ; t;=|0
Xs 1

X, 1

X 1

| X | 10

Observe que como dim (Z3) é 9 e B possui exatamente 9 vetores, se B for L.I. entdo B
sera uma base para Zj e, portanto, 0 jogo sempre podera ser ganho e existira apenas uma tnica
sequéncia vencedora. Deve-se verificar se este € 0 caso.

Escalonando a matriz completa [M|t,] por linhas, tem-se:

11010000 0i0 11010000 0i0
111010000:1 001110000:1
011001000:1 011001000:1

| LpoLatLy '
100110010 0!1| s+ |010010100:1
101010101i0/5%% 0111101010 23
001011001:i1 0010110011
000100110:1 000100110:1
000010111:1 0000101111
00000101 1;0 0000010110
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E mais: como o nimero de

Aqui ja aparece a primeira parte desta questdo (a), pois como py

Teorema 2.4.5 (Teor. do Posto) garante que o sistema € possivel.

Isto também prova que o

incognitas também € 9, esse Teorema diz que o sistema € um SPD.

conjunto Aé uma base para Z5 . Para achar a solugéo Uinica continua-se reduzindo a matriz dos

coeficientes até sua forma escalonada reduzida, que serd a matriz identidade de ordem 9:
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Iy € a matriz escalonada reduzida por linhas da matriz M.

E, portanto, R
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Concluindo a resolucéo:

X{ =Xy =X4=X5=Xg=Xg=Xg=0
e

X3=x7;=1

Ou seja, o vetor solucdo é x =(0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0), que equivale a tocar apenas 0s

quadrados 3 e 7.

(b) Dos argumentos da parte (a) acima, ja se sabia que o jogo tem sempre solugdo
independente das condicdes iniciais pois qualquer vetor de Z3 serad sempre uma combinag&o
linear de uma base. Mas, sera provado este fato independentemente dos conceitos da algebra
linear. Seja t;=s + t, onde s € uma configuracgéo inicial qualquer e t uma configuragéo final
qualquer. Como a matriz completa [M|t,] do sistema possui uma coluna a mais que a matriz

M dos coeficientes, e ambas possuem 9 linhas, entdo py, < py¢, < 9. Como foi visto no item

(a) acima que py, = 9, segue que py = pue,= 9. Logo, pelo Teorema 2.4.5, tem-se o resultado.

Observacdo: Quando a atividade proposta recai em um sistema cuja matriz dos coeficientes é
uma matriz quadrada, pode-se usar o determinante como ferramenta, principalmente quando o
determinante é diferente de zero. Por exemplo, na atividade 4 acima, tem-se que det (M) = 1
€ Z,, disto segue imediatamente que:

- O sistema é um SPD;

- O conjunto A& dos vetores coluna de M forma uma base para Z3 ;

- A matriz M é invertivel e, portanto, a solugdo Unica do sistema linear M.x = t4

é dada por x = M~t;.

4.5 Atividade 5

Considere uma variacdo do quebra-cabecas dos nove quadrados. O jogo € como descrito
na atividade 4, exceto que ha trés estados de cores possiveis para cada quadrado: branco, cinza

ou preto. Os quadrados mudam de cor, como mostra a figura 11, mas agora as mudancas de



68

estado seguem o ciclo branco — cinza — preto — branco. Mostre como a configuracdo

vencedora toda preta pode ser obtida a partir da configuracao inicial mostrada na figura 12.

Figura 12 — O quebra-cabeca
dos nove quadrados com trés
estados.

Fonte: Poole, 2004.

Solucéo:
Este problema sera resolvido dentro do espaco vetorial V= M5,5(Z3) das matrizes de

ordem 3 x 3, com entradas sobre o corpo Zs, pois cada quadrado apresenta trés estados de cores.
Como V possui dimenséo 9, poderia ser considerado no espago vetorial Z3 , analogo a atividade

4, via o isomorfismo T, onde:

8, &, aj

: 9 _
T:V — Zztalque T||a, a, ay|| =(ai1, a2, 13, az1, A2z, Az3, A31, A32, A33) -

8y 8y Ay

Considere M; como a matriz que representa o toque do quadrado i sobre todos os
quadrados, onde i =1, ..., 9. O vetor solucdo do problema é o vetor x = (x4, x5, ..., X9 ),
x; € Z3, onde x; € 0 nimero de vezes que cada interruptor i serd acionado. Representando por
0 a cor branca, por 1 a cor cinza e por 2 a cor preta, chamando de s, a configuracéo inicial da

cor dos quadrados, e sendo t a configuracao final desejada, precisa-se resolver:

S+xy .My +xy My +x3.Mg+x,.My+x5. Mg+ xg. Mg+ x7 . My+ xg . Mg+ x9 . Mg =1t



Ou ainda:
X1 .My +xy . My+x3.Mz+x,. My +xg.
Substituindo, vem:
1 10 111 0 1
x./1 1 Oj+x,.|0 O[+x3.(0 1(+2x,.
0 0O 0 0O 0 0
0 01 0 0 0 0O
+x6./0 0 1|{+x,.|1 O|+xg.|0 0|+ xg.
0 01 1 0 111
2 2 2 2 20 0 0 2
2 2 2| -1110=|11 2
2 2 2 2 01 0 21
Desenvolvendo:
X, + X, + X, X, X, + X5 + X X, + X3+ Xg

X+ X, + X + X,
X, + X + X

XX +X+X+X X +X+X+X | =

Xs + X, + X5+ Xg Xg + X5+ X

100
1 0 O|+xs.
100

0 0O
01 1=
0 11
0 0 2
1 1 2], istoé:
0 21

=0

=0

=2

=1
Xg=1
Xg = 2

=0

0
1
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Ms+ xg . Mg+ x7 . M7+ xg . Mg+ xg . Mg =1—S



70

=2

X7+ Xxg + Xg

x5+

=1

Xg t Xg

Xg t

Este sistema pode ser representado pela equacao matricial

M.X:tl

onde Moy € a matriz incompleta do sistema, ou matriz dos coeficientes. Note que, embora a

matriz M aparente ser a mesma que a matriz incompleta da atividade 4, aquela possui entradas

em Z,. Entdo, fazendo o escalonando da matriz completa [M|t4], vem:

oM
%\—,
~
~
T
O O N 1 1 N O N i
O O O O 1 14 O +d <
O O O O O O 1 «
O O O «+f 1 O «+d € O
O O «1 O O «1 O O «
O 1 O «+H 1 1 O 1 O
— N O O N O « O O
O v+l 1 O «+ 1 O O O
- O <« N N O O O O
_100000000
- -
TTT
N ¥ ow
=N
T11
N+
~_N =
T
O O N 1 1 N O N
O O O O «+d 1 O «— «d
O O O O O O 1 «
O O O 1 1 O +d «+d O
O O «1 O O «1 O O «l
O 1 O o o 1 O «+d O
- O O « O O «+H O O
O 1 =1 O 1 1 O O O
= 1 4 O O O O O O
T 1 O -+ 4 O O O O

Mm MmN mnm
_N a3
+ 1T+
- N ¥ 1n 0
~N a3
TTTT T
- N ¥ 1n 0
_N
[
— N O O O N O N <
O OO0 O dA dA O A d
©O O OO0 0 O «A «d -
©O OO0 d d o d - o
N d 0 d d d o o d
O O d dd d o d o
- O N O N O +d O O
N A4 +d 4 N d O o o
O 4 O 0o o o o o o
—+ ©O 0o 0o o oo oo
N N N
~N
I+ +
- ¥ un
N3
T
- % wn
~_N =
[
O N O A4+ N O N o
O OO0 O d d o A d
O OO0 o0 o0 o dA - d
O OO0 d d o d - o
O 4 0O oo do o d
O O d ddd o d o
" O N O N O +d O O
O 4 +H O d+d o o o
— 4 O N N O O o o
- O O O ©O ©o o o o
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mn n wmn wn
~N
+ 1+ +
- N ™M
N
T
- N M
~_N
[
- N O OO N O N o
O OO0 O d dA o A d
O OO0 oo o dA A o
O N d 4 O N O +d O
N O d 4 OO0 N O o
A N 4 O N O O +d O
©O O O 40 O o o o
©O O 40 o0 o o o o
O 4 O 0O o o o o o
~+ © o oo oo oo
¥ ¥FTFT T
~N o]
L+ 1 01
N M 1N O
~N o 3]
TT7T1T1
N MmO~
NN
[
— N O OO N O N H
O OO0 O d dA O HA d
©O O OO0 O O «HA A -
O 0O d d o d - o
N d 0 d d d o o -
- N 4 O N O O +d O
O d N d d dd o o
O O 40 o o o o o
O 4 O 0O o o o o o
- O O O O o o o o

© O Vv O
~N 33
I+ + +
- oM ¥ o
~ 3 33
T
-m T
~_N
I 1
— N O O OO N N o
o N 4 O 4 O 4 N H
O OO0 0o d o A
O N d d O o N +d4 O
N O 4 4 O N O o d
O O OO0 N O o o o
©O OO 4O o o o o
O O 40 o o o o o
O 4 O 0o o o o o o
— © © 0o o oo o o
~
%%
0
~
I 1
— N O OO N O N o
o N 4 O d d O N -+
©O O 00 O O A «A -
O N dd O N O +d O
N O 4 4 0 o N O d
O O OO N O o o o
©O OO0 4O o o o o
O O 40 o0 o o o o
O 4 O 0 o o o o o
- O O O 0O 0o o o o

L1—>L1 +L8

L4—>L4—L8

10000002 1i1

010000001§o

0 0O1 00 O0OI1 2;2L3_)L3_L8

0001000 1 1;2|iLe-r
0000200 0 102kt

0000020 10i0

00000020 1:2

00000001051

000O0O0O0GO021;1

LZ _)LZ —L7

L3 —>L3 +L7

L4—)L4_ +L7

L8 —)Lg +L7

1000000 2 1!1]

01000020252

0010001110

0001001100

0000200010

0000020 10i0

00000020 1:2

00000011252

0000O0O0OO0O 2 1i1)
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L7—>2L7
A—

1000000000
01000000 O0:1
00100000O0TO0:0

00010000 0;2]-u
0000200001

0000020002

00000O0200:0

00000001051

000O0O0OO0UO01;2

Li—Li—Lg
Ly—>Ly—Lg

L3 —)L3 +L9

L4—)L4 _Lg

Lg—Ls—Lg

L7—L7—Lg

1 0000O0O0CO0T1i2

01000000 1:0

00100000 2il

00010000 1i1

00002000T10
0000020002

00000020 1i2

00000001051

000O0O0OO0O01;2

10000000 O0i0
010000000O0i1
00100000 O0:0
0001000002
00002000TC0:i1
00000100 O0:1

00000010 0:0

00000001051

000O0O0OO0OUO1;2

Como 2xs = 1, entdo x5 = 2. Entdo, os valores séo:

x; =0

Xy = X3 =

=1

Xy = Xg = Xg

X4 = X5=Xg=2

0,1,0,2,2,1,0,1, 2), que equivale a tocar os quadrados 2, 6 e

ou seja, o vetor solucdo é x

8 uma vez e os quadrados 4, 5 e 9 duas vezes, em qualquer ordem.
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CONCLUSAO

A ideia central deste trabalho foi apresentar uma ferramenta Gtil para impulsionar o
estudo de Matrizes e Sistemas Lineares. Para isto, inicialmente pensou-se na construcéo de
material concreto do Sistema de Lampadas descrito no capitulo 3. Devido ao alto custo do
material e tendo como intencdo que este possa ser reproduzido sem grande custo, optou-se pelo
Jogo de Cartas, como descrito na Atividade 1.

Os principais aspectos historicos abordados no capitulo 1 visam fornecer ao leitor
alguns dados para, caso queira, mostrar aos alunos como se deu o desenvolvimento dos
principais contetdos aqui estudados. A tecnologia de que dispomos, apesar do grande
desenvolvimento durante o século XX, vem sendo construida h4 milhares de anos. Sob esse
olhar, os avancos cientificos em cada geragdo s6 fazem sentido se puderem ser transmitidos a
outras geracdes. As vezes, saber como o conhecimento que esta sendo visto em sala de aula
chegou até cada um motiva os alunos a uma frequéncia maior nos estudos. O conforto que
encontram na manipulagdo de seus aparelhos retrata longos e continuos anos de estudos de
muitos.

O referencial tedrico descrito no capitulo 2 utiliza uma linguagem ndo totalmente
adequada aos alunos do Ensino Médio. Entretanto, foi pensado para aprofundar ou recordar o0s
conhecimentos dos docentes que se interessarem em utilizar este trabalho em sala de aula.

As atividades desenvolvidas no capitulo 4, assim como o capitulo 3, utilizam
congruéncia médulo 2 ou mddulo 3. Essas, por envolverem apenas numeros inteiros,
possibilitam que o estudo inicial de Matrizes e Sistemas Lineares seja mais atraente para 0s
alunos. Optar por trabalhar com o Teorema do Posto foi, antes de tudo, estratégia para agilizar
0 escalonamento das matrizes, uma vez que este precisaria ser feito, para encontrar as solucoes
dos problemas. E, como todo bom problema matematico, essas atividades ndo tém uma Unica
forma de serem resolvidas.

Quanto ao que foi descrito na atividade 1, espera-se que as demais atividades possam
ser trabalhadas com o uso de material concreto adequado.

E importante ressaltar que este trabalho ndo pretende direcionar como o leitor deve
conduzir sua préatica docente. Até porque alguns contetdos relativos ao estudo de Matrizes e
Sistemas Lineares ndo foram aqui trabalhados. Mas espera-se que seja uma contribuigdo

positiva para um estudo preliminar destes assuntos.
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Por se tratar de um trabalho teérico, apesar de pensado na pratica em sala de aula,
conforme cada atividade for aplicada, modificacdes surgirdo. Melhorias ja encerram em si 0
seu proprio significado. Afinal, nada em Matematica € estatico. Ela esta em crescente

movimento, sujeita as necessidades dos individuos. Esta em toda parte, onde quer que Vocé Va.
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