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RESUMO

LEAL, J. Teoria dos conjuntos e o axioma da escolha, 2016, 76 f. Dissertacéo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Profmat) — Instituto de
Matematica e Estatistica — Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2016.

O presente trabalho € um breve estudo sobre a teoria dos conjuntos,
destacando uma linha histérica de acontecimentos que culminaram na criacdo do
sistema axiomatico ZFC. Mostra-se a importancia de definir o que sdo conjuntos
fazendo-se ver e que a definicdo informal existente até o inicio do século XX néo era
capaz de produzir uma matematica coerente. Para isso sdo descritos alguns
paradoxos provocados por ingénuas definicbes até entdo utilizadas. Dentre os
axiomas do sistema axiomatico ZFC, que propde o estabelecimento de regras bem
especificadas para a formacdo dos conjuntos, destaca-se o axioma da escolha. No
trabalho apresentamos o contexto histérico em que o surgimento do axioma da
escolha esta inserido, a definicdo, as equivaléncias e os paradoxos gerados
(mencionados). Completa o trabalho uma aplicacdo em sala de aula baseada em
conceitos que surgiram no desenvolvimento deste, como paradoxos, axiomas e
infinito. O publico alvo foram os alunos do Neja (mdédulos 3 e 4) do Colégio Estadual
Natividade Patricio Antunes - Nova Iguacu — Rio de Janeiro. O objetivo desta
aplicacéo foi apresentar os referidos conceitos, pouco explorados no ensino médio,
através de uma linguagem acessivel e analisar estatisticamente o conhecimento dos
alunos antes e depois da sequéncia didatica proposta. Apesar da dificuldade dos
alunos em interpretacdo e redacdo houve uma melhora significativa com relagéo a

compreensao dos conceitos propostos.

Palavras-chave: Conjuntos. Sistema Axiomatico. Paradoxos. Infinito. Axioma da

Escolha.



ABSTRACT

LEAL, J. Theory of sets and the axiom of choice, 2016, 76 f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional Profmat) — Instituto de
Matematica e Estatistica — Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2016.

The present work is a brief study on the theory of sets, highlighting a historical
line of events that culminated in the creation of the ZFC axiomatic system. It is shown
the importance of defining what sets are made visible and that the informal definition
existing up to the beginning of the twentieth century was not capable of producing a
coherent mathematics. For this, some paradoxes caused by naive definitions
previously used are described. Among the axioms of the axiomatic system ZFC,
which proposes the establishment of well-specified rules for the formation of sets, the
axiom of choice stands out. In the paper we present the historical context in which
the emergence of the axiom of choice is inserted, the definition, the equivalences and
the generated paradoxes (mentioned). The work completes a classroom application
based on concepts that have emerged in the development of this, such as
paradoxes, axioms and infinity. The target audience was the Neja students (modules
3 and 4) of the State College Natividade Patricio Antunes - Nova Iguacu - Rio de
Janeiro. The purpose of this application was to present these concepts, little explored
in high school, through an accessible language and to analyze statistically the
students' knowledge before and after the proposed didactic sequence. Despite the
difficulties of the students in interpretation and writing, there was a significant

improvement in relation to the understanding of the proposed concepts.

Keywords: Sets. Axiomatic System. Paradoxes. Infinite. Axiom of Choice.
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INTRODUCAO

A Teoria dos Conjuntos, como conteudo do ensino fundamental e médio, foi
abordada de maneira massiva no Movimento educacional da Matematica Moderna
das décadas de 60 e 70. Como esse conteudo estava atrelado a um movimento cujo
curriculo era alvo de muitas criticas, a Teoria, juntamente, foi estigmatizada. Kline

(1976), pesquisador em educacéo cita que:

“Até entdo o mais enfatizado entre os novos tépicos é a teoria dos
conjuntos. Este assunto é agora ensinado a partir do jardim da infancia
como se os estudantes morressem de fome, pelo menos mentalmente, se
nao tiverem essa dieta.(...) Os proponentes da matematica moderna
justificam a énfase nos conjuntos baseados em varias razfes. A primeira é
gue se trata de um conceito basico da matematica. (...) A segunda, € que 0
conceito de conjunto unifica varios ramos da matematica”

(KLINE, 1976, p. 108)

O objetivo do Movimento era renovar o ensino da Matemética pela introducéo
de topicos relacionados as recentes descobertas matematicas do século XIX e XX
no ensino fundamental e médio, como a algebra e a topologia e também a Teoria
dos Conjuntos, através da massificacdo de simbolismos matematicos inclusive. Na
verdade a Teoria dos Conjuntos foi um alvo maior de criticas pelo fato do Movimento
da Matemética Moderna realmente ter dado importancia em exagero ao tema.

Entendendo que a Teoria dos Conjuntos ndo deve ser deixada de lado por um
erro de estratégia educacional Matematica de décadas passadas e reconhecendo
suas contribuicbes para o desenvolvimento da Mateméatica e de conceitos logicos
tdo importantes para a formacao dos alunos, esse TCC se propde a estuda-la, ainda
que brevemente. O foco serdo o0s aspectos histéricos interessantes do
desenvolvimento da Teoria além da observacdo de alguns conceitos que ela traz a
tona, temas pouco explorados nos curriculos do Ensino Médio da rede publica de
ensino, especialmente em turmas de NEJA, modulos 3 e 4, do Colégio Estadual
Natividade Patricio Antunes, em Nova Iguacu, Rio de Janeiro.

Um estudo sobre funcao de escolha e Axioma da Escolha, nos capitulo 2 e 3
levara o leitor docente a se perguntar se os seus alunos também nado poderiam
compreender conceitos como paradoxo e infinito ja que até mesmo um assunto tao
sofisticado como o Axioma da Escolha pode ter sua esséncia abordada de maneira
intuitiva e leve. Mas vale ressaltar que o simbolismo l6gico e abordagens

matematicas um pouco mais extensas ndo foram deixados de lado.



1 AXIOMATIZACAO DA TEORIA DOS CONJUNTOS: UMA ABORDAGEM
HISTORICA

1.1 Definicdo de Conjuntos

A inclinacdo natural que as pessoas possuem de compreender conjuntos
como sendo uma aglomeracdo de objetos ou individuos € oriunda de sua
capacidade intuitiva de relaciona-los de acordo com suas propriedades inerentes.
Assim ao observar um enxame de abelhas, uma manada de bois, ou ainda, um time
de futebol, o ser humano desenvolve a ideia de agrupamento, ou melhor, de
conjunto.

Em uma perspectiva matemética, conjuntos ndo poderiam ser estritamente
tratados como objetos do mundo real (abstracbes da natureza), como cadeiras,
animais ou planetas; sobretudo quando nos propomos a “estudar numeros” como
salientou Hrbacek e Jech (1984, p. 1, traducdo nossa), “eles (0s conjuntos) séo
criados pela nossa mente, ndo pelas nossas maos”.

Historicamente, foi o matematico alemdo Georg Cantor (1845-1918) o
responsavel por introduzir as noc¢Ges primordiais da teoria dos conjuntos,
inicialmente uma teoria considerada “ingénua” como veremos mais adiante. Com o
desenvolvimento da teoria dos conjuntos, sobretudo entre o final do século XIX e
meados do século XX, diversas areas da Matematica sofreram influéncia de tal
forma que Halmos (2001) afirma que “Os matematicos concordam que todo
matematico deve conhecer alguma coisa de teoria dos conjuntos; o desacordo
comeca ao tentar decidir o quanto deve ser.”

Sendo uma teoria de fundamental importancia, tornava-se impositiva uma
definicdo do que seria um conjunto ou, pelo menos, quais seriam suas nocodes
primitivas, ja que a adocdo deste conceito seria fundamental para definir os demais
conceitos oriundos do desenvolvimento desta teoria.

Interessado pelos conceitos de continuidade e infinito da Teologia Medieval
(IEZZI, voll, pag 18-A,1977), atraido pela Andlise e tendo estabelecido uma
hierarquia para conjuntos infinitos, Georg Cantor definiu conjuntos da seguinte

maneira: “Por conjunto entenderemos qualquer colecdo numa totalidade M de
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objetos distintos, produtos de nossa intuicdo ou pensamento”. Assim, a noc¢éo de
conjunto, segundo Cantor, € puramente intuitiva, uma vez que consiste numa
abstracdo da natureza construida pela mente humana. A definicdo de Cantor néo é
precisa, pois pressupde que o vocabulo “cole¢do” seja compreendido de antemao
pelo leitor como sinbnimo de conjunto, Nno entanto essa percepc¢ao conceitual era a
Unica descrita até entdo.

Apesar de Cantor ter exposto muitas de suas ideias sobre conjuntos de
maneira brilhante, alguns matematicos passaram a encontrar e a apontar
contradi¢cbes, verdadeiras e insollveis, chamadas de paradoxos. Esses paradoxos

poderiam de alguma forma invalida-las.

1.2 Paradoxo de Cantor

Antes de abordarmos o Paradoxo de Cantor é necessario enunciar o seguinte

teorema, batizado com o seu nome:

Seja A um conjunto e g(A) o conjunto das partes de A4, entdo # A < # g (A).

Para demonstrar este teorema basta provar que se A € um conjunto e g(4) o
conjunto das partes de A entdo ndo existe uma funcdo f:A — g(A) que seja
sobrejetiva. Lembre-se que uma funcdo g:D — I é sobrejetiva se, para todo y € I,
existe x € D tal que g(x) = y.

Demonstracgéo:

Se o conjunto A = @ o teorema esta provado, pois # A =0 e # p(A) =1 uma
vez que (A) = {0} € o conjunto unitario cujo o Unico elemento € o conjunto vazio.

Considerando agora A # @ e supondo que existe uma funcéo f: A — g(4) ,
entdo, necessariamente, ela ndo é sobrejetiva.

De fato, para que a funcéo f seja sobrejetiva € necessario que:
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(VX € p(A))@k e Af (k) =X . (1)
Como precisamos provar que f ndo € sobrejetiva, devemos provar a negagéo

de (1), isto é,

(3X € p(A)(Vk € A)f (k) # X (2)

Para tal, deve existir um subconjunto X de A em que

vk(k € A= f(k) #X), ()

ou seja, temos que definir um conjunto X < A que nao seja imagem da fungéo f. O

conjunto X seria definido da seguinte maneira

X ={x €A e} )

constituido pelos elementos de A que satisfazem a propriedade ¢, sendo ¢(x) uma

propriedade que caracteriza X tal que:

Vx(x EXox EAA(/)(X)) (5)
Uma condicdo para que X atenda a propriedade ¢ é que:

Vx(xEX o x€Anrxg f(x)) (6)
ou seja,

X ={x€Alxe f(x)} (7
Agora, mostremos que para um k qualquer:

X=f(k)= ke A (8)
De (7) e (8) vem que:

X={xeAlxe f()} = f(k) 9)
Logo

Vx(x € f(k) ©x€Arxeg f(x)) (20)
Parax =k

kef(k)okeAnke f(k) (11)
Denominando as sentencas acima por:

P:kef(k)eQ:keA (12)
reescrevemos (11) da seguinte forma:

P & Q AP (13)
como

(P QaA=P) =0 (14)

€ uma tautologia, chegamos a seguinte implicagao:
ke A (15)
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Como utilizamos um k qualquer, temos que Vk(X = f(k) = kg A), 0 que
demonstra a impossibilidade de a funcdo f:A — g(A) ser sobrejetiva e, obviamente
nos leva a concluir que # A < # g (A), provando, assim, o Teorema de Cantor.

De que maneira entdo o Teorema de Cantor participara da identificacdo de
um paradoxo existente na definicAo de Conjunto, definicdo esta dada pelo proprio
Georg Cantor e enunciada na segao 1.17?

Baseando-nos na definicdo de Conjunto dada por Cantor € concebivel admitir
a existéncia de um conjunto U constituido por todos os conjuntos, ou seja, um
conjunto U de todos os conjuntos que pudessem ser considerados. Como o0 conjunto
U também deve ser considerado, ele deveria ser um elemento dele mesmo, ja que
sua existéncia foi previamente admitida. Sendo U um conjunto concebivel entdo
deve existir um conjunto das partes g(U) que, pelo Teorema de Cantor, leva-nos a
# g (U) ># U, provocando uma contradicdo, ja que admitimos U como sendo o
conjunto Universal, ou seja, o conjunto de todos os conjuntos. Esta abordagem é

conhecida como o Paradoxo de Cantor.

1.3 Paradoxo de Russel

Em 1902, Bertrand Russel (1872-1970), filbsofo e matematico inglés, declarou
a existéncia de uma contradicdo ao se admitir a existéncia de um conjunto de todos
0os conjuntos. A declaracdo de Russel colocou alguns matematicos em uma
incbmoda situacao, uma vez que seus trabalhos, alguns em andamento e outros ja
concluidos, estavam fundamentados na existéncia do referido conjunto. O
matematico alemao Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925), um dos principais
criadores da logica matematica moderna, verbalizou sua consternacédo da seguinte
forma: “nada mais indesejavel para um cientista do que ver ruir os fundamentos do

edificio, justamente no momento em que ele esta sendo concluido”.
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Bertrand Russel apontou que a possibilidade admitida por Georg Cantor da
existéncia de um conjunto de todos 0s conjuntos provocaria a seguinte pergunta:
Pode um conjunto pertencer a si mesmo? Essa indagacéo se justificaria, uma vez
que o conjunto universal admitido por Cantor deveria englobar todos os conjuntos,
inclusive ele mesmo.

Para Russel um conjunto pode ou ndo pertencer a si mesmo. Assim definiu W
como o conjunto de todos os conjuntos que ndo pertencem a si mesmo, isto é,
W = {X| X ¢ X}. Pergunta: W pertence ou ndo a si mesmo? Se W nao pertence a
W, entéo, pela definicAo de W, W pertence a si mesmo. Além disso, se W pertence
a W, entéo, pela definicdo de W, W nédo pertence a si mesmo. Estamos diante de
um paradoxo, que surgiu da consideracdo do conjunto W de todos os conjuntos que
Nao pertencem a Si mesmos.

Ap0s a divulgacao desse paradoxo em 1902 caiu por terra a ideia, vigente até
entdo, de que sempre seria possivel, através de qualquer propriedade em comum,
relacionar objetos para formar um determinado conjunto e também a assertiva de
que sempre existiia o0 conjunto de conjuntos que satisfizessem uma dada
propriedade P, qualquer que fosse a propriedade P.

Para ilustrar seu paradoxo, Russel o comparou ao paradoxo popular descrito
a sequir:

Certo homem é o Unico barbeiro da cidade onde mora, ele tem como critério
de trabalho fazer a barba apenas dos homens, desta cidade, que ndo barbeiam a si

préprios. Pergunta: Quem barbeia o barbeiro?

Figural - O paradoxo do barbeiro

(b)
Legenda: (a) Quem o barbeiro barbeia?; (b) Quem barbeia o barbeiro?
Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=VIoY6dYS6LU. Acesso em: 16 set. 2015



14

Esta seria a questdo paradoxal, uma vez que as Unicas op¢des do barbeiro
seriam:
1° opcéao - Fazer a propria barba.
2° opcao — Procurar o barbeiro da cidade para fazé-lo.

Essas opcdes seriam invalidas uma vez que, se o barbeiro fizer a propria
barba (1° opc¢éo) ele estar4 fazendo a barba de um morador (ele mesmo) que
barbeia a si proprio, o que nao deve ser feito pelas regras descritas inicialmente,
acarretando a primeira contradicdo. Por outro lado, se o barbeiro desejar nédo fazer a
propria barba ele se tornard um morador que nado faz a propria barba, e todos os
moradores que ndo fazem a propria barba sdo barbeados pelo Unico barbeiro da
cidade, tornando o desejo do referido profissional uma impossibilidade.

Indagar se o conjunto W, W = {X|X ¢ X}, descrito por Russel, pertence ou
nao a si mesmo nao constitui em si uma contradicdo. Um exemplo de conjunto que
seria elemento de si mesmo seria 0 conjunto das ideias abstratas (Avila, 2000): o
conjunto dessas ideias seria uma ideia abstrata e, portanto, ele seria elemento de si
mesmo. Por outro lado o conjunto de todos os gatos ndo é um gato e, portanto, ndo
pertenceria a si mesmo. Como foi dito anteriormente, Bertrand Russel compreendia
bem estas possibilidades.

O problema se encontra no fato de que nao existiria um conjunto capaz de
satisfazer a definicdo de W, exceto quando consideramos o0 axioma da existéncia do
conjunto vazio, visto mais adiante. De acordo com Hrbacek e Jech (1984, p. 3,
traducdo nossa), “ndo existe um conjunto cujos membros seriam precisamente 0s
conjuntos que ndo sao elementos de si mesmos”. Definir um conjunto através de
certa propriedade ndo assegura a sua existéncia, assim como definir um ser
extraterrestre nao prova que ele existe. Com este paradoxo, Frege viu sua tentativa
de formalizar a légica e a teoria dos conjuntos através da matematica ruir, pois em
sua teoria uma sentenca légica seria capaz de definir um conjunto ao descrever as
propriedades que caracterizam seus elementos.

Mais a frente vemos como Ernst Zermelo com o seu axioma da especificacao

ajudou a evitar tais paradoxos.
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1.4 Axiomatizagdo de Zermelo-Fraenkel

1.4.1 A necessidade de axiomatizar a teoria dos conjuntos

O paradoxo de Russel mostrou que a definicdo informal de conjunto existente
até o inicio do século XX ndo era capaz de produzir uma matematica coerente.
Desse paradoxo surgiu a seguinte indagacdo: “Quais seriam as propriedades
capazes de definir um conjunto?”.

Com o0 objetivo de justificar os raciocinios intuitivos utilizados até entéo,
alguns matematicos se engajaram na tarefa de estabelecer, em primeiro lugar,
proposicdes iniciais, consideradas evidentes por si mesmas, que dariam alicerce a
uma Teoria dos Conjuntos (PAIVA, 2013), de maneira que as regras para formacao
de tais objetos, denominados conjuntos, estivessem bem especificadas. E com base
nessas proposicoes, demonstrar todas as outras. As proposi¢cdes evidentes por Si
mesmas sao hoje designadas, indiferentemente, “postulados” ou “axiomas”. E
dizemos: havia uma necessidade de “axiomatizar” a teoria. O intuito seria gerar um
encadeamento logico-dedutivo em que um numero reduzido destas proposicdes e
defini¢cdes iniciais bastaria para demonstrar, uma ap0s a outra, todos os teoremas
que se seguiriam.

Trés matematicos contribuiram de maneira mais efetiva para o
estabelecimento de um sistema axiomatico da teoria, composto por 10 axiomas. Sao

eles: Ernst Zermelo, Adolf Fraenkel e Von Neumann. Observe a ilustragéo a seguir:
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Figura 2 — Autores da teoria

Ernst Zermelo Adolf Fraenkel Von Neumann

(1871-1953) (1891-1965) (1903-1957)

| i ]

1 1 1
Zermelo apresenta Fraenkel acrescenta a Von Neumann
uma colecdo de 8 axiomas. €steés o Axioma da Troca acrescenta o

) ou da Substituic&o. Axioma da
Fundacao.

Fonte: Montada pelo autor, 2016.

De acordo com Avila (2000, p. 10), “Ernst Zermelo (1871-1953) foi um dos
matematicos que mais sucesso teve nesse empreendimento de axiomatizar
devidamente a teoria dos conjuntos”. Para Ernst Zermelo, a teoria criada por Cantor
e Dedekind poderia ser deduzida por oito axiomas propostos por ele. Entre os 8
axiomas apresentados por Zermelo se encontra o Axioma da Escolha, cuja
aceitabilidade entre os matematicos da época sera discutida posteriormente. Como
as maiores contribuicbes se devem a Ernst Zermelo e Adolf Fraenkel, o sistema
axiomatico € denominado por Teoria ZF (devido as iniciais dos sobrenomes), o ainda
ZFC se considerarmos a adocdo do Axioma da Escolha (Axiom of Choice, em
inglés).

Segundo FARJADO :

Ha trés tipos de axiomas no sistema de Zermelo-Fraenkel. Alguns axiomas,
- 0 axioma do vazio e o axioma da infinidade — garantem a existéncia de
conjuntos bem especificos. Outros axiomas — do par, da unido, das partes,
da escolha, da separacdo e da substituicdo — nos permitem construir
conjuntos a partir de outros. Ha outros dois axiomas — da extensdo e da
regularidade — que nos dizem a respeito da natureza dos conjuntos,
ajudando-nos a entender o seu significado. (FARJADO, 2012, P.149)

Outros sistemas axiomaticos também foram bem sucedidos, como por
exemplo, os sistemas de Von Neumann-Bernays-Godel e de Morse-Kelley, que sdo

chamados de NBG e MK, mas n&o nos aprofundaremos em tais sistemas.
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1.4.2 Axiomas da teoria ZFC

Os axiomas a seguir serdo apresentados em linguagem de primeira ordem,
contendo apenas o simbolo ndo légico €, relativo a pertinéncia. O responséavel por
apresentar os axiomas na referida linguagem foi o matematico noruegués Thoralf
Skolem (1887-1963). E de fundamental importancia, para um leitor habituado
apenas com os livros de ensino médio, entender que nos axiomas a seguir 0S
conjuntos serdo os elementos a que as variaveis (representadas com letras latinas
mindsculas) se referem. Facilitando o entendimento, para a expressdo x €y,
diremos que x é um elemento do conjunto y, ainda que x também seja um conjunto
(Bianconi, 2011).

Sao eles:

(ZF1) Axioma da Extensdo ou Axioma da Determinagao:

VxVy(Vz(zEx o zE€Y)>x=1Y)

Dois conjuntos que tenham os mesmos elementos sdo o0 mesmo conjunto. O
tamanho do conjunto, ou seja, a sua extensdo, seria determinada pelos seus
membros. De acordo com Bianconi (2011, p.41), “O axioma da extensionalidade, por
si s6, ndo pode garantir que exista algum conjunto. Por isso, precisaremos postular a
existéncia de alguns conjuntos, para construirmos outros a partir deles.”. O conjunto

vazio, por sua simplicidade, deveria ser o primeiro a ser considerado.

(ZF2) Axioma da Existéncia do Conjunto Vazio

AxVy-(y € x)

Existe pelo menos um conjunto que néo possui elementos. Tal conjunto é
denominado conjunto vazio e é designado por @. Esse conjunto é Unico segundo o
Axioma da Extensao, pois se considerarmos dois conjuntos vazios Ae B com A # B
entdo deve existir pelo menos um elemento de A que ndo pertenca B, mas isso € um
absurdo, visto que tanto A como B sdo conjuntos sem elementos. O conjunto vazio

pode ser definido por @ = {x € A:x¢x} , onde A é um conjunto qualquer fixado.
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(ZF3) Axioma da Separacédo ou da Especificagao.
VxVyVu(u ey o u€x A P(w))

Este Axioma nos diz que, para todo conjunto A (< x) e toda condigéo
(propriedade) S(< P), corresponde um conjunto B(<> y) cujos elementos sdo
exatamente aqueles elementos x de A para os quais S(x) é valida.

Seguindo o encadeamento l6gico a partir da teoria axiomética dos conjuntos,
mostra-se necessario, ao definir um conjunto B por uma propriedade, especificar
esse conjunto como subconjunto de um conjunto dado A (Axioma da Especificacao).
Portanto, ndo ha espaco para o paradoxo de Russel.

(ZF4) Axioma do Par
VxVydz(x Ez A y € z)

Dados dois conjuntos quaisquer, existe um conjunto a qual ambos pertencem.

(ZF5) Axioma da Unido

Vx3zVy(y €z e Ju(y Eu AN u € x))

Para toda colecdo de conjuntos (classe), existe um conjunto que contém
todos os elementos que pertencem pelo menos a um dos conjuntos da dada colecéo

de conjuntos (classe).

(ZF6) Axioma da Poténcia

vx3yvz(z €y & z € x) ou VxIy(y = p(x))

Para todo x existe um conjunto y formado por todos os subconjuntos de x. Se

X é um conjunto entdo a classe g(x) € um conjunto. Para todo conjunto, existe uma
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classe de conjuntos que contém como seus elementos todos os subconjuntos
possiveis da classe dada.
(ZF7) Axioma da Infinidade

Ix(@ € x A Vu(u € x > utt € x)

Seja u™! o conjunto sucessor de u. Existe um conjunto x tal que o vazio
pertence a ele, e se o conjunto u pertencente a x entdo ut! também pertence a x.

Um conjunto que possui as mesmas propriedades de x € chamado de conjunto

indutivo.

(ZF8) Axioma da Substituic&o (devido a Fraenkel)

VA(Vx € A,EI!y:P(x,y)) — 3AB,Vx € A, Aly € B:P(x,y)

Seja P(x,y) uma propriedade tal que para todo x existe um Unico y que
satisfaca P(x,y). Para todo conjunto A, existe um conjunto B tal que, para todo
X € A existe y € B para o qual P(x,y) é valida.

Seu nome é devido ao esquema de substituicdo, ou seja, se existe alguma

regra que associa a cada conjunto x que é elemento de A um Unico conjunto y (ou
seja, esta regra faz o papel de uma funcao) entdo existe um conjunto B (Unico, pelo

axioma da extenséo) cujos elementos sao estes y.

(ZF9) Axioma da Fundacéo (devido a Von Neumann)

Vx, x =0 - Ay(y €x A x Ny = 0))

Para todo conjunto x ndo vazio existe y €Ex tal que x Ny =@ . Todo
conjunto ndo-vazio € disjunto de pelo menos um de seus elementos. Este axioma
também é conhecido como Axioma da regularidade.

(ZF10) Axioma da Escolha
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Para compreender o axioma da escolha é necessario definir o que seria uma

funcdo escolha. Uma funcdo de escolha em uma familia S de conjuntos é uma
fungdo f com dominio S tal que, para todo conjunto nédo vazio X em S, f(X) é um

elemento de X.

O Axioma da Escolha é o enunciado:

VX, X % 0,3f - f(X)

Dado um conjunto X qualquer, formado de conjuntos ndo-vazios, entdo existe

uma funcdo que possibilita a escolha de um Gnico membro de cada conjunto de X,

independente do dominio ao qual esta inserido. Ou ainda: dada uma colecao de
conjuntos, € possivel formar um novo conjunto contendo exatamente um elemento

de cada conjunto da cole¢édo dada, Sanchis (2014).
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2 AXIOMA DA ESCOLHA

Neste capitulo utilizaremos “A” mailsculo e “E” mailsculo sempre que
falarmos do Axioma da Escolha e em alguns momentos utilizaremos apenas a

expressao “o Axioma” para nos remeter ao Axioma da Escolha.

2.1 Pano de fundo histérico

Para entendermos o contexto histérico em que o surgimento do Axioma da
Escolha esta inserido é necessario citar a participacdo do matematico aleméao David
Hilbert (1862-1943). Além de ser membro da Royal Society, David Hilbert conviveu
com 0s mais importantes matematicos do século XX, tendo a companhia de Ernst
Zermelo, como seu aluno, e John Von Neumann, como seu assistente, enquanto

lecionava na Universidade de Gottingen.

No ano de 1900, durante o Congresso internacional de Matematicos, em
Paris, David Hilbert propés uma lista de 23 problemas até entdo sem solucéo,
estando convicto de que as solucbes desses problemas poderiam delinear o
desenvolvimento do conhecimento matematico do século XX. O primeiro dessa lista
seria a conjectura de cantor sobre a hip6tese do continum, que diz: Nao existe
nenhum conjunto com mais elementos do que o conjunto dos nameros inteiros e
menos elementos do que o conjunto dos numeros reais. De acordo com David
Hilbert a veracidade desta conjectura s6 poderia ser elucidada com a prova de uma
proposicdo enunciada pelo proprio Georg Cantor, em 1883, para quem existiria um
Principio da Boa Ordenacao, onde qualquer conjunto poderia ser bem ordenado.

Um conjunto A é bem ordenado se cada subconjunto ndo vazio de A possui
um elemento minimo. O artigo do Professor Irineu Bicudo, “Histdrias paralelas: O V
Postulado de Euclides e o Axioma da Escolha”, publicado pela Revista Brasileira de
Historia da Matematica, Volume 5, descreve as definicbes de Cantor sobre conceitos

relacionados a conjuntos ordenados.

Ernst Zermelo, ex-aluno de Hilbert, estimulado em provar o Principio da Boa
Ordenacao, também conhecido como Teorema da Boa ordem, e ja tendo elencado
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seu sistema axiomatico para a teoria dos conjuntos, enuncia em 1904 o Axioma da

Escolha para embasar a sua primeira demonstracao.

A prova do teorema da boa ordenac¢éo poderia levar a elucidacao da Hipotese
do Continnum, o primeiro dos 23 problemas, pois conjuntos bem ordenados podem

ser comparados entre si.
Quiais conjuntos podem ser bem ordenados?

Hrbacek e Jech (1984, p.165, traducdo nossa), falaram sobre isso dizendo
que: “Curiosamente a questdao foi colocada desta forma posteriormente ao
desenvolvimento da teoria dos conjuntos”. Cantor teria considerado bastante 6bvio
que todo conjunto pode ser bem-ordenado. Uma demonstracéo intuitiva desse fato

seria:

1 Afim de bem ordenar o conjunto A, é suficiente construir um “mapeamento

um-a-um” (uma funcgéo injetora) de algum ordinal A para A.
Prosseguimos por recursao transfinita:

Seja a € A . Definindo:

£(0) = {algum elementode A, seA # 0
|l a , caso contrario
f(1) = {algum elementode A — {f(0)} se A —{f(0)}+ @
- a , caso contrario

Generalizando

f(a) = algum elemento de A — ran (f \'oc) se A —ran(fYa) =0
a , caso contrario
onde a expressao “ran” vem da palavra range que siginifica enfileirar ou listar em
inglés. Consideremos entdo que A —ran (f ra) seria 0 conjunto formado pelos

elementos que pertencem a A com excec¢ao daqueles que foram enfileirados por um

ordinal antecessor a «a.

Exemplificando
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Seja A ={{7, 8}, 10, {6,15},23}, ou seja, A # @. Temos pelo que foi definido que
3b; € A|b; = f(0). b é algum elemento de A, 1 <i<n(A)

Digamos que para b, = {7,8} tenhamos f(0) = {7,8}. Observe que:
A —{7,8} # @, 0 que nos leva, pela definicdo, a prosseguir para f(1) = 10, e ja que
A—{{7,8}} — {10} # @ prosseguimos f(2) = {6,15} e f(3) = 23 para onde:
A—{{78}} - {10} - {{6,15}} - {23} = @

Assim f(4) =a onde a é um conjunto que ndo estd em A.Temos que o conjunto A

esta esgotado.

Definicdo 2.1.1 Numero de Hartogs

Se A é um conjunto qualquer, entdo o niumero de hartogs de A é o menor

ordinal a' tal que nao existe uma injetora de ' em A.

Seja h(A) o nimero de hartogs do conjunto A citado anteriormente, existe um
estagio £ < h(A) em que f(a) ndo se esgota. (para 0 nosso exemplo, temos que
a=£K=23).

Paraa < B < h(A), se f(B) # a, ou seja, f(B) ainda ndo esgotou o0 conjunto

A, entdo:

fB)EA —ran(f T B)

(neste caso a fungao “correu” , ou seja, “mapeou” o conjunto até um “antecessor” de

B)

Observe que :
f(1) = algumelementode A —{f(0)} =A —ran(f T 0).

Sendo a < f temos que f(a) €A —ran(f I'$). O que nos leva a f(a) # f(B).

Para exemplificar, voltemos ao conjunto 4 = { {7, 8}, 10, {6,15},23}, temos que a
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fungcdo ndo se esgota para 0 < a <3 pois em f(4) o conjunto esta esgotado.
Atribuindo valores de «, f e h(A) que satisfazem a condicdo a < 8 < h(A) como, por

exemplo, a =1, B =2 eh(A) = 4. Observe que: f(f) =f(2) # f(4) =a.
Ou segja,

f(B) # a

Onde

f(B) =f(2) ={6,15} € A —ran(fl 2). Sendo A —ran(fl 2) = A — {f(0)} — {f(1)} o

gue nos leva, obviamente, a

f(B) = f(2) # (1) = f(a).

Em nosso exemplo o mapeamento de A se esgotou em £ = 3.

Se f(a) # a,Va < h(A) ou seja, se a ainda ndo esgotou o0 mapeamento de A,
entdo a funcao f de h(A) em A seria injetora (one-to-one function). Este argumento
contradiz a definicdo do nimero de Hartogs como o menor ordinal que ndo pode ser

mapeado em A por uma fungéo injetiva.
Seja £ = inf{a < h(A)|f(a) = a}, ou seja, considerando £ 0 a minimo tal que:

f(a) = a, temos que f ' £ sera injetiva Va < 4. A “demonstracao” estara completa se
mostrarmos que a funcdo ao “correr” até A o conjunto se esgotard, ou seja, algum

elementode A —ran (f I £) = @, mais claramente ran (f I £)S A.
Observe que pelo nosso conjunto exemplo A = {{7, 8}, 10, {6,15},23} temos

queran(fr4) <A . Se ran(fld) c A entdo A —ran(fl K) # Qe f(£) # a,
contradizendo nossa escolha de £ . O uso das aspas na palavra demonstracdo serve
para indicar que o argumento possui algum erro, mas este erro pode nao ser tao

6bvio.

A tentativa de justificar a recursao transfinita pelo teorema da recursao (ver
Hrbacek e Jech, teorema 4.5 do capitulo 7) nos leva a necessidade da existéncia de
uma funcéo G tal que f poderia ser definida por f(a) = G(f I a) tal que a funcao G

teria as seguintes propriedades:
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{G(froc) €EA—ran(f Ta) se A—ran(f Ta) # 0
Gfla) =a , caso contrario

Se A fosse bem ordenado, uma fungéo G poderia ser facilmente definida.

0 < —menor elementode A —ranx seA—ranx =@
G(x) = a caso contrario

Onde < é alguma boa ordenacdo de A. Na auséncia de Boas-ordenacbes em A
nehuma propiedade poderia ser usada para definir tal funcdo G obviamente.

O que fizemos até agora foi tentar definir uma funcédo capaz de listar os

elementos de um conjunto 4 “um-a-um”.

Definicdo 2.1.2 Funcéo escolha:

Seja S um sistema de conjuntos. A funcao g definida em S € chamada de funcéo de

escolhade Sse g(X) € X, VX # 0, X € S onde X é um subconjunto de S.

Se admitirmos a existéncia de uma fungéo g de escolha para g (A) podemos

prencher a lacuna da “demonstragao” anterior definindo

G(x) = {g(A —ranx) se A—ranx # @
a caso contrario.

Assim € possivel provar o teorema a seguir, devido a Zermelo.

Teorema 2.1 Um conjunto A pode ser Bem-ordenado se, e somente se, 0 conjunto

$ (A) de todos os subconjuntos de A possui uma funcéo de escolha.

Provando a volta
(&) Se <ordena A, definiremos a funcéo escolha g em g (A) por

o menor elemento de x na boa ordenagdo < Sex #

g(x)={ p e x = @

O problema da Boa-ordenacédo fica agora reduzido a uma questdo equivalente:

“Encontrar uma funcéo de escolha para g (A)”
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Teorema 2.2 Todo sistema finito de conjuntos possui uma funcéo de escolha.
Provando por inducéo:

Assumindo por hipotese que todo sistema com n elementos possui um funcao
de escolha e considerando a cardinalidade de tal sistema S igual a n + 1, ou seja,
S| =n+ 1.

Seja X um subconjunto de S. O Conjunto S —{X} possui n elementos e

consequentemente a funcéo escolha g, (pela hipbtese).

Se o subconjunto X for o conjunto vazio entdo g = g,U{(X,®)} € uma funcdo

escolhade S, vx € X.

Esta demonstracdo néo pode ser generalizada para mostrar que todo sistema

contavel de conjuntos possui uma funcao de escolha.

Embora seja facil encontrar uma funcdo de escolha para o conjunto das
partes dos naturais ou dos racionais, encontrar esta funcdo para o conjunto das

partes dos reais nao seria.

Ainda que funcdes de escolha para sistemas infinitos de conjuntos de
nameros reais tenham sido utilizadas por analistas do fim do século XIX, foram
necessarios Vvarios anos para perceber que a suposicdo da existéncia de tais
funcdes ndo é meramente trivial, por esse motivo algumas variacbes do Axioma da
Escolha evitam o uso de fun¢des de escolha. Exemplificando, uma dessas variacdes

afirma que:

“Dado qualquer conjunto X de conjuntos nao vazios dois a dois disjuntos, existe pelo
menos um conjunto C que contém exatamente um elemento em comum com cada

um dos conjuntos em X”

Segundo Sanchis (2014, p. 2) matematicos do fim do século XIX e inicio do
XX usavam o fato: dada uma colecdo de conjuntos, é possivel formar um novo
conjunto contendo exatamente um elemento de cada conjunto da colecdo dada.

Este fato se assemelha com a variacdo do Axioma da Escolha citada no paragrafo
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anterior. Zermelo também fazia uso desse fato mesmo ndo estando claro que ele
decorria de seu sistema axiomatico. Até 1904 Zermelo ndo especificava um de seus
axiomas para justifica-lo, até que no mesmo ano enuncia o décimo axioma da teoria
ZFC, o Axioma da Escolha. Na verdade, Zermelo acreditava que o Axioma era
consequéncia dos outros axiomas da teoria, mas Cohen demonstrou em 1963, que

nao.

Na variacdo do Axioma apresentada, dizer que existe um conjunto que
contém exatamente um elemento em comum com cada um dos conjuntos da
colegéo dada, provocou discussdes entre 0s matematicos, uma vez que, para alguns
a auséncia de um algoritmo l6gico ou regra que pudesse construir tal conjunto néo

permitia considera-lo um objeto matematico legitimo.

Apesar da busca de Zermelo e Hilbert pela prova ou refutacdo da Hipdtese do
Continnum ter motivado o aparecimento do Axioma da escolha no rescaldo da prova
do Teorema da Boa ordenacdo, Godel mostra em 1939 que a Hipdtese de Cantor

nao poderia ser refutada pelo sistema ZFC.
2.2 O Axioma

Nesta secdo serd utilizada uma definicdo do Axioma utilizada por Bicudo

(2005) e construido um esquema de figuras para facilitar o entendimento do leitor.

Definicdo 2.2.1 Axioma da Escolha:

Se F for uma colecdo de conjuntos nao vazios dois a dois disjuntos existira uma
funcdo f com dominio F, tal que S € F, f(S) € S. Tal funcdo é chamada de fungéo

escolha.

Para entender melhor o Axioma e considerando F uma colecdo finita

podemos esquematizar a colecdo de conjuntos de acordo com a figura abaixo:
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Figura 3 — Esquema aplicado a definicdo 2.2.1

Fonte: O autor, 2016.
Foi possivel escolher um elemento de cada subconjunto. Na figura 3 foi

utilizada uma quantidade finita de subconjuntos em F mas segundo Bicudo:

O que, intuitivamente falando, o Axioma preconiza é a possibilidade de,
dados conjuntos ndo vazios e dois a dois disjuntos, em qualquer
guantidade, escolhermos um membro em cada um desses conjuntos, isto &,
fazermos, de uma vez, uma infinidade de escolhas. E claro que, se
possuirmos um critério, uma regra para as escolhas, ndo teremos
necessidade de apelar para o Axioma. Este é usado na auséncia daquela.
(BICUDO, 2005, p.11)

Bertrand Russel exemplificou uma situacdo em que haveria uma quantidade
infinita de subconjuntos em F dizendo que para escolhermos uma colec¢éo infinita de
pares de sapatos, cada subconjunto S; seria 0 pé esquerdo e direito de um par. Um
critério de escolha seria escolher sempre o pé direito de cada par. Teriamos assim
uma funcdo escolha cuja relacdo esta definida explicitamente, desta maneira o
Axioma ndo seria necessario, uma vez que este afirma que a fungéo escolha existe,
e, portanto, um conjunto selecdo, sem definir a relacéo que a rege.

Um caso em que uma quantidade infinita de subconjuntos em F necessitaria

de uma funcédo de escolha seria um exemplo em que F fosse uma colecéo infinita de
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pares de meias. Sendo as meias de um par indistinguiveis entre si, um critério
natural de selecdo ndo existiria. Portanto, o Axioma da Escolha ndo se atém a
especificar se a colecdo F é finita ou n&o.

Uma colecdo Y # @ , tal que Y € um subconjunto infinito dos naturais, pode ter
uma funcdo de escolha especificada facilmente na medida em que por definicdo
possui um menor elemento, logo podemos ter uma funcdo que mapeia o conjunto a
partir desse elemento . Existiria aqui uma escolha natural dos elementos.

Se o0 conjunto Y fosse subconjunto ndo vazio dos numeros reais a escolha
dos elementos nunca acabariam pelo fato de Y ser infinito. A funcédo escolha nunca
seria produzida visto que nao é possivel especificar o0 menor elemento de alguns

subconjuntos dos numeros reais.
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3 AXIOMA DA ESCOLHA: EQUIVALENCIAS E O PARADOXO DE BANACH-
TARSKI

Segundo Fraenkel (1958) “Raramente os praticantes da matematica, uma
disciplina conhecida pela certeza de suas conclusdes, diferem de forma téao
veemente sobre uma de suas premissas centrais, como tém feito sobre o Axioma”.
Ainda sim muitos matematicos fizeram uso dele para chegar a algumas conclusdes

derivadas dos resultados de Zermelo, inclusive alguns que o atacaram.

Equivaléncia 1:

Uma das mais famosas equivaléncias do Axioma da Escolha é o principio da

Boa Ordenacao que afirma: Todo conjunto pode ser bem ordenado.

Equivaléncia 2:

O produto cartesiano de um conjunto de conjuntos néo vazios € nao vazio.

Equivaléncia 3:

Uma funcéo sera sobrejetora se e somente se for invertivel a direita.

Essas equivaléncias demonstram a importancia do Axioma para a
Matematica. Um estudo aprofundado sobre elas pode ser encontrado em Hrbacek e
Jech (1984) e Rubin (1963).

Uma das consequéncias surpreendentes do Axioma é o paradoxo de Banach-
Tarski, que ao utiliza-lo afirma existir um namero finito de subconjuntos provenientes
da decomposicdo de qualquer esfera solida que ao serem reorganizados através de
movimentos rigidos formariam duas esferas solidas de mesmo tamanho. A figura

abaixo exemplifica a ideia do paradoxo:
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Figura 4 — Paradoxo de Banach-Tarski

Fonte: http://gaussianos.com/video-the-banach-tarski-paradox/. Acesso em:
16 set. 2015.

Outro paradoxo menos conhecido é o Paradoxo de Hausdorff que afirma ser
2/3 da superficie da esfera congruente a 1/3 dela.
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4 APLICACAO EM SALA DE AULA

Com o intuito de apresentar alguns conceitos sobre Paradoxos, Axiomas e
Infinito foi ministrada uma palestra sobre esses temas no Colégio Estadual
Natividade Patricio Antunes, localizado em Comendador Soares, Nova Iguagu, Rio
de Janeiro, nos dias 19 e 26 de julho de 2016. Os alunos participantes pertenciam a
turmas do NEJA, noturno, médulos 3 e 4. Durante a palestra foram propostas
perguntas cujas respostas deveriam provocar um debate de ideias entre os alunos.

As atividades foram aplicadas utilizando 4 tempos de 50 minutos.

4.1 Atividade 1

Figura 5 - Questionario 1

1° Questionario / Anterior a apresentac¢do. Turma:

Nome:

1) O que é INFINITO para vocé? O que significa essa palavra?

2) Vocé ja pensou em ter que fazer uma escolha infinita de Objetos?

3) O que é um Paradoxo para vocé? Poderia citar um exemplo?

4) Vocé ja ouviu falar em Axioma? Saberia dizer o que significa?

Fonte: O autor, 2016.
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Etapa 1: Antes do inicio da aula, enquanto os alunos ainda entram em sala, uma
musica foi escolhida para tocar ao fundo. A musica selecionada € Monte Castelo
(Anexo A), composicdo de Renato Russo (1960-1996), vocalista da Banda Legido
Urbana. A razdo de iniciar aula com esta musica como pano de fundo seri
esclarecida na Etapa 2. O professor pausa a muasica. O 1° questionario é entregue.
O Objetivo é analisar o conhecimento prévio dos alunos com os termos: Paradoxo,
Axioma e Infinito.

Os alunos ficaram intrigados com as perguntas e se esforcaram para
respondé-las. Um deles perguntou inclusive se poderiam utilizar o conceito de
paradoxo que aprenderam na disciplina de lingua portuguesa. O tempo gasto com
esta etapa foi de aproximadamente 15 minutos, momento em que 0S questionarios

sdo recolhidos.

Etapa 2: Enquanto o professor recolhe todos os questionarios da Etapa 1 a musica
Monte Castelo volta a ser tocada do inicio. Os alunos sédo orientados a ouvir a
musica atentamente e sdo informados que em sua letra esta contida uma das

respostas ao questionario que receberam.

Segundo SILVEIRA :

Os simbolos mateméticos que adquirem vida prépria na sua estrutura, e que
para os alunos sao “abstratos e sem sentido”, sao diferentes das palavras
da linguagem usual, que séo dotadas de diferentes sentidos e que sdo bem
mais sedutoras na perspectiva do aluno. (SILVEIRA, 2002)

Alguns conceitos matematicos, assim como seus simbolos podem se
apresentar demasiadamente abstratos para os alunos, entdo com a utilizacdo da
linguagem usual presente na musica proposta espera-se que 0s alunos sejam
seduzidos a buscar conceitos e ideias sobre o que seria um paradoxo; ainda que
nao saibam de antemdo que esta é uma ferramenta usada pelo compositor. O
professor devera dialogar com os alunos estimulando a imaginacao deles, afim de

que eles possam construir alguns conceitos por conta propria.

A duragao da musica é de 3'47”. O professor convida os alunos a ouvirem

novamente o intervalo que vai de 1°17” a 1’38”.
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Etapa 3: ApO0s a mdusica ser finalizada uma exposicdo em forma de slides é

apresentada na Figura 6.

Figura 6 - Slides 1 e 2

Paradoxos

Axiomas

Infinito

AMOr € 1080 que arde sem se ver, |
é ferida que ddi e ndo se sente;

€ um contentamento descontente;
é dor que desatina sem doer.

E um querer mais que bem-querer;
Luis de Camdes (1524-1579) € solitario andar por entre a gente;
é um n3o contentar-se de contente;

£ um estar-se preso por vontade, © cuidar que se ganha em se perder.

€ servir quem vence o vencedor,
é ter com quem nos mata lealdade.

Mas como causar pode o seu favor
nos mortais coragoes conformidade,
sendo a si tdo contrdrio o mesmo
Amor?

Renato Russo (1960-1996)
“Monte Castelo”

Legenda: De cima para baixo, slides 1 e 2, respectivamente.
Fonte: O autor, 2016.

No segundo slide o professor comenta que a composi¢cdo de Renato Russo
traz citacdes do poeta Luis Vaz de Camdes e da Biblia, mais especificamente de |
Corintios 13. A letra é analisada junto com 0s alunos e 0s versos que trazem a ideia

de paradoxo sdo destacados e discutidos com os alunos. Nesse momento eles



35

estdo livres para debater os versos. O professor pede para que a turma se retina em
grupos de 4 alunos e continua com a apresentacao dos slides, ver Figura 7 e 8.

Figura 7 - Slides 3,4 e 5

Paradoxos

O que é um Paradoxo ?

Vejamos alguns exemplos até que
possamos chegar a uma defini¢do:

EXEMPLO 1

O PARADOXO DA ONIPOTENCIA

“Deus é capaz de fazer uma pedratao
pesada que nem ele possa levantar”?

EXEMPLO 2
Paradoxo do mentiroso

Epiménides, que era cretense
(natural de Creta) disse:

"Todos 0s cretenses sdo
mentirosos”

(citado na Epistola de Paulo a Tito
1:12).

“Um de seus propios profetas
chegou a dizer: Cretenses, sempre
mentirosos, feras malignas,glutdes
preguicosos”

Legenda: De cima para baixo, slides 3, 4 e 5.
Fonte: O autor, 2016.



Figura 8 - Slides 6, 7e 8

EXEMPLO 2 — 2° Forma

Paradoxo do Pinoquio

“O meu nariz
vai crescer”

Fonte: http://superabril.com.br/blogs/superlistas/S
A5 ook it i)
og]

P

EXEMPLO 3
Paradoxo do Barbeiro ou Paradoxo de Russel

Certo homem € o Unico barbeiro da cidade onde
mora, ele tem como critério de trabalho fazer a barba
apenas dos homens, desta cidade, que ndo barbeiam a
si proprios. Pergunta: Quem barbeia o barbeiro?

-

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=VloY6dYSELU. Acesso em: 16set. 2015

Entdo, o que seria um paradoxo ?

: P

Legenda: De cima para baixo, slides 6, 7 e 8, respectiva-
mente.
Fonte: O autor, 2016.
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Durante os slides o professor convida os alunos a descobrir onde esta o
paradoxo em cada um dos exemplos. No paradoxo da onipoténcia, por exemplo, 0s
alunos séo levados a pensar qual seria a contradicdo de uma resposta positiva e
qual seria a contradicdo de uma resposta negativa. Se Ele (Deus) pode tudo, tem
que ser capaz também de fazer essa pedra. Mas se isso for verdade, Ele ndo é
capaz de tudo, porque néo pode levantar a pedra que Ele mesmo criou. Esse
paradoxo especificamente gerou polémicas, pois alguns alunos interpretaram que a
funcdo deste paradoxo seria por em xeque a Onipoténcia de Deus.

No exemplo 2, presente nos Slides 5 e 6, os alunos séo levados a considerar
a veracidade ou ndo das frases de Epiménides e Pindquio. A turma chegou ao
consenso de que a veracidade da frase: “Todo Cretense € um mentiroso” leva a
conclusao de que Epiménides também esta mentindo; ele também é um Cretense.
Mas se ele também estd mentindo, a sua declaragcdo "Todo Cretense é um
mentiroso" consequentemente é falsa. Independentemente da ordem da proposicéo,
a concluséo é uma contradicdo. O mesmo também acontece com Pindquio. Aqueles
gue conhecem a histéria sabem que o nariz do boneco cresce todas as vezes que
ele mente. Esses ao analisarem a frase: “O meu nariz vai crescer”, sabem que se o
nariz do boneco crescer, entdo a afirmagcédo era verdadeira e nada deveria ter
acontecido. Se o nariz ndo crescer, entdo a afirmagao era uma mentira € 0 nariz
deveria ter crescido.

No exemplo 3, slide 7, o paradoxo do barbeiro demorou um pouco mais para
ser compreendido pelos alunos sendo necessaria uma intervencdo maior do
professor no processo de andlise dos grupos. Para maiores detalhes o leitor podera
recorrer a secdo destinada ao Paradoxo de Russel. No slide 8 os alunos sao
provocados a pensar em uma definicdo sobre Paradoxos. Essa definicdo sera
apresentada ap6s a atividade 3, nos slides 25 e 26, ver Figura 19.

A apresentacao prossegue. Ver Figura 9 e 10.



Figura 9 - Slide 9

Papa S3o Gregorio |
Magno (590— 604)

Para a alma, pensar &
definitivamente mais doloroso do que
sentir - a dor sem saida provocada por um
paradoxo é eterna. As emocdes? Para o
saudoso, a lembranca alivia. Para o
perdido, wuma palavra consola. O
desesperado - de que mais precisa Sendo
de fé? Mas a ninguém, em nenhum
tempo, em nenhum lugar, é permitido

escapar da dor de wum paradoxo.

Fonte: O autor, 2016
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Aqui, é dada aos alunos uma nocao histérica, através das palavras do Papa

Séao Gregorio | Magno (590 — 604), de que eles ndo foram os Unicos a sofrerem o

incomodo intelectual provocado por um paradoxo.

Etapa 4: Agora os alunos sao apesentados ao termo Axioma. A apresentagcéo segue

pelos slides. Ver Figura 10.

Figura 10 - Slides 10, 11 e 12 (continua)

(@)

Exemplo 1:

Duas coisas iguais a uma terceira, sao iguais
entre si

o)

N

A\

P
I

(b)
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Figura 10 - Slides 10, 11 e 12 (conclusé&o)

Exemplo 2: V Axioma de Euclides

Por um ponto exterior a uma reta s6 podemos tracar
uma paralela a reta dada

(c)
Legenda: (a) slide 10; (b) slide 11; (c) slide 12
Fonte: O autor, 2016.

Apos o slide 12 o professor pode prosseguir citando outros axiomas como,
por exemplo, o terceiro Axioma de Peano que afirma existir um Unico niamero natural
que ndo é sucessor de nenhum outro. Este niumero € representado pelo simbolo 1 e
chamado de "numero um". Com isso espera-se que 0s alunos entendam Axioma
como uma definicdo que ndo carece de demonstracdo. A definicdo correta seré

apresentada nos slides apds a aplicacao do 2° questionario.
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4.2 Atividade 2
Nesta atividade os alunos séo convidados a ler algumas consideracdes sobre

o infinito. Ver Figura 11.

Figura 11 - Atividade 2 (continua)

INFINITO
ALGUMAS CONSIDERACOES

Infinito (do latim infinitu) € um adjetivo que denota algo que néo tem
inicio nem fim, ou ndo tem limites, ou que é inumeravel. E também um nome
que representa o que nao tem limites. Usado em sentido figurado pode
significar Deus, o Absoluto ou o Eterno.

O infinito fascina a humanidade ha milhares de anos. Tanto o
infinitamente grande quanto o infinitamente pequeno tem consumido anos
de trabalho dos filésofos, matematicos, fisicos e engenheiros, e levado
alguns deles literalmente a loucura.

O infinito pode ser visto de muitas perspectivas. A intuicdo percebe-o
como uma espécie de "numero" maior do que qualquer outro. Para algumas
tribos primitivas é algo maior que trés, representando "muitos”, algo
incontavel. Para um fotografo o infinito comeca a dez metros da lente, ao
passo que para um cosmologo pode ndo ser suficiente para conter o

7

universo. Para um filésofo é algo que tem a ver com a eternidade e a

divindade. Mas é na matematica que o conceito tem as suas raizes mais
profundas, sendo a disciplina que mais contribuiu para a sua compreensao.

pagina 1




Figura 11 - Atividade 2 (concluséo)

O infinito sempre foi um tema controverso que afetou a mente
humana. A sua aceitacdo como objeto de estudo na Matematica néo foi
pacifica, sendo ainda muito recente, apesar da longa histéria que Ihe esta
associada. Faz-se uma pequena descricdo das ideias relacionadas a este
conceito desde a Grécia antiga até a ldade Média, distinguindo depois 0s
séculos apdés o Renascimento devido a riqueza de descobertas que
ocorreram. Salienta-se que s6 no século XIX é que Cantor mostrou,
relativamente ao tamanho dos conjuntos, que ha infinitos iguais e diferentes.
As suas teorias para a teoria de conjuntos revolucionaram entdo a
Matematica.

Aquiles e atartaruga:

Aquiles corre contra uma tartaruga, sendo que a tartaruga comeca
dez metros adiantada, mas Aquiles corre ao dobro da velocidade da
tartaruga. Quando Aquiles chega ao ponto onde a tartaruga comecgou, esta
ja avancou cinco metros. Quando Aquiles chega a esse ponto, a tartaruga
voltou a adiantar-se 2,5 metros, e assim indefinidamente: Aquiles nunca
consegue apanhar a tartaruga.

Paradoxo de Zenao.
REFERENCIAS

SAMPAIOQ, P. Infinito: uma histéria a contar. Revista Millenium, [S.l.], n. 34,
p.205-222, 2008.

ALENCAR, M. O conceito do infinito. Instituto de Estudos Avancados em
Comunicagdes (lecom), Universidade Federal de Campina Grande (UFCG).
Disponivel em:<
http://www.difusaocientifica.com.br/artigos/Conceito_Infinito.pdf>. Acesso
em: 07 de marco de 2016.
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Fonte: O autor, 2016.
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Etapa 1: Agora o conceito abordado ser& o Infinito. Concluido o slide de niamero 12
da atividade anterior os alunos sdo convidados a ler o texto “Infinito: algumas
consideragdes”. Texto elaborado, a partir, de Sampaio (2008) e Alencar (2016).

Apos a leitura do texto os slides continuam. Ver Figura 12.

Figura 12 - Slides 13, 14 e 15 (continua)

INFINITO

(@)

OQUEEO
~  INFINITO ???
1 “Vocé me deu a
eternidade dentro dos

meus dias enumerados”
A culpa é das estrelas

“Alguns Infinitos sdo
{ maiores que outros”

A culpa é das estrelas citando
Georg Cantor

(b)
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Figura 12 - Slides 13, 14 e 15 (concluséo)

Qual dos conjuntos abaixo é o maior ?

Naturais ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ..... }

(©)
Legenda: (a) slide 13; (b) slide 14; (c) slide 15.
Fonte: O autor, 2016.

Inicialmente, no slide 14, frases do filme A culpa é das estrelas (2014),
baseado no livro de mesmo nome de John Green, sdo utilizadas para gerar
interesse sobre o conceito de infinito. Para desfazer a ideia de que infinito € o maior
namero possivel ou um numero muito grande o professor podera inserir a seguinte
pergunta: Qual € o maior numero entre 0 e 1, desconsiderando o 1?. Qual é o
primeiro numero real maior que zero?.

No slide 15 os alunos ficam receosos em responder por gue imaginam que a
pergunta ndo deveria ser tao facil de ser respondida. Como o conceito de bijecéo
raramente € trabalhado em turmas de modulo 2 do Neja, médulo anterior as turmas
participantes deste trabalho, foi escolhida uma maneira de utilizar tais conceitos
através da ideia de um simples processo de contagem utilizada no slide 16. Ver

Figura 13.
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Figura 13 - Slides 16 e 17

Vamos utilizar a ideia de um simples
processo de contagem

@)

Cantor provou que
eles sdo infinitos que
possuem o mesmo

tamanho.
Georg Cantor Provou também
1845-1918 que existem infinitos

maiores que outros.

(b)
Legenda: (a) slide 16; (b) slide 17.
Fonte: O autor, 2016.

No slide 16 os alunos visualizam que para dois conjuntos, o da méao e dos
pirulitos, terem a mesma quantidade de elementos (serem do mesmo tamanho) é
necessario que haja uma correspondéncia entre os dedos tal que nenhum dedo
figue de fora desta correspondéncia, ou seja, € necessaria uma relacéo biunivoca.
Para que a igualdade fosse verificada a situacdo deveria se apresentar como na

Figura 14.
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Figura 14 - Relac&o biunivoca

L S

\>

Fonte: http://www.comofazeremcasa.net/decoracao-e-le
mbrancinhas-com-pirulitos-para festa-de-dia-das-crianca

s/. Acesso em 07 de margo de 2016.

A mesma ideia é utilizada para comparar o conjunto dos naturais e o conjunto
dos pares. O professor utiliza o argumento para estabelecer uma bijecdo entre os
elementos do primeiro conjunto e os elementos do segundo conjunto, onde cada
namero natural esta associado ao seu dobro. Os alunos demonstraram-se surpresos
com os resultados.

No slide 17, o professor comenta que Cantor provou que 0 conjunto dos

nameros reais € um infinito maior que o infinito dos naturais.

Etapa 2: Um conceito intuitivo sobre Axioma da Escolha é apresentado. Os slides

continuam, através de uma alegoria utilizada por PRITISH (2011), ver Figura 15



Figura 15 - Slides 18 a 22 (continua)
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ANDMA D ESOLE Tome uma caixa ndo vazia.
E possivel escolher um objeto desta
Tome um conjunto de caixas ndo vazias, caixa?
E possivel escolher um objeto de cada caixa.
- %
() (b)

Sim. Dé-me uma e eu poderei escolher um objeto
desta caixa

3

Para um numero finito de caixas
também é possivel

S PO
I =

6

(©

(d)

Qgﬁd
grsf ”

Para um numero infinito de caixas,
é possivel escolher um objeto de cada caixa?

& _ .

ad
.

o o
dyygm
"’.*‘@ﬁy

()

Legenda: (a) slide 18; (b) slide 19; (c) slide 20; (d) slide 21; (e) slide 22.

Fonte: O autor, 2016.
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O professor provoca os alunos com a mesma pergunta presente no
questionério 1 da Atividade 1, sobre escolha infinita de objetos.

O Axioma da escolha, proposto por Ernest Zermelo diz que existe uma
maneira de selecionar um objeto de cada caixa, ainda que seja por meio de um
processo infinito. Existe um conjunto de escolha que contém exatamente um objeto
de cada caixa.

O professor prossegue dizendo que com este Axioma foi formulado um

paradoxo intrigante, o Paradoxo de Banach-Tarski, ilustrado na Figura 16.

Figura 16 - Slide 23

PARADOXO DE BANACH-TARSKI

O Paradoxo afirma que é possivel dividir uma
esfera em um numero finito de pedacos e depois
reagrupa-los em duas outras esferas de mesmo
tamanho.

_»'/—.\\» 'AJ f .
e ate
"' '7‘-".‘

Teriamos a Multiplicacdo dos pades ????

Al

Fonte:O autor, 2016.

Uma frase do Filésofo Simon Blackburn (1944) é apresentada na Figura 17.

Figura 17 - Slide 24

»““

“..a existéncia de um paradoxo
nado-resolvido mostra que ha algo nos
Nnossos raciocinios ou nos NOSS0S

conceitos que nao compreendemos”.

Simon Blackburn
(1544)

Fonte:O autor, 2016.




4.3 Atividade 3

Figura 18 - Atividade 3
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2° Questionario / Apds a apresentagdo. Turma:

Nome:

1) O que vocé entende por INFINITO?

2) O que achou da ideia de fazer uma escolha infinita de Objetos?

3) O que vocé entende agora sobre Paradoxo?

4) Escolha um paradoxo da aula e dé sua opinido sobre ele.

5) O que vocé entendeu sobre Axioma?

6) Vocé sentiu dificuldade em compreender o Axioma da Escolha? O que lhe
provocou maiores dificuldades?

Fonte: O autor, 2016.
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Na Atividade 3 (Figura 18) espera-se avaliar o progresso ou nao do
entendimento dos alunos com relagdo a infinito, paradoxo e axioma (incluindo o
Axioma da Escolha). Apos a Atividade 3 sdo apresentadas definicbes um pouco

mais formais aos alunos sobre paradoxo e axioma, ver Figura 19.

Figura 19 - Slides 25 e 26

Definicdo de Paradoxo

Um paradoxo é uma declaragdo aparentemente
verdadeira que leva a uma contradicdo ldgica, ou a uma
situagdo que contradiz a intuigdo comum.

Latim

| Para I | doxum |

|

“Contraa” Opnido

(@)

O que é um Axioma?

E uma proposicdo que se assume
como verdadeira e nao precisa de
provas. S3ao principios aceitos que nao
precisam de demonstracao.

Sao verdades inquestionaveis

(b)
Legenda: (a) slide 25; (b) slide 26.
Fonte: O autor, 2016.

Através da analise das respostas dos questionarios presentes nas atividades
1 e 3 o professor podera avaliar se houve melhoria na compreensao dos temas

abordados e se houve aumento do interesse dos alunos por esses temas.



4.4 Analise dos questionérios

Aplicado o questionario 1 (Fig 5) a 27 alunos, encontramos como resposta a

primeira pergunta “O que é INFINITO para vocé? O que significa essa palavra?”, 24

alunos respondendo que infinito é algo que nunca termina/sem fim; 1 aluno néo

respondeu pois ndo estava presente em sala de aula (aluno 28) e os outros trés

restante responderam, respectivamente, “eterno”, “nem comecgo, nem fim”, definiu

infinito por um exemplo (Gréfico 1). O aluno 21 respondeu “O amor que eu sinto

pelo meu filho e marido.” Na Figura 20 algumas respostas para INFINITO.

Figura 20 - “O que é INFINITO para vocé? O que significa essa palavra?” (continua)
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Figura 20 - “O que é INFINITO para vocé? O que significa essa palavra?”

(concluséo)
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Fonte: O autor, 2016.
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Gréfico 1- Respostas a pergunta 1 — Questionério 1

Definicao de INFINITO - Questionario 1

Nem comeco,

Definido por nem fim Faltou
exemplo a% / 4%
(J

3% \

Eterno
3%

Nunca
termina/sem fim
86%

Fonte: O autor, 2016.

Com relacdo a segunda pergunta, “Vocé ja pensou em ter que fazer uma
escolha infinita de objetos?”, 2 n&o responderam, 17 responderam nado, 5
responderam sim, 3 entendemos que a pergunta nao foi clara e 1 aluno respondeu a
uma outra pergunta (Gréafico 2). Naturalmente a maioria respondeu NAO a essa
pergunta ratificando a ideia que temos da dificuldade do aluno em relagdo ao
conceito de infinito.
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Gréfico 2 - Respostas a pergunta 2 — Questionario 1

Fazer escolha infinita de objetos

Sim

N3do entendeu

Sem sentido

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

H1aluno ®3alunos ™17 alunos M5 alunos

Fonte:O autor, 2016.

Chamaram atencéo duas respostas completamente opostas, as dos alunos
20 e 21, mostradas na Figura 21. Enquanto para um aluno ndo existe nenhum
problema em contar uma quantidade infinita de objetos, para o outro isso seria
impossivel. O aluno 6 expde essa impossibilidade através de um pergunta, “Nao,
porque se € infinito como iria escolher algo que ndo tem fim?”. O aluno 22 ja
responde de uma forma mais proxima da ideia mateméatica de uma escolha infinita

(“Nao, pois seria impossivel eu fazer alguma escolha”).

Figura 21 - Vocé ja pensou em ter que fazer uma escolha infinita de objetos?

pun e i . )
Va3 5 £ Lon Q\)\.}\_!. Qs A oo ko oo A 2 ﬁLm Q
Q/@i}-'u }'DSLN\[,LQ S a9 2 S ods. (\ I\J‘(\ﬁ}'\. PY
- - ) Be N
/\649 AN I Q){i:\@ )—u*j\m (\nn‘(\\o\v

@)

UM ke NAD  mivioe JAM )f)x&iblmnm lpcxth 1891 1A

(b)
Legenda: (a) aluno 20; (b) aluno 21.
Fonte: O autor, 2016.
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A pergunta 3 foi mais complexa para ser analisada. Ela se divide em duas
questdes: “O que € um Paradoxo para vocé?” e “Poderia citar um exemplo?”. Dos 27
alunos, 2 responderam que ouviram falar mas ndo sabem o que significa; 10
responderam nao saber; 6 responderam a primeira parte da pergunta; 2 a segunda
parte (exemplo de paradoxo) e os 7 restantes responderam as duas partes da
pergunta (ver Grafico 3).

Trechos das respostas da 1° parte (definicAo de paradoxo segundo 0s

alunos):

» Conflito de ideias;
Coisa que € mas nao €;
Fazer as coisas ao contrario;
Uma contradicao;
Algo contra o que se pensa ser a verdade;
Coisa oposta ao que realmente é;
Uma figura de linguagem. Uma contraposicao ideoldgica;
Algo raro (aluno 14);
Coisa que néo Vvé e se sente;
Tudo aquilo que eu penso e tenho certeza estar correto (aluno 18);
Tudo ao contrario;

Algo que é parecido ou que anda junto, ao lado (aluno 20);

vV V V V V VYV V V V V V VY

Opinido contraria ao que 0s outros pensam.

O autor ndo encontra motivo para justificar a disparidade de definicdo de
paradoxo pelos alunos 14, 18 e 20 uma vez que 0S mesmos tém apresentado bom
desempenho em matemaética, estando sempre atentos em sala de aula. Os trés
alunos possuem mais de 35 anos. Convém ressaltar que a professora de portugués,
sem especificar quais alunos, relatou a dificuldade dos alunos das turmas (Neja 3 e

4) em se expressarem por escrito.
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Gréfico 3 - Respostas a pergunta 3 — Questionario 1

Definicao e exemplo de paradoxo

Definicdo/exemplo —

Exemplo de paradoxo

Def. de paradoxo \| 6

N&o sabem definir

10

Resposta Completa B Somente exemplo B Somente defini¢do

® Nunca ouviu M Ouviu falar

Fonte: O autor, 2016.

Pelos exemplos de paradoxo dados pelos alunos, observamos a influéncia da
musica Monte Castelo tocada antes do preenchimento do questionario 1.
Exemplos de paradoxo (2° parte da pergunta 3):
E um contentamento descontente (contradico);
A ferida que déi e ndo se sente (musica Monte Castelo);
E quando vocé fala uma coisa e faz outra;
Um exemplo seria: “Sois anjos que me tentas”;

Exemplo: Buraco negro, viajem (sic) no tempo (aluno 14);

vV V.V V V VY

Paradoxo, por exemplo, € um fenémeno que acontece quando duas linhas do
tempo se cruzam, criando assim uma realidade diferente;

» Um exemplo seria a minha fé (aluno 18);

» Uma opinido contréria.

A Ultima e quarta pergunta do questionario, “Vocé ja ouviu falar em Axioma?

Saberia dizer o que significa?”, foi respondida em sua maioria por NAO (23 alunos).
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Dos 4 restantes, metade ouviu falar mas ndo sabe o que significa enquanto os
outros dois (9 e 10) definiram Axioma como: “Algo para construir argumentos” e
“‘Argumentos”. Vale ressaltar que estes dois alunos estavam sentados proximos

durante o preenchimento do questionario. Ver Grafico 4.

Grafico 4 - Respostas a pergunta 4 — Questionario 1

AXIOMA

® N3o sabem ® N3o sabem definir = Sabem definir

Nao sabem Ja ouviram falar

Fonte: O autor, 2016.

Com o objetivo de saber qual aprendizagem dos alunos em relagdo ao conceito
de infinito apos atividades de texto, slides e aula sobre intervalos, retornamos a

pergunta 1 do questionario 1 no questionario seguinte (2). Ver Grafico 5.



Gréfico 5 - Respostas a pergunta 1 — Questionario 2

Definicao de INFINITO - Questionario 2

Respostas
absurdas 0%

1% U
Faltou
3% T

Duas definigoes
7%

Nunca
termina/sem fim
29%

/

Tem comego e hdo
tem fim
11%

Nem come¢o, nem
fim

“\_Definido por
32%

exemplo
7%

Fonte: O autor, 2016.

Para o questionario 2 o aluno 5 faltou. Da analise das respostas pudemos dividir

em 7 categorias, segundo as respostas dos 27 alunos. Obtivemos 8 alunos

respondendo que infinito € algo que nunca termina/sem fim; 1 aluno néo respondeu

pois ndo estava presente em sala de aula (aluno 5); 2 alunos (14 e 28) deram um

exemplo; 9 alunos responderam que infinito nem comec¢o, nem fim; 3 alunos (20, 21

e 24) responderam que tem comego e nao tem fim; 2 alunos (16 e 17) deram duas

definicdes, considerando a possibilidade de que o infinito pode ter inicio ou ndo

(Figura 22). Os 3 alunos (13, 15 e 22) restantes apresentaram respostas absurdas

(Figura 23). A experiéncia em sala de aula mostra que os alunos 13 e 15

apresentam nenhum interesse em estudar matematica e o aluno 22 tem dificuldade

com a parte abstrata da matematica.
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Figura 22 - “O que vocé entende por INFINITO?” — resposta com duas definicbes

e > C@nn.ng 2 Form ,g.'/m

@)

AN A \3&\\@\ D TX\*Q\%YQ?R}: A Tee. MaTEe, AEACIM Lo QN Sorae Ketta. D saiCins

(b)
Legenda:(a) aluno 16; (b) aluno 17.
Fonte: O autor, 2016.

Figura 23 - “O que vocé entende por INFINITO?” — respostas absurdas

@)

(b)

Legenda:(a) aluno 13; (b) aluno 15; (c) aluno 22.
Fonte: O autor, 2016.

Finalizando, observamos através das respostas que nenhum aluno
considerou a possibilidade do infinito ser limitado, apesar do autor salientar durante
a aula que no intervalo [0,1] h& infinitos pontos.

No Gréfico 6, fazemos uma comparacéo entre as respostas da pergunta 1 do
questionario 1 com a pergunta 1 do questionario 2, por ambas serem

essencialmente iguais.
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Gréfico 6 - Comparativo pergunta 1 questionarios 1 e 2

Comparativo - definigao de infinito

24
20
16
12

8 Questionario 2

4 Ay V- 4 Ay Questionario 1

0

Nunca Nem comeco, Tem comecoe Definido por
termina/sem nem fim nao tem fim exemplo
fim

B Questionario1l M Questionario 2

Fonte: O autor, 2016.

Podemos observar, no Grafico 6, que o conhecimento prévio de infinito ndo leva
em conta a possibilidade de o infinito ter um ponto de partida (um comecgo). No
questionario 1 para a maioria dos alunos é algo que nunca termina e/ou nunca tem
fim. Apds a aplicacdo das atividades essa grande maioria pensa na possibilidade do
comeco existir ou ndo para algo infinito (a maioria definiu o infinito como algo que
nao tem comecgo nem fim).

A pergunta 2 do questionario 2, “O que achou da ideia de fazer uma escolha
infinita de objetos”, aplicada apds a apresentacdo de todos os slides, da-nos uma
concentracdo de respostas de cunho negativo (ruim, dificil, impossivel). Para os 27
alunos presentes obtivemos como respostas: (ver Grafico 7)

e POSITIVAS: 5 afirmaram que a ideia é “importante” (aluno 7), “6tima”
(aluno 22), “interessante” (alunos 1, 2 e 3);

e NEGATIVAS: 4 alunos classificaram como “ndo muito boa” (aluno 18),
“ruim” (aluno 13), “ruim, pois sou finito” (aluno 17), “péssima” (aluno 24);

e FACILIDADE: 1 aluno considerou “facil” (aluno 21, ver Figura 23);

e COMPLICACAO: 4 alunos disseram que fazer uma escolha infinita é

‘muito demorada. Ficaria o resto da vida finita escolhendo objetos
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infinitos” (aluno 26); é “dificil por ser indefinida” (aluno 19); é muito
complicado (aluno 4); “complicada” (aluno 23);

e |IMPOSSIBILIDADE: 10 alunos afirmam que “levariam uma eternidade”
(alunos 6 e 12); é “impossivel” fazer a escolha (alunos 10, 11 e 14); “ndo
teria como fazer ja que é infinita” (alunos 8 e 27); “acho que morreria
escolhendo” (aluno 25); “é¢ wuma ideia impossivel, pois nao
sobreviveriamos para separar uma infinita escolha de objetos. Algo
interessante de pensar mas nao teria como executar” (aluno 9); “néo teria
escolha por ser finito” (aluno 20).

e Respostas absurdas: alunos 15, 16 e 28 (Figura 24).

Grafico 7 - Respostas a pergunta 2 — Questionario 2

Fazer uma escolha infinita de objetos

Fonte: O autor, 2016.

Figura 23 - “O que achou da ideia de fazer uma escolha infinita de Objetos?” —
FACILIDADE (aluno 21)

$acl anin aus. cpadit o o To0 T

Fonte: O autor, 2016.
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Figura 24 - “O que achou da ideia de fazer uma escolha infinita de Objetos?” —
Respostas absurdas

N ode N(YSXQ_O@'L%J- Quarroly  CONOATL “onda Qono
n _ : ;

(@)
Noo

(b)

(9 '/qmd& -;(204,4 P08 Can LTSN A Leme

%/br/l L saze /,cPlManax C@ﬂﬂl‘y

(©)

Legenda:(a) aluno 15; (b) aluno 16; (c) aluno 28.
Fonte: O autor, 2016.

Seguindo o mesmo critério e objetivo das analises referentes ao conceito de
infinito abordado na pergunta 1 dos questionarios 1 e 2, no qual se esperava
observar a aprendizagem dos alunos ap0s atividades de texto, slides e aula sobre
intervalos, facamos uma comparacao semelhante entre a primeira parte da pergunta
3 ,questionario 1, “O que € um Paradoxo para vocé? Poderia citar um exemplo?” e a

pergunta 3, questionario 2, “O que vocé entende agora sobre Paradoxo?”. Ver
Gréfico 8.
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Gréfico 8 - Respostas a pergunta 3 — Questionario 2

Definicao de Paradoxo - questionario 2

Absurdas

Ndo sabe ==

Definiu por um exemplo  —

Contrario a ldgica

Sem solucdo/admiti duas respostas

Contradicdo/Conflito de ideias

Fonte: O autor, 2016.

6 alunos definiram paradoxo como sindnimo de contradicdo ou conflito de

ideias, ver Figura 25.

Figura 25 - “O que vocé entende agora sobre Paradoxo?”— Contradicdo ou conflitos

de ideias ( continua)

E, Al Bae 5  Zx.. /0.7//{,%'/?: A _A}Z&»:ﬂﬂ\ W ZES
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(b)
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Figura 25 - “O que vocé entende agora sobre Paradoxo?”— Contradicdo ou conflitos

de ideias ( concluséo)

ot Looelifes de iddinia.

(©)

nggm,c\;a)& & &p@ 'A;&L_L,MQ%,.,A“ fudvag et wwedade o @

L 3 » , s K % e
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(d)

Legenda:(a) aluno 12; (b) aluno 6; (c) aluno 7; (d) aluno 9.
Fonte: O autor, 2016.

2 alunos definiram paradoxo dando um exemplo. O aluno 13 respondeu que
paradoxo “E uma dor que déi e ndo se sente”; o aluno 16 que é “Sentir e a0 mesmo
tempo nao sentir’, perdurando a influéncia da Musica Monte Castelo na definigao.
Observa-se que esses alunos também deram exemplos que se enquadram na
definicdo, dada pelos outros 6 alunos, de contradicdo ou conflito de ideias. 1 aluno
nao soube responder (aluno 27) e 12 deram respostas absurdas. O autor esperava
gue com a apresentacdo dos exemplos de paradoxo, presentes na atividade 3, os
alunos pudessem criar uma definicdo de paradoxo de maneira autbnoma. Porém a
dificuldade desses alunos em se expressar pode ter influenciado na concentracéo de
respostas absurdas. Vale ressaltar que uma definicdo mais formal de paradoxo foi
dada na atividade 3, slide 25.

Os alunos 19, 20, 22 e 24 responderam que paradoxo € algo sem solugéo ou

gue admiti duas respostas. Veja alguns trechos:

» Raciocinio que ndo tem explicacdo. Tanto faz o sim como o ndo. As duas
respostas tem sentido logico.
> E aquilo que ndo tem solug&o.

» Uma situac&do que nao tem uma resposta concreta.
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Outros 2 alunos (alunos 23 e 25) consideraram que paradoxo € algo que

contraria a logica.

Comparando as respostas da definicdo de paradoxo antes dos textos e dos
slides (questionéario 1) e a ap6s (questionario 2) obtivemos 12 alunos contra 1 ndo

sabem definir paradoxo de alguma forma (Gréfico 9).

Grafico 9: Definicdo de paradoxo — Questionarios 1 e 2

Nao definiram paradoxo

M Questiondriol © Questionario 2

8%

Fonte: O autor, 2016.

Entre os que definiram de alguma forma, encontramos 2 contra 5 fazendo

L]

, ‘contra o que

mencao a “conflito de ideias”, enquanto “oposta”, “tudo ao contrario
se pensa ser a verdade”, “opinido contraria” encontramos 4 contra 2, mostrando um
entendimento melhor dos alunos da definicdo de paradoxo apds as atividades ja
mencionadas. Foram encontradas no questionario 2 respostas mais proximas do
conceito de paradoxo (alunos 19, 20, 22 e 24).

Na pergunta 4 do questionario 2, “Escolha um paradoxo da aula e dé sua
opinido sobre ele”, a maioria dos alunos, 15 ao todo, escolheu um paradoxo mas

nao opinou sobre ele. Outros 9 alunos responderam a questdo de maneira completa,
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escolhendo um paradoxo e dando uma opinido sobre ele, observe na Figura 26

alguns exemplos.

Figura 26 - “Escolha um paradoxo da aula e dé sua opinido sobre ele.”— Escolheu

um paradoxo e opinou

’Iﬂ.c)z »Bum J\mrjown/ u!ryuﬁ U roa \}M,Jm J/ N&aﬂfdz’ r\/{/x (LUO,Q ;%,eﬂ R
% [)LDU/L (MHJZ(}M i’//%w r)/a li@!})ﬂlff 9011/7 (2” mmx., mj’rnﬁ

@)

e = .
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SO0 ket omielen 17

(b)
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(©)

Legenda: (a) aluno 25; (b) aluno 22; (c) aluno 9.
Fonte: O autor, 2016.

Vale ressaltar que o aluno 9 apresenta bom desempenho em interpretacdo de
textos e redacdo, segundo a professora de lingua portuguesa. O aluno 16 opinou
sobre o conceito de paradoxo e ndo sobre um paradoxo apresentado na atividade
em sala de aula dizendo que “O paradoxo € uma coisa que faz vocé ficar indeciso.”
Este aluno foi classificado como tendo emitido uma opinido sobre o conceito. Um
aluno nao soube responder por nao lembrar (“Nao me lembro”, aluno 27) e o aluno

28 escreveu um absurdo (Figura 27)
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Figura 27 - “Escolha um paradoxo da aula e dé sua opinido sobre ele.”— Resposta

absurda

4) Escolha um paradoxo da aula e dé sua opinido sobre ele.

< O oL&z,/;’.j,,_L.'MQ‘ /2N i%un—c'\

Fonte: O autor, 2016.

Na Tabela 1 é apresentada uma analise geral da pergunta 4 do questionario

Tabela 1 - Paradoxo : Escolha e opinido

Escolheu um paradoxo e opinou 9
Escolheu um paradoxo e ndo opinou 15
Opinou sobre o conceito 1
N&o soube responder / resposta absurda 2

Fonte: O Autor, 2016.

No Grafico 10 podemos observar as preferéncias dos 24 alunos, que fizeram

uma escolha, sobre os paradoxos apresentados em sala de aula.
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Gréfico 10 - Paradoxos — preferéncias

Paradoxos — preferéncias

21% Mentiroso/Pindquio

M Barbeiro

8%

i Monte Castelo
Onipoténcia

Aquiles e a tartaruga

N

Fonte: O autor, 2016.

Observa-se que a Mdusica Monte Castelo (7 alunos) e o paradoxo da
Onipoténcia (6 alunos) se destacam na preferéncia. O apelo musical e as questdes
religiosas podem ter contribuido para que esse cenario de escolha se
estabelecesse. 5 alunos escolheram o paradoxo do Mentiroso/Pinéquio; 4 alunos o

paradoxo do Barbeiro e 2 alunos o paradoxo de Aquiles e a tartaruga.

Para a 5° pergunta do questionario 2 obtivemos sucesso quando 17 alunos
definiram ou chegaram proximo da definicdo de Axioma e 3 alunos tentaram
exemplificar (alunos 4, 16 e 28). Em contrapartida, 1 aluno (aluno 1) define de forma
errada (Figura 28) e 4 alunos ndo sabem a definicdo (“Nada”, alunos 2 e 15; “E
impossivel chegar a uma conclusdo”, aluno 7; “Ainda ndo entendi”, aluno 13). O
autor compreende que 2 respostas podem ser consideradas absurdas: aluno 20
(Figura 29), que possui mais de 40 anos, e aluno 24. Em relag&o ao aluno 20 o autor

acredita no EJA nessa faixa de idade as dificuldades em matematica parecem estar
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relacionadas as dificuldades em lingua portuguesa (interpretacdo de texto e
redacado). Durante 5 anos no EJA muitas vezes trabalhando nos trés turnos (manha,
tarde e noite), o autor tem observado que alunos nessa faixa de idade parecem
apresentar dificuldades intransponiveis em lingua portuguesa. Certamente esta
resposta absurda deve estar relacionada a isso. Outra resposta absurda, “Nada e

Tudo”, do aluno 24, demonstra desinteresse.

Figura 28 - “O que vocé entende sobre Axioma.”— Resposta errada

Fonte: O autor, 2016.

Figura 29 - “O que vocé entende sobre Axioma?”— Resposta absurda

5} O que vocé entendeu sobre Axioma?

—
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Fonte: O autor, 2016




Grafico 11 - Axioma — Questionario 2
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Fonte: O autor, 2016.

Dos alunos que definiram axioma corretamente escolhemos algumas

respostas: “verdades inquestionaveis”, “proposi¢cao que se assume verdadeira € nao

” [

precisa de provas”, “verdade absoluta”. O aluno 9 escreveu a melhor resposta, ver

Figura 30.

Figura 30 - “O que vocé entende sobre Axioma?”— Melhor resposta (aluno 9)

Fonte: O autor, 2016.

Aquelas respostas que o autor acredita estarem proximas do conceito, pela

deficiéncia em se expressar por escrito, sao dadas a seguir:
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E uma verdade absoluta (alunos 6 e 8);
Tudo que tem uma resposta sem precisar de prova alguma (aluno 14);
Sao coisas sem explicacdes (aluno 18);

Séo situacoes e fatos que nao precisam de explicacéo (alunos 22, 26);

YV V. V V V

Séo situacgdes que nao precisam de explicagao (aluno 27).

Em relacdo a ultima pergunta do questionario 2 dividida em duas partes, 14
responderam a primeira parte, 12 responderam ambas as partes e 1 aluno deixou

em branco (aluno 7). Ver Grafico 12.

Dos alunos que responderam apenas a primeira pergunta, o aluno 27
escreveu “Eu ndo lembro”. Dentre os alunos que responderam a pergunta por

completo, o aluno 28 néo soube se expressar, ver figura 31.

Figura 31 - Questionario 2 — Ultima pergunta (ndo soube se expressar)

6) Vocé sentiu dificuldade em compreender o Axioma da Escolha? O que lhe provocou maiores
dificuldades?

o 8 "f\%\;&}u}h ' Lo ST

Fonte: O autor, 2016.



Gréfico 12 - Axioma da escolha — Questionario 2
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Fonte: O Autor, 2016.
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A Tabela 2 associa as respostas encontradas na primeira parte da pergunta 6,

“Vocé sentiu dificuldade em compreender o Axioma da Escolha?”, com as respostas

da segunda parte, “O que lhe provocou maiores dificuldades?”.



Tabela 2 — Sentiu dificuldades ? Quais sao elas?
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NAO

SIM

UM POUCO

NAO
LEMBRO

EM
BRANCO

10

E nédo disse as dificuldades
(alunos 15, 18 e 19)

N&o entendeu nada (alunos
13,16,23 e 24)

aluno 1: %(...) pois ndo lembro o
que € axioma”

aluno 2: “Porque a definicao e
(sic) diferente e eu ndo conheco

4 essa palavra”

aluno 17: “Nao entendi a
definicao”

aluno 21: “Me senti confusa”

“Mesmo nao tendo respostas
aparentes sempre tera uma

I6gica.” (aluno 9)

1

(aluno 27)

1 aluno 20: Ver Figura 32

aluno 28: “(Dificuldade na)

1| escolha. Mais (sic) ndo provocou

(em mim) dificuldades.”

E nédo disse as dificuldades

(aluno 10)

(aluno 7)

10

13

Fonte: O Autor, 2016.

Veja a segquir, Figura 32, a resposta do aluno 20, da qual se intui ter

respondido SIM para a primeira parte da pergunta.

Figura 32 - Questionario 2 — ultima pergunta (aluno 20)

achais
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Fonte: O autor, 2016.
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Dos 10 alunos que responderam NAO & primeira parte, apenas 1 (aluno 6)
respondeu a segunda parte da pergunta relatando uma dificuldade que faz aluséao,
provavelmente, ao Paradoxo de Banach-Tarski, ainda que ndo tenha se expressado

de maneira clara, ver Figura 33.

Figura 33 - Questionario 2 — Ultima pergunta (aluno 6), questionamento

6) Vocaé sentiu dificuldade em compreender o Axioma da Escolha? O que [he provocou matores
dificuldades?

bm v Con~m o ﬁfi){)l\.\,g%&:\_ \&h& A o X ‘»G O newy, &—kﬁ o .
\{\m ;K;JB a '

Fonte: O autor, 2016.

Houve 1 resposta em branco (aluno 7), uma resposta “Nao lembro” (aluno
27), 2 respostas “Um pouco” e 13 respostas SIM. Foram incluidos 2 alunos que
embora ndo sejam muito claros em suas repostas foram considerados SIM, por
interpretacdo particular. As dificuldades de compreensdo se concentraram na
definicdo do Axioma da Escolha propriamente dito e ndo na definicdo do conceito de
axioma, uma vez que na pergunta 5, “O que vocé entendeu sobre Axioma?”, os
dados demonstraram que este conceito foi bem compreendido pela maioria dos

alunos, ver gréfico 11.
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CONCLUSAO

A Teoria dos Conjuntos esta presente em diversos ramos da matematica e
entender como o tratamento ingénuo de suas proposicdes mais basicas,
desprovidas de um sistema formal consistente, provocaram conflitos logicos
desconcertantes é um fator motivador para um olhar mais atento dos docentes para

esta teoria.

O estudo das questBes logicas mais elementares (pré sistema formal de
axiomas) envolvendo conjuntos, permite ao professor oferecer a seus alunos uma
abordagem da teoria se baseando em linguagem usual e ndo apenas através de
simbolos matematicos que causam tanta aversdo a disciplina em estudantes do

ensino meédio e até mesmo da graduacao.

Ao analisarmos os dados da aplicacdo em sala de aula, observamos que o0s
temas gerados pelo estudo da Teoria dos Conjuntos nesse TCC puderam provocar a
curiosidade dos alunos em aprender mais sobre assuntos que pareciam por demais

complexos, como os ja comentados paradoxos, axiomas e infinito.

O autor acredita que a expectativa de que os alunos pudessem criar uma
definicdo de paradoxo e relatad-la com certa eficiéncia esbarrou nas dificuldades de
interpretacdo e, principalmente, de redacdo destes. Apesar disso, houve (dentre os
que definiram paradoxo) uma melhoria na qualidade das respostas ao relatarem o
que entendiam sobre este conceito no questiondrio final (questionario 2). Ja a
possibilidade de escolher um paradoxo e opinar sobre ele mostrou o quanto a
mausica e questbes que tocam a religiosidade podem provocar o interesse dos
alunos, o que também de alguma forma permitiu com que eles abstraissem, ao
menos, intuitivamente o conceito. Houve éxito da aplicacdo em relagdo a definicao
de axioma, onde a maioria dos alunos se aproximou ou atingiu o conceito correto.
Com relacdo ao Axioma da Escolha a turma se dividiu entre aqueles que nao

sentiram dificuldades em entendé-lo e aqueles que se sentiram confusos.

Espera-se que a partir deste TCC outros alunos do Profmat aprofundem seus
conhecimentos sobre a Teoria dos Conjuntos e 0 Axioma da Escolha visando formas
de apresentar conceitos importantes para a matematica de maneira mais acessivel a

alunos do ensino médio.
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ANEXO - Monte castelo
Musica: Monte Castelo
Legido Urbana

Composicao: Renato Russo

Ainda que eu falasse
A lingua dos homens
E falasse a lingua dos anjos

Sem amor eu nada seria

E s6 0 amor! E s6 0 amor
Que conhece o que € verdade
O amor é bom, ndo quer o mal

N&o sente inveja ou se envaidece

O amor é o fogo que arde sem se ver
E ferida que ddi e néo se sente
E um contentamento descontente

E dor que desatina sem doer

Ainda que eu falasse
A lingua dos homens
E falasse a lingua dos anjos

Sem amor eu nada seria

E um n&o querer mais que bem querer
E solitario andar por entre a gente
E um n&o contentar-se de contente

E cuidar que se ganha em se perder

E um estar-se preso por vontade

E servir a quem vence, o vencedor

E um ter com quem nos mata a lealdade

Tao contrario a si € 0 mesmo amor
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Estou acordado e todos dormem
Todos dormem, todos dormem
Agora vejo em parte

Mas entdo veremos face a face

E s6 o amor! E s6 o amor

Que conhece o0 que é verdade

Ainda que eu falasse
A lingua dos homens
E falasse a lingua dos anjos

Sem amor eu nada seria
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