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Resumo

PREPARACAO PARA A OBMEP: RELATO DE EXPERIENCIA E ANALISE DOS RESULTADOS

AUTOR: Vinicius Augusto Martins Ferreira
ORIENTADORA: Prof* Dr* Claudia Candida Pansonato

Este trabalho apresenta um relato de experiéncia e andlise dos resultados da preparagdo para a Olim-
piada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas na formacgao dos discentes das séries finais do Ensino
Fundamental. Foi desenvolvido um projeto em uma escola publica federal em Santa Maria, RS, com a
participacao de cinquenta e um alunos do 8° e 9° anos do Ensino Fundamental, em que problemas bem
elaborados, que exigem conhecimento aprofundado dos tépicos estudados, foram abordados no presente
instrumento. O trabalho de campo comegou no inicio de marco e estendeu-se até o final de julho, com
encontros ora quinzenais, ora semanais, num total de trinta e trés tempos de aula. O planejamento e
execucao das atividades basearam-se no Programa de Inciagdo Cientifica (PIC), no Polo Olimpico de
Treinamento Intensivo (POTI) e provas de anos anteriores (disponiveis no site da OBMEP) e na visita
de orientagio do Polo Regional da OBMEP, gestado pela Universidade Federal de Santa Maria (UFSM).
Cabe ressaltar que o roteiro e organizagao das atividades podem ser aplicadas em outras turmas, ou adap-
tadas para outras realidades, entretanto nao sao questoes inéditas, mas sim extraidas do PIC, do POTI e
dos livros da coletanea do Mestrado Profissionalizante em Mateméatica em Rede Nacional (PROFMAT).
Apos a realizagdo da prova da primeira fase, medidas de dispersao estatistica foram aplicadas para discu-
tir os resultados quantitativos da pesquisa. Para modelar um perfil qualitativo do trabalho, questionarios

aplicados aos discentes foram analisados ao término de cada moédulo de estudo.

Palavras-chave: Preparacdo para OBMEP. Discentes do 8° e 9° anos. Anélise dos resultados.



Abstract

PREPARATION FOR BRAZILIAN MATHEMATICS OLYMPIAD (OBMEP): REPORT OF
EXPERIENCE AND ANALYSIS OF RESULTS

AUTHOR: Vinicius Augusto Martins Ferreira
ADVISOR: Doctor Professor Claudia Candida Pansonato

This work presents the report of experience and analysis of results concerning the preparation for the
Brazilian State Schools Mathematics Olympiad (OBMEP) on the education of junior high school students.
It consists of a pilot project carried out in a Federal State School in Santa Maria, Rio Grande do Sul,
Brazil. Fifty-one students from the eighth and ninth grades of junior high school answered well-elaborated
math problems, which, to be solved, demanded considerable knowledge of related topics. Field work took
place from March to the end of July 2018, totaling thirty-three periods held on a weekly or bi-weekly
basis. Activities were planned and carried out based on the Scientific Initiation Program (PIC), on the
Intensive Training Olympiad Center (POTI) as well as on tests of previous years (available on OBMEP
site). It was also based on the guidance visit to the OBMEP Regional Center, managed by the Federal
University of Santa Maria (UFSM). It should be emphasized that the script and organization of the
activities can be applied in other classes or adapted to other realities, however they are not unpublished
issues, but are extracted from the PIC, the POTI and the books of the collection of the Professional
Master’s Degree in Mathematics in National Network. Following the test taken during the first phase of
the Olympiad, statistics dispersion measures were applied in order to discuss quantitative results of the
research. To model a qualitative work profile, students answered questionnaires at the end of each study
module.

Key-words: OBMEP Preparation. Ninth and Eighth graders. Analysis of results.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Em janeiro de 2018, os 6rgaos de imprensa divulgaram noticias sobre a ascensao do
Brasil ao seleto grupo dos paises mais desenvolvidos em pesquisa matematica no mundo.
Alemanha, Canada, China, Estados Unidos, Franca, Israel, Italia, Japao, Reino Unido,
Rissia e agora o Brasil constituem o grupo dos onze pdises mais avancados na referida
pesquisal.

N&o muito distante, em 2014, o pesquisador Artur Avila conquistou o prémio interna-

cional mais significativo da pesquisa matemaética, a inédita Medalha Fields.

Apesar disso, a educacao basica, ha anos, obtém resultados extremamente desfavo-
raveis nas avaliacoes internacionais, suscitando a situacao cronica em que estd imersa a
educac¢ao matematica do pais. Os indices alcancados no ultimo Programa Internacional de
Avaliacdo de Estudantes (PISA), em 2015, colocam o pais na sexagésima quinta posigao
dentre as setenta nacoes participantes. Somando-se a esse preocupante cenario, as avalia-
coes internas também sdo comprometedoras. O Indice de Desenvolvimento da Educacio
Basica (IDEB) aponta resultados insatisfatorios para os estudantes das séries finais do
Ensino Fundamental e do Ensino Médio. As metas temporais preestabelecidas pelos or-
gaos governamentais nao tem sido atingidas, contribuindo para uma projecao pessimista

para os indices estipulados para o final do processo em 20212

Atualmente, os alunos podem nao se identificar com a didatica do ensino da matema-

tica. Pode ser um dos fatores que provoca baixo indice de aproveitamento na disciplina.

'IMPA. Instituto de Mateméatica Pura e Aplicada. Disponivel em <http://impa.br/page-
noticias/brasil-e-promovido-a-elite-da-matematica-mundial />. Acesso 17/03/2018

2INEP. Indice de Desenvolvimento da Educagdo Basica Disponivel em
<http://ideb.inep.gov.br /resultado/resultado/resultadoBrasil.seam?cid=859377>. Acesso 08/07/2018
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Entretanto, nas olimpiadas, o interesse do aluno é significativo. Segundo o professor

medalhista Nicolau Saldanha

Para Saldanha, as provas de matematica do ensino médio sdo "mecénicas, e
exige [sic] que o aluno aplique o método que o professor mostrou no quadro.
Se ndo errar as contas, tira dez". "A olimpiada se parece mais com uma
pesquisa matematica, exige ideias do aluno. Os alunos mais talentosos veem
formas novas de pensar no problema. Gostar de matemaética é ter esse prazer
e encontrar ideias novas. E isso que atrai os alunos para as olimpiadas". @

®Disponivel em <http://gl.globo.com/educacao/noticia/2014/08 /nobel-
brasileiro-se-apaixonou-pel-matematica-disputando-olimpiadas.html>. Acesso
12/1/2018.

Assim, essa realidade dicotémica revela que o Brasil vive um contraste quando
se trata do ensino da Matematica. Autoridades da area educacional, diante disso, estao
buscando redesenhar solugoes para melhorar a qualidade do ensino e com isso reduzir o
abismo entre a realidade cadtica da educagao bésica e a exceléncia da pesquisa Matema-
tica.

Nesse sentido, uma das inciativas governamentais para combater o fracasso escolar da
educacao basica foi a criacao da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) em 2005. E um projeto de capilaridade nacional, destinado as escolas piblicas
e privadas, realizado pelo Instituto de Mateméatica Pura e Aplicada (IMPA), com apoio
da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM)?. Hoje estd em sua décima quarta edigao
e conta com a participacao de mais de cinquenta e quatro mil estabelecimentos de ensino
em todo territério nacional, com mais de dezoito milhdes de estudantes inscritos para a
olimpiada. Esse modelo de competicao é uma avaliagao de larga escala, reconhecido no
cendrio internacional. Segundo Maranhao,

Atualmente a OBMEP é uma politica publica mundialmente reconhecida, uma
das maiores iniciativas governamentais voltadas ao processo de ensino apren-
dizagem em matematica, visando melhorar a motivagao, o interesse e o de-

sempenho dos alunos das escolas publicas brasileiras. (MARANHAO, 2011,
p.13).

Somando esforcos para impulsionar o ensino bésico, o IMPA, com o apoio da
SBM, criou em 2011 o Mestrado Profissionalizante de Matematica - PROFMAT, pro-
grama semipresencial na area de matematica com oferta nacional. Tem por objetivo
atender professores de matemaética em exercicio na educacao basica, em busca de qua-

lificacao profissional, com destaque para o conhecimento aprofundado de algumas areas

30BMEP. Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piiblicas. Disponivel em <http://
www.obmep.org.br/apresentacao.htm>. Acesso 25/3/2018.
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da Matemaética. Alinhado com a proposta pedagédgica da OBMEP, o referido mestrado
constitui-se em instrumento de qualificacao de alto nivel para os docentes e, como reflexo,

contribui na formacgao dos alunos do ensino bésico.

Nesse viés de mudancas, o proposito do Ministério da Educacao é alavancar o ensino
bésico da Matematica, uma vez que essa disciplina constitui-se em vetor de impulsao
tecnologica. Formar uma sociedade com base s6lida em Matematica é de fundamental
importancia para um pais que almeja um espago no mercado tecnolégico entre as nagoes
mais desenvolvidas do mundo. Possuir tecnologia avancada rende divisas, atrai investi-
mentos, conquista mercado de trabalho, promove a ascensao social e econémica do Estado,
gera empregos, ou seja, desenvolver tecnologia é uma verdadeira mola propulsora para um
pais em crescimento. Enfim, um pais que tem controle da tecnologia significa um pais
desenvolvido, dai a necessidade de uma juventude estimulada a estudar Matematica, a

desenvolver o raciocinio mais cuidadoso e critico.

Entretanto, ensinar matematica nos dias atuais nao é uma questao tao simples, o edu-
cador deve buscar metodologias inovadoras para atrair a atengao dos discentes, geracao
marcada pela ampla utilizacao de redes sociais e recursos digitais, de forma a tornar mais
prazerosa a construcao do conhecimento matemético. As contextualizacdoes matematicas
de problemas do cotidiano devem ser abordadas, no entanto nao se pode abrir mao do
conhecimento construido por meio da abstracao matematica, recurso valioso na explora-
cao de problemas engenhosos e complexos pela multiplicidade de conceitos envolvidos na

interpretacao e resolugao do problema.

Concomitante as praticas pedagogicas inovadoras, politicas publicas nas esferas fede-
ral, estadual e municipal devem destinar maior aporte de recursos financeiros para educa-
¢ao bésica, com o objetivo de implementar nas escolas publicas a integralidade do ensino,
a modernizagao ou criacao de laboratorios bem aparelhados nas diversas areas do conhe-
cimento, salarios dignos e formacao continuada do corpo docente, estrutura poliesportiva
de alto nivel, com equipamentos modernos, merenda escolar balanceada, se¢ao psicopeda-
gogica adequada para tratar da inclusao de forma mais efetiva, secao de apoio pedagogico
no turno oposto para nivelar conhecimento dos alunos que apresentam dificuldades, entre

outras acoes.

Como modelo de ascensao na educacao e na economia, citamos a Coréia do Sul. Esta

nacao apresenta excelentes indices em competicoes mundiais. No ultimo PISA, ocor-
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rido em 2015, essa poténcia asiatica ficou em sétimo lugar na area de matematica e, em
2017, sagrou-se camped da 58* edicio da Olimpiada Internacional de Matematica®, orga-
nizada pelo IMPA na cidade do Rio de Janeiro - RJ, com a participacao de 112 (cento e
doze) paises, considerado mundialmente um dos mais significativos eventos olimpicos de
Matematica. Seu destaque nesses eventos é reflexo dos investimentos na educacao e do
crescimento econdmico.”.

Assim, este trabalho de pesquisa foi motivado pelo baixo desempenho dos alunos das
escolas publicas em Matemaética no IDEB, pelos inexpressivos resultados alcangados pelo
Brasil nas ultimas edicdes do PISA, pela proposta pedagogica da OBMEP ao instigar o
estudo aprofundado e desafiador da Matemaética do ensino basico, pela necessidade de se
criar uma base juvenil forte nessa disciplina que sirva de suporte para o desenvolvimento
tecnologico, pelas contribuicoes do PROFMAT a qualificacao de alto nivel do professor
do ensino bésico e pela recente ascensao do Brasil ao seleto grupo dos onze paises mais
avancados do mundo em pesquisa na area de matemaética.

A dissertacao tem por objetivo geral analisar os resultados da preparacdo para a
OBMEP, nivel 2, no 8° e 9° anos do Ensino Fundamental.

Trata-se de uma pesquisa de cunho qualitavivo e quantitativo, com viés aprofundadado
do contetido matemaético, baseado no Polo Olimpico de Treinamento Intensivo e no banco
de provas de anos anteriores da OBMEP, nos problemas exemplificados no livro "Circulos
Matematicos, A Experiénica Russa", de Dmitri Fomin, trabalhando questoes que exigem
raciocinio mais cuidadoso.

Os objetivos especificos que orientam este trabalho constituem-se em estimular o gosto
pelo estudo da Matematica, revelar talentos e promover uma atmosfera de ensino favoravel
ao estudo aprofundado da disciplina.

Estabelecer uma proposta metodologica centrada na preparacao para a OBMEP, nivel
2, implica trabalhar conteiidos programéticos com maior profundidade intelectual, pouco
explorados na grade comum curricular do Ensino Fundamental, séries finais, exigindo do
aluno um olhar mais interpretativo, intuitivo, logico, hipotético e dedutivo, desenvolvendo

um pensamento critico para tratar de assuntos de relevancia nessa ciéncia.

4IMO.  Olimpiada Internacional de Matematica/2107. Disponivel  em
<agenciabrasil.ebc.com.br/educacao/noticia/2017-07 /coreia-do-sul-e-china-vencem-olimpiada-
internacional-de-matematica-no-rio> Acesso 23/3/2018

SALCOFORADO, Fernando. Bases do sucesso da educagao na Coréia do Sul e no Ja-
pao Dispoivel em <https://pt.slideshare.net/falcoforado/bases-do-sucesso-da-educao-na-coreia-do-sul-e-
no-japo>. Acesso 24/3/2018.
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Como exemplo de temas que serao abordados no presente instrumento, destacam-
se: Congruéncia e Semelhancga de triangulos; Teorema da Ceva e Teorema de Menelaus,
Colineardade e Concorréncia em Geometria Plana; Paridade, Niimeros Primos, Teorema
Fundamental da Aritmética, Méaximo Divisor Comum (MDC) e Minimo Multiplo Comum
(MMC), Aritmética dos Restos, Teorema Chinés dos Restos, Equages Diofantinas Line-
ares; Principio da Casa dos Pombos, Estudo de Probabilidade e Estatistica; Principios da
Contagem, Combinatoéria, entre outros.

Nesse viés, a qualificagao do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) oferece ao professor um suporte conceitual de alto nivel, permitindo que o
docente ministre aulas com mais seguranca, diversidade de material e conhecimento apro-
fundado, de forma a propiciar aos estudantes uma so6lida base para o prosseguimento do
estudo da Matematica nos desafios futuros, contribuindo para a motivagao dessa pesquisa.

No segundo capitulo, sao realizadas abordagens sobre a Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO), a Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), a Olimpiada Brasi-
leira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), os Parametros Curriculares Naci-
onais (PCN), a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e suas unidades teméticas,
o Indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (IDEB), o Programa Internacional de
Avaliacao de Estudantes (PISA), o Mestrado Profissionalizante de Matematica do IMPA
(PROFMAT), a estrutura de ensino da escola publica federal e o perfil dos estudantes
envolvidos na presente pesquisa.

No capitulo trés, tratamos das diversas areas do conhecimento envolvidas na prepa-
racao para a OBMEP, nivel 2, com a abordagem de problemas que exigem cohecimento
aprofundado dos topicos estudados.

Na capitulo quatro, apresentamos a metodologia empregada, englobando o local da
pesquisa, universo considerado, a amostragem da pesquisa e os processos metodologicos.
Posteriormente sao discutidos e analisados os resultados alcancados, e, nas consideracoes

finais, sao destacados os reflexos e contribuigoes da pesquisa.
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Capitulo 2

REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo foram abordadas as fundamentagoes tedricas relevantes a presente pes-
quisa, abrangendo a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO), a Olimpiada Brasi-
leira de Mateméatica (OBM) e o histérico e desenvolvimento da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP).

Segue ainda o que os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) preconizam na disci-
plina de Matematica e as novas agoes no curriculo da Matematica com o surgimento da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Apresenta-se o Indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (IDEB), metas esta-
belecidas pelo governo e os indices alcancados pelos estudantes, bem como o Programa
Internacional de Avaliacao de Estudantes (PISA), seus indicadores e impactos na educagao
brasileira.

Finaliza-se com a caracterizacao do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) e suas contribuigoes na formagao continuada dos docentes, a es-
trutura escolar do colégio publico federal onde é aplicada a pesquisa e o perfil dos alunos

que dao suporte ao trabalho de campo.

2.1 Olimpiadas de Matematica

Para melhor compreensao do projeto OBMEP, vamos recorrer a um breve historico

desse modelo de competicao no cenario internacional. Essa modalidade competitiva re-
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monta ao século XVI, em que havia duelos matematicos, importantes desafios nos quais
renomados matematicos empenhavam sua reputacao, dinheiro e até mesmo suas catedras
nas competicoes, o que ocorria comumente em universidades italianas. Segundo Bellos
(2011), boa representatividade dos estudiosos de Matemética estava empenhada em des-
cobrir solugoes para problemas que pudessem compor futuras competicoes matematicas.
Um matematico, dotado de grande habilidade e que detinha catedra em uma univer-
sidade, gozava de prestigio e uma situacao financeira extremamente favoravel, situacao
social esta que motivava outros matematicos, nao tao renomados, a desafiarem publica-
mente mateméaticos respeitados e experientes. Nesse tipo de competicao, tanto o célebre
matematico quanto o desafiante, propunha, um para o outro, uma coletanea de trinta pro-
blemas. Sagrava-se vencedor aquele que resolvia o maior nimero de problemas proposto

pelo adversario.

Esse tipo de competicao, com formatacao diferente dos modelos contemporaneos,
trouxe beneficios conceituais de grande importancia & Matemaética, além de revelar ma-

tematicos talentosos.

Inspirados nos jogos olimpicos, realizou-se na Hungria, em 1894, a primeira Olimpiada
de Matematica. Em 1934, foi organizada, na cidade de Leningrado (URSS), a primeira
Olimpiada de Matematica Moderna. Assim, o primeiro passo foi dado para expansao de

competicoes matematicas pelo mundo.

Essa inusitada modalidade competitiva tem por meta dois objetivos. O primeiro, de
carater motivacional de aprendizagem, é desenvolver no discente o gosto e o prazer de
estudar Matemaética; e o segundo, de cunho politico educacional, é estimular o ensino e a

aprendizagem da Matemética em todos os seus niveis.

O programa de Olimpiadas de Matematica tem visibilidade nos paises de primeiro
mundo, constituindo-se em excelente ferramenta para alcancar a meta motivacional. Os
alunos se sentem inspirados a estudar conteidos programéticos além do curriculo escolar
e, simultaneamente, os professores tém um ganho extraordinario em sua qualificagdo. Atu-
almente, aparecem como relevantes no cenario mundial a Olimpiada Internacional de Ma-
tematica (International Mathematical Olympiad - IMO) e a Olimpiada Ibero-Americana

de Matematica (OIAM).
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2.1.1 Olimpiada Internacional de Matematica

A primeira edigao da Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) ocorreu em 1959
na Roménia, com a participacao da Hungria, Polonia, Bulgaria, Roménia, Alemanha
Oriental, Tchecoslovaquia e Unido Soviética (URSS). Em 1979, a competigao realizou-se

em Londres, onde o Brasil se fez presente pela primeira vez.

Nas edigoes iniciais da IMO, cada pais participante tinha o direito de inscrever até oito
alunos na olimpiada. Ao passar dos anos, essa representacao foi mudando e, atualmente,
sao seis participantes, os quais devem ter menos de 21 (vinte e um) anos de idade e nivel

de escolaridade igual ou inferior ao Ensino Médio.

A competicao desenvolve-se em dois dias consecutivos, com trés problemas por dia,
sendo que cada resolucao vale sete pontos. Metade dos competidores recebem uma me-
dalha, sendo ouro, prata e bronze. Como forma de incentivo & participacao significativa
de alunos na resolucao completa dos problemas, sao concedidos certificados de mencao
honrosa aqueles estudantes que nao receberam medalha, mas obtiveram 7 (sete) pontos
em pelo menos um problema!. No decorrer dos anos, a participacio dos paises foi cres-
cendo consideravelmente, chegando a 112 (cento e doze) nagoes participantes em 2017.
Esta edicao da olimpiada internacional, quinquagésima oitava, foi pela primeira vez sedi-
ada no Brasil, na cidade do Rio de Janeiro, organizada pelo IMPA| instituto de pesquisa
vinculado ao Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Inovagdo. A equipe da Coréia do Sul

sagrou-se campea, a equipe da China, vice-campea, e a equipe do Brasil, 37°colocada.

O melhor resultado alcangado pelos estudantes brasileiros em toda histéria da olim-
piada ocorreu em 2016, na cidade de Hong Kong, durante a quinquagésima sétima edicao
da olimpfada. A equipe brasileira ficou em 15° lugar, entre mais de 100 paises parti-
cipantes, conquistando 5 medalhas de prata e uma de bronze. O Brasil superou paifses
tradicionalmente fortes como Alemanha, Bulgaria e Roménia. Dentre os paises ibero-
americanos, os estudantes brasileiros ficaram em primeiro lugar, a frente de paises como

Espanha, Portugal, México, Peru e Argentina.

'IMPA, 582 Olimpiada Internacional de Mateméatica - IMO 2017. Disponivel em <
https://www.targethost.com.br/58a-olimpiada-internacional-de-matematica-imo-2017/>.
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2.1.2 Olimpiada Brasileira de Matematica

A Olimpiada Brasileira de Mateméatica (OBM) é uma competi¢io organizada pela
SBM, com apoio do IMPA. A 1* OBM foi organizada em 1979, cuja formatacao sofreu

inimeras mudancas, contemplando em seus trabalhos os objetivos a seguir.

e Revelar estudantes com extraordinério talento matematico, e coloca-los em contato
com matematicos renomados e instituicoes de pesquisa de alto nivel, criando uma

atmosfera favoravel ao ambiente de pesquisa;

e selecionar jovens que representem o Brasil em competicoes internacionais de Mate-

matica;
e desenvolver e aperfeicoar a capacitacao do corpo docente;
e colaborar com a melhoria do ensino basico; e
e organizar no Brasil as diversas competicoes internacionais de Matematica.

Para a preparacao dos discentes e capacitacao dos docentes, a OBM distribui revistas
e cartazes aos estabelecimentos de ensino e material didatico dividido por nivel escolar e
grau de desenvolvimento dos estudantes.

Anualmente, conforme escolaridade do discente até a data de realizacao da 1? fase da

OBM, esta olimpiada é disputada em quatro niveis distintos.

e Nivel 1 - para alunos regularmente matriculados no 6° ou 7° ano do Ensino Funda-

mental;

e nivel 2 - para os discentes matriculados no 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental
ou que, tendo terminado o Ensino Fundamental menos de um ano antes, nao tenha

ingressado no Ensino Médio;

e nivel 3 - para estudantes matriculados em qualquer série do Ensino Médio ou que,
tendo concluido o Ensino Médio menos de um ano antes, nao tenham ingressado em

curso de nivel superior; e

e nivel universitario - para alunos que nao tenham concluido o curso universitario na

graduacao.
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A OBM organiza a olimpiada por fases para cada um dos niveis citados. Na primeira
fase, qualquer aluno que tenha interesse pode participar. Nas fases subsequentes, existe
um critério de promocao, ou seja, sé participam aqueles que atingem determinados indices
estipulados pela OBM.

A primeira fase da prova é composta por questoes de multipla escolha, constituidas
de 20 a 25 questoes sobre contetido apropriado a cada um dos niveis de escolaridade.
Em todas as fases sao apresentadas situacoes inovadoras nas questoes, embasadas em
contetidos tradicionais das escolas.

As provas das primeiras e segundas fases da OBM e suas correcoes sao executadas
nas escolas que se cadastraram, com o auxilio do corpo docente do estabelecimento de
ensino, por meio de critérios estabelecidos pela organizacao. Ja na terceira fase, a prova é
realizada em local designado pela coordenacao local e a correcao, pelo comité organizador
da OBM.

Alunos medalhistas na OBM sao classificados automaticamente para todas as fases da
OBM no ano seguinte, inclusive aqueles que mudaram de nivel.

As Bancas Examinadoras, organizadas pelas Coordenacoes Regionais, calculam a pon-
tuagao final dos alunos que participam das trés fases, atribuindo um ponto a cada item
da Primeira Fase, sessenta pontos a cada problema da Segunda e cinquenta pontos a
cada questao da Terceira. Conforme a classificacao dos candidatos, a OBM premia-os
com medalhas de ouro, prata e bronze e certificados de menc¢ao honrosa. FEntre estes,
sao selecionados aqueles que comporao as equipes brasileiras na Olimpiada do Cone Sul
(quatro estudantes, no maximo com 16 anos); na Olimpiada Internacional de Matematica
(seis alunos do Ensino Médio, com até 19 anos); na Olimpiada Ibero-Americana (quatro
alunos, com até 18 anos) e na Competi¢ao Internacional de Matemética (universitarios).
Essas competicoes sao realizadas numa periodicidade anual, em paises distintos.

Renomados matematicos e cientistas reconhecidos internacionalmente surgiram nas
Olimpiadas de Matematica. Como exemplo, destaca-se Artur Avila Cordeiro de Melo,
primeiro pesquisador latino-americano a receber, em 2014, a Medalha Fields, o mais
destacado prémio da Matematica no cenario mundial, concedida a cada quatro anos a
pesquisadores com idade inferior a quarenta anos, em que os trabalhos sao considerados

de extrema importancia para o avanco da Matematica 2.

20BM, Brasileiro Ganha  Medalha  Fields. 2014. Disponivel em
https://www.sbm.org.br/noticias/brasileiro-ganha-medalha-fields. Acesso 5/4/2018.
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2.1.3 Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) teve inicio em
2005. O ponto de partida para sua criacao foi uma proposta que o Brasil recebeu de
inscricao em uma olimpiada de matematica que abrangia apenas as escolas publicas de
educagao bésica. Seu foco era "Somando Talentos".

Assim, a principal razdo para existéncia da OBMEP sdo os alunos das esco-
las publicas, seus desempenhos, interesse e motivacao pela matematica. Este
universo de estudantes é o foco principal dessa politica porque estd no cerne
de problemas existentes e inter-relacionados: o baixo desempenho dos alunos
em matematica, a importancia da matemaética para o desenvolvimento tecno-

logico do pais, a baixa adesao dos profissionais a esta carreira, a necessidade
de profissionais para formagcao de novos alunos (BARBOSA, 2014, p. 37).

Os organizadores da 1* OBMEP, devido a divulgacao de grande escala, conseguiram
a participacao de mais de 10 milhoes de alunos, em mais de 30 mil escolas, representando
aproximadamente 93% dos municipios brasileiros. O projeto de formatacao da OBMEP
tinha como pilar bésico o desenvolvimento de estratégias que possibilitassem melhorar a
qualidade do ensino de matematica na educacao basica. Trata-se do projeto NUMERA-
TIZAR:"descobrir, divulgar e aprimorar os talentos de nossa juventude ¢ a forma mais
efetiva e rapida de inclusao social".

A OBMEP é realizada desde 2005 pelo IMPA, com apoio da SBM e promocao do Mi-
nistério da Ciéncia e Tecnologia e Inovagdo (MCTTI) e do Ministério da Educagao (MEC).
Essa competicao tem como piblico alvo os alunos do 6° ao 9° ano do Ensino Fundamen-
tal e os estudantes do Ensino Médio das escolas publicas nas trés esferas governamentais,
recebendo prémios conforme classificacao dos discentes nas provas. Professores, escolas e
secretarias municipais de educagao também recebem prémios.

A OBMEP, segundo seu regulamento, tem por objetivos:

e estimular o estudo da matematica entre alunos das escolas publicas;
e contribuir para melhoria da qualidade da educacao basica;

e identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso nas areas cientificas e tecnologi-

cas;
e incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas ptblicas; e

e contribuir para a integracao das escolas e universidades publicas.
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Tabela 2.1: Inscricoes na OBMEP na primeira e segunda fase e premiados por ano

Ano Primeira Fase Segunda Fase Premiados
2005 10.520.831 457.725 31.109
2006 17.341.732 630.864 34.743
2007 17.341.732 780.333 33.003
2008 18.326.029 789.998 33.017
2009 19.198.710 841.139 33.011
2010 19.665.928 863.000 33.256
2011 18.720.068 818.566 33.202
2012 19.166.371 823.871 45.434
2013 18.762.859 954.926 44.835
2014 18.192.526 907.446 45.664
2015 17.970.745 888.822 48.784
2016 17.839.424 913.546 48.984
2017 18.240.497 941.630 51.791

Fonte:(COSTA R.G., adaptada, 2014, p. 37)

A tabela 2.1 acima ilustra o nimero de participantes e premiados nas treze edi¢oes da
OBMEP.

Os discentes participam em trés categorias, conforme grau de escolaridade, sendo esta
classificacao dada a seguir.

O nivel 1 engloba alunos matriculados no 6° e 7° ano do Ensino Fundamental, o nivel
2 destina-se a alunos matriculados no 8° e 9° ano do Ensino Fundamental e o nivel 3 esta
relacionado a alunos matriculados em qualquer série do Ensino Médio.

Os exames sao divididos em duas etapas. A primeira fase esta vinculada a aplicacao
da prova objetiva em todos os alunos inscritos, sob supervisao dos professores das escolas
inscritas na respectiva olimpiada. A etapa subsequente, segunda fase, trata da aplicacao
da prova discursiva aos alunos que obtiveram as melhores notas, correspondente a 5% dos
alunos que realizaram a prova da 1? fase, aplicada dessa vez por fiscais selecionados pela
Coordenagao Geral da OBMEP.

A premiacao envolve alunos, professores, escolas e secretarias municipais de educacao.
Cabe ressaltar que a ultima edicao da OBMEP, 2017, contou com a participacao de 4473
escolas privadas.

A OBMEP surgiu no momento de significativas transformagoes na area de educagao,
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periodo em que foi criado o Indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica (IDEB). As
acoes motivadas pela Olimpiada podem ser confrontadas com os resultados de avaliacoes
educacionais.

O grande desafio da OBMEP é incentivar docentes e discentes a consultarem e uti-
lizarem o material didatico disponibilizado, principalmente pela qualidade elevada das
questoes apresentadas, que exige do aluno muito raciocinio, criatividade e conhecimento
aprofundado dos topicos estudados. Iniimeras acoes se concretizaram desde a criacao da

OBMEP em 2005. Destacam-se:

e distribuicao de material de qualidade as escolas, como apostilas do Programa de

Iniciagao Cientifica (PIC);

e preparacao de medalhistas de ouro, selecionados para participar de competicoes

internacionais;

e lancamento do Portal da Matematica, com aplicativos e videoaulas que cobrem todo
curriculo de matematica, desde o 6° ano do Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino

Médio; e

e criacao do programa OBMEP nas Escolas em 2015, direcionado aos docentes do
ensino publico, que promove atividades nas escolas publicas com a utilizacao de

materiais da OBMEP, como provas e Banco de Questoes.

Essa proposta pedagogica oferecida pela OBMEP é capaz de agregar a qualidade
do ensino uma formacao na qual o aluno, ao concluir sua escolarizacao bésica, esteja

alfabetizado quantitativamente.

Cidadaos quantitativamente alfabetizados precisam conhecer mais que formu-
las e equagoes. Eles precisam de uma predisposicao de olhar o mundo através
de olhos matematicos, para ver os beneficios (e riscos) de pensar quantitativa-
mente acerca de assuntos habituais e para abordar problemas complexos com
confianca no valor do raciocinio cuidadoso. Alfabetizacdo quantitativa dé po-
der as pessoas ao oferecer-lhes ferramentas para que pensem por si proprias,
para fazer perguntas inteligentes aos especialistas e para confrontar a autori-
dade com confianca. Estas sao habilidades requeridas para prosperar no mundo
moderno (OCED, 2014, p. 5) “

*COSTA, Regiane Quecia Gomes da. Analise da prova da primeira fase
da OBMEP como subsidio para orientar a pratica docente. 2015. 212f.
Dissertagdo (Mestrado Profissional em Matematica) - IMPA, Rio de Janeiro,
2015, p. 42.
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2.2 Parametros Curriculares Nacionais

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) constituem um referencial de quali-
dade para a educacao no Ensino Fundamental em todo o pais. Sua funcao é orientar e
garantir a coeréncia dos investimentos no sistema educacional, socializando discussoes,
pesquisas e recomendagoes, subsidiando a participacao de técnicos e professores brasilei-
ros. Os PCN foram elaborados procurando respeitar, de um lado, diversidades regionais,
culturais, politicas existentes no pais e, de outro, considerar a necessidade de construir
referéncias nacionais comuns ao processo educativo em todas as regides brasileiras. Com
isso, pretende-se criar condicoes, nas escolas, que permitam aos nossos jovens ter acesso
ao conjunto de conhecimentos socialmente elaborados e reconhecidos como necessarios ao

exercicio da cidadania.

Nos dias atuais, existe um consenso de que os curriculos de Matematica voltados
para as ultimas séries do Ensino Fundamental devem contemplar o estudo dos ntimeros e
das operagoes (no campo da Aritmética e da Algebra), do espaco e das formas (no campo
da Geometria), das Grandezas e Medidas (que permite interligacdo entre os campos), e

Probabilidade e Estatistica.

Um olhar mais atento para nossa sociedade mostra a necessidade de acrescen-
tar a esses conteidos aqueles que permitam ao cidadao tratar as informacoes
que recebe cotidianamente, aprendendo a lidar com dados estatisticos, tabelas
e graficos, a raciocinar® utilizando ideias relativas & probabilidade e & combi-
natoria.

“BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais: terceiro e quarto ciclos:
apresentagdo dos temas transversais - 1998. Secretaria de Educac¢do Funda-
mental, Ministério da Educacao e do Desporto, Brasilia, DF. Disponivel em
portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf, p. 49.

O desafio é identificar que conceitos e procedimentos sao socialmente relevantes,
apontar em que medida os contetdos contribuem para o desenvolvimento intelectual do
aluno, ou seja, colaboram para construgao do pensamento légico, interpretativo e critico,

que constituem fatores de grande relevancia para interpretar fenémenos.
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A selecao de conteddos a serem trabalhados pode se dar numa perspectiva mais
ampla, ao procurar identifica-los como formas e saberes culturais cuja assimi-
lacdo é essencial para que produza novos conhecimentos. Dessa forma, pode-se
considerar que os contetidos envolvem explicagoes, formas de raciocinio, lingua-
gens, valores, sentimentos, interesses e condutas. Assim, nesses parametros, 0s
conteudos estao dimensionados nao sd em conceitos, mas também em procedi-
mentos e atitudes *.

*BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais: terceiro e quarto ciclos:
apresentacdo dos temas transversais - 1998. Secretaria de Educac¢ao Funda-
mental, Ministério da Educacao e do Desporto, Brasilia, DF. Disponivel em
portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf, p. 49.

2.2.1 Numeros e Operacoes

Nesse processo, o aluno toma contato com os universos dos ntimeros (nimeros natu-
rais, inteiros, racionais e irracionais) e seus diferentes significados. No que diz respeito as
operagoes, o trabalho esta concentrado no entendimento de cada uma delas, nas relacoes
existentes entre elas e no estudo do cédlculo, contemplando diferentes tipos: exato e apro-
ximado, mental e escrito. Nas séries finais do Ensino Fundamental, os estudantes terao
suas atividades algébricas ampliadas, pois o estudo de situagoes-problema oportuniza o
reconhecimento de diferentes funcées da Algebra, generaliza padrdes aritméticos, estabe-
lece relacao entre duas grandezas, resolve problemas aritmeticamente dificeis, e representa
problemas por meio de equacoes e inequacoes, possibilitando um entendimento inicial da

nogao de fungdo nas séries finais do Ensino Fundamental (3° e 4° ciclo).

2.2.2 Espaco e Forma

Areas como engenharia, bioquimica, arquitetura, mecanica, entre outras areas do
conhecimento, e situacoes do cotidiano exigem do ser humano a capacidade de pensar
geometricamente. Nos dias atuais, ¢ imprescindivel que as pessoas estimulem a capacidade
de observar e representar o espaco tridimensional, uma vez que a imagem é um instrumento
de informacao indispensavel no mundo moderno.

Vale ressaltar que o conhecimento geomeétrico, quando se estuda Matematica, tem sido
pouco explorado nos dias atuais. Em que pese seu abandono, ela desempenha um papel
relevante na grade escolar, uma vez que permite ao individuo desenvolver um tipo de
pensamento particular para compreender, descrever e representar, de forma organizada,

o mundo em que vive.
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O estudo da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situagoes-
problema e é um tema pelo qual os alunos costumam se interessar natural-
mente. O trabalho com no¢oes geométricas contribui para a aprendizagem de
nimeros e medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber semelhancas e
diferencas, identificar regularidades etc *.

“BRASIL Parametros Curriculares Nacionais: terceiro e quarto ciclos:
apresentacdo dos temas transversais - 1998. Secretaria de Educacdo Funda-
mental, Ministério da Educacao e do Desporto, Brasilia, DF. Disponivel em
portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf, p. 51.

A respeito do desenvolvimento das habilidades de percepcao espacial, a leitura e
a utilizacao efetiva de mapas e plantas, nas situacoes cotidianas, sao fonte de numero-
sas dificuldades para muitas pessoas. Por exemplo, localizar um escritério num grande
edificio, deslocar-se numa cidade, sao procedimentos que muitas vezes exigem uma certa
sistematizacao dos conhecimentos espaciais. Entretanto, essas habilidades nao sao objeto
de estudo nas aulas de Matematica.

As atividades que envolvem as transformacoes de uma figura no plano devem ter
prioridade nesse nivel de ensino, uma vez que estimulam o desenvolvimento de concei-
tos geométricos de uma forma expressiva. Além disso, o estudo das transformacoes do
plano euclidiano que conservam comprimentos, angulos e ordem de pontos alinhados é
um excelente ponto de partida para a construcao das nocoes de congruéncia.

O conceito de semelhanca estd presente no estudo de escalas, mapas, ampliacoes de
fotos, fotocopias. Esse conceito poderéd ser aprofundado também pela analise de alguns
problemas historicos, como os procedimentos utilizados pela civilizagao egipcia para de-
terminar a altura de suas piramides. As atividades de Geometria sdo muito propicias para
que o professor construa junto com seus alunos um caminho que, a partir de experiéncias
concretas, leve-os a compreender a importancia e a necessidade da prova para legitimar as
hipoteses levantadas. Nesse viés, é essencial a exploragao desse tema a partir de objetos
do mundo fisico, de obras de arte, pinturas, esculturas e artesanato, de modo que permita

ao aluno estabelecer conexoes entre a Matemaética e outras areas do conhecimento.

2.2.3 Grandezas e Medidas

Permite a conexao com outras areas do conhecimento, mostram claramente ao aluno
a utilidade do conhecimento matematico cotidiano. As atividades em que as nocoes
de grandezas e medidas sao exploradas proporcionam melhor compreensao de conceitos

relativos ao espaco e as formas. Além disso, os contetudos referentes a grandezas e medidas
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permitem expressa-las algebricamene.

Medidas nao diretamente acessiveis, que envolvem conceitos e procedimentos da Geo-

metria e da Fisica, também podem ser estudados a partir desse tema.

2.2.4 Tratamento da Informacao

Esta diretamente relacionado a Probabilidade e Estatistica, além dos problemas de
contagem que envolvem o principio multiplicativo, entretanto nao se pretende nessa fase

o desenvolvimento de conceitos baseados em férmulas envolvendo tais temas.

No que se refere a Estatistica, a ideia é que o aluno construa procedimentos para co-
letar, organizar, comunicar dados, utilizando tabelas e graficos que comumente aparecem
cotidianamente. Concomitantemente, calcular algumas medidas estatisticas como média,

mediana e moda com o objetivo de interpretar dados estatisticos.

No que tange & Probabilidade, o foco é o aluno compreender que muitos dos aconteci-
mentos do cotidiano sao de natureza aleatéria e que podem identificar possiveis resultados
desses acontecimentos e estimar o grau da possibilidade do resultado de um evento ocor-
rer. As nocoes de incerteza, que intuitivamente se manifestam, podem ser trabalhadas

nos bancos escolares, em situagoes em que o aluno realiza experimentos e observa eventos.

2.3 Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

Segundo o Plano Nacional de Educacao (PNE), os alunos devem ter assegurados
seus direitos a ampla educagao e desenvolvimento. Nesse viés, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), de carater regulador, estabelece o conjunto organico e crescente de
aprendizagens fundamentais que os estudantes devem construir ao longo das etapas e

modalidades da Educagao Bésica.

Nas ultimas décadas, os fundamentos pedagogicos da BNCC tém como foco o desen-
volvimento de competéncias, o que vem orientando a maioria dos estados e municipios
brasileiros na construcdo de seus curriculos. E esse também o enfoque adotado nas ava-
liagoes internacionais da Organizacao para a Cooperacao e Desenvolvimento Economico

(OCDE), que coordena o Programa Internacional de Avaliacdo de Alunos (PISA).
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Ao adotar esse enfoque, a BNCC indica que as decisdes pedagbgicas devem es-
tar orientadas para o desenvolvimento de competéncias. Por meio da indicacao
clara do que os alunos devem "saber"(considerando a constituigdo de conhe-
cimentos, habilidades, atitudes e valores) e, sobretudo, do que devem "saber
fazer" (considerando a mobilizagdo desses conhecimentos, habilidades, atitudes
e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exer-
cicio da cidadania e do mundo do trabalho), a explicitagdo das competéncias
oferece referéncias para o fortalecimento de agdes que assegurem as aprendiza-
gens essenciais definidas na BNCC @,

*BNCC. Disponivel em <basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-
content /uploads/2018/04/BNCC>. péagina 13.

Ao longo da Educacao Bésica os alunos devem desenvolver competéncias gerais
que assegurem, como resultado do seu processo de aprendizagem e desenvolvimento, uma
formacao humana integral visando a construcao de uma sociedade justa, democratica e
inclusiva.

A BNCC propoe cinco unidades teméticas, correlacionadas, que orientam a formulacao
de habilidades a ser desenvolvidas ao longo do Ensino Fundamental. Numeros; Algebra;

Geometria; Grandezas e Medidas; e Probabilidade e Estatistica.

2.3.1 Unidade Tematica Numeros

Tem por objetivo desenvolver o pensamento numérico, julgar e interpretar argumen-
tos baseados em quantidades. Nesse processo, os alunos devem construir ideias de apro-
ximagao, proporcionalidade, equivaléncia e ordem, nocoes fundamentais de Matemaética.
Ressalta-se a importancia de propor, por meio de situacoes significativas, sucessivas am-
pliacoes dos campos numéricos. No que concerne aos anos finais do Ensino Fundamental,
espera-se que os alunos saibam trabalhar as operagoes fundamentais em problemas com
nimeros naturais, inteiros e racionais, com perfeito entendimento dos processos neles en-
volvidos. Para aprofundar o conhecimento, é importante que os estudantes aprendam a
resolver problemas geométricos, nos quais os niimeros racionais nao sao suficientes para
resolvé-los, de modo que eles reconhecam a necessidade de outros niimeros: os irracionais.

Somando-se a essa aprendizagem, os alunos devem dominar o calculo de porcenta-
gem e juros, conceitos basicos de economia e finangas, com o uso de tecnologias digitais.
Dessa forma, terao um embasamento minimo necessario para entender e discutir com
propriedade temas do cotidiano como taxas de juros, inflacao e aplicacoes financeiras.

Espera-se que saibam reconhecer, comparar e ordenar niimeros reais, com apoio da
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relacdo desses niimeros com pontos na reta numérica. Cabe salientar que o pensamento
numérico serd aprofundado ao se estudar situacoes que envolvem os demais eixos teméati-

cos: Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica.

2.3.2 Unidade Tematica Algebra

Tem por objetivo o desenvolvimento da linguagem algébrica, fundamental para em-
pregar modelos mateméaticos na compreensao, representagao e analise de relagoes quan-
titativas de grandezas e estruturas mateméticas, fazendo uso de letras e simbolos. E
importante que os alunos aprendam a trabalhar sequéncias numéricas, leis matematicas
de interdependéncia entre grandezas. Sejam capazes de criar, interpretar e transitar entre
representacoes graficas para resolver problemas por meio de equagoes e inequacoes. Equi-
valéncia, variacao, interdependéncia e proporcionalidade sao os conceitos mateméaticos
enfatizados nessa unidade tematica.

Nos anos finais do Ensino Fundamental, os alunos devem entender o significado das
varidveis numéricas, generalizar uma propriedade, compreender sequéncia numérica, es-
tabelecer conexoes entre varidvel e funcao e entre incognita e equacao. Enfim, as técnicas
de resolucao de equacoes e inequagoes devem ser desenvolvidas com o proposito de repre-
sentar e resolver determinados tipos de problema.

O estudo da Algebra pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento com-
putacional dos alunos, faz com que estes sejam capazes de traduzir uma situacao dada
em outras linguagens, como transformar situagoes-problema, apresentadas em lingua ma-

terna, em formulas, tabelas e graficos.

2.3.3 Unidade Tematica Geometria

Este ramo da matematica envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e pro-
cedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento. Dessa forma, estudar posicao e deslocamentos no espago, formas e relacoes
entre elementos de figuras planas e espaciais podem contribuir para a formacao do pen-
samento geométrico dos alunos. Essa ideia é indispensavel para investigar propriedades,
fazer conjecturas, identificar transformacoes geométricas, como as simetrias, e produzir
argumentos geométricos convincentes. Os conceitos matematicos relevantes associados a

essa teméatica sao, principalmente, construcao, representacao e interdependéncia.
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No Ensino Fundamental - Anos Finais, o ensino de Geometria precisa ser visto
como consolidacao e ampliagao das aprendizagens realizadas. Nessa etapa,
devem ser enfatizadas também as tarefas que analisam e produzem transfor-
magoes e ampliagdes / redugdes de figuras geométricas planas, identificando
seus elementos variantes e invariantes, de modo a desenvolver os conceitos de
congruéncia e semelhanga °.

“BNCC. Disponivel em <basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-
content/uploads/2018/04/BNCC>. pagina 270.

Assim, os alunos sdo capazes de reconhecer as condigcOes necessarias para obter
triangulos congruentes ou semelhantes e aplicar esse conhecimento para realizar demons-
tracoes simples, contribuindo para a formacao de um raciocinio hipotético-dedutivo, ex-
tremamente importante para o estudo da Matematica.

Portanto, a Geometria nao pode ficar restrita a mera aplicacao de formulas, calculo
de area e volume, nem a aplicacoes numéricas imediatas de teoremas. E de fundamental
importancia para o contexto atual que o raciocinio interpretativo, légico, hipotético e de-
dutivo seja retroalimentado nos bancos escolares do Ensino Bésico, sob pena da sociedade
brasileira ficar para tras, a nivel internacional, no que se refere a formagao de uma base

estudantil solida em Matemaéatica, imprescindivel ao desenvolvimento tecnologico.

2.3.4 Unidade Tematica Grandezas e Medidas

As medidas quantificam grandezas de ordem fisica e sao essenciais para a compreensao

do mundo real.

Assim, a unidade tematica Grandezas e Medidas®, ao propor o estudo das
medidas e das relacoes entre elas - ou seja, das relacoes métricas -, favorece
a integracdo da Matematica a outras areas de conhecimento, como Ciéncias
(densidade, grandezas e escalas do Sistema Solar, energia elétrica etc.) ou
Geografia (coordenadas geogréficas, densidade demografica, escalas de mapas
e guias etc.).

*BNCC. Disponivel em <basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-
content /uploads/2018/04/BNCC>. pagina 271.

Nas tltimas séries do Ensino Fundamental, espera-se que os alunos reconhecam
comprimento, area, volume e angulo associados a figuras geométricas. Tenham condigoes
de abordar problemas com o uso de unidades de medida padronizadas, estabelecer relacoes
entre essas grandezas e entre elas e grandezas nao geométricas, para estudar grandezas
derivadas como: densidade, velocidade, energia, poténcia, entre outras. Nessa fase da

escolaridade, os alunos devem determinar expressoes de calculo de areas de figuras planas
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e as de volumes de prismas e cilindros. Um aspecto importante a destacar é a introducao
de medidas de capacidade de armazenamento de computadores como grandeza associada
a demandas da sociedade moderna. Um megabyte nao equivale a 1000 bytes e sim a
1024 bytes, ou seja, os prefixos utilizados para byte nao estao associados ao sistema de

numeracao decimal, base 10.

2.3.5 Unidade Tematica Probabilidade e Estatistica

Nessa Unidade Tematica é tratado junto aos estudantes a nogao de incerteza e trata-

mento de dados.

Ela propoe a abordagem de conceitos, fatos e procedimentos presentes em mui-
tas situagbes-problema da vida cotidiana, das ciéncias e da tecnologia. Assim,
todos os cidadaos precisam desenvolver habilidades para coletar, organizar, re-
presentar, interpretar e analisar dados em uma variedade de contextos, de ma-
neira a fazer julgamentos bem fundamentados e tomar as decisoes adequadas.
Isso inclui raciocinar e utilizar conceitos, representacoes e indices estatisticos
para descrever, explicar e predizer fendmenos ¢.

*BNCC. Disponivel em <basenacionalcomum.mec.gov.br/wp-
content /uploads/2018/04/BNCC>. péagina 272. Acesso 17/3/2018.

Nos anos finais do Ensino Fundamental, vislumbra-se que os alunos tenham con-
dicoes de planejar e construir relatorios de pesquisas estatisticas descritivas, incluindo
medidas de tendéncia central e construcao de tabela e graficos.

Os problemas de contagem devem restringir-se aqueles cujas solucoes podem ser al-
cancadas pela descricao de todos os casos possiveis e aqueles cuja resolucao depende da

aplicagao dos principios multiplicativo e aditivo da casa dos pombos.

2.4 Indice de Desenvolvimento da Educacao Basica (IDEB)

Criado em 2005 pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (Inep), o IDEB tem por objetivo mensurar a qualidade do ensino basico brasileiro.
Trés niveis de ensino sao aferidos nesse processo. Anos iniciais do Ensino Fundamental,
anos finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio. O termometro de sua avaliacao leva
em consideracao dois indicadores, o aprendizado e o fluxo escolar. Relaciona os resultados
das avaliagoes com os niveis de aprovacao e reprovacao das instituicoes de ensino.

O indice é calculado em funcao da média da proficiéncia em Portugués e Matematica,

pelo modelo matematico a seguir:
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Tabela 2.2: Metas do Governo - IDEB 2015

Niveis de Ensino  Metas do Governo Metas atingidas

Séries Iniciais - EF 9,2 9,5
Séries Finais - EF 4,7 4,5
Ensino Médio 4,3 3,7

Fonte: IDEB, disponivel em http://ideb.inep.gov.br/resultado/resultado/resultadoBrasil

Ideb = N.P

em que N corresponde & média da proficiéncia em Lingua Portuguesa e Matematica,
obtida na Prova Brasil, e o P, ao rendimento escolar, em que a taxa de reprovacao
impacta negativamente os resultados.

Os indices atingidos pelos estudantes do Ensino Bésico no IDEB ainda estao abaixo
das expectativas. Nas duas tltimas edicoes do IDEB, 2013 e 2015, nas séries iniciais
do Ensino Fundamental, as escolas brasileiras ultrapassaram a meta estabelecida pelo
Ministério da Educac¢ao (MEC). Em 2013, enquanto a meta do governo era atingir a nota
4,9, os estudantes alcancaram o patamar de 5,2. Em 2015, o indice obtido pelo mesmo
universo de alunos foi de 5,5, enquanto a meta governamental estabelecia a nota 5,2.
Entretanto, quando se trata das séries finais do Ensino Fundamental, as escolas do pais
nao apresentaram resultados convincentes. Em 2013, a meta prevista pelas autoridades
educacionais previa a média 4,4, mas os alunos ficaram com nota 4,2. Em 2015, conforme
tabela 2.2 acima, o indice estipulado foi de 4,7 e os estudantes atingiram a média 4,5 3.

No ensino médio, a situagao é mais critica. Em 2013 a meta era de 3,9 e as escolas
atingiram a nota 3,7. Em 2015, segundo a tabela 2.2 acima, esta classe de discentes
alcancou a média 3,7 enquanto o teto previa nota 4,3. Numa primeira analise, verifica-
se que boa parte dos jovens brasileiros apresentam indices insatisfatérios no IDEB, nao
atingindo as metas estipuladas pelo Ministério da Educacao.

Para 2021, o governo estabeleceu as metas para as diversas etapas do ensino bésico,

conforme descrito a seguir.

e Para as séries iniciais do Ensino Fundamental, a meta a atingir ¢ média 6,0;

e para as séries finais do Ensino Fundamental, a meta a alcancar é a média 5,5; e

3IDEB, disponivel em http://ideb.inep.gov.br/resultado/resultado/resultadoBrasil.seam?cid=70338.
Acesso 1/4/2018.
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e para o ensino Médio, a meta a atingir ¢ a média 5,2.

Percebe-se que o Brasil nao chegou onde deveria, projetando perspectivas nao muito

otimistas para 2021.

2.5 Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes

O Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (PISA) é um exame internacio-
nal dirigido aos jovens na faixa etaria dos 15 anos, sob coordenacao da Organizacao para
a Cooperagdo Economica e Desenvolvimento (OCDE), envolvendo trés areas do conheci-
mento: Leitura, Matemética e Ciéncias. O programa constitui-se no principal instrumento
mundial de avaliagao da educacao basica. Sua periodicidade é trienal e sua edicao come-
cou a ser aplicada em 2000. A cada edicao, é dada énfase a uma das areas avaliadas.
Em 2000, a énfase foi em Leitura; em 2003, em Matematica; e em 2006, em Ciéncias.
Em 2009, comecou um novo ciclo e em 2012 foi o dltimo ano em que a prioridade foi
Matematica.

O desempenho do Brasil em Matematica nas avaliacdes do PISA é avaliado de acordo
com a escala de desempenho apresentada na tabela 2.3, destacando seis niveis em funcao
da pontuacao obtida.

Os alunos que atingem pontuacao aquém de 358 pontos sao classificados como "abaixo
do nivel 1", o que significa que nao conseguem interpretar e reconhecer problemas con-
textualizados que nao exigem mais do que uma inferéncia direta. O PISA de 2015 contou
com 70 (setenta) paises participantes, sendo o Brasil o tnico pais da América do Sul
presente em todas as suas edicoes. O exame é dirigido a estudantes entre 15 e 16 anos,
o que corresponde ao 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental. Os indices alcancados pelos
estudantes brasileiros em Matematica foram extremamente acanhados, ficando o Pais em
65° (sexagésimo quinto) lugar entre as 70 nagbes participantes, o que mostra o carater
estagnado do desempenho escolar dos jovens brasileiros em Matemética. Esta perfor-
mance dos alunos deixou as autoridades do MEC alarmadas e preocupadas com o futuro
da educacao brasileira.

Na tabela 2.4 destacam-se as pontuacoes dos paises envolvidos no PISA 2015, na
area de Matematica.

Observa-se que os discentes brasileiros ficaram enquadrados no nivel mais baixo de
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Tabela 2.3: Escala de Desempenho dos Participantes do PISA

Nivel

Pontuacao

De 358 a 420 pontos

De 420 a 482 pontos

De 482 a 545 pontos

De 545 a 607 pontos

De 607 a 669 pontos

O O | W DN —

acima de 669 pontos

Fonte: https://chrismazurl6.wordpress.com/2017/07/23/o-brasil-e-os-resultados-do-pisa-2015/ )

Tabela 2.4: Resultado do PISA em Matematica - 2015

Matematica

Paises Pontos Paises Pontos Paises Pontos
Singapura 564 Australia 494 Emirados 427
Hong Kong 248 Franca 493 Chile 423
Macau 544 Reino Unido 492 Turquia 420
Taiwan 542 Reptublica Checa 492 Uruguai 418
Japao 532 Portugal 492 Montenegro 418
China 531 Média OCDE 490 Trinidad e Tobago 417
Coreia do Sul 524 Italia 490 Tailandia 415
Suica 521 Islandia 488 Albania 413
Estonia 520 Espanha 486 México 408
Canada 516 Luxemburgo 486 Georgia 404
Holanda 512 Letonia 482 Catar 402
Dinamarca 511 Malta 479 Costa Rica 400
Finlandia 511 Lituania 478 Libano 396
Eslovénia 510 Hungria 477 Colémbia 390
Bélgica 207 Reptblica Eslovaca 475 Peru 387
Alemnha 506 Israel 470 Indonésia 386
Polonia 504 Estados Unidos 470 Jordania 380
Irlanda 504 Croéacia 464 Brasil 377
Noruega 502 Cazaquistao 460 Macedonia 371
Adtstria 497 Argentina 456 Tunisia 367
Nova Zelandia 495 Grécia 454 Kosovo 362
Vietna 495 Malasia 446 Argélia 360
Rissia 494 Bulgaria 441 Republica Dominicana 328
Suécia 494 Chipre 437 -

Fonte: (http://www.oecd.org/brazil /PISA-2015-results-brazil.pdf)
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Tabela 2.5: Pisa 2015: pontuagoes das escolas brasileiras por dependéncia administrativa

OCDE e Brasil Matematica
OCDE (meédia geral) 490
Brasil (média geral) 377
Brasil (rede federal) 488
Brasil (rede privada) 463
Brasil (rede estadual) 369
Brasil (rede municipal) 311

Fonte: DOI (o Brasil e os resultados do PISA 2015, p. 6)

desempenho, nivel 1 (de 358 a 420 pontos), com 377 pontos em Matematica, atras de paises
como Albéania, Indonésia e Jordania. No Cone Sul, foi superado pelo Chile, Argentina,
Colombia e Peru. Nas outras areas do conhecimento, Leitura e Ciéncias, também ocupou
as ultimas posicoes na tabela, causando desconforto as autoridades responséaveis pela
educacao brasileira. Nota-se que a pontuacao brasileira é inferior & pontuacao média da
OCDE.

Todos os Estados da Federacao do Brasil participaram do PISA em 2015, com 841
escolas e 23141 alunos. As distribuicoes das quantidades de escolas por dependéncia
administrativa ocorreram da seguinte forma, 13 escolas federais, 569 estaduais, 156 mu-
nicipais e 103 privadas. As pontuacoes do Brasil em Matematica no PISA por tipo de
dependéncia administrativa e pontuacao média da OCDE estao discriminadas na tabela
2.5 acima.

A melhor pontuacao é a da rede federal com 488 pontos, representada por 13 das 841
escolas participantes, posicionando-se no nivel 3. Em seguida, estao as 103 escolas privadas
cujo indice alcancado foi de 463 pontos, nivel 2. As 569 escolas estaduais obtiveram 369
pontos, o que as posiciona no nivel 1. O resultado das 156 escolas municipais é assustador,

seus 311 pontos nao permitem que sejam classificados nem no nivel 1.

2.6 Mestrado Profissional em Matematica em Rede Na-

cional - PROFMAT

O Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional (PROFMAT) é um pro-

grama de mestrado, em rede nacional semipresencial, sob coordenacao da SBM, com apoio
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do IMPA. Tem por objetivo atender prioritariamente os docentes da educacao basica, com
énfase na construcao do conhecimento aprofundado da disciplina de Matemaética, contri-
buindo para o desenvolvimento de uma postura critica e uma qualificacao de alto nivel,

certificada para o exercicio da docéncia.

O PROFMAT vem ao encontro do Plano Naional de Educagdo (PNE), Lei
N° 13.005, de 25 de junho de 2014, que coloca em sua Meta 16: formar, em
nivel de pos-graduacdo, 50% dos professores da Educacdo Bésica, até o altimo
ano de vigéncia deste PNE e garantir a todos (as) os (as) profissionais da
Educacao Bésica formacao continuada em sua area de atuacdo, considerando
as necessidades, demandas e contextualizacdes dos sistemas de ensino e do
plano de carreira °.

*PROFMAT: UMA REFLEXAO E ALGUNS RESUL-
TADOS. Disponivel em <http://www.profmat-sbm.org.br/wp-
content /uploads/sites/23,/2017/06/PROFMAT>.

O programa teve inicio em 2011 e ja ofereceu mais de 10.000 (dez mil) vagas em
sete anos de funcionamento, com a participagao dos 27 (vinte e sete) estados da federagao
em mais de 60 (sessenta) instituigbes de ensino associadas. Devido ao aporte de recursos
financeiros investidos no mestrado, a SBM faz um acompanhamento criterioso, junto aos
coordenadores das instituicoes de forma a oportunizar melhorias continuas, e com isso,
garantir o seu sucesso académico.

De grande capilaridade nacional, o PROFMAT permite que professores dos mais di-
versos rincoes do pais tenham acesso ao programa, contribuindo para sua reflexao sobre
o que ensinar e como fazé-lo. Novas técnicas e ferramentas, para utilizacao em sala de
aula, sao abordadas no mestrado em questao.

Valorizar o professor nao se limita apenas a questdo remuneratoria, mas princi-
palmente oferecer uma formacao continuada qualificada. O PROFMAT vem ao encontro
dessas aspiragoes, ¢ capaz de alterar e melhorar a abordagem e pratica de ensino em sala
de aula, o que pode aumentar o gosto do aluno e o interesse em aprender matematica.
E o reflexo disso pode ser o aumento gradativo dos medalhistas das escolas publicas na
OBMEP, na medida em que estas escolas sao preparadas e orientadas por professores
egressos da referida formagcao continuada.

Os desafios da sociedade contemporanea, como o avango da tecnologia e maior acesso
as informacoes, apresentam reflexos diretos no contexto escolar do mundo moderno, nas
propostas pedagobgicas inovadoras, na metodologia diferenciada e no papel dos professores
e alunos em sala de aula, exigindo diferentes caminhos em relagao a forma de ensinar e de

aprender. Nesse viés, o PROFMAT contribui para o aperfeicoamento da postura de seus
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egressos, para avancos em sua atuacgao profissional, no aprendizado de novas técnicas e

ferramentas, gerando impacto altamente positivo em sala de aula.

2.7 Estrutura do Colégio Militar de Santa Maria

O Colégio Militar de Santa Maria (CMSM), também conhecido como o “Colégio do
Vagao”, por utilizar vagoes ferroviadrios como salas de aula no inicio de sua criagao, é
um estabelecimento de ensino que integra o Sistema Colégio Militar do Brasil (SCMB),
composto por treze colégios militares. A missao do CMSM é ministrar a educacgao bésica,
nos niveis fundamental, do 6° ao 9° ano, e médio, do 1° ao 3° ano, em consonancia com a
legislacao federal da educacao nacional, obedecendo as leis e aos regulamentos em vigor,
segundo valores, costumes e tradigoes do Exército Brasileiro.

A instituicao iniciou suas atividades 1994 com o objetivo de atender os filhos de mili-
tares transferidos. Para ingressar no colégio, o aluno deve ser dependente legal de militar
de carreira do Exército ou das forcas co-irmas, ou ainda, aprovado em concurso de ad-
missao. Anualmente, é realizado concurso para o 6° Ano do Ensino Fundamental e 1°
Ano do Ensino Médio, com a média anual de vinte e cinco vagas para o sexto ano e cinco
vagas para o primeiro ano do Ensino Médio. Possui 780 alunos e um corpo docente com
oitenta e trés professores, civis e militares, em que mais de noventa por cento sao mestres
ou doutores em sua area de atuacao. Tem por objetivos capacitar os alunos para ingresso
em estabelecimentos de ensino militares das Forcas Armadas e para as instituigoes civis
de ensino superior.

A acao educacional desenvolvida na presente escola publica federal tem como proposta

pedagobgica as metas gerais a seguir.

e Permitir ao aluno desenvolver atitudes e incorporar valores familiares e sociais que
lhe assegurem um futuro como cidadao, conscio de seus deveres, direitos e respon-

sabilidades.
e Propiciar ao aluno a busca e a pesquisa continuada do conhecimento.

e Desenvolver no aluno a visao critica dos fenomenos politicos, econdmicos, historicos,
sociais e cientifico-tecnologicos, preparando-o para compreender e refletir sbre o

contexto social em que vive.
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e Capacitar o aluno a absorcao de pré-requisitos, articulando o saber do discente ao

saber académico.

A proposta pedagobgica é baseada na Educagao por Competéncias conforme legislacao
federal. O curriculo é uma ferramenta pedagbgica que envolve as dimensoes tangiveis
e intangiveis da escola. Ele contém os contetidos a serem ensinados e aprendidos; as
experiéncias de aprendizagem escolares a serem vividas pelos estudantes; os planos peda-
gogicos elaborados pelos professores, as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas
por meio do processo de ensino; os processos de avaliagao que terminam por influir nos
contetidos e nos procedimentos selecionados nos diferentes graus da escolarizacao.

Para o desenvolvimento do curriculo, o colégio conta com a realizacao do Turno Integral
que deve ser planejado para potencializar as atividades letivas, a fim de complementar as
praticas de escolarizagao.

De acordo com a proposta pedagogica de formacao integral dos(as) alunos(as), a escola
realiza a iniciacao desportiva, com a finalidade de desenvolver o espirito de corpo de seus
integrantes, revelar novos valores em diferentes modalidades e estimular o(a) aluno(a) a
pratica desportiva como sendo uma atividade essencial a uma vida saudavel.

No horario de aula normal, o aluno pode praticar uma variedade de atividade esportiva,
tais como: atletismo, futebol, volei, basquete, natacao e handbol.

No contraturno, os estudantes numa periodicidade quinzenal, podem participar dos
seguintes clubes: Robotica, Leitura e Redagao, Ciéncias, Invernada Artistica, Inglés,
Equitacao, Meteorologia, Matematica, Xadrez, Artes, Relacdes Internacionais, Historia e
Geografia, e Astronomia e Fisica.

Os alunos que se destacam nas diversas modalidades esportivas sao convidados a parti-
cipar, no contraturno, das equipes desportivas do colégio, visando as competicoes juvenis
locais e estaduais e as olimpiadas entre os treze colegios militares do sistema, realizadas
ora na Escola Preparatoria de Cadetes do Exército - Campinas (SP), ora na Academia
Militar das Agulhas Negras - Resende (RJ) durante as férias escolares do meio do ano.
Sao convidados a integrarem as equipes de atletismo, natagao, orientacao, volei, basquete,
handbol, futebol society, hipismo, triatlo e judd6. Uma gama variada de atividades que
atrai consideravelmente a atencao do discente.

No que tange a estrutura fisica, a escola dispoe de laboratérios de Quimica, Fisica,

Biologia e Informética bem equipados, todas as salas de aulas dotadas de computador,
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projetor de slides e losa eletronica, propiciando ao professor um aporte relevante de re-

cursos para ministrar aulas com qualidade.

2.8 Perfil dos estudantes do curso de preparacao para

OBMEP (Nivel 2)

No inicio do ano letivo, em fevereiro do corrente, um grupo de alunos do oitavo e nono
anos foi reunido no auditoério do colégio, cerca de setenta alunos, para tratar do projeto
piloto de preparagao para OBMEP, nivel 2. Os alunos convocados para a reuniao sao
jovens que, na sua maioria, apresentaram, durante o ano de 2017, os melhores rendimentos
escolares em Matemaética, conforme consulta ao boletim escolar arquivado na secao técnica
de ensino.

Inicialmente, uma palestra sobre o cenério da educacao brasileira foi apresentada aos
discentes. Temas como os resultados insatisfatorios do IDEB nos tltimos anos, o fraco
desempenho do Brasil nas recentes avaliacdes do PISA e o sucesso dos pesquisadores
brasileiros de matematica ao ascender, neste ano, ao seleto grupo dos onze paises mais
avancados em pesquisa matemética no mundo foram abordados na palestra.

Procurou-se também conscientizar esses jovens da importancia da tecnologia para o
crescimento socioecondémico de um pais. Nesse viés, a formacao basica sélida em Mate-
mética é fundamental para o desenvolvimento da tecnologia.

Em seguida, tratou-se da OBMEP, seus objetivos e contribuigoes para a construcao
do conhecimento aprofundado da disciplina, desenvolvendo o raciocinio logico, intuitivo,
hipotético e dedutivo da Matematica. Finalizando, foi feito o convite para participacao
no projeto com inicio previsto para o comeco de marco.

Os alunos do Colégio Militar, ai incluem-se os alunos do oitavo e nono anos, podem
ser classificados em amparados ou concursados em processo seletivo. Os amparados sao
alunos dependentes de militares e os concursados, sao os alunos que prestaram concurso
para ingresso no sexto ano do Ensino Fundamental 4.

Normalmente, concorrem a vinte e cinco vagas. Estes, como enfrentam uma preparacao

prévia para realizar o concurso, ao serem aprovados, enfrentam as atividades escolares com

4RICM. Regimento Interno dos Colégios Militares. Disponivel  em
www.cmsm.eb.mil.br/index.php/legislacao/category /126-regulamentos.
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uma base mais solida, levando a bom termo as demandas de ensino ao longo dos anos.

Hoje, o efetivo do nono e oitavo anos é de cento e trinta e nove e cento e trinta e
trés alunos, respectivamente. Na tltima semana de aula de fevereiro, cinquenta e um
alunos acenaram positivamente, aderiram voluntariamente ao projeto, trinta e dois do
nono e dezenove alunos do oitavo. Desse efetivo, no nono ano havia onze concursados e
no oitavo, treze. Cabe salientar que dos cinquenta e um alunos que iniciaram no projeto,
dez alunos do nono e trés do oitovo participavam das equipes desportivas do colégio, os
quais, em algumas oportunidades, tiveram que faltar as aulas de preparacao para OBMEP
em detrimento dos treinamentos das equipes.

Em que pese as diversas atividades ladicas e esportivas disponibilizadas aos alunos no
contraturno escolar, o comparecimento as aulas de preparacao para OBMEP foi assiduo,
houve poucas faltas ao longo dos cinco meses de preparacao. O perfil dos estudantes, na
sua grande maioria ¢ de alunos que obtiveram excelentes resultados em Matemética em
2017 e que mantiveram o desempenho no primeiro semestre do corrente ano. A desisténcia

foi minima, sete alunos faltaram demasiadamente.
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Capitulo 3

ATIVIDADES REALIZADAS NO
ENSINO FUNDAMENTAL

Temas de grande relevancia para formacao solida e aprofundada da Matematica nas
séries finais do Ensino Fundamental, que comumente nao sao abordados no respectivo
curriculo escolar, foram trabalhados na presente pesquisa. Assim, problemas bem elabo-
rados, que exige do estudante raciocinio mais cuidadoso, para construgao do conhecimento
intuitivo, interpretativo, l6gico, hipotético e dedutivo, foram explorados nesse trabalho

de campo.

Trata-se de um projeto desenvolvido em uma escola publica federal, voltado para a
preparacao do nivel 2 da OBMEP, em que o planejamento das aulas baseou-se no Pro-
grama de Iniciagao Cientifica (PIC), no Polo Olimpico de Treinamento Intensivo (POTI)
e nas provas de anos anteriores de 2016/2017 (materiais disponiveis no site da OBMEP);
na visita de orientacao do polo regional da OBMEP, realizada em abril do corrente; e em
problemas de matemaética do livro de Dimitri Fomin e da coletanea de livros do PROF-
MAT. Cabe destacar que as questoes trabalhadas nao sao inéditas, mas sim extraidas da

bibliografia citada.

Os topicos trabalhados com os alunos na preparacao para OBMEP foram divididos
em trés areas, Matematica Discreta, Geometria e Aritmética, conforme detalhamento a

seguir.

43



3.1 Matematica discreta

Matematica discreta ¢ o estudo das estruturas algébricas discretas, funcoes em que o
conjunto imagem nao varia gradualmente como em fungoes continuas. As imagens assu-
mem valores distintos abruptamente com a mudanca do elemento do dominio considerado.

A seguir, para uma preparacao adequada para OBMEP, foram abordados os temas

Principio das Gavetas e Métodos de Contagem.

3.1.1 Principio das Gavetas de Dirichlet ou Principio da Casa dos

Pombos

Este tema teve como principais referéncias os conceitos e exercicios explorados no
livro de Matemaética Discreta, da colecio PROFMAT e o Polo Olimpico de Treinamento
Intensivo (POTI).

Teorema 1. Principio das Gavetas de Dirichlet

Se n + 1 ou mais objetos sao colocados em n ou menos gavetas, entao pelo menos

uma gaveta recebe mais de um objeto .

n+1

Demonstracao. O numero médio de objetos por gaveta é maior que ou igual a , que

é maior que 1. Logo, em alguma gaveta haverd um nimero de objetos maior que 1. [

Apresentamos a seguir alguns exercicios para exemplificar o teorema estudado.
1. Mostre que, em um grupo de 50 pessoas, pelo menos 5 nasceram no mesmo meés?.

Solucao:

. 50 .
De fato, o nimero médio de pessoas por més é = 4,1..., ou seja, pelo menos 5

nasceram no mesmo mes.

2. Mostre ® que todo inteiro positivo n tem um miltiplo que se escreve apenas com

os algarismos 0 e 1.

IMORGADO, A.C.; CARVALHO, P.C.P.; Matematca Discreta; Rio de janeiro, SBM, 2015. p.
166.

MORGADO, A.C.; CARVALHO, P.C.P.; Matematca Discreta; Rio de janeiro, SBM, 2015. p.
166.

SMORGADO, A.C.; CARVALHO, P.C.P.; Mateméatca Discreta; Rio de janeiro, SBM, 2015. p.
166.
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Solucao

Considere os n + 1 primeiros ntumeros da sequéncia 1,11,111,.... Divida por n e
considere os restos dessas divisoes. Esses restos s6 podem ser iguais a 0,1,2,3,...,n— 1.
Pensando nos nimeros como objetos e nos restos como gavetas, temos mais objetos do
que gavetas. O Principio das gavetas assegura que alguma gaveta recebera mais de um
objeto, isto ¢, ha dois ntimeros na sequéncia que dao o mesmo resto quando divididos por
n, digamos 11...1(p algarismos) e 11...1(¢ algarismos), p < ¢q. A diferenca desses é um
miltiplo de n e se escreve 11...10...0, com p algarismos 0 e ¢ — p algarismos 1.

Nota-se que o raciocinio é complexo e de dificil entendimento. No entanto, antes de
apresentar a solucao genérica, houve uma revisao sobre o Algoritmo da Divisao Euclidiana
com exemplificacdo numérica. Dai, dados dois ntimeros naturais, se obtivermos o mesmo
resto ao dividi-los por um mesmo quociente, entao a diferenca entre eles ¢ um multiplo do
quociente. Em seguida, a questao foi trabalhada com um exemplo numérico para n, de
pequeno valor, e interpretada, juntamente com a participagao dos alunos, que os niimeros
representavam os objetos e os restos, as gavetas, concluindo que h& mais objetos que
gavetas. E assim, detalhadamente, todos os passos da resolucao foram caracterizados por
exemplos numéricos, tornando a compreensao mais simples. Com isso, o entendimento da

solucao genérica ficou mais claro para os alunos.

3. Cinco pontos sao tomados sobre a superficie de um quadrado de lado 2, conforme
figura 3.1 a seguir. Mostre que ha dois desses pontos tais que a distancia entre eles é

menor ou igual a /2.

Figura 3.1: Principio da Casa dos Pombos

1

N I )
A
N\,

2

Fonte: Autor

Solugao:

De fato. Divida o quadrado de lado 2 em quatro quadrados de lado 1, ligando os

pontos médios dos lados opostos. Pensando nos pontos como objetos e nos quadrados
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como gavetas, temos mais objetos do que gavetas. O Principio das Gavetas assegura que
alguma gaveta recebera mais de um objeto, isto ¢, haverd dois pontos no mesmo quadrado
de lado 1. A distancia entre esses pontos é no maximo igual ao comprimento da diagonal
do quadrado, que é /2.

Apos a contextualizacao do assunto por meio dos problemas apresentados, segue a
lista de exercicios distribuida aos alunos para que discutam ideias e apresentem possiveis

solucoes.

1. Mostre que em qualquer conjunto de 8 inteiros ha sempre dois deles cuja a diferenca

é um maltiplo de 7.

2. Mostre que em toda festa de n pessoas h& sempre duas com o mesmo nimero de

conhecidos.
3. Mostre que existe um multiplo de 2013 cujos os digitos sao todos iguais a 1.

4. Qual é o nimero minimo de pessoas que deve haver em um grupo para que possamos

garantir que nele haja pelo menos 7 pessoas nascidas no mesmo més?

5. (PROFMAT - MA12 2011) Uma prova de concurso é formada por questoes de
multipla escolha, com 4 alternativas por questao. Admita que nenhum candidato deixe
questoes sem responder. Qual é o nimero minimo de candidatos para que seja possivel
garantir que pelo menos 3 deles darao exatamente as mesmas respostas nas 5 primeiras

questoes?

6. Selecionam-se oito ntimeros distintos no conjunto 1, 2, 3, 4, ..., 15. Mostre que ha
pelo menos trés pares de nimeros selecionados com a mesma diferenca entre o maior e o

menor nimero do par.
Solugao

Problema 1.
Existem 7 restos possiveis quando se divide um namero por 7. Assim, tomando
os restos como gavetas e os ntimeros como objetos, pode-se garantir que alguma gaveta
contera dois (ou mais) objetos. Isto é, ha pelo menos dois niimeros que deixam o mesmo

resto quando dividido por 7, o que é equivalente a dizer que a diferenca entre eles ¢ um
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miultiplo de 7.

Problema 2.

Em uma reuniao com n pessoas, cada pessoa pode ter de 0 a n — 1 conhecidos. No
entanto, é impossivel que, ao mesmo tempo, haja uma pessoa que nao tem conhecidos e
outra que conheca todos (afinal, estas duas pessoas se conhecem ou nao?). Portanto, em
qualquer situacao ha apenas n — 1 valores possiveis para o ntimero de conhecidos, o que

implica que pelo menos duas das n pessoas tém o mesmo nimero de conhecidos.

Problema 3.

Considere os restos da divisao por 2013, de 2014 ou mais nimeros da forma
1,11,111,... Como h& apenas 2013 restos possiveis, necessariamente ha dois restos coin-
cidentes. Tomando a diferenca dos dois niimeros da forma 11...1 resulta a existéncia de
um ntimero da forma 11...10...0 = 11...1 - 10¥ que ¢ multiplo de 2013. Como 2013 e 10

sao primos entre si, o nimero da forma 11...1 acima é necessariamente multiplo de 2013.

Problema 4.
Podemos distribuir até 72 pessoas de modo que haja exatamente 6 nascidas em
cada més. Com 73 pessoas, necessariamente um dos meses (gavetas) conterd 7 ou mais

objetos.

Problema 5.

O conjunto de possibilidades de respostas para as 5 primeiras questoes, cada uma
com 4 alternativas, é 4°. E possivel distribuir as respostas de 2 - 4° = 2048 candidatos
de forma que cada conjunto de respostas se repita exatamente duas vezes, mas se houver
2 .45 + 1 = 2049 candidatos isso ndo é mais possivel, sempre havera ao menos 3 provas

iguais nas cinco primeiras questoes.

Problema 6.
Como os ntameros sao escolhidos no conjunto 1,2,...,15, os valores possiveis para
a diferenga de dois nimeros sdo 1,2,...,14 (ou seja, ha 14 valores possiveis). Por outro
lado, os oito nimeros formam 87 = 28 pares. Destes, no maximo 1 resulta em uma

diferenca igual a 14 (quando formado por 1 e 15). em consequéncia, ha pelo menos 27
27
pares cujas diferencas pertencem ao conjunto 1, 2, ..., 13. Como 3 > 2, h4 uma gaveta

(diferenca) contendo mais de dois objetos (pares). Portanto, ha pelo menos trés pares de
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nimeros em que a diferenca entre o maior e 0 menor niimero do par é a mesma.

Quanto ao tema ministrado, Principio das Gavetas, os alunos, de forma geral,
tiveram a percepcao que a apresentacao teodrica foi de facil entendimento. Na conducao
do primeiro exemplo, nao tiveram dificuldades na interpretacao e resolucao da questao.
Mas, no segundo, a totalidade dos alunos nao conseguiu identificar o que representava
0s objetos e o que representava as gavetas, o que era esperado, pois o entendimento da
questao é dificil e criterioso. O terceiro exemplo foi de facil visualizacao.

No prosseguimento, os discentes tiveram dificuldades em interpretar os problemas da
lista apresentada, mas apo6s a intervencao do professor, os exercicios propostos, quanto ao
nivel de compreensao, tornaram-se de facil entendimento. Assim, os alunos conseguiram
entender o processo de resolugao da lista apresentada.

O tempo em sala de aula nao foi suficiente para resolver todos os itens da lista. Dai,
a solucao de todas as questoes foi disponibilizada no ambiente MOODLE da escola para

consulta dos alunos. Estes consideraram que os exercicios sao instigantes e desafiadores.

3.1.2 Meétodos de Contagem

O topico apresentado a seguir e a respectiva lista de exercicios teve como referéncia
basica o Programa de Iniciacao Cientifica, Métodos de Contagem.

Problemas de contagem sao, muitas vezes, considerados dificeis entre alunos e pro-
fessores, apesar de que, as técnicas mateméaticas necessarias serem bastante elementares,
especialmente o conhecimento das operacoes aritméticas de soma, subtragao, multipli-
cagao e divisao. Veremos que tratar de problemas de contagem envolve muitas vezes

raciocinio simples, sem exigir o uso de féormulas complicadas.
Exemplo 1

Uma bandeira com a forma da figura 3.2 a seguir vai ser pintada utilizando duas das

cores dadas. Liste todas as possiveis bandeiras. Quantas sdo elas*?

Solugao

4CARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade:Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 1.

48



Figura 3.2: Métodos de contagem

4
"4

CARVALHO, PIC 2016, p. 1

E importante ter um procedimento sistematico para listar todas as possiveis ban-
deiras, sem repeti-las. Para tal, devemos identificar as diferentes decisdes a serem tomadas
e examinar todas as possibilidades para cada uma delas. No caso deste problema, uma
forma natural para planejar o preenchimento da bandeira é:

a. escolher a cor a ser utilizada para parte externa;

b. a seguir, escolher a cor para o circulo interno.

A primeira decisao pode ser feita de trés modos diferentes, ja que a cor externa pode
ser qualquer uma das disponiveis. Uma vez tomada esta decisao, a cor escolhida nao pode
mais ser usada para o circulo interno. Podemos, entao listar todas as possiveis bandeiras,
que sao 3 -2 =06.

O procedimento acima ilustra o Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da
Contagem:

Se uma decisao D; pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja essa escolha,
a decisao D, pode ser tomada de g modos, entao o nimero de maneiras de se tomarem

consecutivamente as decisoes Dy e Dy é igual a p - q.

Exemplo 2
Quantas sao as possiveis bandeiras, comforme figura 3.3, no caso em que 4 cores
estdo disponiveis ®7?
Solucao
As decisoes a serem tomadas sao exatamente as mesmas do caso anterior, tendo
mudado apenas o nimero de possibilidades de escolha. Para a cor externa, temos quatro
possibilidades. Uma vez escolhida cor externa, a cor do circulo pode ser qualquer uma
das outra trés. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o niimero de modos diferentes para

pintar a bandeira ¢ 4 - 3 = 12.

SCARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 4.
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Figura 3.3: Métodos de contagem

2
74

CARVALHO, PIC 2015, p. 1

Exemplo 3

Quantas sao as formas de pintar a bandeira, conforme figura 3.4 a seguir, utilizando

3 cores diferentes dentre 4 dadas 7

Figura 3.4: Principios de contagem

CARVALHO, PIC 2015, p. 4

Solugao

Agora, temos 3 decisOes consecutivas a tomar, a cor externa, a do retangulo interno
e a do circulo. A cor externa pode ser qualquer uma das 4 cores; uma vez escolhida a cor
externa, o retangulo interno pode ser pintado de trés modos distintos. Logo, a escolha
combinada da cor externa e do retangulo pode ser feita de 4 - 3 = 12. Para cada um
destes 12 modos, o circulo pode ser pintado com uma das duas cores que sobraram.
Logo, o nimero total de possibilidades é 4 - 3 -2 = 24. O raciocinio mostra o Principio
Multiplicativo. Este pode ser aplicado quando temos diversas etapas de decisao, desde

que o nimero de possibilidades em cada etapa nao dependa das decisoes anteriores.

SCARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 4.
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Exemplo 4
Quantos sao os niimeros de trés algarismos distintos *?

Solugao
Nao devemos adiar dificuldades. Comecemos a tomar decisoes pela mais restrita.
Assim, vamos escolher, sucessivamente, os trés algarismos, comecando com o da esquerda
(isto é importante, como veremos abaixo). O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9
modos, pois nao pode ser igual a 0. O segundo algarismo pode ser escolhido de 9 modos,
pois nao pode ser igual ao primeiro algarismo. O terceiro algarismo pode ser escolhido de

8 modos, pois nao pode ser igual nem ao primeiro nem ao segundo algarismo. A resposta

¢9-9-8=0648.

Exemplo 5
Quantos sdo os ntimeros pares de trés algarismos distintos 87
Solugao
Ha 5 modos de escolher o tltimo algarismo. Note que comecamos pelo tltimo
algarismo, que é o mais restrito; o ultimo algarismo s6 pode ser 0, 2, 4, 6 ou 8. Em
seguida, vamos ao primeiro algarismo. De quantas modos se pode escolher o primeiro
algarismo? A resposta é "depende". Se nao tivermos usado o 0, ha 8 modos de escolher
o primeiro algarismo, pois nao poderemos usar nem o 0 nem o algarismo da tultima casa;
se ja tivermos usado o 0, h4 9 modos de escolher o primeiro algarismo, pois apenas o 0
nao poderé ser usado na primeira casa.

Assim, apesar de termos procurado atacar inicialmente a escolha mais restrita, chega-
mos a um impasse no uso do Principio Multiplicativo. Esse tipo é comum na resolucao de
problemas e ha dois métodos para vencé-lo. O primeiro método consiste em voltar atras
e contar separadamente. Contaremos separadamente os nimeros que terminam em 0 e os
que nao terminam em 0. Comecemos pelos que terminam em 0. H4 1 modo de escolher
o ultimo algarismo, 9 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o algarismo

central. Ha, portanto, 1-9-8 = 72 ntimeros de trés algarismos distintos terminados em 0.

TCARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 6.

8CARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 8.
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Para os que nao terminam em 0, h4 4 modos de escolher o tltimo algarismo, 8 modos
de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o algarismo central. Ha, portanto, 4-8-8 =
256 nimeros pares de trés algarismos distintos que ndo terminam em (0. A resposta é
72 4 256 = 328.

O segundo modo consiste em ignorar uma das restrigoes do problema, o que nos fara

contar em demasia. Depois descontaremos o que houver sido contado indevidamente.

Exemplo 6

De quantos modos diferentes 6 pessoas podem ser colocadas em fila 77

Solugao
Este ¢ um problema cléssico de contagem, chamado de permutacao simples, que é
facilmente resolvido pelo Principio Multiplicativo. De fato, basta escolher sucessivamente
as pessoas colocadas em cada posicao da fila. Para escolher o primeiro da fila, temos
6 possibilidades; o segundo pode ser qualquer uma das 5 pessoas restantes, e assim por
diante. Logo, o nimero total de possibilidades ¢ 6-5-4-3-2-1 = 720. De um modo geral,
o numero de modos de ordenar n objetos é igual a n - (n”1) -... - 1, que é representado

por n! (lé-se n fatorial).
Exemplo 7

De quantos modos podem-se escolher trés dos jogadores de um time de futebol

para represent-lo em uma cerimonia de premiacao 07

Solugao
Este é um outro problema cléassico de contagem, chamado de problema das combina-
coes simples. A primeira vista, parece ser simples resolvé-lo pelo Principio Multiplicativo:
basta escolher um representante de cada vez. O primeiro pode ser escolhido de 11 modos,
o segundo, de 10 e o terceiro, de 9. Logo, o ntimero total de possibilidades parece ser
11-10-9 = 990.

Essa solucao esta incorreta, mas podemos conserta-la para chegar a resposta certa.

CARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 10.

P CARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 10.
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Suponha que tivéssemos escolhido, sucessivamente, os jogadores A, B e C. A comissao de
representantes assim formada seria exatamente a mesma se tivéssemos selecionados, por
exemplo, primeiro o B, depois A, depois C. No entanto, as duas escolhas foram contadas
por no6s como se fossem distintas. O que nos permite corrigir o resultado da contagem
é o fato de que todas as possiveis comissoes sao repetidas o mesmo nimero de vezes,
correspondente a todas as suas possiveis ordenacoes.

Por exemplo, A, B e C vao surgir, em nosso processo de enumeracao, 3-2-1 = 6 vezes,
o mesmo ocorrendo com todas as possiveis comissoes. Logo, o niimero correto é igual a
990

— = 165.
6

Apresentamos a seguir uma lista de exercicios que exige dos alunos conhecimento

aprofundado dos topicos estudados .

Problema 1
Um grupo de 4 alunos (Alice, Bernardo, Carolina e Daniel) tem que escolher um
lider e um vice-lider para um debate. Quantas sao as possiveis combinacoes para as

respectivas escolhas?

Solugao
Ha 4 maneiras de escolher o lider. Para cada uma dessas escolhas, o vide-lider pode
ser escolhido de 3 modos (ja que a mesma pessoa nao pode, ao mesmo tempo, ser lider e
vice-lider). Logo, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de possibilidades é 4 - 3 = 12,

que foi o que obtivemos contando diretamente.

Problema 2
Um restaurante possui um cardapio que apresenta escolhas de saladas (salada verde,
salada russa ou salpicdo), sopas (caldo verde, canja ou de legumes) e pratos principais
(bifes com fritas, peixe com puré, frango com legumes ou lasanha). De quantos modos
se pode escolher uma refeicao completa, formada por uma salada, uma sopa e um prato

principal?

Solucao

O ntamero de possiveis refeicoes é 3 -3 - 4 = 36.

HCARVALHO, Paulo Cezar Pinto; PIC/OBMEP - Métodos de Contagem e Probalidade: Rio
de Janeiro, IMPA, 2016. p. 11.
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Problema 3
Joao e Isabel lancam, cada um, um dado.

a) Quantas sdo as possiveis combinagoes de resultado?

Solucao
Cada um dos dois jogadores pode obter qualquer dos niimeros de 1 a 6. Logo, o niimero

de possiveis combinagoes de resultados é 6 - 6 = 36.
b) Quantos sdo as possiveis somas que eles podem obter?

Solugao
A soma pode ser qualquer nimero inteiro de 1 + 1 = 2 até 6 + 6 = 12. H4, portanto,

11 somas possiveis.

Problema 4
Dispomos de 5 cores distintas. De quantos modos podemos colorir os quatro
quadrantes de um circulo, cada quadrante com uma so cor, se quadrantes cuja fronteira

¢ uma linha nao podem receber a mesma, cor?

Solucao

Vamos contar separadamente os casos em que os quadrantes 1 e 3 tém cores iguais e
cores diferentes. Pondo cores iguais nos quadrantes 1 e 3, temos 5-4-4 = 80 possibilidades,
pois ha 5 modos de escolher a cor tinica para os quadrantes 1 e 3, ha 4 modos de escolher a
cor do quadrante 2 e ha 4 modos de escolher a cor do quadrante 4. Pondo cores diferentes
nos quadrantes 1 e 3, ha 5-4 -3 -3 = 180 possibilidades, pois ha 5 modos de escolher
a cor para o quadrante 1, ha 4 modos de escolher a cor do quadrante 3, h4 3 modos de
escolher a cor do quadrante 2 e ha 3 modos de escolher a cor do quadrante 4. A resposta

é 80 + 180 = 260.

Problema 5
Em uma banca ha 5 exemplares iguais da Veja, 6 exemplares iguais da Epoca e 4
exemplares iguais da Isto E. Quantas coleces nao vazias de revistas dessa banca podem

ser formadas?

Solugao
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Para formar uma colecao, vocé deve decidir quantas Veja farao parte da colecao
etc. A quantidade de revistas Veja pode ser escolhida de 6 modos (0,1,2,3,4,5). A de
Epoca, de 7 modos. A de Isto E, de 5 modos. O nimero de colecdes é 6-7-5 = 210. S6
existe uma colecdo vazia, ¢ quando escolho a opcdo 0 revista Veja, 0 revista Epoca e 0

revista Isto E. Portanto, o niimero de colecoes nao vazias é 209.

Problema 6

De quantos modos 3 pessoas podem se sentar em 5 cadeiras em fila?

Solugao
A primeira pessoa pode escolher sua cadeira de 5 modos; a segunda, de 4; a terceira,

de 3. A resposta é 5-4-3 = 60.

Problema 7
De quantos modos 5 homens e 5 mulheres podem se sentar em 5 bancos de 2

lugares, se em cada banco deve haver um homem e uma mulher?

Solugao
A primeira mulher pode escolher sua posicao de 10 modos. A segunda, de 8 modos.

As outras, de 6, de 4 e de 2 modos. O primeiro homem, de 5 modos. Os demais, de 4, de

3,de2edel. Arespostaé 10-8-6-4-2-5-4-3-2-1 = 460800.

Problema 8
De quantos modos podemos colocar 2 reis diferentes em casas nao adjacentes de

um tabuleiro 8 x 87 E se os reis fossem iguais?

Solugao
O tabuleiro de 64 casas possui 4 casas de canto (vértices), 24 casas laterais que
nao sao vértices e 36 casas centrais. Cada casa de canto possui 3 casas adjacentes; cada
lateral possui 5 casas adjacentes e cada central possui 8 casas adjacentes. Vamos contar
separadamente os casos que ocorrem conforme o rei negro ocupe uma casa de canto, lateral
ou central. Se o rei negro ocupar uma casa de canto, haverd 4 posicoes para o rei negro e

60 posicoes para o rei branco, pois das 64 casas do tabuleiro uma estara ocupada, e as 3 a
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ela adjacentes nao poderao ser ocupadas pelo rei branco. Havera, portanto, 4 . 60 = 240
modos de dispor os reis. Se o rei negro ocupar uma casa lateral que nao seja de canto,
havera 24 posicoes para o rei negro e 58 posicoes para o rei branco, pois das 64 casas do
tabuleiro uma estaré ocupada e as 5 a ela adjacentes nao poderao ser ocupadas pelo rei
branco. Havera, portanto, 24 - 58 = 1392 modos de dispor os reis. Se o rei negro ocupar
uma casa central, havera 36 posicoes para o rei negro e 55 posicoes para o rei branco,
pois das 64 casas do tabuleiro uma estara ocupada, e as 8 a ela adjacentes nao poderao
ser ocupadas pelo rei branco. Havera, portanto, 36 - 55 = 1980 modos de dispor os reis.

Portanto, a resposta é
240 4 1392 + 1980 = 3612.

Se os reis fossem iguais, a resposta seria a metade da resposta anterior, 1806.

Problema 9
Um vagao do metrd tem 10 bancos individuais, sendo 5 de frente e 5 de costas. De
10 passageiros, 4 preferem se sentar de frente, 3 preferem se sentar de costas, e os demais

nao tém preferéncia. De quantos modos eles podem se sentar, respeitadas as preferéncias?

Solucao
Os passageiros que preferem se sentar de frente podem fazé-lo de 5-4-3-2 = 120 modos;
os que preferem se sentar de costas podem fazé-lo de 5-4-3 = 60 modos; os demais podem

se colocar nos lugares restantes de 3-2 -1 =6 modos. A resposta é¢ 120 - 60 - 6 = 43200.

3.2 Geometria

A apresentacao cuidadosa da Geometria no Ensino Bésico é relevante pelo fato de se
configurar em uma das melhores praticas pedagogicas & argumentacao logico dedutiva da
Matematica, possibilitando uma transicao suave do conhecimento matematico do ensino
bésico para o superior.

Axiomas matemaéticos descobertos na idade antiga modelam adequadamente as leis

do mundo moderno. Fomin (2010, p. 167), em sua obra entitulada Circulos Matematicos,
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destaca que "A geometria escolar é uma oportunidade maravilhosa para o desenvolvimento
do pensamento logico e consistente]...|".

uir, foram apresen nceitos iniciai metri ra nivelamen -

A se , foram apresentados conceitos iniciais de geometria para nivelamento de co

nhecimento.

3.2.1 Conceitos iniciais

Neste modulo, conceitos iniciais de geometria e alguns teoremas essenciais foram explo-
rados, de forma a nivelar o conhecimento basico dos alunos em geometria. E importante
o aluno perceber que os exercicios olimpicos de geometria exigem muita criatividade, mas
sem o conhecimento basico, nao ha criatividade que resolva.

Os teoremas a seguir tem como referéncias o Programa de Inciacdo Cientifica 2 e o

livro de Geometria da cole¢ao do PROFMAT 13,

Teorema 2. A soma dos dngulos internos de um triangulo qualquer é 180°.

Figura 3.5: Soma dos angulos internos do tridangulo

B C

Fonte: DUTENHEFNER, 2017, p. 61

Demonstracao. Dado um triangulo ABC, tomamos a partir de A uma reta paralela a BC,

conforme figura 3.5 acima. Pelas propriedades do paralelismo, temos que:

LEAB = ZABC e /ZDAC = ZACB.
Como ZFEAD é um angulo raso, entao o + g + v = 180°.

2DUTENHERFNER, Francisco; CADAR, Luciana; Programa de Iniciacao Cientifica - Encon-
tros de geometria:Rio de Janeiro, IMPA, 2017.
IBMUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013.
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Teorema 3. A medida de um dngulo externo de um tridngulo € igual a soma das medidas

dos dngulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstra¢ao. Tomando a figura 3.6 a seguir, a soma dos angulos internos é igual a 180°,
ou seja, ZABC + /BCA+ ZCAB = 180°. Mas no segemento de reta BD, temos que
/BCA+ ZDCA = 180°. Assim, ZABC + £/BCA + LCAB = /BCA + ZDCA.
Portanto, ZABC + ZCAB = ZDCA. O

Figura 3.6: Teorema do angulo externo

A

Fonte: DETENHEFNER, 2017, p. 62

Teorema 4. A soma de todos os dngulos internos de um poligono convero de n lados é

180° - (n — 2).

Demonstracao. Considere a figura 3.7 a seguir. A partir de um vértice do poligono,
tracemos todas as suas diagonais, ou seja, dividimos o poligono em (n — 2) triangulos.
Assim, a soma de todos os angulos internos do poligono é igual a soma de todos os angulos

internos de todos os triangulos que é dado por S; = 180° - (n — 2).

Figura 3.7: Soma dos angulos internos de um poligono
A

c D

Fonte: DETENHEFNER, 2017, p. 63
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Teorema 5. Se a transversal t determina nas retas r e s dngulos alterno internos con-

gruentes entao r e s sao paralelas.

Demonstracao. De fato, vamos supor por absurdo que as retas r e s, na figura 3.8
abaixo, nao sao paralelas. Assim, as respectivas retas vao se intersectar e formar um
triangulo AABC'. Dali, teremos um triangulo em que um angulo externo serd igual a um

angulo interno, o que ¢ um absurdo. Portanto, as retas r e s sao paralelas. O

Figura 3.8: Paralelismo de retas

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 47

Teorema 6. Em um tridngulo, se dois lados sao desiguais, os dngulos opostos sao desi-

guais e o mator lado estd oposto ao maior dngulo.

Figura 3.9: Ordem dos lados e angulos de um triangulo

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 56

Demonstracio. Tomando a figura 3.9 acima, considere o triangulo AABC com AC >
AB. Vamos provar que ZABC > ZACB. Seja D um ponto do lado AC tal que AD =
AB. O triangulo AABD é isosceles. Assim ZABD = ZADB = «. Temos ainda que
ZADB é angulo externo do triangulo ABDC, logo ¢ igual a soma dos angulos internos
nao adjacentes. Com isso, ZADB > ZACB. Como Z/ABC > /ABD = ZADB >
ZACB. Portanto, por transitividade, ZABC > ZACB.
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Teorema 7. Desigualdade triangular - Em um tridngulo, qualquer lado é menor que a

soma dos outros dois.

Demonstracao. Sejam A, B e C, da figura 3.10 a seguir, trés pontos nao colineares.

Consideremos os segmentos de reta AB =¢, AC = b e BC = a.

Figura 3.10: Desigualdade triangular

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 58

Prolongue BA de um comprimento AD tal que AD = AC. Assim, BD = b+ c. No
triangulo isosceles AACD, temos AC = AD = b, ZACD = ZADC. Com isso, obtemos
/BCD > /ACD e ZACD = ZADC'. Logo, no triangulo ADBC obtemos BD > BC, ou
seja, b+ ¢ > a. Aplicando o mesmo raciocinio nos outros dois vértices, obtemos a +b > ¢

e at+c>b

Exemplo

Considere a figura 3.11 a seguir. Se P é um ponto interior ao triangulo AABC, entao

PB + PC < AB + AC.

Figura 3.11: Consequéncias da desigualdade triangular

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 59

Solucao
Seja () o ponto de intersecao da reta BP com o lado AC. No triangulo ABAQ temos
BP + PQ < AB + AQ. No triangulo APQC obtemos PC < PQ + QC. Somando
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membro a membro e cancelando o termo PQ segue que PB + PC < AB + AQ + QC
= AB + AC, ou seja, PB + PC < AB + AC.

3.2.2 Congruéncia de Triangulos

Este topico teve como principais referéncias o livro de Geometria da coletanea de livros

do PROFMAT ' e o Polo Olimpico de Treinamento Intensivo °.

Este topico trata do estudo de condi¢oes necessarias e suficientes para que dois triangu-
los possam ser considerados iguais. A seguir, apresentamos os quatro casos de congruéncia

de triangulos.

a. Azioma - Dado dois triangulos AABC e AEFG, conforme figura 3.12, se AB =
EF, /A = /FE e AC = EG, entio AABC = AEFG (Caso - Lado, Angulo e Lado -
LAL)

Figura 3.12: Caso de congruéncia LAL
c’

A

f f A
B

B’ C

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 29

b. Teo - Angulo, Lado, Angulo - ALA

Dois triangulos sao congruentes, conforme figura 3.13, se um lado de um for con-
gruente a um lado do outro e os angulos com vértices nas extremidades desse lado forem

congruentes.

MMUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013.
PPOTI Polo Olimpico de Treinamento Intensivo Disponivel em
<http://poti.impa.br/index.php /site/material >. Acesso 10/4,/2018.
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Figura 3.13: Caso de congruéncia ALA

o
& A/
B c o

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 31

c. Teo - Lado, Lado, Lado - LLL
Tomando a figura 3.14, dois triangulos sao congruentes se tiverem os trés lados

respectivamente congruentes.

Figura 3.14: Caso de congruéncia LLL

el

B
B’ c

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 32

d. Teo - Lado, Angulo, Angulo Oposto - LAAo
Conforme figura 3.15, dois triangulos sao congruentes quando tém um lado, o

angulo adjacente a esse lado e um angulo oposto a esse lado respectivamente congruentes.

Figura 3.15: Caso de congruéncia LA Ao

Fonte: BIANCHINI, 2011, p. 153

Exemplo 1

Mostre que os angulos da base de um triangulo isosceles sao congruentes.

Solugao
Tomando a figura 3.16 a seguir, seja AABC um triangulo com AB = AC. Con-
sidere o ponto M, médio de BC' e mostremos que os triangulos AAMB e AAMC sio

congruentes.
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Figura 3.16: Triangulo isosceles - angulos da base
A

B M c

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 40

De fato, pelo caso LLL os triangulos AAM B e AAMC sao congruentes. Com isso,
os angulos suplementares ZAMB e ZAMC sao congruentes e iguais a 90°, ou seja, AM
também é altura. Segue ainda que, pelo caso de congruéncia LLL, /BAM = ZCAM e
/ZABM = ZACM.

Exemplo 2

E dado o segmento AB. Considere que os pontos P e (), nao pertencentes a reta que

contém o segmento AB, sdo tais que PA = PB e QA = QB. O ponto M é a interseccio
de AB com PQ), conforme figura 3.17 a seguir. Mostre que PQ é perpendicular a AB.

Figura 3.17: Casos de congruéncia LLL - LAL

P

Q

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 129

Solucao

Tomando os triangulos APAQ e APB(@, vamos mostrar que sao congruentes.

De fato, pela hipotese, temos que PA = PB e QA = QB. Segue ainda que PQ é lado
comum aos dois tridngulos citados. Logo, pelo Teo LLL, APAQ = APBQ. Segue entao
que ZAPQ = /BPQ, Z/PAQ = Z/PBQ e ZAQP = ZBQP.

Tomando agora os triangulos AAMQ e ABM(), vamos mostrar que sao congruentes.
De fato, da congruéncia dos triangulos APAQ e APBQ, obtemos ZAQP = ZBQP e,
pela hipotese dada, temos QA = QB. Segue ainda que QM ¢é comum aos dois triangulos
AAMQ e ABMQ. Logo, pelo caso de congruéncia LAL, AAMQ = ABM(Q. Portanto,
LAMQ = 90° = ZBMQ.
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Uma aplicagao dos teoremas de congruéncia podem ser constatados no paralelo-
gramo. Conforme figura 3.18, Bianchini (2011, p. 176) define que "Paralelogramos sdo

quadrilateros que tém os lados opostos paralelos."

Teorema 8. Dado um poligono convexo ABCD, se dois lados opostos sao iguais e para-

lelos, entao ABCD € um paralelogramo.

Figura 3.18: paralelogramo

B

A D

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 65

Demonstragao. De fato, por hipotese AB = CD e AB || CD. Pela propriedade de para-
lelismo, temos ZABD = /CDB, e ainda, BD é comum aos triangulos AABD e ACDB.
Assim, pelo caso LAL, AABD = ACDB. Dai, BC = AD e /DBC = /BDA. Logo,
pela propriedade de paralelismo, BC' || AD. Portanto, ABCD é um paralelogramo.

Exemplo 1

Dado um triangulo AABC, na figura 3.19, em que AB = BC. Tomam-se dois pontos
M e N sobre AB e BC, respectivamente. Demonstre que se ZMCA = Z/NAC, entdo
AM = CN.

Figura 3.19: AB = BC e ZMCA = ZNAC entio AM = CN
B

M N

A C

Fonte: Polo Olimpico de Treinamento Intensivo - OBMEP, Geometria N 2, 2012, p. 3
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Solucao

Dado que o triangulo AABC' é isosceles, temos ZMAC = ZNCA. Tomando agora

os triangulos AAMC e AANC, vamos mostrar que sao congruentes.

De fato, por hipotese, /MCA = ZNAC. Segue que AC é comum aos triangulos
AMAC e ANCA. Assim, pelo teorema de congruéncia ALA, AMAC =2 ANCA. Logo,
AM = CN.

Exemplo 2

Considere a figura 3.20 a seguir. Mostre que se um triangulo possui duas alturas iguais,

entao o triangulo ¢ isosceles.

Figura 3.20: Triangulo com duas alturas iguais é isosceles

B

Fonte: Polo Olimpico de Treinamento - OBMEP, Geometria N 2, 2012, p. 3

Solugao

Seja AABC um triangulo em que as alturas AD e C'E tém o mesmo comprimento.
Se temos dois triangulos retangulos, cuja hipotenusa e um cateto sao congruentes, entao,

pelo Teorema de Pitagoras, o outro cateto também é congrunte. Assim, pelo teorema de

congruéncia LLL, NAEC = ACDA. Logo, ZEAC = ZDCA.

Agora,tracando a bissetriz do angulo ZABC', conforme figura 3.21 a seguir, obtemos

os triangulos AAM B e ACM B. Vamos mostrar que sdo congruentes.

De fato, ao tragarmos a bissetriz BM, obtemos ZABM = ZCBM. Como /BAC =
/BCA e BM & comum aos triangulos AAMB e ACM B, entao, pelo teorema LAAo,
NAMB = ACMB. Logo, AB = CB.Portanto AABC & isosceles.
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Figura 3.21: Triangulo com duas alturas iguais e uma bissetriz tracada

A

Fonte: Polo Olimpico de Treinamento - OBMEP, Geometria N 2, 2012, p. 3

Exemplo 3
Considere a figura 3.22 a seguir. Sao construidos exteriormente ao triangulo

AABC, os triangulos equilateros AABM, ABCN, ANACP. Prove que NA = BP =

C'M.

Solucao
Primeiramente, consideremos somente os triangulos equildteros AABM e ABCN.

Dessa forma, temos AB = M B, BC' = BN e ZMBA = 60° — ZC'BN.

Figura 3.22: Triangulos equilateros construidos sobre os lados de um triangulo qualquer

A

Fonte: Polo Olimpico de Treinamento - OBMEP, Geometria N 2, 2012, p. 5

Tomando agora os triangulos AM BC' e AABN, vamos mostrar que sao congruentes.
De fato, nos triangulos AMBC e AABN obtemos MB = AB, ZMBC = 60° + a =
ZABN e BC = BN. Logo, pelo teorema LAL, AMBC = ANABN. Portanto, CM =
AN.

Analogamente, provamos que AN = CM = BP.
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Apresentamos a seguir a lista de exercicios proposta aos alunos, exigindo conheci-
mento aprofundado dos topicos estudados. A lista tem como principal referéncia biblio-

grafica o Polo Olimpico de Treinamento Intensivo 6.

Problema 1
ABCD é um paralelogramo e AABF e AADE sao triangulos equilateros construidos
exteriormente ao paralelogramo, conforme figura 3.23. Prove que AFCE também é

equilatero.

Figura 3.23: Congruéncia de triangulos sobre os lados de um paralelogramo

E

I\

Fonte: Autor

Solucao

Vamos tomar os triangulos AAEF e ABCF e mostrar que eles sao congruentes.

De fato, como os triangulos AABF e AADFE sao equilateros, entao seus angulos
internos sao todos iguais a 60°. Chamando ZDAB = a, segue que ZEAF = 60° + o +
60° = 120° + «. No paralelogramo, os lados opostos sao iguais e paralelos entre si, os
angulos opostos sdo iguais e os angulos adjacentes sdo suplementares. Com isso, AD =
BC, AB=CD, /DAB =«a = /DCB e ZADC = 180° — a = ZABC.

Do triangulo equildtero AAED, obtemos AE = AD = DE e do triangulo equilatero
NABF, AF = FB = AB. Assim, como AE = AD e AD = BC, por transitividade, AF
= BC. Segue que ZABC = 180° — a e £ ABF = 60°. Com isso, ZFBC = 360° — (180°

POTI  Polo Olimpico de Treinamento Intensivo. Disponivel  em
<http://poti.impa.br/index.php/site/material >. Acesso 8/4,/2018.
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— a + 60°) = 120° + a = ZEAF. Como AF = FB, obtemos, pelo caso LAL, AAEF
ABCF. Logo, EF = FC.

12

De forma analoga, ao compararmos os triangulos AAEF e ADEC, concluimos que

EF = EC. Portanto, AEFC é equilatero.

Problema 2
Quatro quadrados sao construidos exteriormente nos lados de um paralelogramo, con-

forme figura 3.24. Mostre que os centros destes quadrados também formam um quadrado.

Figura 3.24: Quatro quadrados construidos externamente sobre os lados do paralelogramo

Fonte: Autor

Solugao

De fato, no paralelogramo ABCD, vamos tomar /DAB = a = /BCD; e ZADC =
180° — a« = LABC'. Tomando o triangulo AOAO" | temos ZOAO" = ZOAB + a +
ZDAQO". Como OA é um segmento da diagonal do quadrado, assim como AO” também
0 é, temos que ZOAB = 45° = ZDAO". Assim, ZOAO" = 90° + «. Agora, tomando
ZAOO" = 3, LZAO"O = v e LO"OB = 0, temos no triangulo AAOB que 45° + 3 + 6
+ 45° = 180°, ou seja, S + 6 = 90°.

Segue que, no vértice B do paralelogramo ABCD, obtemos 45° + 45° + o + 45° +
45° + 180° — o = 360°, ou seja, o0 = a. Assim, ZOBO' = 90° + «.
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Tomando os triangulos ABOO" e AAOQO", vamos mostrar que eles sao congruentes.
De fato, temos OB = OA (metade da diagonal do mesmo quadrado), ZOBO' = 90° +
a = ZLOAO" e BO' = AO" (metade da diagonal do quadrado de mesmo lado). Logo,
pelo caso de congruéncia LAL, ABOO' = AAOOQO". Com isso, OO’ = OO™. Segue que
Z0'0B = = ZO"™OA, opostos respectivamente aos lados congruentes O'B e O™ A.

Temos que Z0"0O0" = 3 + 6. Como 5 + 6 = 90°, logo, ZO"OO" = 90°. De forma
analoga, tomando os triangulos AO'CO" e AO'BO, temos que O'O" = 0’0 e formam
um angulo de 90° entre si. Finalizando, ao tomar os triangulos AO”"DO" e NO'BO,
temos que O”O" = O'O e formam um angulo de 90° entre si. Portanto, o quadrilatero

O0’'0"0" & um quadrado.

Problema 3
Na figura 3.25 a seguir, ABCD e AEFG siao quadrados. Mostre que BE = DG.

Figura 3.25: Congruéncia de triangulos

D C
Vs
/1
/1
/0
/ I
s Fy
/
/
, I
/ ! E
4 I
| /T~
~ I ’ S
G e L,/ AN
A B

Fonte: OBMEP-POTI, PINHERO, Geometria N 2, 2012, p. 6

Solugao

Tomando os triangulos AADG e AABE, vamos mostrar que eles sdo congruentes.

De fato, temos que AG = AE (lados do quadrado AEFG), ZGAD + /DAE = 90°
= /GAFE ¢ /DAE + ZEAB = 90° = ZDAB. Assim, ZGAD + /DAE = /DAFE +
/EAB, ouseja, ZGAD = a = Z/EAB. Segue que AD = AB (lados do quadrado ABCD).
Logo, pelo caso de congruéncia LAL, AADG = NABE. Portanto, EB = DG.

Problema 4

(Russia 1946) Dados trés pontos A,B,C sobre uma reta [, conforme figura 3.26,
sao construidos triangulos equilateros AABC; e ABC'A; em um mesmo semiplano com

respeito a [. Se M, N sao os pontos médios de AA; e C'CYy, respectivamente, mostre que
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o triangulo ABM N é equilatero 7.

Figura 3.26: Congruéncia de Triangulos

/ ABC; = 60° c
o :ZClBAl 1\
\
8 = 4 ABM N
Y = / CiBN NN
9 = / MBC, AN
AN
/Z A1BC = 60° \ N
\ AN
\ AN
\ ~ N
\ /&\
\ _ -7
\// I/>\/
//\///‘ \\//
M/////’\\ | N
< \ ‘ /
/// RN \ | /
. SN
~ 0 .
- ________PNY_____
A B C

Fonte: Autor

Solugao

Tomando os triangulos AAA; B e AC,C'B, vamos mostrar que eles sao congruentes.

De fato, temos que AB = C,B (lados do triangulo equilitero AABC)), ZABA, =
/ABCY, + ZC1BA; = 60° + o = LC1BA, + ZABC = ZC1BC, ou seja, ZABA, =
/C1BC. Segue que A;B = BC (lados do triangulo equilatero AA; BC). Assim, pelo

caso LAL, NAA;B = AC1CB. Com isso, AA; = CCy e BM = BN (medianas relativas
aos lados congruentes AA; = CC}). Tomando agora os triangulos AABM e AC BN,

vamos mostrar que sao congruentes.

De fato, da congruéncia anterior, obtemos AB = C1B, BM = BN e AM = C|N.
Logo, pelo caso LLL, NABM = AC1BN. Com isso, ZABM = =~ = /ZC{BN. Temos
ainda que ZABC| = 60° = 8 + 6. Mas, no triangulo AMBN, ZMBN = 6 + ~v. Como (8
= v entdo ZMBN = 60°. Como BM = BN, logo o triangulo AM BN tem os angulos da
base iguais, ou seja, ZBMN = /BNM. Assim, /BMN = /BNM = (180° — 60°)+ 2
= 60°. Logo, os trés angulos do triangulo AM BN sao congruentes. Portanto, AM BN é

equilatero.

TPOTI Polo Olimpico de Treinamento Intensivo Disponivel em
<http://poti.impa.br/index.php/site/material >. p. 6. Acesso 12/4/2018.
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Problema 5
(Inglaterra/95) Seja AABC um triangulo retangulo em C; conforme figura 3.27
a seguir. As bissetrizes internas de ZBAC e ZABC encontram BC e CA em P e (),
respectivamente. Sejam M e N os pés das perpendiculares a partir de P e @ até AB,
respectivamente. Encontre a medida do ZMCN 18,

Solugao

Figura 3.27: Congruéncia de triangulos retangulos envolvendo bissetrizes internas

Fonte: Autor

Tomando os triangulos ANQB e ACQ B, vamos mostrar que eles sdo congruentes.

De fato, temos que ZQNB = 90° = ZQCB e QB é comum aos dois triangulos. Segue
que ZNBQ = ZCBQ = 6 (BQ ¢ bissetriz interna de ZCBA). Dai, ZNQB = ZCQB.
Logo, pelo caso LAA,, ANQB = ACQB. Assim, QC = QN.

Tomando o triangulo AQNC, como QC = QN, entdo o triangulo é isésceles. Dai,
ZQNC = ZQCN. Temos ainda que ZCQB + ZQCB + ZCBQ = 180°, ou seja, ZCQB
+ 90° + 0 = 180°. Assim, ZCQB =90° — 0 = ZN@B.

No triangulo AQNC, temos ZNCQ + LCQB + ZBQN + ZQNC = 180°. Assim,
como ZNCQ = ZQNC, temos entao que 2 - ZNCQ + 90° — 6 + 90° — 6§ = 180°, ou
seja, 2- ZNCQ =2 - 0. Assim, ZNCQ = 0.

Tomando os triangulos AACP e AAM P, vamos mostrar que sdo congruentes.

De fato, temos que ZACP = 90° = ZAM P, AP é comum aos dois triangulos e ZC AP

BPOTI Polo Olimpico de Treinamento Intensivo Disponivel em
<http://poti.impa.br/index.php/site/material >. p. 6. Acesso 12/4,/2018.
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= /MAP = o (AP & bissetriz interna de ZCAB). Dai, ZOPA = /ZMPA. Assim, pelo
caso LAA,, ZACP = ZAMP. Logo, CP = MP. Segue entdo que o triangulo ACPM
é isosceles, e dai ZMCP = ZCMP.

Temos ainda que ZCPA =90° — a = ZMPA. Assim, ZMCP + ZCMP + 90° — «
+ 90° — a = 180°, ou seja, 2 - LZMCP =2 - a. Logo ZMCP = «a.

Agora, tomando a soma dos angulos internos do triangulo AABC', obtemos a seguinte
relacao, 2 - a + 2 - 0 + 90° = 180°. Dai, 2 - a + 2 - 0 = 90°, logo a + 6 = 45°. Como
v+ a + 0 = 90°. Portanto, v = 45°.

3.2.3 Divisao Harmonica

A abordagem desse topico e sua lista de exercicios tiveram como principal referéncia
o Polo Olimpico de Treinamento Intensivo (POTI) do site da OBMEP .

Tomando a figura 3.28, dizemos que os pontos M e N dividem harmonicamente o

Vel MA _ NA MA_ ;. _ NA s
segmento de reta AB quando 5 = &g Como 7= =k = =, os pontos M e N dividem
o segmento A e B na mesma razao. Estes pontos sdao chamados de conjugados harmonicos

de A e B na razao k.

Figura 3.28: Divisao harmonica

A M B N

Fonte: Autor

Problema 1

- . 2 1 1
Prove que em uma divisao harmoénica com k£ > 1, temos que = +

AB MA NA’

tomando a figura 3.29 a seguir.

Figura 3.29: Divisao harmonica com k > 1

A M B N

Fonte: Autor

YPOTI  Polo Olimpico de Treinamento Intensivo. Disponivel  em
<http://poti.impa.br/index.php /site/material >. Acesso 13/4,/2018.
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Solucao L
De fato, tomando M:A = N:A, MB = AB — MA;e NB= NA — AB, obtemos
MB NB

MA -(NA — AB) = NA -(AB — MA). Logo, MA - NA — MA - AB = NA - AB —
MA - NA. Dai,2- MA-NA=NA-AB + MA - AB.

Assim, dividindo ambos os termos da igualdade por MA - NA - AB, obtemos

2 1 . 1
AB MA NA

Problema 2

Tomando a figura 3.30, prove que em uma divisao harmoénica com k < 1, temos

2 1 1
AB MA NA

Figura 3.30: Divisao harmonica com k < 1

N A M B

Fonte: Autor

Solucao L
De fato, tomando M:A = N:A, MB =AB — MAe NB= NA + AB, obtemos
MB NB

MA - (NA+ AB) = NA - (AB — MA). Logo, MA- NA+ MA-AB = NA-AB
— MA-NA. Dai,2- MA- NA=NA-AB — MA - AB. Assim, dividindo ambos os

2 1 1
termos da igualdade por MA - NA - AB, obtemos = — .
AB MA NA

Problema 3

Tomando a figura 3.31, sendo O o ponto médio de AB em uma divisao harmonica,

prove que (OA)> = OM - ON.

Figura 3.31: Divisdo harménica sendo O o ponto médio de AB

A (@) M B N

Fonte: Autor
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Solucao -

De fato, tomando ]\]\j:g = %, OA =0B, MA=0OM 4+ OA, MB = OB — OM,
NA =ON + OA,e NB =ON — OB, obtemos gg[j—()O]; = (O)]]:/[i_gg

Assim, (OM + OA) - (ON — OB) = (OB — OM) - (ON + OA). Como OA = OB,
obtemos (OM + OA) - (ON — OA) = (OA—-OM) - (ON + OA). Logo,

OM - ON — OM - OA + OA - ON — (OA)?> = OA - ON + (OA)?> — OM - ON —
OM - OA. Portanto, (OA)> = OM - ON.

3.2.4 Teorema de Tales

O estudo deste topico teve como referéncia basica o Livro de Geometria da colecao
PROFMAT % e 0 POTI (Polo Olimpico de Treinamento Intensivo). Antes de iniciar o
presente tema, vamos tomar as figuras 3.32, 3.33 a seguir e mostrar o Teorema da Base
Média do Triangulo. Em seguida, vamos tomar a figura 3.34 e vamos mostrar o Teorema

da Base Média do Trapézio, que servirao de suporte para o estudo do Teorema de Tales.

Teorema 9. (Base média de um triangulo)?' Sejam M e N os pontos médios, respec-
tivamente, dos lados AB e AC do tridngulo NABC, conforme figura 3.32 a sequir. O
segmento M N € chamado de base média, relativa ao lado BC. Mostre que M N € paralela

aB_C'equeMN:BTC.

Figura 3.32: Base Média
A

MUNIZ NETO, 2013, p. 70

20MUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013.
2IPOTI  Polo Olimpico de Treinamento Intensivo. Disponivel  em
<http://poti.impa.br/index.php /site/material >. Acesso 16,/4,/2018.
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Demonstracao. Tomando o tridngulo AABC, vamos unir os pontos médios M e N
dos lados AB e AC respectivamente. Agora, vamos prolongar o segmento M N de um
comprimento N@Q, tal que MN = NQ. Em seguida, vamos unir o ponto Q ao vértice C
do triangulo AABC. Temos, entao, os tridngulos AMNA e AQNC' e vamos mostrar
que 0s mesmos sao congruentes.

De fato, ZANM = ZCNQ, AN = NC, (N é ponto médio de AC) e MN = NQ (por
construgao). Assim, pelo caso LAL, NAANM = ACNQ. Com isso, MB = AM = QC,
LAMN = ZCQN e LZMAN = ZQCN.

Segue que se dois segmentos de reta coplanares quaisquer, cortados por uma transver-
sal, determinam angulos alternos internos iguais, entao, pelo teorema do angulo externo
(Teorema 3, p. 52), os respectivos segmentos sao paralelos, ou seja, MB [ QC.

Vamos mostrar, agora, que dois segmentos de reta de mesmo comprimento, parale-
los entre si, ao unirmos suas extremidades, conforme figura 3.33 a seguir, obtemos um

paralelogramo.

Figura 3.33: Paralelogramo

Autor

De fato, se BM = QC e BM || QC, temos que ZQBM = /BQC = o, BM = QC,
BQ é comumn.

Logo, pelo caso LAL, ABMQ = AQCB. Com isso, MQ = BC, /BMQ = /QCB
e ZBQM = ZQBC = 6.

De forma analoga, angulos alternos internos iguais, MQ | BC. Logo, BCNQ ¢ um
paralelogramo. Com isso_,M_Q = BC. Como, MQ = MN + NQ@, com MN = NQ

——  BC
concluimos que M N = —

Portanto, MN || BC e MN =

BC
5
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Teorema 10. Seja ABCD um trapézio de bases AB e CD e lados nao paralelos AD e
BC, conforme figura 3.3/ a sequir. Sejam, ainda, M e N os pontos médios dos lados
AD e BC, respectivamente, e P e () os pontos médios das diagonais AC' e BD, também

_ 1 _ _
respectivamente. Entao,vamos mostrar que MN = 5 (AB + CD).

Figura 3.34: Teorema da Base Média do Trapézio
D b C

M N

A a B
MUNIZ NETO, 2013, p. 75

Demonstracao. De fato, do teorema da base média do triangulo, como M P é base média

b
do triangulo ADAC, segue que MP || CD e MP = 7 Por outro lado, como MQ é

base média do triangulo AADB, obtemos M@ || AB e MQ = g. Agora, argumen-
tando analogamente com as bases médias N@Q e NP dos triangulos ACBD e AABC,

respectivamente, concluimos que N@Q) =

Portanto MN = M@ + NQ = = +

NS N o

N2

Vejamos agora o Teorema de Tales.

Teorema 11. Teorema de Tales - Sejam r, s, t retas paralelas. Escolhemos pontos A, A’

er, B, BeseC,C €t, de modo que A, B, C e A", B', C' sejam dois ternos de

A'B’
pontos colineares. Enlio — = —.
BC B

E

Demonstracao. Tomando a figura 3.35 a seguir, consideremos a seguinte situacgao: te-
mos, no plano, retas paralelas r, s e t. Tragamos, em seguida, retas u e u’, a primeira

intersectando r, s e t respectivamente em A’, B’ e C'.
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Figura 3.35: Teorema de Tales

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 138

Se tivermos AB = BC, entdo, pelo teorema da base média de um trapézio, teremos

N N AB A' B’
que A’B’ = B'C". De outra forma, ja sabemos que T =1, entao =1

B'C’
AB

. . . . 2 .
Suponha, agora, que SO seja um numero racional, digamos 3 para exemplificar.

Dividamos, entao, os segmentos AB e BC respectivamente em duas e trés partes

iguais, obtendo pontos X,Y e Z em u, tais que AX = XB=BY =YZ = ZC.
Se tracarmos por X,Y e Z paralelas as retas r, s e t, as quais intersectam u’' respec-

tivamente em X' Y’ e Z'. entdao mais trés aplicacoes do teorema da base média de um
9 )

trapézio garantem que A’X’ = X'B' = B'Y' =Y'Z' = Z'C".

AB 2 . AB 2
Dai — = —, entao —— = —.
BC 3 B'C" 3
. o AB m
Prosseguindo com tal raciocinio, suponha, agora, que B0 =—em,n e N.

Assim, dividindo, inicialmente, AB e BC em m e em n partes iguais, respectivamente,

) .. AB" m AB m . AB  m
1sso garantiria que = —, de sorte que — = —. Entao = —.
B'C" n BC n BC n
O]
) . AB A'B . L.
De outra forma, concluimos que a relacdo — = é valida sempre que o primeiro
BC  B'C'

(ou o segundo) membro for um namero racional. A pergunta natural nesse momento é a
seguinte: a igualdade das razoes acima se mantém quando um dos membros da mesma for
um numero irracional? A resposta é sim, a relagao também é valida para os irracionais.

Nao apresentamos a demonstracao pois a mesma ¢ complexa para o nivel do piblico deste
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trabalho, estudantes do nono e oitavo anos do Ensino Fundamental.
O resultado a seguir é uma importante aplicacao do Teorema de Tales, sendo conhecido

na literatura como o teorema da bissetriz.

Teorema 12. Seja AABC um tridngulo tal que AB # AC, conforme figura 3.36 a sequir.

Se P ¢ o pé da bissetriz interna e () € o pé da bissetriz externa relativas ao lado BC),

BP BQ BA
PC QC AC’

entao

Figura 3.36: Teorema da bissetriz externa

X

Q B C

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 145

BQ BA
—— = ——. Suponha que
QC  AC

AB < AC (o caso AB > AC pode ser tratado de forma analoga). Trace, pelo ponto B,

Demonstracao. Tomando a figura 3.36 acima, mostremos que

a paralela ao segmento de reta AQ e marque seu ponto de intersecdo B’ com o lado AC
do triangulo. Como AQ || BB’ e AQ) ¢ bissetriz de ZBAX, obtemos ZABB' = ZBAQ =
/ZQAX = ZBB'A. Portanto, o triAngulo ABB’ é isosceles de base BB’, de maneira que,

B’A = BA. Agora, aplicando o teorema de Tales as paralelas QA e BB, intersectadas

BQ AB BA

pelos segmentos de reta QC e AC, obtemos
AC  AC

BP BA

Provemos agora que — = —.

pPC  AC
Tomando a figura 3.37, marque pelo ponto B, a paralela ao segmento de reta AP e
marque seu ponto de interseccao B” com o lado AC do tridngulo. Como PA || BB" e
AP e bissetriz de ABAC, obtemos /B"BA = /BAP = /PAC = /BB"C. Portanto, o

triangulo AABB" é isosceles de base BB”, de maneira que BA = B"A.
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Figura 3.37: Teorema da bissetriz interna

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 145

Agora, aplicando o Teorema de Tales as paralelas BB” e PA, intersectados pelos

- BP B"A BA BP B BA
segmentos B”C' e QC', obtemos = = . Portanto, = ¢ = .
PC AC AC PC  QC AC

]

3.2.5 Semelhanca de tridngulos

O conceito de semelhanca de triangulos generaliza a nogao de congruéncia de tri-
angulos. As principais referéncias bibliograficas sao o livro de Geometria, da colecao
PROFMAT 22 e os exercicios do Polo Olimpico de Treinamento Intensivo 23.

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem angulos ordenadamente
congruentes e os lados homoélogos proporcionais. Sendo k a razao entre os lados homoélogos,

k é chamado de razao de semelhanca. A seguir, temos os casos de semelhanca de triangulo.

e Primeiro caso -AA - Se dois triangulos tém congruentes dois a dois, os trés angulos

internos, entao esses dois triangulos sao semelhantes.

e Segundo caso - LAL - Se dois triangulos tém dois pares de lados proporcionais e
os angulos compreendidos entre eles congruentes, entao esses dois tridngulos sao

semelhantes.

e terceiro caso - LLL - Se dois triangulos tém os trés lados correspondentes proporci-

onais, entao esses triangulos sao semelhantes.

22MUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013.
2POTI  Polo Olimpico de Treinamento Intensivo. Disponivel  em
<http://poti.impa.br/index.php /site/material >. Acesso 15/4/2018.
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Problema 1
Tomando a figura 3.38, sejam AABC um triangulo e P e M respectivamente os pés
da bissetriz interna e da mediana relativas ao lado BC'. Se P e M coincidirem, prove que

o triangulo AABC' é iso6sceles.

Figura 3.38: Triangulo isosceles

B P M c

Fonte: Autor

Solugao L

. . BP AB ) . )
De fato, pelo teorema da bissetriz interna, temos — = VToR Como os pés da bissetriz
interna e da mediana relativas ao lado BC, respectivamente P e M, coincidem, entao

BP = PC. Com isso, AB = AC. Portanto, AABC' é isosceles.

Problema 2
Na figura 3.39 a seguir, os trés quadrilateros mostrados sao quadrados e os pontos
X, Y e Z sao colineares. Calcule, em centimetros, a medida do lado do quadrado menor,

sabendo que os outros dois tém lados medindo 4 cm e 6 c¢m, respectivamente.

Figura 3.39: Semelhanca de Triangulos

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 158

Solugao
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Vamos mostrar que os triangulos AEY X e AFZY sao semelhantes.

De fato, temos que EY || FZ. Com isso, ZEY X = /FZY. Temos ainda que

EX EY
/XEY =90° = ZYFZ. Logo, pelo caso AA, AEY X ~ AFZY. Dai, —

~FZ
N — 2 4

Mas, EX =6—4, ouseja, EX =2e FY =4—x. Assim, = —. Logo, 16 —4x = 2x.
- T

8
Portanto, z = —.

Problema 3

Tomando as figuras 3.40, 3.41 e 3.42, sejam ANABC' e AN A’ B'C" tridngulos semelhan-
tes com razao de semelhanca k. Sejam ainda m, e m,, h, e b, B, e (., respectivamente

os comprimentos das medianas, alturas e bissetrizes internas relativas aos vértices A e A’,

my  hy o B

. . me  he  Ba
também respectivamente. Prove que — = = — =

Figura 3.40: Semelhanca envolvendo mediana

Al

B M c

Fonte: Autor

Como AABC e AA'B'C’ sao semelhantes, entao AB = bo = cA =k
A/B/ B/Cl C/A/

Conforme figura 3.40, tomando a mediana dos dois triangulos, temos os triangulos

ANABM, e AA’B'M]. Vamos mostrar que sao semelhantes. De fato, temos que
AB
A'B’

BM, BC
=ke LABM, = LA'B'M]. Segue ainda que = =k
BM,  BC

AB  AM,
Logo, pelo caso LAL, NABM, ~ AA’B'M]. Com isso, ——

A'B"  A'M!

— k. (1)

Tomando a figura 3.41 a seguir, consideremos, agora, as alturas h, e h,

triangulos AABH e AA’B'H’. Vamos mostrar que sao semelhantes.

. Temos os
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Figura 3.41: Semelhanca envolvendo altura

A/
| A
A pooomoe
B H C

Fonte: Autor

De fato, ZABH = ZA'B'H e /ZBHA = 90° = Z/B'H'A’. Assim, pelo caso AA,

AH  AB
AH AR

AABH ~ AA'B'H'. Dai, =k (2)

Figura 3.42: Semelhanca envolvendo bissetriz

W
A /|
I
|
’,' Ba B B, '
lI
B B, c

Fonte: Autor

Tracando a bissetriz, conforme figura 3.42 acima, de forma andaloga, pelo caso AA,

AB AB
AABB, ~ ANA'B'B!. Logo, — = —— = k. (3)
A3, AD
Juntando (1), (2) e (3), concluimos que % = % = B—‘f = k.

Problema 4
Em um trapézio ABCD ?* de bases AB e CD, e lados nao paralelos AD e BC,

conforme figura 3.43, seja M o ponto médio de base C'D. O segmento AM intersecta

a diagonal BD em F. Tracamos por F' a reta r, paralela as bases. Se r intersecta os

segmentos AD, AC e BC respectivamente em E, G e H, prove que EF = FG = GH.

2AMUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013, p. 159.
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Figura 3.43: Semelhanca de Triangulos

Fonte: Autor

Solugao
De fato, tomando os triangulos AAEF e AADM, vamos mostrar que sao semelhantes.

Como EF || DM, temos que ZAEF = ZADM e ZAFE = ZAMD. Assim, pelo caso

AA, AAEF ~ AADM. Dai, AE _BF AP
AD DM AM

(1)

Tomando, agora, os triangulos AAEG e AADC, vamos mostrar que sao semelhantes.

De fato, como EG || DC, obtemos ZAEG = Z/ADC e ZAGE = ZACD. Assim, de

AE EG AG

forma andloga, pelo caso AA, AAEG ~ AADC. Com isso, = = .
AD DC AC

(2)

AFE  EG EF EG
Juntando (1) e (2), obtemos = = . Por transitividade, — = —.
DM AD DC DM  DC
—— D 2EF EG —
Mas DM = —, entao — = —, ou seja, 2EF = EG. Como EG = EF + FG@G,
2 DC  DC

entao 2EF = EF + FG. Dai, EF = F@G.

Vamos agora tomar as alturas h e H' dos triangulos AAEG e AADC, respectivamente.

Como AAEG ~ ANADC, obtemos E:G = i (3)
DC H

Agora, tomando os tridngulos AFBH e ADBC, de forma anéloga, pelo caso AA, os

FH h
respectivos tridngulos sao semelhantes. Assim Sc T H (4)
FH EG

Juntando (3) e (4), por transitividade, obtemos =—— = —. Entdo FH = EG. Assim,
DC DC

FG + GH = EF + FG. Logo GH = EF. Portanto, EF = FG = GH.
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Problema 5

No triangulo AABC, a bissetriz interna do angulo A encontra BC' em D, conforme
figura 3.44. A reta por B, perpendicular a AD, encontra AD em E. Seja M o ponto
médio do lado BC. Se AB = 26, BC = 28 e AC = 30, ache os comprimentos de DM e
ME 2.

Figura 3.44: Semelhanca de Triangulos

Fonte: Autor

Solugao

Por construcio, vamos prolongar BE até encontrar AC em F.

Mostremos que AABE = NAFE. De fato, /BAE = /FAE (AFE é bissetriz Z/BAF),
AFE é comum aos dois triangulos e ZAEB = ZAFEF. Assim, pelo caso ALA,

AABE = ANAFE. Com isso, AB = AF = 26. Entdo FC = 4. Temos ainda que

BE = EF (E é ponto médio de BF). Assim, como M é ponto médio de BC, temos

que M E é base média do triangulo ABFC, logo ME =

FC
- = 2. Segue que

ME | FC,0 =90° +vye 6 = 180° — ( 90° - ), ou seja, § = 90° + a. Dali,

2POTI  Polo Olimpico de Treinamento Intensivo. Disponivel  em
<http://poti.impa.br/index.php /site/material >. Acesso 16,/4,/2018.
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90° + o = 90° + 7, logo a = 7. Com isso, AEMD ~ NACD, pelo caso AA. Dai,

DM ME DM 2 S -
= ; = —, ouseja, 15 DM = DM +14, logo, DM = 1.
DM+ MC  AC DM +14 30

Problema 6
Tomando a figura 3.45, mostre que se por um ponto na base de um triangulo
isosceles tracamos retas paralelas aos lados congruentes, entao se forma um paralelogramo

cujo perimetro é igual a soma dos comprimentos dos lados congruentes.

Figura 3.45: Semelhanca de Triangulos - Paralelogramo

" Ao
D
Fonte: Autor

Solugao

De fato, tomando um ponto D sobre a base BC' do triangulo isésceles, vamos tracar

retas paralelas aos lados congruentes. Como ED || AC e FD || AB, obtemos

/BDE = /BCA = a e ZBCA = ZABC (angulos da base do triangulo isosceles
AABC). Dai, o triangulo AEBD & isésceles. Com isso, EB = ED. (1)

De forma analoga, como AB || FD, temos ZABC = ZFDC = «a. Dai, o triangulo
AFDC & isosceles e com isso FD = FC. (2)

Agora, tomando o perimetro do paralelogramo, obtemos 2p = ED + FD + AF + AFE.
Substituindo as igualdades (1) e (2), obtemos 2p = EB + EA + AF + FC. Portanto,
2p = AB + AC.

3.2.6 Teorema de Menelaus

O presente topico e a respectiva lista de exercicios estd embasada no livro de Geometria,
da colecio PROFMAT 26,
26MUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013. p. 175
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Este teorema é uma consequéncia de semelhanca de triangulos e resolve varios
problemas envolvendo colinearidade. Tal resultado ¢ devido ao matematico grego dos
séculos I e II da era Crista Menelaus de Alexandria.

Nessa apresentagao, levando em conta o nivel dos discentes envolvidos no projeto, sera

explorada a versao simplificada do teorema, sem considerar a orientacao de segmentos.

Teorema 13. Dado um tridngulo NABC, conforme figura 3.46, uma reta transversal

corta os lados AB, BC e C'A, nos pontos L, M, e N respectivamente. Entao,

M C B
Fonte: MUNIZ NETO - adaptada, 2013, p. 175

Demonstracdao. De fato, trace C'P paralela a AB. Tomando os triangulos ANCP e
ANAL, e os triangulos AMPC e AMLB, obtemos Z/CNP = ZANL, ZNPC = ZNLA,
/MCP=/MBLe /CMP = /BML. Assim, pelo caso AA, obtemos ANCP ~ ANAL
NA LA M CcP

= e ¢ = C_ Multiplicando membro a
NC CP MB LB
NA CM IA COP
NC MB CP LB

e AMPC ~ AMLB. Com isso,

membro e simplificando o termo C'P, obtemos

Portanto, e
LB

Esta é a versao simples do teorema, em que nao vale a reciproca. A reciproca é

verdadeira se considerarmos segmentos orientados?”.

2TMUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013. p. 175.
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3.2.7 Teorema de Ceva

O presente topico e a respectiva lista de exercicios esta embasada no livro de Geometria,

da colecaio PROFMAT 2,
Apresentamos a seguir o analogo do teorema de Menelaus para a concorréncia das
retas que unem cada vértice de um triangulo a um ponto situado sobre a reta suporte do
lado oposto. Este resultado se deve ao matematico dos séculos XVII e XVIII Giovanni

Ceva, sendo conhecido como o Teorema de Ceva.

Figura 3.47: Teorema de Ceva
A

B M C

Fonte: MUNIZ NETO - adaptada, 2013, p. 180

Teorema 14. Dado um triangulo ANABC, conforme figura 3.47 acima, os pontos L, M,
e N dos lados AB, BC, CA, respectivamente, sio tais que as cevianas AM, BN e CL

cortam-se em unico ponto. Entao 5 =

MC NA
Demonstracao. Considere o triangulo AABM e a transversal LOC'. Aplicando o Teorema
OA MC LB OA BC LA
de Menelaus, obtemos — - — - =— = 1, ou seja, (1)

OM BC LA OM MC 1B

Considere agora o triangulo AACM e a transversal BON. Aplicando o Teorema de

NA BC OM . OA NA BC
: : = 1, ou seja, = . X
NC MB OA OM NC MB

(2)

Menelaus, obtemos

SB

I NC

: - . LA MB NC
Reciprocamente, suponha vilida a relacao —= - — - =—
LB MC NA

28MUNIZ NETO, Antonio Caminha; Geometria: Rio de Janeiro, SBM, 2013. p. 179.

=1 e marque L' € AB
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tal que os segmentos de retas C L', AM e BN sejam concorrentes. Segue do Teorema

L'A MB NC L’A LA
= 1. Dali, obtemos — = —=. Com isso, ¢ facil

de Menelaus que . .
L'B MC NA L'B LB

concluir que L = L’. Portanto, AM, BN e C'L sdo concorrentes. O

Apresentamos a seguir a lista de exercicios proposta aos alunos sobre os topicos

estudados.

Problema 1

A figura 3.48 a seguir mostra o triangulo AABC com AC dividido em 3 partes iguais

_ PA
e BC dividido em quatro partes iguais. Qual é o valor da razao ﬁ?

Figura 3.48: Triangulo dividido em partes iguais

Fonte: Autor

Solucao

Considere o triangulo AADC e a transversal BPE como na figura 3.48 acima.

AE CB PD 1 4 PD
O Teorema de Menelaus diz que : . =1,ouseja, = - = =
EC BD PA 2 1 PA
PA
Assim, —_— = 2.
PD
Problema 2.

Tomando a figura 3.49 a seguir, seja AABC um triangulo tal que AB # AC. Seja
D o pé da bissetriz externa relativa a A; E e F' sao os pés das bissetrizes internas relativas

aos angulos ZB e ZC repectivamente. Prove que os pontos D, E e F' sao colineares.
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Figura 3.49: Teorema de Menelaus

Fonte: MUNIZ NETO - adaptada, 2013, p. 177

Solugao
Suponhamos, sem perda de generalidade, que AB < AC, de sorte que o vértice B

esté situado no interior do segmento C'D. Pelo Teorema de Menelaus, basta mostrarmos
AF BD CFE AF AC BD AB

que . . = 1. Mas, pelo teorema da bissetriz, temos = , =
FB DC FEA FB BC DC AC
CE BC . . - .
e o = =5 de sorte que, multiplicando ordenadamente as trés expressoes acima,

obtemos a igualdade desejada.

Problema 3.
Seja AABC um triangulo qualquer. Utilize o Teorema de Ceva para provar que
as medianas e as bissetrizes internas de ABC' sao concorrentes.
Solucao

Se M,, M,, M. sao, respectivamente, os pontos médios dos lados BC', AC' e AB

BM, CM, AM.
M,C  My,A M.B

de ABC', é imediato que = 1. Portanto, pelo Teorema de Ceva,

AM,, BM, e C'M, concorrem em um tnico ponto.
Para o restante da prova, sejam AB = ¢, AC = b e BC = a. Sejam P,, P, e P.,

respectivamente, os pés das bissetrizes internas relativas a BC', AC' e AB. O teorema da

Py

o7

bissetriz garante que =
8 E BA

o
S
Q|
Sy

a
= —, de forma que
c

2V
Q
SO

AP. BP, CP, b ¢ a
PB PC BA a b c

Assim, pelo Teorema de Ceva, AP,, BP, e C' P, concorrem em um tnico ponto.
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3.3 Aritmética

A Aritmética é o ramo mais elementar da Matemaética, lida com nimeros racionais e
as possiveis operacoes entre eles. Usado para modelar problemas do cotidiano e calculos
cientificos. A seguir sao apresentados diversos tépicos elementares de aritmética, impor-
tantes para o desenvolvimento de um raciocinio mais cuidadoso para enfrentar os desafios

da Olimpiada de Matematica.

3.3.1 Divisibilidade e Resto

Este tema e a respectiva lista de exercicios tem por referéncia bibliografica o livro de
Dmitri Fomin, Circulos Mateméaticos 2.

Os nimeros naturais podem ser primos ou compostos. Um nimero ¢ dito composto
se for igual ao produto de dois niimeros naturais menores, por exemplo, 6 = 2 - 3. Caso
contrério, e se o nimero nao for igual a 1, ele é dito primo. O nimero 1 nao é primo nem
composto.

Nimeros primos sao como tijolos com os quais vocé pode construir todos os niimeros
naturais. Como isso pode ser feito? Vamos considerar o nimero 420. E claro que ele
é composto e pode ser decomposto em 42 - 10, mas os nimeros 42 e 10 também sao
compostos. Assim, 420 =2-2-3-5-7. O Teorema Fundamental da Aritmética diz que

qualquer nimero natural diferente de 1 pode ser representado de maneira tinica como um

produto de ntimeros primos em ordem crescente.

Exemplos

1. O ntimero 2° - 3 ¢é divisivel por 27
2. O mesmo numero é divisivel por 57
3. O mesmo numero ¢é divisivel por 87
4. O ntmero 2° - 3 é divisivel por 9?7

5. O numero acima é divisivel por 67

29FOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia; Circulos Matematicos, A Experiéncia
Russa: Rio de Janeiro, IMPA, 2010, p. 21.
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6. E verdade que, se um ntimero natural é divisivel por 4 e por 3, entao ele é divisivel

por 4.3 = 127

7. E verdade que, se um ntimero natural é divisivel por 4 e por 6, entao ele é divisivel

por 4.6 = 247

Solucao

Sim, ja que 2 é um dos fatores na decomposicao deste nimero dado.
Nao, ja que a decomposi¢ao deste niimero nao contém o nimero primo 5.

Sim, ja que 8 = 23 e existem nove fatores iguais a 2 na decomposi¢do do nimero

dado.
Nao, ja que 9 = 3 - 3 e s6 existe um 3 na decomposi¢ao do niimero dado.

Sim, ja que 6 = 2 - 3 e a decomposi¢ao do nimero dado contém ambos os nimeros

primos 2 e 3.

Sim. De fato, a decomposicao de um nimero natural que é divisivel por 4 tem que
conter pelo menos dois fatores iguais a 2. Como o ntimero também ¢é divisivel por
3, a decomposicao contém pelo menos um fator 3. Portanto, nosso niimero tem que

ser divisivel por 3-2-2 = 12.

Nao. Por exemplo, o niimero 12 pode servir de contra-exemplo. A razao é que, se
um namero é divisivel por 4, entao sua decomposicao tem que conter pelo menos
dois fatores iguais a 2; se o mesmo ntumero for divisivel por 6, isto significa que sua
decomposicao contém 2 e 3. Portanto, podemos ter certeza que sua decomposicao
tem dois fatores iguais a 2 (mas nio necessariamente trés) e um igual a 3, de modo

que s6 podemos garantir a divisibilidade por 12.

Definicoes importantes

Dois ntimeros sao ditos relativamente primos ou primos entre si se eles nao tém

divisores comuns maiores que 1.

Se algum numero natural for divisivel por dois nimeros relativamente primos p e ¢,

entao ele sera divisivel pelo produto p - q.
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3. Se o nimero pA for divisivel por ¢, onde p e ¢ sao primos entre si, entao A também

serd divisivel por q.

4. O Méaximo Divisor Comum (MDC ou m.d.c (z,y)) de dois nimeros naturais é o

maior numero natural que divide ambos os numeros.

5. O Minimo Multiplo Comum (M.M.C ou mmc (z,y)) de dois nimeros naturais é o

menor nimero natural divisivel por ambos os ntmeros.

Por exemplo, mdc (18,24) = 6, mmc (18,24) = 72

Apresentamos a seguir a lista de exercicios proposta aos alunos que exige o conhe-
cimento aprofundado dos topicos estudados. A lista apresenta como principal referéncia

bibliografica o livro de Dimitri Fomin, Circulos Matemaéticos.

Problema 1

130

Prove que o produto de trés niimeros naturais consecutivos quaisquer é divisivel®® por

Solugao

De fato, vamos tomar trés nimeros naturais consecutivos quaisquer, a, a + 1, e
a + 2. Considere que se a é par, entao a é multiplo de 2. Se a é impar, entao a + 1 é par,
logo é multiplo de 2. Consideremos agora que ao dividirmos um nimero natural por 3,
0s possiveis restos sao 0, 1 ou 2. Se a, ao dividir por 3, apresenta resto zero, entao a é
multiplo de 3. Mas se dividir a por 3 e der resto 1, entao a+ 2 é multiplo de 3. A terceira
hipotese, se dividirmos a por trés e der resto 2, entao a + 1 é divisivel por trés. Logo, um
dos trés niimeros consecutivos ¢ multiplo de 3.

Portanto, ao tomarmos trés niimeros naturais consecutivos, o produto deles é multiplo

de 6.

Problema 2
Um ndmero escrito com cem algarismos iguais a 0, cem iguais a 1 e cem iguais a

2 pode ser um quadrado perfeito 37

30FOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia; Circulos Matematicos, A Experiéncia
Russa: Rio de Janeiro, IMPA, 2010, p. 25.

3IFOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia; Circulos Matematicos, A Experiéncia
Russa: Rio de Janeiro, IMPA, 2010, p. 25.
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Solucao
A soma dos algarismos de qualquer nimero como descrito no problema é 100(0 +
1+2) = 300, que é divisivel por 3 mas nao por 9. Assim esse ntimero s6 tem um elemento

3 na sua decomposi¢ao em fatores primos, logo nao pode ser quadrado perfeito.

Problema 3

Prove que n3 + 2n é divisivel por 3 qualquer que seja o niimero®? natural n.

Solugao

De fato, dado um nimero natural qualquer n, quando dividido por 3, pelo algoritmo
da divisao, os possiveis restos sao 0, 1 e 2. Assim, se o resto for 0, entao n é multiplo de 3,
logo n? + 2n também o sera. Se o resto for 1, entdao n? terd como resto 1 -1 -1 e 2n tera
2 - 1. Assim, o resto da divisao da soma n® + 2n por 3 sera o resto da divisao da soma
dos restos por 3. Como a soma — 3, logo o resto é zero, ou seja, o nimero é multiplo de
3. Se o resto for 2, entao n? terd como resto 2 - 2 - 2 e 2n terd 2 - 2. Assim, o resto da
divisao da soma n® + 2n por 3 sera o resto da divisdo da soma dos restos por 3. Como a
soma = 12, o resto é zero, ou seja, o nimero é miltiplo de 3. Portanto, n®+ 2n é divisivel

por 3 qualquer que seja o nimero natural n.

Problema 4
Encontre o altimo algarismo®® do namero 12 + 2% + ... + 992,
Solucao
Em primeiro lugar, vamos calcular o altimo algarismo de 0% + 12 4 22 4 ... 4+ 92,
Depois, note que este tltimo algarismo é sempre o mesmo para todo conjunto de dez
nimeros naturais consecutivos, ou seja, igual a 5. Somando este algarismo 10 vezes,

obtemos 50. Logo o ultimo algarismo é zero.

Problema 5

Prove que o resto da divisao por 3 da soma (ou produto) de dois ntimeros naturais

32FOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia; Circulos Matematicos, A Experiéncia
Russa: Rio de Janeiro, IMPA, 2010. p. 28.

33FOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia; Circulos Matematicos, A Experiéncia
Russa: Rio de Janeiro, IMPA, 2010, p. 31.
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3% (ou produto) de seus respectivos

quaisquer ¢ igual ao resto da divisao por 3 da soma
restos.

Solugao

De fato, dado dois ntimeros naturais quaisquer, a e b, pelo algoritimo da divisao,
quando divididos por 3, temos a = 3k; 471 e b = 3ko+13. Assim, a+b = 3(k1+ko)+ri+79.
Como 3(k; + k2) é multiplo de 3, entao, o resto da divisao de a + b por 3 sera resto da

divisao da soma dos restos por 3.

Ao multiplicarmos os dois nameros temos a - b = (3k; + 1) - (3k2 + 1r2), ou seja,

a-b=9(ky - ky) + 3k 1o+ 3ky - 11 + 11 - 9. Como 9(ky - ko) + 3ky - ro + 3ky -1y €
miltiplo de 3, logo o resto da divisao por trés do produto de ntimeros naturais quaisquer

é igual ao resto da divisao por trés do produto de seus respectivos restos.

3.3.2 Equacoes Diofantinas

O estudo deste topico e a respectiva lista de exercicios teve como principal referéncia
bibliografica o livro de aritmética de Abramo Hefez, da cole¢io PROFMAT 37,

A resolucao de varios problemas de aritmética recai na resolucao, em numeros
inteiros, de equacoes do tipo aX +bY = ¢, com a, b, c € Z.

Tais equacoes sao chamadas equacoes diofantinas em homenagem a Diofanto de Ale-
xandria (aprox. 300 d.C.)

Nem sempre essas equacoes possuem solucao. Por exemplo 4X + 6Y = 3 nao possui
nenhuma solucao x, yo em niimeros inteiros pois, caso contrario, teriamos 4xy + 61y par
e, portanto, nunca igual a 3.

E entdo natural perguntar-se em que condicoes tal equacdo possui solucoes e, caso as
tenha, como determina-las?

Proposicao.

Sejam a, b, ¢ € Z. A equacao aX + bY = ¢ admite solucao em ntumeros inteiros se, e
somente se, o mdc de a e b divide ¢, ou seja, (a,b)|c.

E imediato verificar que a equacdo aX + bY =c, coma #0oub # 0 e (a,b)|c, &

34FOMIN, Dmitri; GENKIN, Sergey; ITENBERG, Ilia; Circulos Matematicos, A Experiéncia
Russa: Rio de Janeiro, IMPA, 2010, p. 26.
3HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 116.
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b1: e Cc =

(a,b)’ (a,b) (a,b)

Note que (ay,b;) = 1, e portanto, podemos nos restringir as equagoes do tipo

equivalente a equacao a1 X + b1Y = ¢, onde a; =

aX + bY = ¢, com (a,b) = 1, que sempre tém solugoes.
Seja xg, Yo , uma solucao da equacio aX + bY = ¢, onde (a,b)=1. Entao, as solugoes
x,y em Z da equagao sao r = z¢ + tb, y = yp — ta, em que t € Z.

Seja xo, yo uma solugdo de Az + bY = c. Logo, axy + byy = ax + by = c. (1)

Consequentemente, a - (z — x9) =b- (yo — y). Como (a,b) = 1, segue b|(z — xp).

Logo, x —xy = tb, ouseja, x = xg + tb,t € Z. Substituindo a expressao de x — g
acima em (1), segue yo — y = ta, ouseja, y = yo — ta.

Exemplo 1

Calcule % a solucdo da equacdo 24X + 14Y = 18.

Solucao
A equagao tem solucao, pois (24, 14)|18. Dividindo ambos os membros da equagao pelo

(24,14), obtemos 12X + 7Y = 9. Agora, pelo método de divisdes sucessivas, conforme

figura 3.50, obtemos 1 =5-(1)+2-(-2),2=7-(1)+5-(-1)eb=12-(1)+7-(—1).

Figura 3.50: Divisoes sucessivas

1 1 2 2
12 7 5 2 1
) 2 1 0

Fonte: Autor

Dai, tomando @ = 12 e b = 7, obtemos 5 = a - (1) + b - (—1), ou seja, 5 = a — b,
2=0b-(1)+(a—0b)-(—1),ouseja,2=2b—ael=(a—0b) (1)+(2b—a)-(—2), ou seja,
1 = 3a — 5b. Multiplicando por 9, obtemos 9 = 27a — 45b.

Entao, xg =27, yo = =45, x =29+ bt, x =27+ Tt, y = yg — at e y = —45 — 12t.

Apresentamos a seguir uma lista de exercicios que exige o conhecimento aprofun-

dado dos topicos estudados.

36HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 118.
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Problema 1
Resolva em 7 a equacao®”: 90X + 28Y = 22

Solugao
Temos que (90,28) = 2. Como 2|22, logo o sistema tem solucdo. Dividindo toda
expressao pelo mdc, temos 45X + 14Y = 11. Dai, a =45, b= 14 e c = 11.

Observando o processo de divisao sucessivas, pelo algoritmo da divisao, obtemos
1=3-(1)+2-(-1),2=14-(1)+3-(—4) e3=45-(1) + 14 - (—3). Assim,

3=a-(1)+b-(=3),logoa-3b = 3,

2=0-(1)4(a—3b)-(—4),logo b- 4a + 12b = 2, portanto 13b-4a = 2 e

1= (a—3b)-(1)+(13b—4a)-(—1), logo a+4a—3b—13b = 1, portanto ba — 16b = 1.

Multiplicando a expressao final, 5a — 16b = 1, por 11, obtemos 55a — 176b = 11. Dai,
ro =955 e yp = —176. Portanto, X =55+ 14t e Y = —176 — 45, t € Z.

Problema 2
Numa criacao de coelhos e galinhas, contaram 400 pés. Quantas sdao as galinhas
e quantos sao os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses dois ntimeros é a menor

possivel8?

Solucao

A equagdo que modela o problema é dada por 4X + 2Y = 400. Dai, (4,2) = 2.
Como 2[400, logo o sistema tem solugao. Dividindo toda expressao pelo mde, obtemos
2X +Y =200. Assim, a =2, b=1e c = 200.

Uma solucao particular para resolver a equacao é dada por Xy = 100 e Yy = 0. Assim,
X =Xp+ 0t ouseja, X =100+t e Y =Yy —at, isto ¢, Y = —2¢.

Temos ainda que |a — b| é minimo. Assim, [100 + ¢ — (=2¢)| = 0, |100 4+ 3t| = 0 e
t=—-33.

Logo X =100 —33=67e Y = —2-(—33) = 66.

Prolema 3
Subindo uma escada de dois em dois degraus, sobra um degrau. Subindo a mesma

escada de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Determine quantos degraus possui

3THEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014. p.124.
33HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 124.

96



a escada®®, sabendo que o seu nimero é multiplo de 7 e esta compreendido entre 40 e 100.

Solugao

O sistema pode ser modelado pela expressao a seguir n = 2x + 1 = 3y + 2, ou seja,
20-3y = 1. Como (2,3)|1, logo o sistema tem solu¢ao.

Assim,a=2,b=—-3ec=1.

Uma solucao particular pode ser representada por Xo =2e Yy = 1. Logo X = X+ bt,
ouseja, X =2—-3teY =Yy, —at, ouseja, Y =1—2¢t. Comisso,n=2-(2—3t)+ 1, ou
seja, n = 5 — 6.

Dai, 5 — 6t > 40

—6t > 35

t < —35/6

t< —6

5 — 6t < 100

—6t < 95

t > —15.

Assim, para t = —6, obtemos n =5 — 6t =5+ 36 = 41

parat = —7, obtemos n =5 — 6t =5 + 42 = 47

para t = —8, obtemos n =5 — 6.(—8) = 53

Nota-se que n cresce de 6 em 6 unidades. Logo, para t = —9, n = 59,; para t = —10,
n =695, parat = —11, n = 71, parat = —12, n = 77, para t = —13, n = 83, para
t=—14,n=289 e parat = —15n = 95.

Portanto n = 77, pois é o Ginico miltiplo de 7 compreendido no intervalo considerado.

Problema 4
De quantas maneiras podem-se comprar selos de trés reais e de cinco reais de modo
que se gastem 50 reais?®?
Solucao
O problema pode ser modelado pela seguinte expressao, 3x + by = 50. Assim ,
a=3;b=>5; c=>50. Como (3,5)|50, logo o problema tem solugao.
Uma solucao particular pode ser representada por Xg = 0 e Yy = 10. Assim, X =

Xo+ bt, ouseja, X =5teY =Y, —at, isto é, Y =10 — 3t.

39HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 124.
40OHEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 125.
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Assim, as possiveis solucoes sao
t=0,X=5-0=0eY=10-3-0=10
t=1,X=5-1=5eY=10-3-1=7
t=2,X=52=10eY=10-32=4
t=3,X=53=1eY=10-33=1

Ja para t > 4, nao temos solucao positiva para Y.

Logo h& quatro maneiras para se comprar os selos.

3.3.3 Congruéncia e Pequeno Teorema de Fermat

O estudo deste topico tem como principal referéncia bibliografica o livro de aritmética

de Abramo Hefez, da colecio PROFMAT *!.
Teorema 15. Pequeno Teorema de Fermat

Dado um niimero primo p tem-se que p divide o ntimero a” — a, para todo a € Z.

A demonstracao envolve bindémio de Newton e método de inducao. Pela complexidade
da demonstracao e pelo nivel dos discentes envolvidos no projeto, nao demonstramos o

teorema, utilizamos apenas a sua aplicacao.

Exemplo 1

9

Dado um nimero qualquer n € N, tem-se que n” e n, quando escritos na base 10, tém

o mesmo algarismo da unidade®?.
Solucao

O enunciado equivale a 10|n? — n.

9 9

Vamos supor que n é fmpar. Dai, n” e n também é impar, assim n” — n é par. Se n

9 9

¢ par, n? — n também ¢ par. Logo, qualquer que seja n, n® —n é par, portanto 2|n° — n.
Por outro lado, n? —n =n-(n*—1)-(n*+1) = (n® —n)- (n*+1). Logo, pelo pequeno
Teorema de Fermat, temos que 5|n° — n e, portanto, 5|n® — n.

Portanto 10|n® — n.

4IHEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 156, 157, 159 e 246.
42HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 157.
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Coroldrio - Se p é um numero primo e se a € um numero natural nao divisivel por p,

entio p divide a?~* — 1.

Demonstragao. Como, pelo Pequeno Teorema de Fermat, pla-(a?~*—1) e como (a,p) = 1,

segue-se, imediatamente, que plaP~! — 1. O

Aritmética dos Restos

Seja m um ntimero natural*®. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes
modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e
b sao congruentes modulo m, escreve-se a = b mod m.

Exemplo : 21 = 13 mod 2.

Sejam a, b, ¢, m € Z, com m > 1

i) Se a = b mod m e ¢ =d mod m; entdo a + ¢ = b+ d mod m.

ii) Se a = b mod m e ¢ = d mod m; entao a-c =b-d mod m.

iii) Para todos n € N, a, b € Z, se a = b mod m, entdao a™ = b" mod m.
Apresentamos a seguir uma lista de exercicios para explorar os topicos estudados.

Problema 1

Mostre** que a'? — b2 é divisivel por 13, se a e b sdo primos com 13.

Solucao

Se (a,13) = (b,13) = 1, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que 13|a'? — 1 e
13|62 — 1. Logo, 13|a'? — 1 — (b'? — 1), ou seja, 13|a'? — b2

Problema 2

Ache o resto *5 da divisao de (116 + 17'7)?! por 8.

Solucao

Observe que 17 = 1 mod 8, logo 177 = 1 mod 8. Por outro lado, 116 = 4 mod 8.
Assim, (116 +17'7)2 = (4+1)?' =5+ (5%)'% mod 8. Como 5% = 1 mod 8, logo a resposta
é .

43SHEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 192.
“HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 159.
4SHEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014. p. 201
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3.3.4 Teorema Chinés dos Restos

O estudo deste topico teve como principal referéncia bibliografica o livro de aritmética
de Abramo Hefez, da colecio PROFMAT 1.

O matemaético chinés Sun-Tsu propds o seguinte problema’’: Qual é o ntimero que
deixa resto 2, 3 e 2 quando dividido, respectivamente por 3, 5 e 77

A resposta dada por Sun-Tsu para esse problema foi 23.

Traduzindo em linguagem matemaética, o problema equivale a procurar as solugoes do

seguinte sistema de congruéncias:

X =2 mod 3
X =3 mod 5
X=2mod7

Vamos determinar a solugao do problema apresentado. Nesse caso, temos que M ¢ o
minimo multiplo comum (mmc) de 3, 5 e 7. Assim, M = 3-5-7 = 105.

Temos que M1 =5-7=35, My =3-7T=21e Mz=3-5=15.

Dai, 35Y; = 1 mod 3, 21Yo = 1 mod 5 e 15Y3 = 1 mod 7.

Portanto, uma solu¢ao modulo M = 105 é dada por x = My c1 + Maysco + M3yscs,

em que cq, ¢y € c3 sao os restos da divisao do nimero por 3, 5 e 7 respectivamente.

Dai,
35Y1 = 1 mod 3, entao Y; = 2,
21Y5 = 1 mod 5, entao Yo =1e
15Y3 = 1 mod 7, entao Y; = 1.
Assim

x = Myyici + Mayaco + Myyicy
r=35-2-2+21-1-3+15-1-2
xr =40+ 63 + 30 = 233.

Como 233 = 23 mod 105, segue que 23 é uma solu¢ao do problema. Qualquer outra

solucao é dada por X =23+ 105t, com t € Z.

4HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 253 e 262.
4THEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014. p. 253
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Apresentamos a seguir uma lista de exercicios para explorar os topicos estudados.

Problema 1

Ache todos os ntimeros inteiros que deixam restos 2, 3 e 4 quando divididos por 3, 4
e 5, respectivamente®®.

Solucao

Temos que X = 2mod 3, X = 3mod4e X = 4 mod 5.

Dai, M =3-4- 5=60, M; =4- 5=20, My =3- 5=15e M3=3- 4=12.

Assim,

20Y; =1 mod 3, entao Y] = 2,
15Y5 =1 mod 4, entao Yo =3 e
12Y3 =1 mod 5, entao Y3 = 3.

Como ¢ = 2, ¢ = 3 e c3 = 4, entao v = M Yicq + MaYocs + M3Yses, ou seja,
r=20-2-24+15-3-3+12-3-4 = 359.
Como 359 = 59 mod 60, logo X =59 + 60t, com t € Z.

Problema 2

Ache o menor nimero natural que deixa restos 1, 3 e 5 quando dividido por 5, 7 e 9
respectivamente.

Solugao

Do enunciado, temos que X = 1 mod 5, X = 3 mod 7e X = 5 mod 9.

Dai, M =5-7-9=315, My =7- 9=63, Mo =5- 9=45e M3 =5 7= 35.

Assim,

63Y; =1 mod 5, entao Y] = 2,
45Y5 =1 mod 7, entao Yo =5e
35Y3 =1 mod 9, entao Y3 = 8.

Como ¢ = 1, o = 3 e c3 = b, entao x = MY + MyYocs + M3Yses, ou seja,
r=063-2-14+45-5-34+35-8-5 = 2201.
Mas 2201 = 311 mod 315. Assim, X = 311 4+ 315¢, com t € Z. Logo, o menor

nimero que atende ao pedido é 311.

48HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 262.
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Problema 3

Dispomos de uma quantia de x menor que 3000. Se distribuirmos essa quantia entre 11
pessoas, sobra 1 real; se a distribuirmos entre 12 pessoas, sobram 2 reais e se distribuirmos
entre 13 pessoas, sobram 3 reais. De quantos reais dispomos?®?

Solucao

Do enunciado, temos que X = 1 mod 11, X = 2 mod 12 e X = 3 mod 13.

Dai, M = 11- 12- 13 = 1716, M; = 12- 13 = 156, My = 11 - 13 = 143 e
Mz =11- 12 =132.

Assim,

156Y; =1 mod 11, entao Y; = 6,
143Y5 =1 mod 12, entao Yo =11¢e
132Y3 =1 mod 13, entao Y3 =T7.

Como ¢; =1, cg =2 e ¢3 = 3, entao
x = M Yic1 + MyYsco + M3Yses, ou seja, x =156 -6 -1+ 143 -11-2+132-7-3 = 6854.

Mas 6854 = 1706 mod 1716. Assim, X = 1706 + 1716t, com t € Z. Logo, o resultado é
1706.

Problema 4

Um macaco, ao subir uma escada de dois em dois degraus, deixa de sobra um degrau;
ao subir de trés em trés degraus, sobram dois degraus; e ao subir de cinco em cinco
degraus, sobram trés degraus®. Quantos degraus possui a escada, sabendo que o niimero
de degraus est4 entre 150 e 2007

Solugao

Do enunciado, temos que X = 1 mod 2, X = 2mod 3 e X = 3 mod 5.

Dai, M =2-3- 5=30, M1 =3- 5=15,My=2- 5=10e M3=2- 3 =6.

Assim,

15Y; =1 mod 2, entao Y; =1
10Y5 =1 mod 3, entao Yy =1
6Y3; =1 mod 5, entao Y3 = 1.

“HEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 262.
SOHEFEZ, Abramo; Aritmética; Rio de Janeiro, SBM, 2014, p. 262.
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Como ¢; =1, ¢ =2 e c3 = 3, entao
r = MYic; + MyYsco + M3Yses, ouseja, x=15-1-1+10-1-24+6-1-3 = 53.

Mas 53 = 23 mod 30. Assim, X = 23 + 30, com t € Z. Logo, para obter o nimero
entre 150 e 200, temos ¢t = 5. Portanto, o resultado ¢ X =23 +30-5 = 173.
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Capitulo 4

METODOLOGIA

O trabalho consiste em um relato de experiéncia, em que sao desenvolvidas atividades
de preparacao para a primeira e segunda fases da OBMEP de 2018, em que o foco do
planejamento foi centrado em problemas instigantes e desafiadores, extraidos de compe-
ticoes olimpicas e livros mais renomados, com o objetivo de proporcionr ao aluno uma
base solida para enfrentar o Olimpiada de 2018 e a seguranca necessaria para continuar
o estudo da Matemaética nas etapas subsequentes, além de promover e estimular o gosto

por essa ciéncia exata.

O universo da amostragem foi um grupo de cinquenta e um alunos do Ensino Fun-
damental, trinta e dois do 9° ano e dezenove do 8° ano. As atividades foram desenvolvidas
numa periodicidade de trés horas quinzenais, com inicio em marco e encerramento em fi-
nal de julho. O docente seguiu um plano de trabalho baseado nos instrumentos didaticos
do PROFMAT e material pedagogico preparatorio para olimpiada disponibilizados pela
OBMEP na internet (PIC, POTTI e provas e anos anteriores) e nas orientagdes apresenta-
das pelo polo regional da OBMEP de Santa Maria, por ocasiao da sua visita a escola em
abril do corrente.

Os assuntos ministrados aos discentes foram apresentados por meio de uma linguagem
matematica mais adequada, de forma a iniciar a familiarizacao dos alunos com a correta
escrita académica, apropriada as demonstracoes de teoremas e axiomas. No comeco,
os alunos afirmaram que a linguagem era de dificil entendimento, mas compreenderam a
importancia da metodologia para a sequéncia da construgao do conhecimento matemaético

e aceitaram o desafio com naturalidade.

As atividades desenvolvidas seguiram a programacao conforme a tabela 4.1 a seguir.
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Tabela 4.1: Programacao das aulas de preparacao para OBMEP - nivel 2

Data Assunto Carga horéria

14 Mar Principio das Gavetas 3 tempos - 45 min
28 Mar Congruéncia de triangulos 3 tempos - 45 min
11 Abr Semelhanca de Triangulos 3 tempos - 45 min
25 Abr Métodos de Contagem 3 tempos - 45 min
21 Mai Teorema de Menelaus e Teorema de Ceva 3 tempos - 45 min
28 Mai Realizacao da prova da primeira fase de 2017 - treinamento 3 tempos - 45 min
30 Mai Niimeros Primos e Teorema Fundamental da Aritmética 3 tempos - 45 min
20 Jun Divisibilidade e Resto 3 tempos - 45 min
27 Jun Equacoes Diofantinas 3 tempos - 45 min
20 Jul Congruéncia e Pequeno Teorema de Fermat 3 tempos - 45 min
31 Jul Teorema Chinés dos Restos 3 tempos - 45 min

Fonte: Autor

Para uma avaliacao quantitativa, observamos os resultados obtidos na prova da
primeira fase. Produzimos assim alguns indicadores para diversas comparacoes. Foram
realizadas comparacoes entre os resultados de um grupo de alunos do 9° ano que, em
2018, fizeram a preparagao e os mesmos estudantes que, em 2017, nao realizaram a devida
preparacao. Dentro do universo daqueles que se prepararam, comparamos o rendimento
dos alunos concursados com os alunos amparados. Ainda, nesse universo, foi feita uma
abordagem de género, para verificar o indice de aproveitamento do segmento feminino em
relacdo ao masculino. Finalizando, foi realizada uma comparacao entre os alunos do 8° e
9° anos que se classificaram para a 2% fase da OBMEP em 2017, sem preparagao prévia,
com o universo dos estudantes que, em 2018, classificaram-se para a 2% fase, realizando a
respectiva preparacao para a prova.

Uma reflexao critica sobre o comportamento do aluno diante de um contetido mais
desafiador foi produzida no presente instrumento. Durante a apresentacao dos diversos
temas, foi realizado com os alunos um questionério avaliativo sobre a matéria e o pro-
cesso de ensino e aprendizagem, no intuito de colher impressoes sobre o entendimento dos
alunos, se estavam acompanhando o desenvolvimento do assunto, se estavam se sentindo
motivados para estudar Matemética de forma aprofundada, se o interesse pela disciplina
aumentou ou nao, se a preparacao contribuiu positivamente para acompanhamento do en-
sino regular, se a desisténcia do projeto foi significativa ou nao. Enfim, os dados serviram

de apoio para elaboracao das conclusoes qualitativas da pesquisa.
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Capitulo 5

ANALISE E DISCUSSAO

Neste capitulo, anélises quantitativas e qualitativas foram realizadas em diversas amos-
tras dentro do grupo que realizou a preparagao para OBMEP, bem como em alguns grupos

em que nao houve a preparacao.

Para validar a analise quantitativa dos variados grupos, uma avaliacao estatistica foi
elaborada para qualificar a pesquisa de forma consistente, utilizando para esse fim as
medidas de dispersao elencadas como desvio padrao e medida de tendéncia central. O
objetivo é identificar o grau de homogeneidade ou heterogeneidade das amostras compa-
radas, o quao extremos estao os dados ao redor de uma medida de tendéncia central, e as

médias alcancadas por cada grupo, verificando se as diferencas sao significativas ou nao.

Para analise qualitativa, foram observados os dados apresentados pelos discentes nos
diversos questionarios aplicados ao término de cada assunto ministrado, de forma a cons-

truir um cenario qualitativo das impressoes dos alunos.

Inicialmente, observando as medidas de dispersao, vamos confrontar os resultados da
prova da OBMEP/1? fase de 2018 dos alunos do 9° ano que realizaram a preparagao com
os resultados do mesmo grupo que, em 2017, quando no 8° ano, nao fizeram a referida
preparacao antes da execucao da prova, conforme ilustrado na tabela 5.1 a seguir. Cabe

salientar que a prova nivel 2 é destinada aos alunos do 8° e 9° anos do Ensino Fundamental.
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Tabela 5.1: Resultado do 8°/9° ano OBMEP - 1* fase (2017/2018) - sem prepara¢io/com preperacio

Alunos (2017)/(2018) Nota  desvio (d;) = (z; —T) (d;)?

M 1/9M1 10/4,5 1-3448/45-4,776  5,994/0,076
SF1/9F 1 1,0/50 4-3,448/5-4,776  0,305/0,050
SF2/9F 2 55/50 2.5 - 3,448/5 - 4,776 0,899/0,050
8 M 2/9 M 2 5.0/5,5 5-3448/55- 4,776 2,409/0,524
8F3/9F 3 6,0/75 6-3,448/7,5- 4,776 6,513/7,420
SF4/9TF 4 10/4,0 1-3448/4- 4,776 5,993/0,602
8M3/9 M 3 35/5,0 3,5 - 3,448/5 - 4,776 0,003/0,050
8 M 4/9 M 4 3,0/3,0 3-3448/3-4,776  0,201/3,154
SM5/9 M5 3,5/3,5 3,5 - 3,448/3,5- 4,776 0,003/1,628
8F5/9F 5 15/4,0 1,5-3,448/4- 4,776 3,795/0,602
8M6/9M 6 5,0/6,0 5 -3,448/6 - 4,776 2,409/1,498
8F6/9F 6 15/5,0 1,5 - 3,448/5 - 4,776 3,795/0,050
M 7/9 M7 9,0/9,0 9-3448/9-4,776  30,825/17,842
SFT7/9F 7 45/45 45-3,448/45-4,776 1,107/0,076
SF8/9F 8 6,5/8,0 6,5-3,448/8 - 4,776 9,315/10,304
SF9/9F 9 5,0/4.0 5-3,448/4- 4,776 2,409/0,602
g M 8/9 M8 3,0/4,0 3,0 - 3,448/4- 4,776 0,201,/0,602
8F 10/9 F 10 15/4,0 4,5-3,448/4- 4,776 1,107/0,602
8 M 9/9 M9 3,0/3,0 3,0-3,448/3- 4,776 0,201,/3,154
SF11/9F 11 6,0/6,5 6-3,448/6,5- 4,776 6,513/2,072
8F 12/9F 12 3,5/2,5 3.5 - 3,448/2,5 - 4,776 0,003/5,180
SF13/9F 13 15/4,0 1,5-3,448/4- 4,776 3,795/0,602
8 M 10/9 M 10 15/4,5 1,5-3,448/45 - 4,776 3,795/0,076
S M 11/9 M 11 3,0/3,5 3,0 -3,448/3,5 - 4,776 0,201/1,628
8F 14/9 T 14 2.0/6,5 2-3448/6,5 - 4,776  2,097/2,972
8 M 12/9 M 12 2.0/3,5 2-3,448/3,5- 4,776  2,007/1,628
8 M 13/9 M 13 55/4,0 2,5 - 3,448/4- 4,776 0,899/0,602
8 M 14/9 M 14 50/4,0 2-3,448/4- 4776  2,097,0,602
8 M 15/9 M 15 3,0/5,0 3-3,448/5-4,776  0,201/0,050

Na coluna de alunos:

1° namero - 8/9, 8°/9° ano;

Letra F /M, fem/masc; e

Ultimo ntimero - identificagao do aluno.

Fonte:(Autor)
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Medidas de dispersao do grupo do 8° ano em 2017 - sem preparagao

Média aritmética - T

1+4+42,545+6+1+3,54+343,5+1,5+5+1,54+9+4,5+6,5+5+3+4+4,5+3+6+3,5+1,54+1,5+3+2+2+42,54+2+3
29

5|

T = 3,448

Desvio Padrao - S

2
S: Zdzj
Vin—1

S = 1,846.

Onde d; ¢ a diferenca entre a nota obtida e a medida de tendéncia central (média

aritmética), conforme tabela 5.1, e n o nimero de alunos.
Medidas de dispersao do grupo do 9° ano em 2018 - com preparacgao
Média aritmética (T)

4,54+545+5,547,5+4+54+3+43,5+4+6+54+9+4,5+8+4+4+443+6,54+2,5+4+4,543,5+6,5+3,5+4+4+5
29

T =

T = 4,776
Desvio padrao (.5)

2
=t
S =1,527
Comparando as medidas de dispersao de 2017 com as de 2018, obtemos que o
desvio padrao de 2017 é maior que o desvio padrao de 2018, ou seja, o grau de dispersao
dos valores obtidos em 2017 é maior que o de 2018, o que indica que as notas obtidas em
2018 sao mais homogéneas.

Tomando o valor de tendéncia central e o desvio padrao em 2017, 3,448 e 1,846 res-
pectivamente, constata-se que 65% dos resultados obtidos pelos alunos estdo dentro da
faixa aceitavel, classificando o conjunto de notas como heterogéneo. Considerando agora
as medidas de dispersao em 2018, 4,776 e 1,527 para o valor de tendéncia central e o
desvio padrao respectivamente, o conjunto de resultados dentro da faixa de aceitabilidade

foi de 72%, o que caracteriza um grupo de resultados homogéneo.
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A média obtida pelos alunos em 2018 superou em 1,328 ponto a media obtida em 2017.
Agora, observando a tabela 5.2 e 5.3 a seguir, tomando o universo de alunos que
se preparou para a prova da 1* fase da OBMEP em 2018, vamos comparar os alunos

concursados com os alunos amparados, observando as medidas de dispersao.

Medidas de dispersao dos alunos concursados
Média aritmética - T

5,54+7,54345+9+4,5+84443+3,543,547,545+4+745,544,5+4+8+54+4+5+4,5+2
24

5]

5,104

T

Desvio Padrao - S

2
S: 2 Zdz
Vin—1

S =1,830
Medidas de dispersao dos alunos amparados
Média aritmética - T

4,54-545+4+543,544+6+44+446,542,5+4+4,546,54+4+4+5+3,54+6+4+4+34+44+2+3,5+5,5
27

5|

4,352

T

Desvio Padrao - S

2
S: 2 Zdz
Vin—1

S =1,108

Comparando as medidas de dispersao dos alunos concursados com os amparados
que realizaram a preparagao para OBMEP /2018, obtemos que o desvio padrdo dos am-
parados, 1,108, é menor que o desvio padrao dos concursados, 1,830, o que indica que o
grupo dos concursados é um pouco mais heterogéneo.

Tomando o valor de tendéncia central dos concursados e amparados, 5,104 e 4,352 e
o desvio padrdo, 1,830 e 1,108, respectivamente, constata-se que 62,5% dos resultados
obtidos pelos alunos concursados estao dentro da faixa aceitavel, classificando o conjunto
de notas como heterogéneo. Considerando agora as medidas de dispersao do universo dos
amparados, 4,352 e 1,108 para o valor de tendéncia central e o desvio padrao respectiva-
mente, o conjunto de resultados dentro da faixa de aceitabilidade foi de 70,37%, o que

caracteriza um grupo de resultados mais homogéneo.
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Tabela 5.2: Resultado dos alunos concursados - com preparagao para OBMEP / 2018

Alunos Nota desvio (d;) = (z; —7) (d;)*
9M 2 2,9 3,5 - 5,104 0,157
OF 3 75 7.5-5104 5,741
9 M 4 3 3-5104 1,407
9F 6 5 5-5104 0,011
9M7 9 9-5,104 15,179
9F 7 4,5 4,5 - 5,104 0,365
9F 8 8 8 -5,104 8,387
9T 9 4 4-5104 1,219
9 M9 3 3-5,104 1,497
oM 11 35  35-5104 2,573
9 M 12 35  3.5-5104 2,573
SF1 7,5 7,5 - 5,104 5,741
8LF 2 5) 5 - 5,104 0,011
8F 3 4 4-5104 1,219
ST 4 7 7-5104 3,595
M1 55  5.5-5104 0,157
SF5 15  45-5104 0,365
SF 6 4 4-5104 1,219
8 M 2 8 8 - 5,104 8,387
8M 3 5) 5 - 5,104 0,011
SF 7 4 4-5104 1,219
S M 4 5  5-5104 0,011
SF 8 15  45-5104 0,365
SF 8 3 2-5104 9,635

Na coluna de alunos:

o 1° nimero,8 ou 9, representa 8° ou 9° ano;

a letra F ou M, fem ou masc; e

o ultimo numero, a identificacao do aluno.

Fonte:(Autor)
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Tabela 5.3: Resultado dos alunos amparados - com preparacao para OBMEP / 2018

Alunos Nota desvio (d;) = (z; —7) (d;)*
9M1 4,5 4,5 - 4,352 0,022
9F 1 5) 5 - 4,352 0,420
9F 2 5 5-4352 0,420
OF 4 4 4-43% 0,124
9 M3 5 5-435 0,420
oMb 35  35-4352 0,726
9F 5 4 4 - 4,352 0,124
9M 6 6 6 - 4,352 2,716
9M 8 4 4 -4,352 0,124
9F 10 4 4 - 4,352 0,124
9F 11 65 65 -4352 4,614
9F 12 25  2,5-4352 3,430
9T 13 I 4-4352 0,124
9 M 10 45 45-4352 0,022
9F 14 6,5 6,5 - 4,352 4,614
9 M 13 4 4-4352 0,124
9M 14 4 4 - 4,352 0,124
9M 15 ) 5 - 4,352 0,420
9F 15 35  35-4352 0,726
9F 16 6 6 - 4,352 2,716
9 M 16 1 4-4352 0,124
8M 5 4 4 - 4,352 0,124
8 F 10 3 3 -4,352 1,828
8 M 6 i 4-43% 0,124
SM 7 5 2-435 5,532
SM 8 35  35-4352 0,726
8M9 2,5 3,5 - 4,352 1,318

Na coluna de alunos:

o 1° nimero,8 ou 9, representa 8° ou 9° ano;

a letra F ou M, fem ou masc; e

o ultimo nimero, a identificagao do aluno.

Fonte:(Autor)
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Observa-se que a medida de tendéncia central dos concursados é mais significativa que
dos amparados, entretanto, o grupo dos amparados ¢ um pouco mais homogéneo.

Agora, observando as medidas de dispersao, vamos confrontar os resultados do seg-
mento feminino com o masculino, que realizaram a preparagao para prova da OBMEP de
2018, conforme tabelas 5.4 e 5.5 apresentadas a seguir.

Segmento feminino

Média aritmética - ©

T = 4,827

Desvio Padrao - S
Vn—1

S =1,559

Segmento masculino

Média aritmética - T

T = 4,58

Desvio Padrao - S

2
S: 2 Zdz
Vn—1

S =1,512
Tomando o valor de tendéncia central dos segmentos feminino e masculino, 4,827 e
4,580 respectivamente, obtemos que o segmento feminino obteve uma média superior ao
segmento masculino. Em se tratando do desvio padrao, 1,559 para o segmento feminino
e 1,512 para o masculino, temos que a diferenca foi minima, os grupos sao bem proximos
quando se trata de homogeneidade.

Agora, vamos considerar o rendimento dos alunos que se classificaram para 2? fase da
OBMEP em 2017, quando nao houve a preparacao para a prova da 1? fase, com os alunos
que se classificaram para 2% fase da OBMEP em 2018, realizando a referida preparacao,
conforme tabelas 5.6 e 5.7 respectivamente.

Alunos classificados em 2017 para 2? fase da OBMEP - sem preparacgao
Média aritmética - ©

T = 6,692
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Tabela 5.4: Resultado do segmento feminino do 8° e 9°anos com preparagao para OBMEP
/ 2018

Alunos Nota desvio (d;) = (x; —Z) (d;)?
9F 3 75 75- 4827 7145
9F 6 5 5-4827 0,030
9F 7 15 45- 4827 0,107
9F 8 8 8 - 4,827 10,068
9F 9 4 4 - 4,827 0,684
§F1 7,5 7,5 - 4,827 7,145
8T 2 5 5-4827 0,030
8T 3 1 4-4827 0,684
ST 4 7 T-4827 4,722
8F 5 4.5 4,5 - 4,827 0,107
§F6 4 4 - 4,827 0,684
87 4 4 - 4,827 0,684
8F8 4,5 4,5 - 4,827 0,107
8F 9 5 2-4827 7,992
9F 1 5 54827 0,030
9F 2 5 5-4827 0,030
9F 4 4 4 - 4,827 0,684
9F 5 4 4 - 4,827 0,684
9F 10 4 4 - 4,827 0,684
9F 11 65  6.5- 4827 2,799
9F 12 25  2,5- 4,827 5,415
9F 13 1 4-4827 0,684
OF 14 65  6.5- 4827 2,799
9F 15 3,0 3,5 - 4,827 1,761
9F 16 6 6 - 4,827 1,376
8§ F 10 3 3 -4,827 3,338

Na coluna de alunos:

o 1° nimero,8 ou 9, representa 8° ou 9° ano;
a letra F, fem; e

o ultimo numero, a identificagao do aluno.
Fonte:(Autor)
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Tabela 5.5: Resultado do segmento masculino do 8° e 9°anos com preparagao para OB-
MEP - 2018

Alunos Nota desvio (d;) = (v; — %) (d;)?
0 M 2 55 5.5 - 458 0,846
oM 4 3 3-45% 2,50
9 M 7 9 9-458 19,536
9M 9 3 3-45% 2.50
9M 11 3,0 3,5 - 4,58 1,167
9M 12 3,0 3,5 - 4,58 1,167
§M1 2,9 2,5 - 4,58 0,846
S M2 8 8-458% 11,696
SV 3 5 5458 0.176
S M 4 5 5-458 0,176
9M 1 15 45-458 0,006
9M 3 5) 5 -4,58 0,176
9M 5 3,0 3,5 - 4,58 1,167
9M6 6 6 - 4,58 2,016
oM 8 4 4-458 0,336
9 M 10 15  45-458 0,006
9 M 13 1 4-458 0,336
9M 14 4 4 -458 0,336
9M 15 5) 5-4,58 0,176
9M 16 4 4-458 0,336
8M 5 4 4-458 0,336
SM 6 1 4-458 0,336
S M7 5 2-458 6,656
SM 3 35 3.5-458 1,167
8M9 2,5 5,5 - 4,58 0,846

Na coluna de alunos:

o 1° nimero,8 ou 9, representa 8° ou 9° ano;
a letra M, masc; e

o ultimo nimero, a identificagao do aluno.
Fonte:(Autor)

115



Tabela 5.6: Alunos classificados para 2% fase em 2017 - sem preparacao

Alunos Nota desvio (d;) = (v; —7) (d;)?
M1 95 9.5 - 6,602 7,835
I9M 7 9 9-6,692 5,327
1M2 7,5 7,5 - 6,692 0,653
1M3 7 7-6,692 0,095
1M 4 65 6.5 - 6,692 0,037
M5 65 6.5 - 6,602 0,037
9F 8 65 6,5 - 6,602 0,037
1F1 6 6 - 6,692 0,479
9F 11 6 6 - 6,692 0,479
9IF 3 6 6 - 6,692 0,479
9M 17 9,9 2,5 - 6,692 1,421
M6 55 5.5 - 6,602 1421
1F 2 55 5.5 - 6,692 1421

Na coluna de alunos:

o 1° niimero,1 ou 9, representa 9°EF ou 1°EM, 2018;

a letra M, masc; e F, fem

o 1ltimo numero, a identificacao do aluno.

Fonte:(Autor)
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Tabela 5.7: Alunos classificados para 2% fase em 2018 - com preparacao

Alunos Nota desvio (d;) = (z; —T) (d;)?
9M 7 9 9-6,821 4,748
OF 8 8§ 8-6821 1,390
S M 2 8§ 8-6821 1,390
9F 3 75 7.5-6821 0,461
SF 1 75 6,5- 6821 0,461
8F 4 7 7-6,821 0,032
9F 14 6,5 6,5 - 6,821 0,103
9F 11 6,5 6,5 - 6,821 0,103
SM 10 65  6,5- 63821 0,103
9F 16 6 6 - 6,821 0,674
oM 6 6  6-63821 0,674
8F 11 6 6 - 6,821 0,674
9M 2 9,9 9,0 - 6,821 1,745
8§M 11 9,9 9,0 - 6,821 1,745

Na coluna de alunos:
8M10, 8F11 e 8M11 nao pertencem ao projeto
Fonte:(Autor)

Desvio Padrao - S

2
S: 2 Zdz
Vn—1

S=1,284
Alunos classificados em 2018 para 2* fase da OBMEP - com preparacao
Média aritmética - =
T = 6,821
Desvio Padrao - S

2
S: 2 Zdz
Vn—1

S =1,049
Tomando o valor de tendéncia central dos alunos de 2018 e 2017, 6,821 e 6,692
respectivamente, obtemos que a média dos alunos de 2018 é superior a média de 2017.
Considerando o desvio padrao do grupo de 2018 e 2017, 1,049 e 1,284, respectivamente,

constata-se que o grupo de estudantes de 2018 foi mais homogéneo que o grupo de 2017.
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Agora, analisando de forma qualitativa os dados da pesquisa, diversos questionamentos
foram aplicados aos discentes durante a preparacao, com os respectivos posicionamentos
dos mesmos quanto ao entendimento do conteiido e grau de aprendizagem. Os questio-
narios foram disponibilizados aos alunos no ambiente MOODLE da escola a medida que
o assunto era ministrado em sala de aula. A partir das respostas dos alunos, o ambiente
virtual gerou graficos com indicadores, mostrando os diversos registros das observagoes.

No estudo do tema "O Principio das Gavetas", alguns questiomentos foram apresen-
tados aos alunos, conforme figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 ilustradas a seguir.

Da anélise que se pode empreender das observacoes dos alunos, obtemos que boa parte
dos mesmos, 60, 5%, ficou com a percepcao de que a apresentacao teorica do tema foi de

facil ou muito facil entedimento, conforme figura 5.1.

Figura 5.1: Principio das gavetas
(1) Quanto ao tema ministrado, Principlo das Gavetas de Dletrichet, vocé
achou a apresentagao tedrica de:

B Recpostas
Muito facil entendimento .

Muito dificil

0 5 10 15 20 25
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 2 (5,26 %)
Facll entendimento 21 (55,26 %)
Dificll entendimento 15 (39,47 %)
Muito dificil 0

Fonte: Autor

O primeiro exemplo de aplicacdo também estava simples, 68,4% acharam que o pro-

blema explorado foi de facil ou muito facil entendimento, conforme figura 5.2 a seguir.
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Figura 5.2: Exemplo 1 - Principio das gavetas

(2) A explicagdo do professor no primelro exemplo “Mostre que, em um
grupo de 50 pessoas, pelo menos 5 nasceram no mesmo més”, estava de:

B Respostas

Muito facil entendimento

Facil entendimento

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 6 (15,79 %)
Facll entendimento 20 (52,63 %)
Dificll entendimento 11 (28,95 %)
Multo dificll entendimento 1(2,63 %)

Fonte: Autor

Ja o exemplo subsequente apresentou um grau de dificuldade maior, 76, 3% dos estu-
dantes rotulou como dificil ou muito dificl o problema explorado, mostrado graficamente

na figura 5.3 abaixo.

Figura 5.3: Exemplo 2 - Principio das gavetas
(3) No segundo exemplo “Mostre que todo Intelro positive n tem um mualtiplo
que se escreve apenas com os algarlsmos 0 e 17, o nivel Interpretagao e
compreenséo do aluno fol de:

B Recposias
Muito facil entendimento
Facil entendimenio
Dificil entendimento
Muito dificil entendimento
0 5 10 15 20 25
QOcultar dados do grafico
Respostas
Multo facll entendimento 2 (5,26 %)
Fécll entendimento 7 (18,42 %)
Dificll entendimento 25 (65,79 %)
Multo dificll entendimento 4(10,53 %)

Fonte: Autor
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Obtemos que 78,9% dos estudantes concordaram que os problemas sdo instigantes
e desafiadores e contribuiram para a formacgdo do conhecimento intuitivo e logico da

disciplina, conforme figura 5.4 a seguir.

Figura 5.4: Problemas instigantes e desafiadores

(7) Os problemas apresentados sdo Instigantes e desafiadores e com Isso
estimularam os alunos a desenvolver um raclocinio mals culdadoso,
Inteligente e aprofundado sobre a matéria:

R Fccpostas

Concordo plenamente

Concordo

Caoncordo parcialmente

Discordo

0 2 4 6 B 10 12 14 16
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 14 (36,84 %)
Concordo 16 (42,11 %)
Concordo parclalmente 8(21,05 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

Quanto ao nivel de entendimento das questoes apos intervencdo do professor, 71, 1%
apontou que o nivel de compreensao dos exercicios tornou-se de facil ou muito facil en-

tendimento, conforme figura 5.5 a seguir.

Figura 5.5: Nivel de compreensdo ap6s intervencao do professor

(6) Apos a Intervengdo do professor, os exerciclos propostos, quanto ao nivel
de compreensao, tornaram-se de:

I Respostas

Muito facil entendimento

el enencimene _

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 9 (23,68 %)
Fécll entendimento 18 (47,37 %)
Dificll entendimento 11 (28,95 %)
Multo dificll entendimento 0

Fonte: Autor
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Na apresentacao do assunto "Congruéncia de Triangulos", os questionamentos apre-
sentados foram elencados nas figuras 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 e 5.10.

Da observacao dos registros sobre o topico, obtemos que 70,0% dos alunos atestaram
que a teoria sobre os casos de congruéncias foi de facil ou muito facil entendimento,

conforme figura 5.6 a seguir.

Figura 5.6: Congruéncia de triangulos

(1) Quanto ao tema ministrado, Congruéncla de Tridngulos, vocé achou a
apresentagdo tedrica de:

B Resposias

Muito facil entendimento
Facll entendimento

Dificil entendimento

Muite dificil

0 2 4 6 8 10 12 14 16
QOcultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 6 (20,00 %)
Facll entendimento 15 (50,00 %)
Dificll entendimento 9 (30,00 %)
Multo dificil 0

Fonte: Autor

Os exemplos apresentados para ilustrar a teoria também mostraram um indice alto de

facil ou muito facil entendimento, 76, 7%, conforme figura 5.7 a seguir.

Figura 5.7: Exemplos de problemas de congruéncia de triangulos
(5) Os exemplos de congruéncla de tridngulos apresentados foram de:
B Resposias

Muito facil entendimento -

Dificil entendimento -

Muito dificil entendimento I
0

2 4 6 8 w12 14 16 18 20
QOcultar dados do grafico
Respostas
Multo facll entendimento 4(13,33 %)
Facll entendimento 19 (63,33 %)
Dificll entendimento 6 (20,00 %)
Muito dificll entendimento 1(333 %)

Fonte: Autor
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Ja os exercicios propostos estavam dificeis e 83,3% dos alunos atestaram que tiveram
que realizar duas ou mais leituras do assunto para resolucao dos problemas propostos,

conforme figura 5.8 a seguir.

Figura 5.8: Numero de leitura dos problemas propostos de congruéncia
(7) Para resolver os exerciclos propostos, vocé reallzou:

B Respostas

apenas uma leitura dos exercicios
duas leituras dos exercicios
trés ou mais leituras dos exercicios

rdas diversas leituras nao compreendeu os pedidos

o
o
=
&

Ocultar dados do grafico

Respostas
apenas uma leltura dos exerciclos 0
duas lelturas dos exerciclos 13 (43,33 %)
trés ou mals lelturas dos exerciclos 12 (40,00 %)
apesar das dlversas lelturas ndc compreendeu os pedidos 5 (16,67 %)

Fonte: Autor

No que diz respeito ao nivel de compreensao, 76, 7% dos estudantes afirmaram que o
nivel de entendimento dos problemas ficou mais simples ap6s intervencao do professor,

como ilustrado na figura 5.9 abaixo.

Figura 5.9: Grau de entendimento dos problemas apés intervencao do professor

(8) Apds a Intervengao do professor, os exerciclos propostos, quanto ao nivel
de compreensdo, tornaram-se de:

B Recposias

Muito facil entendimento
Facil entendimento

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 2 4 ] B 10 12 14 16
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 7(2333 %)
Fécll entendimento 16 (53,33 %)
Dificll entendimento 7 (23,33 %)
Multo dificll entendimento 0

Fonte: Autor
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Finalizando a anélise do tema Congruéncia de Triangulos, obtemos que 83,3% dos
alunos concordaram ou concordaram plenamente que os problemas sao instigantes e de-
safiadores, estimulando o desenvolvimento do raciocinio mais cuidadoso da matéria, con-
tribuindo para o seu crescimento na aprendizagem intuitiva, logica, hipotética e dedutiva

da Matemaética, conforme figura 5.10 a seguir.

Figura 5.10: Problemas instigantes e desafiadores

(9) Os problemas apresentados sdo Instigantes e desafiadores e com Isso
estimularam os alunos a desenvelver um raclocinio mals culdadeso,
Inteligente e aprofundado sobre a matéria:

I Respostas

Concordo plenamente

Concordo

Concordo parciaimente

Discordo

0 2 4 6 5 10 12 14
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 13 (43,33 %)
Concordo 12 (40,00 %)
Concordo parcialmente 5 (16,67 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

Segue a andlise do tema "Semelhanca de Triangulos". Para isso, foram observadas as
figuras 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15.

Constatou-se que o assunto ministrado, envolvendo teorema de Tales, teorema das
bissetrizes e semelhanca de triangulos, foi considerado de facil entendimento ou muito

facil entendimento por 77,3% dos alunos, conforme figura 5.11 a seguir.

Figura 5.11: Teorema de Tales, Teorema das bissetrizes e Semelhanca de triangulos

(1) Quanto ao tema ministrado, Teorema de Tales, Teorema das Bissetrizes e
Semelhanga de Tridngulos, vocé achou a apresentagao teérica de:

I Fespostas

Mol arendinsnto -
el _
pE— _

Muito dificil

0 2 4 5 8 10 12 14
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multe facll entendimento 4(18,18 %)
Fécil entendimento 13 (59,09 %)
Diffcll entendimento 5(22,73 %)
Muito dificil 0

Fonte: Autor
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J4 a lista de exercicios proposta foi tratada como dificil ou muito dificil entendimento

por 54,6% dos jovens, conforme ilustrado na figura 5.12 a seguir.

Figura 5.12: Grau de dificuldade da lista de exercicios

(6) Na lista de exerciclos apresentada sobre Teorema de Tales, Teorema das
bissetrizes e semelhanga de triangulos, segundo seu enfoque, a
Interpretagdo e solugdo dos problemas foram de:

I Resposias

Muito facil entendimento
Facil entendimento
Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 2 4 6 8 10 12
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 0
Fécll entendimento 10 (45,45 %)
Dificll entendimento 11 (50,00 %)
Multo dificll entendimento 1 (4,55 %)

Fonte: Autor

Apos as orientacoes do docente, o nivel de compreensao dos problemas tornou-se de
facil ou muito facil entendimento, como atestaram 77, 3% dos estudantes, conforme figura

5.13 abaixo.

Figura 5.13: Nivel de compreensao dos problemas

(8) Apos a Intervencao do professor, os exerciclos propostos, quanto ao nivel
de compreensdo, tornaram-se de:

I Recpostas

Muito facil entendimento

Facil entendimento

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 6(27,27 %)
Fécll entendimento 11 (50,00 %)
Dificll entendimento 5(22,73 %)
Multo dificll entendimento 0

Fonte: Autor
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Com respeito a engenhosidade dos problemas, 86,4% do universo de estudantes con-
cordaram ou concordaram plenamente que os problemas eram instigantes e desafiadores,
contribuindo assim para o crescimento solido da aprendizagem intuitiva, logica, hipotética

e dedutiva da disciplina, como ilustra a figura 5.14 abaixo.

Figura 5.14: problemas instigantes e desafiadores

(9) Os problemas apresentados sdo Instigantes e desafiadores e com Isso
estimularam os alunos a desenvolver um raclocinlo mals culdadoso,
Intellgente e aprofundado sobre a matérla:

I Resposias

cenereneE _
e _
0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 1

Caoncordo parcialmente

Discordo

0
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 9 (40,91 %)
Concordo 10 (45,45 %)
Concordo parclalmente 3(13,64 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

Tratanto do aumento do interesse pela disciplina, 72, 7% concordaram ou concordaram
plenamente que o estudo do assunto contribuiu para o aumento do interesse pelo estudo

da Matemaética, conforme mostra a figura 5.15 a seguir.

Figura 5.15: Aumento de interesse pela matematica

(14) As atlvidades desenvolvidas sobre Teorema de Tales, Teorema das
Blssetrizes e Semelhanga de Trldngulos, na preparagdo para OBMEP,
contribuiram para o aumento do seu Interesse pela disciplina de
Matematica?

I Respostas

Concordo plenamente

Concordo

Concordo parcialmente

Discordo

Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 6 (27,27 %)
Concordo 10 (45,45 %)
Concordo parclalmente 5(22,73 %)
Discordo 1 (4,55 %)

Fonte: Autor
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Concluindo a anéalise do tema Semelhanga de Triangulos, 77,3% do efetivo concordou
ou concordou plenamente que o desenvolvimento das atividades sobre o respectivo assunto
ajudou a acompanhar de forma mais simples a matéria no ensino regular, contribuindo

para o aumento de seu interesse pela disciplina, conforme ilustra a figura 5.16 abaixo.

Figura 5.16: Acompanhamento das atividades do ensino regular

(13) O desenvolvimento das atlvidades sobre Teorema de Tales, Teorema das
Blssetrizes e Semelhanga de Tridnguloes, na preparagdo para OBMEP, ajudou
vocé a acompanhar de forma mals simples a disciplina de Matemética no
seu curriculo escolar.

B Fcspostas

Concordo plenamente
Concordo
Concordo parcialmente

Discordo

0 2 4
Ocultar dados do grafico

Y
@
=
I~

Respostas
Concordo plenamente 11 (50,00 %)
Concordo 6 (27,27 %)
Concordo parclalmente 2 (9,09 %)
Discordo 3 (13,64 %)

Fonte: Autor

Sobre o topico "Métodos de Contagem e Probabilidade", as observacoes foram pro-

cessadas conforme figuras 5.17, 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 e 5.22.

Da analise dos dados, podemos constatar que 65,2% dos alunos evidenciaram que a
apresentacao teorica do tema foi de facil ou muito facil entendimento, conforme figura

5.17 a seguir.
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Figura 5.17: Métodos de contagem e probabilidade

(1) Quanto ao tema ministrado, Métodos de Contagem e Probabllidade, vocé
achou a apresentagéo tedrica de:

B Recposias
Muito facil entendimento
Facil entendimenio
Dificil entendimento
Muito dificil
] 2 4 6 8 10 12
Ocultar dados do grafico
Respostas
Multo facll entendimento 3 (13,04 %)
Fécll entendimento 12 (52,17 %)
Dificll entendimento 8 (34,78 %)
Muito dificil 0

Fonte: Autor

Um percentual de 86, 9% dos alunos concordaram ou concordaram plenamente que os
problemas foram instigantes e desafiadores, estimulando o desenvolvimento do raciocinio

mais cuidadoso da Matematica, conforme ilustra a figura 5.18 a seguir.

Figura 5.18: Problemas instigantes e desafiadores
(8) Os problemas apresentados sdo Instigantes e desafiadores e com Isso
estimularam os alunos a desenvolver um raclocinlo mals culdadoso,

Inteligente e aprofundado sobre a matéria:

B Recposias
Concordo plenamente
Concordo
Concordo parcialmente
Discordo
0 2 4 6 8 10 12 14
Ocultar dados do grafico
Respostas
Concordo plenamente 7 (30,43 %)
Concordo 13 (56,52 %)
Concordo parclalmente 3 (13,04 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

127



No prosseguimento, uma representatividade de 82,6%, concordou ou concordou ple-
namente que as atividades desenvolvidas sobre Métodos de Contagem e Probabilidade, na
preparacao para OBMEP, ajudou na aprendizagem do ensino regular e contribuiu para o

aumento do interesse em estudar Matematica, como ilustra a figura 5.19 abaixo.

Figura 5.19: Aumento de interesse pela Mateméatica

(13) As atlvidades desenvelvidas sobre Métodos de Contagem e
Probabllidade, na preparagdo para OBMEP, contribuiram para o aumento do
seu Interesse pela disciplina de Matematica?

B Recposias

Concordo plenamente
Concordo

Concordo parcialmente

Discordo

0 1 2 3 4 5 ] 7 B 9 10
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 9(39,13 %)
Concordo 10 (43,48 %)
Concordo parclalmente 4(17,39 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

Quanto ao grau de dificuldade dos problemas propostos, 60,9% dos discentes con-
cordaram ou concordaram plenamente que estava de facil ou muito facil entendimento a

interpretacao e solucao dos exercicios, conforme figura 5.20 a seguir.

Figura 5.20: Grau de dificuldade da lista de exercicios

(5) Na lista de exerciclos apresentada sobre Métodos de Contagem e
Probabllidade, segundo seu enfoque, a Interpretagao e solugdo dos
problemas foram de:

B Rospostas

Muito facil entendimento -
Dificil entendimento _
Muito dificil entendimento .

0 2 4 6 8 10 12
Ocultar dados do gréfico
Respostas
Multo facll entendimento 3(13,04 %)
Fécll entendimento 11 (47,83 %)
Dificll entendimento 8 (34,78 %)
Multo dificil entendimento 1 (4,35 %)

Fonte: Autor
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No que diz respeito a aprendizagem logica e intuitva, 73,9% dos alunos concordaram
ou concordaram plenamente que o tema é interessante e contribuiu para seu crescimento
na aprendizagem intuitiva, logica, hipotética e dedutiva da Matematica, como ilustra a

figura 5.21 a seguir.

Figura 5.21: Aprendizagem logica e intuitiva

(9) Na sua oplinldo, o tema € Interessante e contribul para o seu crescimento
na aprendizagem Intultiva, l6gica, hipotética e dedutiva da Matematica.

I Fecpostas

Concordo plenamente

coneere _

Concordo parcialmente

Discordo

Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 9(39,13 %)
Concordo 8 (34,78 %)
Concordo parclalmente 4(17,39 %)
Discordo 2(8,70 %)

Fonte: Autor

Finalizando o tema Métodos de Contagem e Probabilidade, 73,9% concordaram ou
concordaram plenamente que o desenvolvimento das atividades sobre o respectivo tema,
na preparacao para OBMEP, ajudou a acompanhar de forma mais simples a disciplina de

Matematica no ensino regular, conforme ilustra a figura 5.22 a seguir.

Figura 5.22: Acompanhamento das atividades do ensino regular

(12) O desenvolvimento das atlvidades sobre Métodos de Contagem e
Probabilidade, na preparagao para OBMEP, ajJudou vocé a acompanhar de
forma mals simples a disclplina de Matematica no seu curriculo escolar.

I Recpostas

Concordo plenamente

coneeren _

Concordo parcialmente

Discordo

Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 7 (30,43 %)
Concordo 10 (43,48 %)
Concordo parclalmente 3(13,04 %)
Discordo 3(13,04 %)

Fonte: Autor
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Quanto ao estudo do Teorema de Menelaus e Teorema de Ceva, os dados foram com-
pilados conforme os gréficos apresentados nas imagens 5.23, 5.24, 5.25, 5.26 e 5.27.
Os exercicios tratados sobre o tema foram considerados de dificil ou muito dificil

entendimento por 76,2% dos alunos, conforme figura 5.23 abaixo.

Figura 5.23: Teorema de Menelaus e Teorema de Ceva

(3) Os exemplos de exerciclos sobre Teorema de Menelaus e Teorema da
Ceva, na sua percepgéo, foram de:

B Recpostas
Muito facil entendimento .

Facil entendimento -
Pl _
Muito dificil entendimento -

0 2 4 ] B 10 12 14
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 1(4,76 %)
Féacll entendimento 4 (19,05 %)
Dificll entendimento 13 (61,90 %)
Multo dificll entendimento 3 (14,29 %)

Fonte: Autor

Apos intervencgao do professor, 66, 7% do efetivo considerou de facil ou muito facil en-
tendimento a compreensao dos problemas propostos, conforme ilustra o grafico da imagem

5.24 a seguir.

Figura 5.24: Nivel de compreensao apos intervencao do professor

(7) Ap6s a Intervengdo do professor, os exerciclos propostes, quanto ac nivel
de compreensao, tornaram-se de:

I Respostas
Muito facil entendimento .

e _

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 2 4 6 8 10 12 14
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 1(4,76 %)
Fécll entendimento 13 (61,90 %)
Dificll entendimento 6 (28,57 %)
Multo dificll entendimento 1(4,76 %)

Fonte: Autor
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No que diz respeito ao conhecimento 16gico e intuitivo, 80, 9% dos alunos concordaram
ou concordaram plenamente que o tema contribuiu para a construcao do conhecimento

intuitivo, 16gico, hipotético e dedutivo, como ilustra o grafico da imagem 5.25 a seguir.

Figura 5.25: Aprendizagem intuitiva, logica, hipotética e dedutiva
(9) Na sua opinldo, o tema € Interessante e contribul para o seu crescimento
na aprendizagem Intultiva, I6gica, hipotética e dedutiva da Matematica.

I Respostas

Concordo plenamente

Concordo

Concordo parcialmente

Discordo

o
o
w
IS
@
@
-
=
©
=

Ocultar dados do grafico

Respostas
Concerdo plenamente 7 (33,33 %)
Concordo 10 (47,62 %)
Concordo parclalmente 3 (14,29 %)
Discordo 1(4,76 %)

Fonte: Autor

O nivel de dificuldade na resolucao dos exercicios foi considerada de dificil ou muito

dificil entendimento por 61,9% dos discentes, conforme ilustra a figura 5.26 abaixo.

Figura 5.26: Nivel de dificuldade na resolucao dos exercicios
(11) Aresolugdo dos problemas apresentados foram de:
B Respostas

Muito facil entendimento

A _
plenEme _
0 1 2 3 4 5 6 7 & a 1

Muito dificil

0
Ocultar dados do grafico

Respostas
Multo facll entendimento 0
Facll entendimento 8 (38,10 %)
Dificll entendimento 10 (47,62 %)
Multe diffcll 3(14,29 %)

Fonte: Autor
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Concluindo o assunto Teorema de Menelaus e Teorema de Ceva, 71,4% dos discentes
concordaram ou concordaram plenamente que os assuntos explorados contribuiram para

o aumento do interesse pela disciplina de Matematica, apresentado no grafico da imagem

5.27 a seguir.

Figura 5.27: Interesse pela disciplina

(13) As atlvidades desenvolvidas sobre Teorema de Menelaus, Teorema da
Ceva e Banco de Questdes da OBMEP - 2018, contrlbuiram para o aumento
do seu Interesse pela disclplina de Matematica?

B Ficspostas

Concordo plenamente
Concordo
Concordo parcialmente

Discordo

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ocultar dados do gréfico

Respostas
Concordo plenamente 6 (28,57 %)
Concordo 9 (42,86 %)
Concordo parclalmente 5(23,81 %)
Discordo 1(4,76 %)

Fonte: Autor

Sobre o topico "Divisibilidade e Restos", as observagoes foram processadas conforme
figuras 5.28, 5.29, 5.30, 5.31, 5.32 e 5.33. Cabe salientar que este assunto foi ministrado

no final de junho e poucos alunos responderam ao questionério avaliativo.

Constatou-se que 75,0% dos alunos consideraram que a apresentacio teodrica foi de

facil ou muito facil entendimento, conforme ilustra o grafico da imagem 5.28 abaixo.

Figura 5.28: Divisibilidade e Resto

(1) Quanto ao tema ministrado, Divisibilidade e resto, vocé achou a apresentacio teérica
de:
I Respostas

Muito fécil entendimento

e _
0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 5

Dificil entendimento

Muito dificil

0
Ocultar dados do grafico

Respostas

Muito facil entendimento 1(12,50 %)
Facil entendimento 5 (62.50 %)
Dificil entendimento 2(25.00 %)
Muito dificil 0

Fonte: Autor

132



A lista de exercicios estava de dificil compreensao, 62, 5% dos discentes atestaram que
a interpretacao e solucao dos exercicios propostos eram de dificil entendimento, conforme

figura 5. 29 a seguir.

Figura 5.29: Divisibilidade e Resto - Interpretagao e solugao de problemas

(2) Na lista de exercicios api da sobre Divisibili e resto, do seu enfoque, a
interpretacdo e solucdo dos problemas foram de:
I Respostas

Muito ficil entendimento

Facil entendimento

N _

Muite dificil entendimento

0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Ocultar dados do grafico

Respostas
Muito facil entendimento 0
Facil entendimento 3(37.50 %)
Dificil entendimento 5 (62,50 %)
Muito dificil entendimento 0

Fonte: Autor

A interpretacao e entendimento da solucao estavam dificeis, 87,5% dos alunos con-
cordaram ou concordaram plenamente que, apds a intervencao do professor, o nivel de
compreensao dos exercicios tornou-se de facil ou muito facil entendimento, conforme ilus-

tra o grafico da imagem 5.30 a seguir.

Figura 5.30: Divisibilidade e Resto - Intervencao do professor

(4) Apés a intervencao do professor, os exercicios propostos, quanto ao nivel de
compreenséo, tornaram-se de:

I Respostas

I _
et _

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Qcultar dados do grafico

Respostas
Muito facil entendimento 2(25,00 %)
Facil entendimento 5(62,50 %)
Dificil entendimento 1(12.50 %)
Muito dificil entendimento o

Fonte: Autor
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Quanto aos exercicios apresentados, 87,5% dos alunos concordaram ou concordaram
plenamente que os problemas propostos eram instigantes e desafiadores, estimulando os
alunos a desenvolver um raciocinio mais cuidadoso sobre a matéria, conforme ilustra a

figura 5.31 abaixo.

Figura 5.31: Divisibilidade e Resto - Problemas instigantes

(5) Os problemas apr: sdo insti; e res e com isso estil os
alunos a desenvolver um raciocinio mais cui inteligente e aprofundado sobre a
matéria:

I Respostas

. _
i _
Concordo parciaimente -

Discordo

0 05 1.0 15 20 25 30 35 40
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 3(37.50 %)
Concordo 4(50,00 %)
Concordo parcialmente 112,50 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

No que diz respeito ao interesse pela disciplina, 87,5% dos alunos confirmaram que
o estudo do tema contribuiu para o aumento do interesse pelo estudo da disciplina de

Matematica, como apresenta o grafico da imagem 5.32 a seguir.

Figura 5.32: Divisibilidade e Resto - Interesse pelo estudo da disciplina

(7) As atividades desenvolvidas sobre Divisibilidade e resto na preparacdo para OBMEP.
contribuiram para o aumento do seu interesse na disciplina?

I Respostas

Concordo plenamente

ey _

Concordo parcialmente

Discordo

0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 2 (25,00 %)
Concordo 5 (62,50 %)
Concordo parcialmente 1(12,50 %)
Discordo 0

Fonte: Autor
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Finalizando o topico Divisibilidade e Restos, 87,5% dos discentes concordaram ou
concordaram plenamente que o estudo do tema contribuiu para aprendizagem logica e

intuitiva da matéria, conforme apresenta o grafico da imagem 5.33 a seguir.

Figura 5.33: Divisibilidade e Resto - Aprendizagem logica e intuitiva

(6) Na sua opinido, o tema € interessante e contribui para o seu crescimento na
aprendizagem intuitiva e l6gica da Matematica.

I Respostas

Concordo plenamente

Foneeree _

Concordo parcialmente

Discordo

] 05 10 15 20 25 30 35 40
Ocultar dados do gréfico

Respostas
Concordo plenamente 3(37.50 %)
Concordo 4 (50,00 %)
Concordo parcialmente 1{12,50 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

Sobre "Congruéncias e Pequeno Teorema de Fermat", as percepcoes dos discentes
seguiram consideracoes andlogas, conforme figuras 5.34, 5.35, 5.36 e 5.37. Cabe destacar
que este tema foi ministrado no final de julho e poucos alunos responderam ao questionério
avaliativo.

Quanto ao grau de dificuldade dos problemas, 66, 7% dos discentes atestaram que os
exemplos dos exercicios foram de facil ou muito facil entendimento, conforme apresentado

no grafico da imagem 5.34 abaixo.

Figura 5.34: Congruéncia e PTF - Grau de dificuldade dos exercicios

(2) Os exemplos de exercicios sobre Congruéncia e Pequeno Teorema de Fermat na sua
percepcao, foram de:

I Re:postas

Muito facil entendimento

Fcil entendimento

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 05 10 15 20 25 30
Ocultar dados do grafico

Respostas
Muito facil entendimento 1(16.67 %)
Fadil entendimento 3 (50.00 %)
Dificil entendimento 2(33.33%)
Muito dificil entendimento 0

Fonte: Autor
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Apos intervencao do docente, 83, 3% dos alunos atestaram que os exercicios propostos
tornaram-se de facil ou muito facil entendimento, conforme ilustrado na figura 5.35 a

seguir.

Figura 5.35: Congruéncia e PTF - Intervencao do professor

(4) Ap6s a intervencéo do professor, os exercicios propostos, quanto ao nivel de
compreensdo, tornaram-se de:
I Resoostas

Muito ficil entendimento

i _

Dificil entendimento

Muito dificil entendimento

0 05 1.0 1.5 20 25 3.0
Ocultar dades do grafico

Respostas
Muito facil entendimento 2(33.33%)
Facil entendimento 3(50.00 %)
Dificil entendimento 116,67 %)
Muito dificil entendimento 0

Fonte: Autor

Quanto & aprendizagem logica e intuitiva, a totalidade dos alunos atestaram que con-
cordaram ou concardaram plenamente que o estudo do tema é interessante e contribuiu
para a construgao do conhecimento logico e intuitivo da disciplina, conforme ilustrado no

grafico da imagem 5.36 a seguir.

Figura 5.36: Congruéncia e PTF - Aprendizagem légica e intuitiva

(6) Na sua opinido, o tema é interessante e contribui para o seu crescimento na
aprendizagem intuitiva e |6gica da Matematica.

I Respostas

Concordo plenamente

G _
Concordo parcialmente

Discordo

0 05 10 15 20 25 30
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 3 (50.00 %)
Concordo 3(50.00 %)
Concordo parcialmente 1]
Discordo 0

Fonte: Autor
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Concluindo, quanto ao interesse pela disciplina, 50,0% dos alunos concordaram ou
concordaram plenamente que o topico estudado contribuiu para o aumento do interesse

pelo estudo da Matematica, conforme apresentado no grafico da figura 5.37 a seguir.

Figura 5.37: Congruéncia e PTF - Interesse pelo estudo da disciplina

(7) As atividades desenvolvidas sobre Congruéncia e Pequeno Teorema de Fermat na
preparacdo para OBMEP, contribuiram para o aumento do seu interesse na disciplina?

I Respostas

Concoerdo plenamente
Concordo

Concordo parcialmente

Discorde

0 05 10 15 20 25 30
Ocultar dados do grafico

Respostas
Concordo plenamente 1 (16,67 %)
Concordo 2(33.33 %)
Concordo parcialmente 3 (50,00 %)
Discordo 0

Fonte: Autor

137



138



Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS

No presente instrumento, pode-se inferir que o universo de estudantes do projeto é
um publico com boa base em Matemaética pelo histérico escolar na disciplina. Além disso,
a estrutura fisica e as atividades escolares disponiveis no contraturno propiciam suporte
adequado para a construcao do conhecimento matematico aprofundado. Cabe destacar
que a multiplicidade de opcoes oferecidas para os alunos no contraturno, principalmente
ligadas ao esporte, algumas vezes desviou a aten¢ao de uma pequena parcela dos discentes
do projeto.

Da analise quantitativa, a luz das medidas de dispersao, conclui-se que o mesmo grupo
de alunos que realizou a preparacao para OBMEP em 2018 e que nao fez a referida
preparacao em 2017, apresentou resultados com melhores notas globais em 2018. Somando
a esse dado, o grau de dispersao dos resultados em 2018 foi menor que o grau de dispersao
em 2017, o que caracteriza que em 2018 as médias obtidas foram mais consistentes e o
grupo mais homogéneo.

Ao comparar diferentes perfis dos alunos, concursados e amparados, observou-se que
os concursados apresentaram a medida de tendéncia central mais significativa que o indice
dos amparados e a diferenca entre o desvio padrao foi muito pequena, nao significativa.
Com isso, pode-se inferir que os resultados obtidos pelos concursados foi um pouco superior
aos resultados dos amparados.

Ao confrontar os resultados do grupo de 26 meninas com os indices alcancados pelos
25 meninos, todos realizando a preparacao para OBMEP, conclui-se que a medida de
tendéncia central das meninas foi superior ao resultado obtido pelo segmento masculino e

o grau de dispersao do grupo feminino foi pouca coisa maior que o obtido pelos meninos,
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o que denota que o rendimento feminino foi melhor, ou seja, as meninas foram mais
competitivas.

Da anélise do universo de discentes classificados para 2* fase da OBMEP em 2017,
sem prévia preparacao, e do grupo de alunos que se classificou para 2* fase da referida
olimpiada em 2018, realizando a preparacao, conclui-se que a média dos resultados obtidos
em 2018 foi um pouco superior aos indices de 2017, assim como o desvio padrao do corrente
ano foi inferior ao obtido no ano passado, indicando que os resultados atuais sao onsistentes
e o grupo mais homogéneo que o de 2017.

Das observagoes registradas pelos dicentes no decorrer das atividades de campo, pode-
se concluir que a maioria dos temas ministrados foram cosiderados de facil entendimento
por boa parte do grupo, entretanto o grau de dificuldade dos problemas trabalhados na
lista de exercicios e respectivas solucoes foram atestadas pela maioria como de dificil
compreensao.

Complementando a andlise, o grupo considerou que as orientacoes emanadas pelo pro-
fessor contribuiram consideravelmente para o entendimento dos problemas aprofundados.
Expressiva representatividade dos alunos registrou que os temas explorados contribuiram
para a aprendizagem intutiva, logica, hipotética e dedutiva da matéria, bem como ajudou
a acompanhar em melhores condi¢oes o ensino regular e aumentar o interesse pela Mate-
matica. Dali, pode-se inferir que o habito de resolver problemas bem elaborados, desde o
ensino fundamental, pode contribuir para melhoria da qualidade do Ensino da Matematica
em todos os niveis. Assim, a OBMEP surge como farol norteador desse processo.

Conclui-se finalmente que o projeto de preparacao para OBMEP ¢ viavel, mostrou
dados convincentes, resultados mais homogéneos e médias mais consistentes em relagao aos
alunos que nao fizeram a preparacao. Propicia ao estudante uma formacao solida, ampla
e flexivel para lidar, de forma inteligente, com topicos aprofundados da disciplina. Agrega
conhecimento de valor, com reflexos quantitativos e qualitativos favoraveis a construcao
do conhecimento mateméatico. Sugere-se que o projeto de preparacao seja estendido a
todos os niveis da olimpiada com um crescente ntimero de participantes, de forma a

homogeneizar a mateméatica em todo ensino basico.
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