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Resumo
A algebra linear e, em particular a teoria das matrizes e a teoria das transfor-
macoes lineares sao areas da matematica que podem ser aplicadas nao s6 dentro da
propria matematica, mas também em varias outras areas do conhecimento humano,
como fisica, quimica, biologia, todas as engenharias, computacao, economia, etc.
Neste trabalho apresentamos através de alguns exemplos, a importancia das ma-

trizes e das transformacoes lineares na teoria da computacao grafica.

Palavras-chave

Computacao Gréfica, Matrizes, Transformacoes Lineares.



Abstract
Linear algebra and in particular the theory of matrices and the theory of linear
transformations are areas of mathematics that can be applied not only within the
mathematics, but also in many other areas of human knowledge, such as physics,
chemistry, biology, all engineering, computing, economics, etc... We present examples
through the importance of the matrices and linear transformations in the theory of

graphic computation.

Keywords

Graphic Computation, Matrices, Linear Transformations.
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Introducao

Este trabalho aborda algumas aplicacdes das matrizes e das transformacoes lineares
na computacao grafica. Uma das preocupacoes foi apresentar os exemplos de aplicagao
em nivel elementar, de tal modo que um aluno do ensino médio, conhecendo apenas as
principais operagoes com matrizes, possa ler e entender. Neste sentido, é um trabalho
que mostra, além da importancia das aplicagoes em si, a importancia de se conhecer
com profundidade a teoria matematica dos topicos abordados.

Nos dias atuais, deparamos, a todo momento, com as imagens digitais, obtidas
através da computacao grafica e exibidas na televisao, no cinema, em jogos de com-
putadores, etc. Embora a maioria das pessoas nao saiba, na base do desenvolvimento
de um projeto nessa area esta a utilizagao da matemética, e em particular da algebra
linear.

Com base em textos basicos de algebra linear, como em [1, 3, 5, 6] e de matematica
elementar como em [7], na Se¢do 1 sdo tratados alguns topicos de matrizes, espagos
vetoriais e transformacoes lineares que sao usados nas aplicacoes, isto é, usados nos
exemplos de computagao grafica. Ainda nesta secao sao dados alguns tipos de trans-
formacoes nao lineares também importantes nas aplicacoes.

As aplicacoes estao descritas na Secao 2 através de trés exemplos. O primeiro e o
terceiro foram retirados de [4] e [2], respectivamente, e o segundo é uma contribuigao
propria. O primeiro mostra como uma letra escrita numa certa fonte é modificada para
a fonte itdlica. O segundo mostra um jogo de computador que consiste em mover a
imagem de um tatu de sua posi¢ao original para uma posicao pré-determinada. E o
terceiro mostra como a imagem do protétipo de um carro de passeio pode ser vista
numa tela plana através de varios angulos. Finalmente, a conclusao do trabalho ¢

apresentada na Secao 3.

1 Topicos de Algebra Linear

Nesta secdo sao abordados alguns topicos da teoria de Algebra Linear, como ma-

trizes, espagos vetorias e transformacoes lineares, necessarios para o entendimento das
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aplicagoes na computacao grafica.

1.1 Matrizes

Definicao 1. Uma matriz real A de ordem m X n € uma tabela de mn nimeros reais

organizados em m linhas e n colunas, na forma

aipx Q2 - Aip
Q21 Q22 -+ Q2p
A=
L am1 Am2 - Amn |

Numa forma compacta a matriz A pode ser representada por A = [a;;]mnxn, Ou ainda
se a ordem estiver subentendida A = [a;;]. Os a;5, i =1,...,me j=1,...,n sao as
entradas ou componentes de A.

Matrizes especiais

e matriz linha: é uma matriz com apenas uma linha.

e matriz coluna: é uma matriz com apenas uma coluna.

e matriz nula: é uma matriz que possui as entradas nulas.

e matriz quadrada de ordem n: é uma matriz com n linhas e n colunas.

a1; aiz - Aip
Q21 Q22 *-°  Q2n
| An1 Ap2 - Ann i

A diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n é o conjunto das
entradas a;; com ¢ = j e a diagonal secundéria ¢ o conjunto das entradas a;; com

14+ 7=n+1.
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e matriz diagonal: é uma matriz quadrada onde os elementos que nao pertencem

a diagonal principal sao nulos.

e matriz identidade de ordem n (I,): é toda matriz diagonal cujos elementos da

diagonal principal sao iguais a 1.
Operacgoes entre matrizes

Definicao 2. Duas matrizes A = [aijlmxn € B = [bijlmxn S0 iguais quando a;; = b;;
para todo i e todo j.
Exemplo 1. Determine z, y, z e t de modo que se tenha

2 2x vy r x 3

4 5 2 2 b5t t

Por definicao, temos que:

=z
2r==x
y=3
e;entao, r =0, y=3,z2=4et=1.
4=z
5 =>5¢
2=t
\
Definigao 3. Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = [a;jlmxn € B = [bijlmxn,

define-se a soma A+ B como a matriz C = [¢ij|mxn tal que ¢;; = a;; + byj, para todo i

e todo j.
1 2 3 0 -2 5
Exemplo 2. Se A = e B= entao
4 5 6 3 -1 7
140 2—2 345 1 0 8
443 5—-1 647 7 4 13
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Propriedades da adigao
Para quaisquer matrizes A, B e C' de mesma ordem a adicao satisfaz as seguintes
propriedades:
A;. Associatividade: (A+B)+C =A+ (B+C).
A,. Comutatividade: A+ B =B + A.
As. Elemento neutro: Existe a matriz 0 tal que A + 0 = A.

Ay4. Elemento simétrico: Existe uma matriz —A tal que A + (—A) = 0.

Definicao 4. Dadas duas matrizes A = [aij|mxn € B = [bijlmxn, define-se a diferenga

A — B como a matriz A+ (—B).

Definigao 5. Define-se a multiplicagao de um escalar (nimero real) « por uma matriz
A = [aj|mxn como sendo uma matriz B = [b;j]mxn tal que b;j = ca;; para todo i e todo
J-
Propriedades da multiplicagao por escalar

Para quaisquer matrizes A e B de mesma ordem e a e  reais a multiplicacao por
escalar satisfaz as seguintes propriedades:
M. a(fA) = (ap)A.
M. a(A+ B) = aA+ aB.
M;. (a+ B)A = aA + [A.
My 1A = A.

Definicao 6. Dadas duas matrizes A = [aij|mxn € B = [bjk|nxp, define-se produto AB

como a matriz C' = [Cik|mxp tal que
n
Cik = Qitbig + @iobar + ...+ Qinbpy = E a;jbj.
Jj=1

Observacao:
O produto AB, por definicao existe se, e somente se o numero de colunas de A é
igual ao niimero de linhas de B. Na defini¢ao 6 a ordem da matriz produto AB é m X p,

onde m é o numero de linhas de A e p o nimero de colunas de B.
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1 2 3
Exemplo 3. Se A = e B= 0 1|, entao
2 -2 0
3 4
1-(-1)+2-0+3-3 1-3+2-1+3-4 8 17
AB = _
2- (=) +(-2)-0+0-3 2:3+(—-2)-14+0-4 -2 4

Propriedades do Produto

O produto de matrizes satisfaz as seguintes propriedades:
P;. Associatividade: (AB)C = A(BC) para toda matriz A = [aj|mxn, B = [Djk]nxp €
C= [Cks]pxr-
P,. Distributividade a direita em relagao a adi¢do: (A + B)C = AC + BC para toda
matriz A = [a;lmxn, B = [bijlmxn € C = [Cjk|nxp-
P;. Distributividade a esquerda: A(B + C) = AB + AC para toda matriz
A = [ai;lmxn; B = [bjklnxp € C = [Cjk]nxp-
Py. (0¢A)B = A(aB) = o(AB) para toda matriz A = [aij]mxn, B = [bjklnxp € Para
todo escalar a.
Ps. Produtos com matrizes identidades: Al, = A e [,,A = A, para toda matriz
A = [a;j|mxn, onde I,, é a matriz identidade n x n e I,,, & a matriz identidade de ordem
m X m.
Observacao:

O produto de matrizes nao é comutativo, em geral AB #* BA, mesmo para matrizes

quadradas de mesma ordem, por exemplo:

1 2 5 6 19 22 23 34
Se A= e B= entdao AB = #+ = BA.
3 4 78 43 50 31 46
Defini¢ao 7. Dada uma matriz A = [a;jlmxn, define-se a matriz transposta de A,
denotada por A', como a matriz A" = |aj;]nxm, onde aj; = aj, i = 1,...,n e

7=1...,m.
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-1 2

-1 0 1
Exemplo 4. Se A= | o 3 |, entao A" =

2 3 8
1 8

1.2 Espacos Vetorias

Definicao 8. Um conjunto nao vazio V, munido das operacoes de adi¢cao e multipli-
cacao por escalar, isto €, para todo u,v € V etodoa € R, u+v eV eaueclV, é
denominado de um espaco vetorial sobre R se para todo u, v, w € V ea, f € R as
sequintes propriedades forem satisfeitas,

A (u+v)+w=u+ (v+ w) (Associatividade).

Ay, u+v =v+u, (Comutatividade).

As. Eziste 0 € V, para todo uw € V, u+ 0 = u (Elemento Neutro).

Ay. Para todo u € V, existe —u € V, u+ (—u) = 0 (Elemento Oposto).

M. (af)u = a(Pu) (Associatividade).

M,. (a+ B)u = au + pu (Distributividade).

Ms;. a(u+v) = au+ av (Distributividade).

M,. 1u = u (Elemento Neutro).

Observacao:

Os elementos do espaco vetorial V sao chamados de vetores.

Exemplo 5. O conjunto V =R" = {x = (z1,29,...,2,),2; E Rji =1,...,n} é um
espaco vetorial munido das operacoes usuais de adicao e multiplicacao por um nimero
real (escalar) assim definidas:

Sex=(x1,...,2,) ER", y=(y1,...,yn) € R" e a € R, entao

r+y= (T, 2)+ W1, Yn) = (L1 + Y1, T+ Yn) €

ar = a(xy,...,x,) = (axy,...,ax,), « € R.

Exemplo 6. O conjunto das matrizes mxn, V = M,,xn, € um espac¢o vetorial munido
das operacoes usuais de adi¢cao e multiplicagao por escalar assim definidas:
[aij]mxn + [bij]mxn = [aij + bij]mxn €

a[aij]mxn = [aaij]mxn-
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Mostramos a seguir, que M,,x, com as operacoes usuais de adicao e multipli-
cacao por escalar, de fato, é um espaco vetorial sobre R. Sejam A = [a;|mxn,
B = [bijlmxn, C = [¢ijlmxn € V e, f € R. Verificando as oito condi¢oes para V
ser um espaco vetorial. Tem-se:

A1 (A4 B) + C = [ag + byj] + [ci5] = [(ai; + bij) + 5] = [as; + (bij + ¢i5)]
= lay] + [bi; +cij] = A+ (B +C).
Ay. A+ B = [aj] + [biy] = [bij] + [aij] = B+ A.
As. Existe N = [n;;] € M., n;; = 0 para todo i, j, ou seja, A+ N = [a;;] + [n;j] =
la;; + 0] = A.
Ay. Para todo A = [a;;] € ML, ,,, existe —A = [—a;;| € M., tal que
A+ (—A) = lag] + [-ay] = lay —ay] =0=N.
M. (aB)A = (aB)lay] = [(aB)ay] = [a(Bayy)] = alfai;] = a(Blay]) = a(BA).
Ms. (a+B)A = (a+p)|ay] = [(a+B)ay] = [aas;+Bay] = [oay]+[Bai] = alay]+Blay]
= aA + PA.
Ms. a(A+B) = afai;+bi] = [a(aij+bij)] = [aai;+aby] = [aay]+[aby] = afai]+alby]
= aA+ BB.
My. 1A = 1a;;] = [Laij] = [aij] = A.

1.3 Transformacoes Lineares

Definicao 9. Uma fung¢ao T : R — R™ é denominada de transformacao linear de R™
em R™ se para quaisquer u,v € R" e a € R,

i) T(u+v)=T(u)+T(v)

i) T(ou) = oT'(u).

A transformacao linear de R™ no préprio R™ € denominada de operador linear sobre

R"™.

Exemplo 7. Seja T : R3 — R?, definida por T(z,y,2) = (x —y,z — z). Verifique que

T € linear.

18



Seja u = (T, Yu, 2u); U = (To, Yo, 20) € R3. Temos que

DT(u+v) = (zu+20) = (Yu+ %), (20 + 7o) = (20 + 20))
= (Tu+ To = Yu = Yoo Tu + Ty — 20 — Z)
= (Tu = Yu T To = Yo, Tu — Zu + To — 20)
= (Tu = Yu, Tu = Zu) + (To = Yo, Tu — 20)
= T(u)+T(v).
i)T(au) = (ax, — oy, ax, — az,)

= Ty = Yu, Tu — Zu)

= aT(u).
Logo T é linear.

Exemplo 8. A funcio T : R* — R? dada por T(z,y) = (z%,y) nao é uma transfor-

magao linear.
Com efeito, se tomarmos u = (1,0) e v = (—1,0) entao

T(u+wv)=1(0,0) # (2,0) =T(u) + T(v).

Uma n-upla z = (21,9, ..., 2,), pode ser pensada como um ponto de R™ ou como
um vetor do espaco R™. Neste ultimo caso é conveniente representar x na forma de um
T
i) .
vetor coluna z = , ou na forma transposta x' = T1 Ty - Tp
ITL

1.3.1 Transformacoes lineares usadas na computacgao grafica

Reflexdo em torno do eizo x, ver Figura 1. A transformacdio linear 7' : R? — R?

dada por T(z,y) = (z,—y) é denominada de reflexdo em torno do eixo z. Na

T T 1 0 x
forma matricial, temos que T’ = =

Yy -y 0 —1| |y



Neste caso, diz-se que a matriz

1 0

0 -1

representa a transformacao 7.

Reflexdo em torno do eizo y, ver Figura 2. A transformacio linear 7 : R? — R?

dada por T'(z,y) = (—x,y) é denominada de reflexdo em torno do eixo y. Na

forma matricial, temos que T’

Neste caso, diz-se que a matriz

yA
1(x,y)
o | X
v (x-y)
Figura 1:

Reflexao em torno da reta y=x, ver

x —x -1 0f |z
y y 0 1] |y
-1 0
representa a transformacao 7.
0 1
- y4
(-x.y) (X,y)
- — -
O X
Figura 2:
Figura 3. A transformacao linear

T : R* —» R? dada por T(z,y) = (y,z) ¢ denominada de reflexao em torno

da reta y = x. Na forma matricial, temos que T’

Neste caso, diz-se que a matriz

Reflexao em torno da reta y=-z,

x Y 0 1| |z
Y x 1 0f |y
0 1
representa a transformacao 7.
10
ver Figura 4. A transformacao linear

T : R? — R? dada por T(z,y) = (—y, —z) ¢ denominada de reflexdo em torna da

20



reta y = —x. Na forma matricial, temos que

T —y 0 -1 |z
T p— =
Y —T -1 0 Y
0 -1
Neste caso, diz-se que a matriz representa a transformacgao 7.
-1 0
yﬂ yl\
v\(y,X) y=X (X’Y/)’
* (xy) ‘(-y,-x)
0 X 0 X
y=-X
Figura 3: Figura 4:

Reflexio com relacdo a origem, ver Figura 5. A transformacao linear 7' : R* —

R? dada por T'(z,y) = (—z,—y) é denominada de reflexdo com rela¢ao a origem.

x —x -1 0 x
Na forma matricial, temos que 7T’ = =
Y —Y 0 -1} |y
-1 0
Neste caso, diz-se que a matriz representa a transformacao 7.
0 -1
Dilatacdo ou contracdo. A transformacdo linear 77 : R? — R? dada por

T(xz,y) = k(z,y) é denominada de dilatacdo ou contracdo. Na forma matri-

x kx E Of |z
cial, temos que T’ = =

y ky 0 k| |y
Se |k| > 1, T' é uma dilatagao, ver Figura 6;

Se |k| < 1, T é uma contracao;
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Se k=1, T ¢ aidentidade;
Se k < 0, T troca o sentido do vetor.

k0
Neste caso, diz-se que a matriz representa a transformacao 7.
0 k
yﬂ
yA
//, (X’y) (kx’ky)
/10 X ¥)
& >
(_X’_y) o X
Figura 5: Figura 6:
Cisalhamento na dire¢cao do eixo z, ver Figura 7. A transformacao linear

T : R? — R? dada por T(z,y) = (x + ky,y) ¢ denominada de cisalhamento

na direcao do eixo x. Na forma matricial, temos que

x x + ky 1 k| |z
T = =
Y y 0 1| |y
1 k
Neste caso, diz-se que a matriz representa a transformacao 7.
0 1

O cisalhamento na direcao do eixo z, veja 7, transforma o retangulo OPQR no
parale-

logramo OPQ'R’. Cada ponto (z,y) é deslocado horizontalmente até (x + ky, y),
observe que os pontos sobre o eixo das abscissas nao sao deslocados pois possuem
a ordenada nula. Por isto, os quadrilateros OPQR e OPQ'R' possuem a mesma

base OP.

Cisalhamento na direcao do eiro y, ver Figura 8. A transformacio T : R? — R?
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dada por T'(z,y) = (x,y + kx) é denominada de cisalhamento na diregao do eixo

o x x 1 0] |z
y. Na forma matricial, temos que T’ = =
y Y+ kx kE 1] |y
10
Neste caso, diz-se que a matriz representa a transformacgao 7.
k1
yA YA
R(0.y) Q(xy) L — , Q(c+ky,y)
’ ll l/
o} P(x,0) X O P(x,0) x
Figura 7:
YA ya . Q'(x,y+kx)
R(0.) Q(xy) ROV
N é
A P(0k)
O P(x,0) X o) X
Figura 8:

A seguir, vamos usar a notagao TGP para representar a rotacao de # unidades
angulares, no plano, em torno de um ponto P = (z, yo).
Figura 9. A transformagao linear

Rotagao em torno da origem O, ver
TP : R? — R? dada por TP (x,y) = (xcosd —ysend, xsenf + ycosd) é denominada

23



de rotacao em torno da origem O. Na forma matricial, temos que

- x xcost — ysent cos) —senb| |x
Y xsenf + ycosh senl  cosf Y
y4 .
(XY
(X.y)
0
q »
O X
Figura 9:

A seguir, vamos mostrar que de fato 7 é uma rotagao de angulo € em torno da
origem. Consideremos o vetor u = (x,%), como na Figura 9 e seja T = (2, y/).
Temos que z = rcosa, y = rsena, ' = rcos(a+6) e y = rsen(a + ), onde r é

o modulo de u. Portanto, 7Y = (xzcos — ysend, xsend + ycosh).

A matriz que representa a rotacao T(,O é dada por

cosl —senb

senf  cosb

Observa-se que se  é positivo a rotagao é no sentido anti-horario e se 6 é negativo

a rotacao é no sentido horéario.

Rotagao em torno do eixo coordenado z em 6 unidades angulares, veja Figura
10. A transformacao linear T : R3 — R3, dada por

Ty .(x,y,2) = (xcosd — ysend, xsenb + ycosl, z) é denominada de rotacao em
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torno do eixo coordenado z. Na forma matricial, temos que

x cos  —senf 0 x xcos — ysend
Ty |=1|send cosd 0 y | = | xsenb + ycosd
z 0 0 1 z z

cos@ —senf 0

A matriz que representa a rotacao Ty, ¢ dada por | senf cosd 0

0 0 1
zA
///’ \\\\
/ \
\
\ 0 !
N
\\5__ /’ T(V)
v
a
y
X
Figura 10:

Rotagao em torno do eixo coordenado x em 6 unidades angulares, veja Figura
11. A transformacao linear T : R3 — R3, dada por
Ty x(x,y,2) = (x,ycosd — zsenb, ysent + zcos#) ¢ denominada de rotacdo em

torno do eixo coordenado x. Na forma matricial, temos que

x 1 0 0 x T
Ty | =10 cosd —send y | = | ycost — zsenb
z 0 senf  cost z ysent + zcosf
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1 0 0

A matriz que representa a rotagao Ty, é dada por | 0 cosd —send
0 senf cost

Rotagao em torno do eixo coordenado y em 6 unidades angulares, veja Figura
12. A transformacao linear T : R3 — R3, dada por
Toy(x,y,2) = (xcostd + zsenb,y, —xsenb + zcosh) é denominada de rotacdo em

torno do eixo coordenado y. Na forma matricial, temos que

T cos 0 senb x xcosl + zsenl
Ty |= 0 1 0 y | = y
z —senfl 0 cosO z —xsenb + zcosb

cosd 0 senb

A matriz que representa a rotacao Ty, ¢ dado por 0 1 0

—senfl 0 cosf

A
-A

/R 1 SN

\
/ > !
LB g B |
| >

|
|
XA v ! y

\

1 /
‘o X T(V) \ /
\\/ \N_7

Figura 11: Figura 12:
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1.3.2 Transformagoes nao lineares usadas na computacao grafica

A seguir, apresentamos exemplos de algumas transformacoes que, embora nao sejam

lineares, sao importantes para o estudo da computacao grafica.

Translag¢ao, ver Figura 13. A transformacao T : R? — R? dada por

T(x,y) = (v + a,y +b) . Na forma matricial, temos que

T r+a 1 0f [z a
T = = +
Yy y+b 0 1| |y b

A menos que a = b =0, T nao é linear.

yA

&Y

Figura 13: Translagao

Rotag¢do em torno de um ponto P = (xy,1) em 0 unidades angulares, ver Figura
14. A transformacio T} : R? — R?, dada por
Ty (2,y) = ((x — wo)cost — (y — yo)send + o, (v — wo)send + (y + yo)cosd + yo) ¢

denominada de rotacao em torno de um ponto. Na forma matricial, temos que

T cost) —senb T — To Zo
T = +

Y senfl  cosf Y — Yo Yo
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A seguir, vamos mostrar que de fato T} é uma rotagao de angulo 6 em torno do
ponto P. Tome (x,y) um ponto qualquer, faga uma translagdo do mesmo por
—P = (—x¢, —yo), rotacione-o em torno da origem por ¢ unidades angulares, faca

uma translagao por P = (zg,v). A menos que (xg,yo) = (0,0), T ndo ¢ linear.

yﬂ yA yﬂ yﬂ
0{: P P D
> 14 > > >
X X X X
Figura 14:
T —o T — X cos —send T — X
+ = — —
Y —Yo Y — Yo senfl  cost Y—Yo
cost) —senb T — X x
+
senfl  cosf Y — Yo Yo

2 Aplicacoes na Computacao Grafica

Os objetos criados virtualmente em um computador sao obtidos por represen-
tacoes numeéricas armazenadas em sua memoria e transformadas através de operagoes
matematicas, projetadas no monitor em uma forma reconhecivel. Essas operagoes
matematicas sao invisiveis para o usudrio, que trabalha apenas manipulando icones e
botoes para conseguir o resultado visual desejado. Nos exemplos a seguir, sao apresen-
tadas algumas operacgoes matematicas usadas na computacao grafica, destacando-se o

uso das matrizes e das transformacoes lineares.
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2.1 Letra na Fonte Italica

Uma aplicacao simples na computagao grafica sao as letras vistas na tela do com-
putador. Considere a letra maitiscula I, desenhada num sistema de coordenadas em R?

como na Figura 15.

Figura 15:

Seja M a matriz cujas colunas sao as coordenadas dos vértices da letra I,

112211443344

0114455 44110

Figura 16:

29



Para desenhar a letra I na fonte italica, basta fazer um cisalhamento da mesma na
diregao do eixo x. Se a matriz que representa o cisalhamento é, por exemplo, a matriz

1 1
entao as coordenadas da fonte italica sao as colunas da matriz

01

11 12365698745 4
M1: M = )
01 011445544110

ver Figura 16.

2.2 Jogo do Tatu

Este exemplo apresenta um jogo, cujo objetivo é guiar o Tatu de um ponto A até o
local que armazena sua comida, veja o mapa Figura 17, onde o ponto A é a origem do
sistema de coordenadas, B = (14,0), C' = (30,16) e D = (30,35). Para cumprir esta

tarefa podemos utilizar apenas a teoria das transformagoes no plano, Secao 3.

40 45

Figura 17: Mapa do jogo
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As coordenadas dos vértices da figura que representa o Tatu estao descritas nas
colunas da matriz 7T, ver Figura 18. Inicialmente, o Tatu se encontra na posicao

vertical, impossibilitando-o de entrar no tunel que liga ao ponto B.

T 0 05 1105050 —-05 —-05 -1 -1 —0.5

-3 =2 =2 2 2 25 3 25 2 2 =2 =2

Portanto é necessério gira-lo 90° no sentido horario, veja Figura 19. Para isto, basta

multiplicar T pela matriz de rotagao

. cos(—90°)  —sen(—90°) 0 1
sen(—90°)  cos(—90°) -1 0
Segue que
01 005 11605050 —-05 —-05 -1 -1 —0.5
RT =
-1 0 -3 -2 =2 2 2 25 3 25 2 2 =2 =2

-3 -2 =2 2 2 25 3 25 2 2 =2 =2

0 -05 -1 -1 =05 —-05 0 05 05 1 1 0.5

Figura 18: Figura 19:

Para transladar o Tatu para o ponto B, devemos adicionar o vetor E = (14,0) a

cada ponto que representa o Tatu. Isto pode ser feito adicionando 77 a matriz

14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

o 0 0 0 0 0 0 O O O 0 O
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obtendo-se a nova matriz de coordenadas,

T 11 12 12 16 16 16.5 17 165 16 16 12 12
2 = 5
o -05 -1 -1 -05 —-05 0O 05 05 1 1 0.5

ver Figura 20.

o
45°
B 10 T 16 17 18 10 20 21 M T 5 7 M m )

y 9,

Figura 20: Figura 21:

Para o Tatu ter acesso ao tinel que liga ao ponto C' é necessario gird-lo 45° no
sentido anti-horario em torno do ponto B = (14,0) = (x¢, yo), veja Figura 21. Se cada
vértice do Tatu é denotado por (z,y), entao cada vértice do Tatu apos a rotacao é
obtido pela transformacao nao linear,

x cos(45°)  —sen(45°) x—14 14

— +
Yy sen(45°)  cos(45°) y—0 0

Portanto, a nova matriz de coordenadas é dada por,
28—3v2  56—3v2 28—v2 28+3v2 56+5v2  28+43v2  28+3v2 14+ \/5 56432
2 4 2 2 4 2 2 4

Te —
S IV S SV . . S R I . B
2 4 2 2 4 2 2 4

2842 28-3v2 56—5v2
2 2 1

3vV2 V2 32
2 2 4

Para que o Tatu percorra o tinel e chegue ao ponto C', veja Figura 22, é necessario

que cada vértice do Tatu seja somado o vetor B? = (16, 16). Esta translacao pode ser
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feita adicionando 73 & matriz

16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16

16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16

obtendo,
60—3v2 120—3v2  60—v2  60+3v2 120452 60+3v2 60432 30 + \/5 120+3v2
2 4 2 2 4 2 2 4

32-3v2  64-5v2  32-3v2  324vV2  64+43V2 16+\/§ 324+3v2 32432 63+5v2
2 4 2 2 1 2 2 1

60+v2  60—3v2 120—5v2
2 2 1

3243v2  32—v2  64-32
2 2 4

Figura 22:

Para ter acesso ao tunel seguinte é necessario girar o Tatu em 45° no sentido anti-
horéario em torno do ponto C' = (30, 16), veja Figura 23. Isto pode ser feito, aplicando
a cada um dos vértices do Tatu a transformacao,

x cos(45°)  —sen(45°) x — 30 30

—_— + ,
6

—

Yy sen(45°)  cos(45°) y— 16
obtendo-se a matriz de coordenadas,

- 30 & 31 31 & S 30 %2 ¥ 29 29 2
L=

13 14 14 18 18 37 19 37 18 18 14 14
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Figura 23: Figura 24:

Para que o Tatu atravesse o ultimo tunel, ele deve se contrair horizontalmente,
reduzindo a sua largura pela metade, ver Figura 24. Para tanto, devemos aplicar cada

vértice do Tatu na transformacao,

0 x —30 30
— +

1 y— 16 16

T

N |

e}

Y

Logo, a matriz contendo as novas coordenadas sera:

3()&61%&12130119@5959%

1 2 4 4 4 4 2 2

Ts =
13 14 14 18 18 3 19 3 18 18 14 14

Para que o Tatu chegue ao ponto D, local que armazena a sua comida, é necessario
que cada vértice do Tatu seja adicionado o vetor @ = (0,19), ver Figura 25. Isto

pode ser feito somando 77 & matriz

o 0 0 0 0 0 0 o0 O O 0 O

19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

obtendo-se
U T T o
32 33 33 37 37 38 2 37 37 33 33
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O W

Figura 25: Figura 26:
Apos atravesar o tunel, é necessario que o Tatu volte as suas dimensoes normais

para poder se alimentar. Basta fazer uma dilatacao horizontal em torno do ponto

D = (30, 35), ver Figura 26. Aplicando cada vértice do Tatu na transformagao,

x 2 0 x — 30 30
—_ + ,
Y 0 1 y— 35 35

obtendo-se

61 61 61 59 59 59
30 6 31 31 & 6 30 ¥ % 99 99 ¥

Ty =
32 33 33 37 37 © 38 I 37 37 33 33
Enfim, o Tatu chega ao local que esta sua comida. Contente, fara a danca da vitoria

que consiste em dois movimentos. Primeiramente, é realizada uma rotacao de 180° em

torno do ponto D = (30, 35), ver Figura 27, de acordo com a seguinte transformacao,

x -1 0 x—30 30
—_— _|_ ,
y 0 —1||y—35 35
obtendo-se
- 30 2029 29 P P 30 G G 3131 §
y =

©|&

38 37 37 33 33 % 32 33 33 37 37



Em seguida, um cisalhamento horizontal em torno do ponto D = (30,35), ver

Figura 28. Aplicando cada vértice do Tatu a transformacao,

x 11 x — 30 30
R + ,
Y 01 y—35 35
obtemos,
T 33 31,5 31 27 27,5 27 27 28 28,5 29 33 32,5
10 =

38 37 37 33 33 32,5 32 32,5 33 33 37 37

O

Figura 27: Figura 28:

2.3 Visualizacao em 3D

Os sites das montadoras de automoéveis utilizam uma poderosa ferramenta para
divulgacao de seus produtos, a visualizagdo em 3D. A Figura 29, retirada de [9], mostra
a imagem de um automovel de passeio de diversos angulos.

O objetivo dessa aplicacao é visualizar um objeto em 3D, numa tela de video, por
varios angulos diferentes, dando énfase aos calculos matriciais. Utilizou-se a teoria de
transformacoes espaciais, vista na Secao 3. Estes calculos foram feitos usando-se o

software Méaxima |[8].
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A Figura 30 ilustra o prototipo da corroceria de um automoével. Nela incluimos os
eixos coordenados xyz de tal modo, que a origem do sistema esta no centro da tela do
monitor e o plano yz contém o plano do video. Vamos supor que o telespectador olha

o objeto na direcao do eixo x, isto é, perpendicular ao plano de video.

Figura 29:

Observamos que a carroceria do carro possui 16 vértices, denotados P, P, ..., Pg,

que estao ligados pelos seguintes segmentos de reta, Py Py, P, P3, P3Py, PyPy, P, Ps, Py P,
PsPs, PPy, PsPr, PsPs, ByPy, PrPro, PoPro, ProPi1, PoPr2, Pi1Pi3, PiaPiy, Pi3Puy,
P14 Pi5, Pi3Pig, Pi5Pig, PsPis e PyPig. Sendo Py = (—2,—7,3); P, = (2,-7,3); P3 =
(2,=7,0); Py = (—2,-7,0); Ps = (2,-3,3); Ps = (—2,-3,3); Pr = (—2,—-2,6); P =
(2,-2,6); Py = (2,2,6); Pro = (—2,2,6); Py = (-2,2,3); P2 = (2,2,3); P13 =
(—2,6,3); Py =(2,6,3); P15 =(2,6,0) e Pig =(—2,6,0).

Seja M a matriz cujas colunas sao as coordenadas dos vértices do prototipo, con-

forme Figura 30.

-2 2 2 =2 2 =2 =2 22 =2 =22 =22 2 =2
M=|_-7 -7 -7 -7 -3 -3 -2 -22 2 22 666 6

33 0 o0 3 3 6 66 6 33 330 O

A Figura 31 é obtida pela projegao ortogonal (dire¢ao x) da Figura 30 no plano yz.
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A seguir, utilizamos a notagao Ry, para indicar a rotacao no espaco, em ¢ unidades

angulares, em torno do eixo coordenado z. Para os demais eixos a notacao ¢ similar.

ZA

=
i -
—"

Figura 30: Figura 31:

Para visualizar o carro de frente, basta fazer uma rotacao de 90° no sentido anti-
horario em torno do eixo z. Para tanto, isto pode ser feito multiplicando a matriz M

pela matriz de rotacao

cos(90°)  —sen(90°) 0 0 -1 0
Roo. = | sen(90°) cos(90°) O | =11 0 0 [
0 0 1 0 0 1

obtendo-se a matriz de coordenadas
T 7T 7T 3 3 2 2 =2 -2 -2 -2 —6 —6 —6 —6
M=|_-222 -22 -2 -22 2 -2 -2 2 -2 2 2 =2
3 30 0 3 3 6 6 6 6 3 3 3 3 0 0

Portanto o que o observador vé é a Figura 32.
Para termos uma visao de cima da carroceria, Figura 33, rotaciona-se os vértices

do objeto em 90° em torno do eixo y. Multiplicando M pela matriz de rotacao

cos(90°) 0 sen(90°) 0 01
Rgoy = 0 1 0 =1 0 10/,
—sen(90°) 0 cos(90°) -1 00
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obtendo-se
3 3 0 0 3 3 6 6 6 6 3 3 3 3 0 O
M=|_-7 7 -7 -7 -3 -3 -2 -2 2 22 2 6 6 6 6

2 -2 -2 2 -2 2 2 -2 =222 =22 -2 =22

<v

<v

Figura 33:

As rotacoes em torno dos eixos coordenados podem ser combinadas para dar ima-
gens obliquoas do objeto. Por exemplo, girando o carro 30° em torno do eixo z e, em
seguida, girando em torno do y em 30° obtemos a imagem da Figura 34. Estas duas
rotacoes sucessivas sao condensadas numa tunica matriz de rotacao R, tal que, R é o

produto das duas matrizes individuais de rotacao.
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cos(30°) —sen(30°) 0 cos(30°) 0 sen(30°)

Rso. = | sen(30°) cos(30°) 0 | € 3oy = 0 1 0
0 0 1 —sen(30°) 0 cos(30°)
Logo,
¢ -5 0
R = RagyR3o,. = \/Tg s -2
1 V3 V3
i 1 2

Para obtermos a matriz de coordenadas M’, desta transformacao, multiplicamos R

por M, tem-se

3 V3412 7V/346 7V3-6  3v/3+12 3V3 V343 V349
4 1 1 1 1 4 2 2
’_ —7V3=2 —7V3+2 —7V3+42 —7V/3-2 —3V3+2 —33-2
M 2 2 - 2 + 2 2 - 2 _\/g -1 1= \/5
8v3-7 44/3-7 —2/3-7 2V3-7 44/3-3 8v3-3 7V/3—1 5v3—1
4 4 4 4 4 4 2 2
9—/3 3—v3 -3 6—3 —3V3 6—3v3 3-3V3 —3v3-3
2 2 2 2 2 2 2 2
1+v3 v3—1 v3—-1 v3+1 3v/3-1 3v3+1 3vV3+1 3v/3-1
5v/3+1 7341 4341 2v/34+1 4343 2v/3+43 3—/3 V343
2 2 2 2 2 2 2 2

A

Figura 34:
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3 Conclusao

Os exemplos apresentados neste trabalho mostram que a teoria da algebra é de
suma importancia para o desenvolvimento da computacao grafica. Nos dias de hoje,
a computacao grafica é utilizada em varia areas como: cinema e televisao, jogos de

computador e nas diversas indistrias que usam imagens digitais.

41



Referéncias

|1] Boldrini, J. L.; Costa, S. I. R.; Figueiredo, V. L.; Wetzler, H. G., Algebra
Linear, 3* ed., Editora Harbra, 1986.

[2| Anton, H.; Rorres, C., Algebra linear com aplicagées, 8* ed., Editora Bookman,

2001.

[3] Callioli, C. A.; Domingues, H. H.; Costa, R. C. F., Algebra linear e apli-
cacoes, 6 ed., Editora Atual, 2003.

[4] Lay, David. C., Algebra linear e suas aplicagées, 2* ed., Editora LTC, 1999.

[5] Kolman, B.; Hill, D. R., Introdugio a dlgebra linear com aplicagoes, 6* ed.,
Editora Atual, 2003.

[6] Steinbruch, A.; Winterle, P., Algebra linear, 2* ed., Editora Pearson, 2010.

[7] Iezzi, G.; Hazzan, S., Fundamentos de Matemdtica Elementar, vol. 4, 7% ed.,

Editora Atual, 2010.

[8] Software Maxima 5.28, hitp://sourceforge.net/projects/mazxima/?source=dlp,
acessado em 05/01/2013.

[9] Chevrolet, www.chevrolet.com.br, acessado em 20,/01/2012.

42





