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RESUMO

Este trabalho apresenta contraexemplos em espagos vetoriais de dimensdo infinita
para trés importantes teoremas da Algebra Linear. Estes teoremas sdo vélidos em
dimensdo finita e eles sdo o Teorema da Representacdo do Funcional Linear, o Teo-
rema do Operador Adjunto e o Teorema Espectral. Os contraexemplos estdo no R* e
caracterizam-se pela simplicidade através da similaridade que esse espaco vetorial pos-
sui com IR" para definir uma base ortormal e um produto interno. Este método diverge
do encontrado em livros-textos convencionais, nos quais o espago de polinomios e o
produto interno por integrais sdo usados. Além disso, o presente texto faz uso de uma
linguagem acessivel a estudantes de matemadtica de nivel de graduacdo e inclui muitas
demonstracoes detalhadas. Nossa esperanca é que esse formato torne o trabalho mais

atil tanto para os estudantes quanto para os pesquisadores.

Palavras-chave: Algebra Linear, dimensdo infinita, Teorema Espectral, Teorema da

Representacao do Funcional Linear






ABSTRACT

This work presents counterexamples in an infinite-dimension vector spaces for three
important theorems from linear algebra. Theses theorems are valid in finite dimen-
sion and they are the Representation Theorem of Linear Functional, Adjoint Operator
Theorem and the Spectral Theorem. The counterexamples are in the R* and are
characterized simplicity through the similarity that such vector space has with R” to
define an orthonormal basis and an inner product. This method diverges from that
found in conventional textbook where polynomial space and integral form inner prod-
uct are used. Furthermore, the present text makes use of a language accessible to
undergraduate-level math students and includes plenty of detailed proofs. Our hope is

that this format will turn the work more useful for students as well as for researchers.

Keywords: Linear Algebra, infinite-dimensional, Spectral Theorem, Representation

Theorem of Linear Functionals
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INTRODUCAO

Os cursos de Algebra Linear no nivel de graduacao costumam abordar espacos veto-
riais de dimenséo finita e, usualmente, sio dados exemplos em R”, em particular, IR?

e R3, por ter uma representacio geométrica usada em Geometria Analitica.

Este trabalho busca estudar trés importantes teoremas da Algebra Linear (o Teorema
da Representacao do Funcional Linear; o Teorema do Operador Adjunto; e o Teorema
Espectral) que sdo validos para espacos vetoriais de dimenséao finita, mas nao sao vali-
dos em dimensédo infinita, apresentando contraexemplos em IR® para esses teoremas
e discutindo brevemente o uso da hipdtese de ter uma dimensao finita em cada uma

das demonstragoes.

O propdsito de trazer contraexemplos em R* € a similaridade que esse espaco possui
com relacdo a R", que nao sdo vistos em livros-textos como Coelho (2005), Kreyszig
(1989) e Lima (2004), por exemplo.

Além disso, este texto busca trazer uma linguagem acessivel a um aluno de gradua-
ciio que nunca tenha estudado ou esteja estudando pela primeira vez Algebra Linear.
Entdo, algumas demonstracoes ou seu detalhamento estdo descritos de forma deta-
lhada.

A exemplo disso, alguns trechos, como o desenvolvimento na demonstragao do Pro-
cesso de Ortonormalizag¢do de Gram-Schmidt, na pagina estdo apresentados passo
a passo. Diferentemente do que Coelho (2005) e Lima (2004) apresentam em seus
livros, por exemplo, em que ocultam algumas passagens através das palavras “ndo é
dificil ver que [...] é ortogonal” e “um célculo simples mostra que [...] é ortogonal”,

por serem voltados a leitores com uma intimidade um pouco maior com o assunto.

No entanto, para alguns momentos pontuais do texto, espera-se que o aluno tenha
alguma afinidade com resolucao de sistemas de equacdes lineares, para entender a de-
monstracdo da Proposicao , e conheca o Teorema Fundamental da Algebra, usado

na demonstracao da Proposicdo|4.3.1

Entdo, esse trabalho se divide basicamente em duas partes: a primeira, composta

pelos capitulos el4] traz os conceitos, definicbes necessarias para estudar os trés
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teoremas principais desse trabalho em dimensao finita, além de ja introduzir alguns
exemplos e comentarios sobre espacos de dimensao infinita; e a segunda, composta

pelo capitulo [5, apresenta contraexemplos em IR® de cada um dos trés teoremas.

O capitulo (1| apresenta as definicbes de corpo, espaco vetorial, base e dimensao,
além de outras relacionadas a essas. Apresenta também algumas propriedades e pro-
posicoes referentes a esses objetos matematicos que serdo utilizadas tanto para o en-
tendimento dos teoremas apresentados ao longo do texto como para a construcdo dos
contraexemplos. Além disso, o capitulo finaliza abordando os espacos de dimenséo in-
finita e demonstrando que todo espaco vetorial tem base, independentemente de sua
dimenséo ser finita ou infinita. Para isso, apresenta brevemente os conceitos necessa-
rios para entender o Lema de Zorn, que é utilizado como um axioma para provar que

todo espacgo vetorial tem base.

Ja no capitulo apresentam-se definicGes e propriedades referentes a transfor-
macoes lineares. Ha também alguns exemplos tanto em espacos de dimensao finita
quanto em espagos de dimensao infinita, ja construindo parcialmente os contraexem-

plos a serem utilizados no capitulo

No caso do capitulo 3, ha trés partes, a primeira com definicoes e proposicoes refe-
rentes a autovalores e autovetores e a segunda com defini¢cdes e proposicoes referentes
a produto interno e ortogonalidade, incluindo o Processo de Ortonormalizagdo de Gram-
Schmidt. Nessas duas partes, também hd exemplos em espacos vetoriais de dimenséo
finita e infinita. A ultima sec@o apresenta o Teorema da Representagdo do Funcional

Linear para espacos vetoriais de dimensao finita.

Para finalizar os capitulos que falam dos espagos de dimenséao finita, o capitulo |4}
a fim de apresentar os outros dois teoremas para dimensao finita, traz definicoes e
proposicoes referentes a operadores lineares adjuntos e autoadjuntos. Novamente, tra-
zendo exemplos em dimensao finita e em dimensdo infinita. Em particular, apresenta

uma prévia dos contraexemplos trabalhados no tltimo capitulo.

Por fim, o capitulo [5|compila alguns exemplos em IR* ja apresentados nos capitulos
anteriores, mas organizando e complementando para mostrar contraexemplos em R
para os trés teoremas que foram demonstrados para dimensao finita. Além disso, co-
menta brevemente a importancia da dimensao finita para a demonstragédo de cada um

dos teoremas.

Assim, esse trabalho tenta mostrar de forma acessivel a um leitor que nao tenha

tanta afinidade com o assunto, contraexemplos, em IR, de trés teoremas da Algebra
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Linear que sdo vdlidos em dimensao finita, mas ndo em dimensao infinita, justificando

a importancia da hipétese de ter dimensao finita em cada um dos enunciados.






ESPACOS VETORIAIS

Neste capitulo, serdo apresentados a definicdo de espaco vetorial, alguns conceitos

relacionados, como conjunto gerador, base, dimensao, e proposicoes relacionadas.

Ao longo desta parte, haverd alguns exemplos, entre os quais o espago vetorial R*,

que sera bastante utilizado nos capitulos seguintes.

O presenta capitulo se baseia nos livros de Coelho (2005), Kreyszig (1989) e Lima
(2004).

1.1 ESPAGOS VETORIAIS, BASES E DIMENSAO

Nesta secdo estdo enunciadas algumas defini¢des e proposicoes que serdo utilizadas

ao longo do texto.

Definicdo 1.1.1 (Corpo). Seja K um conjunto ndo vazio, munido de duas operagoes
(adi¢do e multiplicagdo). K € dito um corpo, se para todo a,b,c € K valem as seguintes

propriedades:
Al. (comutativa) a+b="b+a.
A2. (associativa) a+ (b+c)=(a+Db)+c.

A3. (elemento neutro) Existe um elemento 0 € K, tal que a +0 = a. Esse elemento é

chamado de elemento neutro.

A4. (elemento oposto) Dado a € K, existe um elemento, denotado por (—a), tal que

a+ (—a) = 0. Tal elemento é chamado de elemento oposto ou inverso aditivo.

M1. (comutativa) a-b=">-a.
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M2. (associativa) a-(b-c)=(a-b)-c.

M3. (elemento neutro) Existe um elemento 1 € K, tal que a-1 = a. Esse elemento é

chamado de elemento neutro multiplicativo ou unidade.

M4. (elemento inverso) Dado a € K, a ndo nulo, existe um elemento, denotado por
a~l, tal que a-a~! = 1. Tal elemento é chamado de elemento oposto ou inverso

multiplicativo.
D. (distributiva) (a+b)-c=a-c+b-c.
Alguns exemplos de corpos:

Exemplo 1.1.1. O conjunto dos numeros reais e o dos complexos, munidos de suas ope-

ragées usuais, sdo dois exemplos de corpos.

Exemplo 1.1.2. O conjunto Z,, definido por
7,={0,1)

e munido das operagoes de adi¢cdo e multiplicagdo definidas pelas tabelas abaixo:

+
ol
=

=l Ol
=l Ol
Ol =

Tabela 1: Adicdo em Z,

l
=

=l
ol Ol
= 3l

Tabela 2: Multiplicacdo em Z,

Das tabelas, podem-se verificar as propriedades das operagbes de um corpo.

Definicao 1.1.2 (Espaco Vetorial). Seja V um conjunto ndo vagzio e IK um corpo, cujos
elementos serdo chamados de escalares. Diz-se que V é um espago vetorial sobre K, se

em seus elementos, denominados por vetores, estiverem definidas duas operagoes:

1. Adigdo: Cada par (u,v), com u,v € V, corresponde a um vetor (u+7v) € V;
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2. Multiplicagdo por escalar: Cada par (x,v), com « € K e v € V, corresponde a
um vetor (« - v) € V. Para simplificar a notag@o, omite-se o ponto quando se trata

de multiplicagdo por escalar (« - v = av).
Além disso, tais operagbes devem obedecer as propriedades a seguir.

Dados vetores v,u,w € V e escalares a, € K, valem:

Al. (comutativa) v+u =u+7o.
A2. (associativa) v+ (u+w) = (v+u) +w.

A3. (vetor nulo) Existe um vetor 0 € V, tal que v+ 0 = v. Esse vetor é chamado de

vetor nulo ou vetor zero.

A4. (inverso aditivo) Dado v € V, existe um vetor, denotado por (—v), tal que v+ (—v) =

0. Tal vetor ¢ chamado de simétrico ou inverso aditivo.
M1. «a(Bo) = (« - B)v.
M2. 1v = v, onde 1 € a unidade do corpo K.
DI1. (a+ pB)v =av+ Po.

D2. a(v+u)=wav+au.

Observacgdo: neste trabalho, o vetor nulo serd quase sempre representado por 0,
que é o mesmo simbolo utilizado para o elemento neutro da adicdo de um corpo.
Porém, o contexto deixara claro sobre qual “zero” estd se tratando. Eventualmente,
serd denotado 0 para se referir ao vetor nulo de um espaco vetorial e diferenci-lo
do elemento neutro 0. Outras notacdes eventualmente serdo utilizadas, mas estara

explicita no texto a notacdo alternativa.

Neste trabalho, os espacos vetoriais serdo sobre um corpo K, sendo K sempre o

corpo dos reais ou dos complexos, a menos que se especifique o contrario.

Seguem abaixo alguns exemplos de espaco vetorial:
Exemplo 1.1.3. Um exemplo comum de espago vetorial é R" sobre R, definido por
R"™ = {(x1,x2, ..., Xn) : X1, ..., Xn € R}.
As operagoes sdo dadas por:
e Adicdo:

(X1, %2, e, Xn) + (Y1, Y2, oo, Yn) = (X1 + Y1, X2+ Y2, oo, X + Yn)
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comxi, ..., Xu,Y1,...,Yn € R
e Multiplicagdo por escalar:
a(x1, X2, ., Xn) = (X1, 22, ..., &Xy)

comuax € Rexq,...,x;, € R

Pode-se verificar, para o R”, que as oito propriedades das operacoes de espaco veto-

rial sdo satisfeitas.

Sejam x = (x1,...,%,) € R, y = (y1,...,yn) € R" ez = (z1,...,2z4) € R", com
ncN,ena fc

Al.
x+y = (X1, %0)+ (Y1, -+, Yn)
= (X14Y1, e, Xn+Yn)
= (y1+x1/"'/yl’l+xn)
= (ylz---;]/n)+(X1,...,xn)
= y+x.
A2.

x+y)+z = ((x1, e, x0) + (WY1, Yn)) + (21, -, Zn)

(

= ((x14+y1)+2z1, ..., (Xn +Yn) +2n)
(x1+ W1 +21), e, X+ (Yn + 2n))
(

X1, e, Xn) + (Y1, oo, Yn) + (21, -, Zn))

Portanto, 0 é o vetor nulo de R”.
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A4. Considere —x = (—x1,..., —x,) € R".

X+(—=x) = (X1,.,Xn) +(—X1, 000, —Xp)
= (21 +(—=x1), o, Xn + (—2xp))
= (0,...,0)
= 0.

Logo, para cada vetor x € R", existe um —x € IR" tal que a adi¢do dos dois

resulta no vetor nulo.

MI1.

a(Bx) = a(B(x1,..., %))
= a(f-x1,..., B xn)
= (a-(B-x1), .., (B-xn))
= ((@-B)-x1,..., (@ B) xn)
= (a-B)(x1,...,%xn)
= (a-P)x.

M2. Seja 1 a unidade do corpo IR, entdo tem-se que

(X1, e, Xn)

Ix =1
(1'X1,...,1'Xn>
(

X1, e, Xn)

= X.

DI.

(@+B)x = (a+P)(x1,...,%xn)

= ((@+pB)-x1,.., (@+B) - xn)
(0-x1+B-x1, 0,0 Xn+P-Xp)

= (a-x1,..,0-%)+(B-x1,...,B-Xn)

= (X1, ., Xn) + B (X1, .0, Xn)

= ax+ px.
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D2.

a((x1, ., x0) + (Y1, Yn))

= w(X1+Y1, e, Xn+Yn)

a(x +vy)

= “‘(x1+]/1);---;0"(xn+]/n))
= (@-X14+a-Y1, 0, 8- Xy +0a-Yy)
= (a-xp, ., 0-x0)+ (@ Y1, ., 0 Yp)

= (X1, ., Xn) + 0 (Y1, Yn)

E interessante observar que essas propriedades do espaco vetorial IR” decorrem do

fato de R ser um corpo.

Neste tultimo exemplo, para n = 2 ou n = 3, tem-se, respectivamente, o plano eucli-
diano R? e o espaco euclidiano tridimensional IR?® que podem ser representados com
eixos coordenados em 2 ou 3 dimensdes. Para n = 1, tem-se a reta numérica, que € o

proprio conjunto R como um espaco vetorial sobre ele mesmo.

Usando a mesma ideia do IR”, pode-se pensar no seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.4. O conjunto C" = {(z1,z2,...,2u) : 21,...,2n € C} é um espago vetorial

sobre KK, podendo K ser R ou C. As operagdes sdo definidas como no exemplo anterior.

A demonstracdo de que C" é um espaco vetorial é andloga ao do exemplo anterior.

Exemplo 1.1.5. Um exemplo semelhante aos anteriores € o R*, definido por:

(o]
R* = U R".
n=1
Pode-se pensar nesse espaco como o conjunto das sequéncias de niumeros redis

(x1,x2, ..., Xj,...), tais que x; = 0 para todo i > ny, com ny € IN.

Para que esse espago faca sentido, define-se uma notagdo para os vetores de R" sendo
(x1,x2,...,%,,0,0,...), ou seja, x; = 0 para todo i > n+ 1. As operacdes sdo andlogas das
de R".

Exemplo 1.1.6. Um ultimo exemplo de espago vetorial € o conjunto de todos polindmios

com coeficientes reais sobre o corpo dos reais.

R[x] = {P(x):anx”+---+a2x2+a1x+a0:n e NU{0}ea; €R, parai=0,1,...,n}.
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As operagles sdo as usuais de adigdo de polindmios e multiplicag@o por um niumero real.

Agora, serdo apresentados alguns conceitos que envolvem a estrutura de um espago

vetorial.

Definicao 1.1.3 (Combinacdo Linear). Seja V um espago vetorial sobre K. Um ve-
tor v € V € dito uma combinagdo linear de v1,v;,...,v, € V, se existirem escalares

w1, 02, ..., 0, € K tais que

V=101 +XUp + - - - + 0,0y,

ou seja,

n
V= Zucivi. (1.1
i=1

Exemplo 1.1.7. Considere o espago vetorial de R? sobre R. Sejam v = (1,1), u = (0,1) e
w = (2,1). Entdo, o vetor t = (0,2) é combinagdo linear de v, u e w, porque, tomando os

escalares 2, 1 e (—1), tem-se:
t=2-v+1-u+(-1)-w,

isto ¢,
0,2)=2-(1,1)+1-(0,1)+(=1)- (2, 1).
Definicdo 1.1.4 (Conjunto Gerador). Seja V um espaco vetorial sobre K e B C V. Diz-

se que B é um conjunto gerador de V (ou que BB gera V), se todo elemento de V for

uma combinagdo linear de um niimero finito de elementos de B.

Exemplo 1.1.8. Considere o espaco vetorial de R3 sobre R. O conjunto
B={@1,-1,-1);(0,3,3);(0,2,1);(0,0,5)} gera R3, porque qualquer vetor (x,y,z) € R3

pode ser escrito como combinacdo linear dos elementos de B:

(1 -1 v AN
(xy2)=x-(L,=1,-D+3-0,33)+3 021D+ (z - 15)-0,0,5.

Exemplo 1.1.9. Para o Exemplo tem-se o seguinte conjunto gerador:

B={e,=(m,az,..,a;,..) ER*:a;=0,sei#n, ea;=1,sei=n}

isto €,

11



12 ESPAGCOS VETORIAIS

ee = (1,0,0,..,0,0,0,..)
ay
e = (0, 1,0,...,0,0,0,...)
a
e3 = (0,0,.1 ,..,0,0,0,...)
as

ens = (0,0,0,..., 1,0,0,..)
an—1
en = (0,0,0,...,0, 1 ,0,..)
an
ens = (0,0,0,...,0,0, 1 ,..)
An+1

De fato, isso é um conjunto gerador para R*. Seja x = (x1,...,x;,...) € R*®. Pela
definicdo desse espago vetorial, mostrada no Exemplo [1.1.5| existe algum nimero

natural ng tal que x; = 0 para todo i > ny. Entdo, é possivel escrever:

x = (X1,...,%,0,0,...)
= (x,0,0,...,0,0,0,...) + (0, x2,0,...,0,...)+---+(0,0,0, ..., 0, x4,,0,0, ...)
= x(10,0,...,0,0,0,...) +x2(0,1,0,...,0,...) + - - - + x,,,(0,0,0, ...,0,1,0,0, ...)

= X161+ X282 + -+ Xy €y,
g

= inei
i=1

onde x; € Rcomi=1,2,...,np.

Logo, vé-se que qualquer vetor de IR* pode ser escrito como combinagdo linear dos

elementos de B apresentado no exemplo.

Exemplo 1.1.10. De maneira semelhante ao exemplo anterior, pode-se construir um con-
junto gerador para R[x] (Exemplo|1.1.6). Seja B o conjunto de todos monémios de grau

n € N e coeficiente 1, incluindo o x° = 1, ou seja,
2.3
B={1xx%x° .. ", ..}.

Desta forma, B gera R[x].
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Para mostrar que tal conjunto gera R[x], tome p(x) = a,x" +--- + arx% + a1x + ap,
coma; € Rparai=0,1,...,n. Da prépria forma como definimos o polindémio, ja se

tem que p(x) é uma combinacdo linear dos elementos de B.

A seguir, algumas observacoes sobre conjuntos geradores:

1. Todo espaco vetorial possui um conjunto gerador.

De fato, para um espaco vetorial V, ele proprio é um conjunto gerador de si

mesmao.

2. Se B for um conjunto gerador de V, entdo todo B’ C V, tal que B C B, é um

conjunto gerador de V.

Sucintamente, se um vetor v € V pode ser escrito como combinacdo linear de
elementos de 3, entdo também pode ser escrito como combinacdo linear de ele-

mentos de B, pois os elementos de B também pertencem a ’.

Geralmente, os espacos vetoriais tém muitos conjuntos geradores, mas ha um tipo

de conjunto gerador, chamado de base, que é bastante ttil dentro da Algebra Linear.

Para definir o que é uma base, serdo apresentadas algumas outras defini¢oes a seguir.

Definicdo 1.1.5 (Conjunto Linearmente Independente). Seja V um espago vetorial so-
bre K e B C V. Diz-se que B é um conjunto linearmente independente (ou L.I.), se
w01+ 40,0, =0, parav; € Bea; €K, comi=1,...,n implicaemay; =--- =, =
0.

Se B ndo for L.I., entdo o conjunto é denominado linearmente dependente (ou L.D.)

Definicao 1.1.6 (Base). Seja V um espaco vetorial sobre IK. Entdo, B C V é uma base
de V se:

1. BgeraV.

2. BéL.L

Os Exemplos e|1.1.10[sdo, além de conjuntos geradores, bases de seus respec-
tivos espacos vetoriais.

De fato, considere o conjunto gerador de IR* descrito no Exemplo e tome
x = (x1,...,%,,0,0,...) € R*®. Observe que x, escrito como combinacéo linear de B,
fica:

13
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Entdo, para ver se o conjunto é L.I., analisa-se quando x = 0.

x=0 <=
<~ (x1,..,%,00,..)=(,..,0,0,0,..) <=
n

n
= Y xiej =) Oe; =
i=1 i=1

— x; =0 Vie{1,2,..,n}.

Entdo, B é L.I. e, portanto, € uma base de IR*.

Agora, serdo apresentadas algumas definicoes e proposicoes referente a espacos que

tenham um conjunto gerador finito.

Definicdo 1.1.7 (Espaco Finitamente Gerado). Um espago vetorial V sobre K ¢ dito

finitamente gerado, se possuir algum conjunto gerador finito.

Proposicdo 1.1.1. Seja V um espago vetorial sobre K finitamente gerado ndo nulo e
assuma que Vg = {v1, ..., vy } gere V. Entdo, todo conjunto linearmente independente de

vetores em V tem no mdximo m elementos.

Demonstracdo: Serd provado que todo conjunto de elementos de V que possua
mais do que m vetores é L.D., desta forma, qualquer conjunto L.I. terd no maximo m
vetores. De fato, seja A = {uy,...,u,} C V com n > m. Entdo cada elemento de A
pode ser escrito como uma combinacdo linear de elementos de V, pois este gera V.

Ou seja, paracadaj=1,...,n, tem-se:

m
Ll]' = Z"‘ijvi (1.2)
i=1

ondea; € K,comi=1,2,...,m.

Para verificar se A é L.I. ou L.D., analisa-se a seguinte igualdade:

n
Y Ajuj=0, (1.3)
j=1
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para A; € K.
Desta forma, substituindo (1.2]) em (1.3]), obtém-se:

n m
ZA] E%Uz =0 <=
j=1 i=1
n o m
<~ 22/\]'061']'?]1' =0 <~
j=1i=1
m n
<~ Z Z)\]D(U v; =0. (1.4)
i=1 \j=1

n
Uma das situacGes em que isso acontece é quando Z)\jalj =(0paratodoi=1,...,m.

j=1
Nesse caso, considere:
anAr + oo+ apAy = 0,
(1.5)
D‘ml)\l + -+ ocmn/\n = 0.

Perceba que (1.5) é um sistema homogéneo de m equagdes com n incdgnitas, se a;;

forem vistos como coeficientes e A; como incégnitas.

Como n > m, entdo, ha pelo menos uma solucdo nao trivial.
n

Portanto, existem valores néo todos nulos para A; tais que Z’\f"‘ij =0, para j =
j=1

1,2,...,n. Assim, voltando para (1.4), tem-se que:

m n
Z A](xZ] 0; = 0
i=1 \j=1

com A; néo todos nulos para j =1,2,...,n. Entdo,

n
YA =0,
=1

ou seja, A = {uy,...,u,} é L.D.
Portanto, vale que todo conjunto linearmente independente de vetores em V tem no

maximo m elementos.

15
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Observagio: Pela Proposicio sabe-se que se V for um espago vetorial fini-
tamente gerado por um conjunto que tenha m elementos, entdo, todo conjunto line-
armente independente em V tem no maximo m elementos. Em particular, toda base
de V é um conjunto linearmente independente. Portanto, toda base de um espaco V
finitamente gerado tem um numero finito de elementos. (Ainda nao foi provado que

todo espaco vetorial tem base, mas caso tenha vale esta observagéo.)

Proposicao 1.1.2. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K finitamente gerado e ndo

nulo. Entdo, quaisquer duas bases de V tém o mesmo numero de elementos.

Demonstracao:

Suponha B; e B;, duas bases de V. Pela propria definicao de base, ambos conjuntos

sao L.I.

Como V é finitamente gerado, pela Proposicéo [1.1.1] sabe-se que B; e I3, tém um
numero finito de elementos. Entdo, pode-se dizer que B3; possui m; elementos e B,

possui m; elementos.

Novamente pela Proposicdo [1.1.1} como 5; é um conjunto gerador de V e B, é
linearmente independente, entdo, tem-se, também pela proposicdo anterior, que my <

my. Por outro lado, analogamente, tem-se que m; < my. Ou seja, vale que my = m;.

Logo, toda base de V tem o mesmo numero de elementos.

Com esses resultados, torna-se plausivel a defini¢do de dimensdo.

Definicao 1.1.8. Dado um espaco vetorial V sobre um corpo K, chama-se dimensdo o
numero de elementos da base de V, caso seja finita. No caso de V ndo admitir uma base

finita, dizemos que a dimensdo € infinita.
Nesse trabalho, serd denotado por dim V a dimensdo de V, supondo implicito o

corpo sobre o qual estd sendo definido o espaco vetorial.

Apresenta-se abaixo algumas observagoes acerca do conceito de dimensdo.

1. Da Definicédo e da Proposicao|(1.1.1}, conclui-se que uma base de um espaco
finitamente gerado tem um ntmero finito de elementos, portanto sua dimensao

¢ finita.
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2. Por convengcdo, o conjunto vazio é base do espaco vetorial V = {0}. Entdo, nesse

caso, dimV = 0.
3. A dimensao do espaco vetorial depende do corpo K sobre o qual estd definido.

Segue um exemplo para essa ultima observacao.

Exemplo 1.1.11. Quando se define o espago vetorial dos niimeros complexos sobre o
corpo dos numeros reais, tem-se que dimC = 2. Por outro lado, se o espago estiver

definido sobre o préprio corpo dos ntimeros complexos, tem-se que dim C = 1.

De fato, dado um vetor arbitrdrio v = x + yi no espaco vetorial C (observe que
aqui C é um espago vetorial, por isso seus elementos sdo tratados como “vetores”)
definido sobre o corpo R. Uma base é dada por B = {1,i}, pois tomando escalares
x,y € R é possivel fazer a combinacéo linear dos elementos de B para formar o vetor

v=x+yi=x-1+y-i. Entdo dimC = 2.

No entanto, se o espaco C estiver definido sobre o corpo C, entdo, uma base para
esse espaco seria B’ = {1}. Nesse caso, toma-se um escalar « = x + yi € C (veja que,
apesar de estar em um mesmo contexto, C aparece aqui como um corpo também e,
por isso, seus elementos nesse caso sdo tratados por “escalares”) para formar o vetor

v =x+yi=wa-1a partir de uma combinagio linear do unico elemento da base 5'.

Exemplo 1.1.12. No espaco vetorial R" (Exemplo (1.1.3), pode-se definir uma base:

B={ei€IR” cej=(ay, ..., an), comaj=1,sei=j ea;=0, sei#jparai,jzl,Z,...,n}.

(1.6)

Os vetores da base exibidos no exemplo sdo, em outra notagdo:

e1 = (1,0,0,...,0,0),
e» = (0,1,0,...,0,0),
es = (0,0,1,...,0,0),
en1 = (0,0,0,...,1,0),
ex = (0,0,0,...,0,1).

B é, de fato, uma base para R", pois € linearmente independente e, dado um vetor

v = (x1,...,%,) € R", € possivel escrever como:

n
v= inei = X161+ -+ Xp65. 1.7)
i=1

17
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Entdo, B ¢ uma base.

Com isso, tem-se que dim IR" = n.

Analogamente, podemos pensar no R* (Exemplo|[1.1.5).

Exemplo 1.1.13. No caso do R*, uma base foi definida no Exemplo E nota-se que

a dimensdo de R® € infinita.
A seguir, apresenta-se alguns resultados que relacionam as definicOes vistas até
agora.

Proposicao 1.1.3. Dado um espago vetorial V, com dimV =n > 1, e considere B C V

com n elementos. Sdo equivalentes:
1. B é uma base.
2. B é linearmente independente.

3. B € um conjunto gerador de V.

Demonstracao:

Da definicdo de base, ja se tem que (1) implica em (2) e em (3). Entdo, basta provar

que (2) e (3) sdo equivalentes, pois necessariamente se valem (2) e (3), vale (1).

(2)=(3):
Suponha que B seja L.I. e ndo seja um conjunto gerador de V. Sejam vy, ..., v, 0s

elementos de .

Como B ndo gera V, entdo existe um vetor v € V que nédo é combinacéo linear dos

elementos de B.
O conjunto B’ = BU {v} é L.I.
De fato, considere:

N0+ -+ 0,0, + a0 = 0. (1.8)

Se o #0, tem-se:
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Nesse caso, v ¢ uma combinacdo linear dos elementos de B, o que é uma contradicao,
pois definimos v como um elemento de V que néo é combinacio linear dos elementos

de B. Entdo, necessariamente, &« = 0. Assim,

M0+ WUy + R0 =101+ + 0,0, + 00 = g0 + - - -+ a0, = 0.

Como B é L.1., isso s € possivel se a1 = - - - = &, = 0. Entdo:

a1o1+ 0o +av=0=>a1=---=a,=a=0, (1.9)

ou seja, BU {v} é L.I

Por outro lado, dim V' = n, o que significa que existe uma base B’ com exatamente

n elementos. Mas BU {v} é L.I. e possui 1 + 1 elementos. Contradizendo a Proposi¢ao

11l
Portanto, se 3 é L.I. entdo 5 gera V.
(3)=(2):
Agora, suponha que B = {vy, ..., v, } gere V.

Suponha também que B seja L.D., isto é, existe um vetor v; € I3 que pode ser es-
crito como combinacdo linear dos outros elementos de B. Sem perda de generalidade,

considere que seja v, tal vetor e escreve-se:

Uy = X101+ -+ Xpy_1051 (1.10)

com aq,...,x,_1 € K.

Como B gera V, qualquer vetor v € V pode ser escrito como:

v 2‘5101+~- '+,Bn—10n—l+ﬁnvn (1.11)

com By, ..., Bu—1, Pn € K.

Substituindo (1.10) em (1.11), obtém-se:

v = Pror+-c o+ Bu 1051+ Buln

B1o1+ -+ Bu1Un—1+ Pn (@101 + -+ + 0y _10,_1)

(B1+ Buox1)vr + -+ - + (Bu—1+ Bun—1)0y-1. (1.12)
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Entdo, (1.12) mostra que qualquer vetor v € V pode ser escrito como combina-
cdo linear de elementos de B,,_1 = B\{v,}, ou seja, B, tem n — 1 elementos e é
um conjunto gerador de V. Assim, pela Proposicdo [1.1.1] todo conjunto linearmente

independente de V tem no maximo n — 1 elementos.

Por outro lado, como dim V = n, existe uma base com #n elementos, o que é uma

contradicdo, pois seria um conjunto L.I. com mais do que n — 1 elementos.

Logo, I3 tem que ser L.I.

Com isso, foi demonstrado que (2) <= (3), ou seja, sempre que vale uma das
duas afirmacoes, valem as duas. E, valendo as duas, diretamente da definicdo de base,

segue que vale (1).
Logo as trés afirmacdes sdo equivalentes.

O ganho que essa proposicdo nos traz é que, para mostrar que um conjunto com
n > 1 elementos é base de um espaco vetorial de dimensao n, basta verificar que ele é
L.I. ou que € um conjunto gerador de V. A segunda condicdo serd consequéncia dessa

Proposicéo.

Proposicao 1.1.4. Todo espaco vetorial finitamente gerado, ndo nulo, possui uma base.

Demonstracao:

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado, ndo nulo, com V; C V, um conjunto
com n elementos, sendo gerador de V. Agora, seja v; € V e considere o conjunto
V1 = {v1}. V4 é linearmente independente. Caso V; gere V, entdo V; é uma base de
V.

No caso de V; ndo gerar V, existe v, € V que ndo pode ser escrito como combinacdo
linear de elementos de V;. Em particular, v, ndo é multiplo de v;. Com isso, o conjunto

Vo = V3 U{vy} é LI e pode gerar ou ndo V.

Pode-se fazer isso sucessivamente. A partir de um conjunto V;, com k elementos, que
ndo seja gerador de V e que seja linearmente independente, constréi-se um conjunto
Vi1 com k + 1 elementos, sendo Vi = {v1, ..., vk} e v € V, tal que v,1 ndo seja uma
combinacdo linear de elementos de Vi. Vi 1 = Vi U {01} é LI (A demonstracdo desse

fato é andloga a feita na demonstragido da Proposicdo|1.1.3] na parte de (2)=-(3).)
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Assim, se Vi, é gerador de V, entdo Vi,; € uma base, caso contrario, repete-se o
processo. Esse processo ndo pode ser repetido infinitamente, pois Vs € um conjunto
gerador com n elementos, o que limita os conjuntos linearmente independentes a te-
rem no maximo n elementos, conforme a proposicdo Ou seja, algum Vj, com
k < n gera V, caso contrario Vj,; seria um conjunto L.I. com mais que #n elementos, o

que é impossivel.
Portanto, todo espaco vetorial finitamente gerado, ndo nulo, tem uma base.

Proposicao 1.1.5. Considere V um espago vetorial finitamente gerado e B C V um

conjunto L.I. Entdo, existe uma base de V que contém B.

Demonstracao:

Seguindo a ideia da demonstracdo da proposi¢do anterior, mas partindo de 3, tem-
se que, se I3 gera V, entdo B é uma base. Caso contrario, considere v; € V que ndo

seja combinacdo linear dos elementos de 5. Entdo, B; = BU {v;} é L.I

A cada vez que se acrescenta um elemento de V a um conjunto L.I., de forma que tal
elemento nao seja uma combinacdo linear dos elementos de tal conjunto, constroi-se
um novo conjunto L.I.,, com um elemento a mais. Esse novo conjunto pode gerar ou

nao V.

Por outro lado, V € finitamente gerado, entdo existe um conjunto V; C V finito,
com 7 elementos, gerador de V. Desta forma, os conjuntos L.I. de V estdo limitados a
n elementos. Assim, o processo descrito ndo pode ser repetido infinitamente, ou seja,

em algum momento constrdi-se um conjunto linearmente independente que gera V.

Da forma como esses conjuntos sdo construidos, eles necessariamente contém B.

Portanto, segue que existe uma base de V que contém 5.

Outro resultado importante relacionado a bases serd apresentado a seguir.

Proposicdo 1.1.6. Sejam V um espago vetorial sobre o corpo K de dimensdon > 1e
B € V. Entdo sdo equivalentes:

(a) BéumabasedeV.

(b) Seja v € V. Entdo v pode ser escrito de maneira unica como combinagdo linear de

elementos de B.
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Demonstracéao:
(a)=(b)

Se B é uma base de V e dimV = n, entdo B = {ej,...,e,}. Suponha que existe
v € V que possa ser escrito de duas maneiras distintas como combinagdo linear dos

elementos de B, isto é,

Q
Il

n1e1 +aper + - -+ ey, (1.13)

v = Pieg+Poer+ -+ Buen, (1.14)

em que a1, &y, ..., &y, B1, P2, ..., Pn € K e existe algum i € {1,...,n} tal que a; # B;.

Entdo, comparando (1.13) e (1.14), obtém-se:

x1e1 + &gy + - -+ aue, = Preg + Poer+ - -+ Puey <=
< wajept+ager+-c-+ane, —Preg —Poer— - —Puen =0 =
< (061 — ﬁ1)el + (Déz — ﬁz)ﬁz + -4+ (Dcn — ,Bn)en =0. (1.15)

Por outro lado, B é uma base, entdo é um conjunto linearmente independente. Com
isso, de (1.15)), conclui-se que

a1—,31=0 < DC1=,B1
<

ay—B2=0 a = fo
Xpy—1 — ,anl =0 < Kp—1 = ,anl
“n_ﬁnzo < an:ﬁn.

Contradicao!

Portanto, os coeficientes da combinacéo linear para formar um vetor v € V sdo tni-

COS.

(b)=(a)
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Agora, nossa premissa é que cada vetor v € V pode ser escrito de maneira unica
como combinacédo linear de elementos de B. Dai, logo se tem que B é um conjunto
gerador de V, pois todo elemento de V pode ser escrito como combinacao linear de

elementos de 5.

Entdo, basta mostrar que 5 € linearmente independente. Para isso, considere o vetor
nulo0 € Ve B ={ey,..., en} (repare que ainda ndo sabemos se é uma base, entdo B

ndo necessariamente tem # elementos). Sabe-se que ele pode ser escrito como

0=0-61+0-e0+---+0-¢y (1.16)

e essa maneira de escrever € unica, por hipdtese. Entdo,

AMer+- o+ A =0=>A1=---=A,, =0. (1.17)

Isso quer dizer que 5 é L.I.

Logo, B é uma base de V.

A partir dessa tultima proposicao, faz sentido a defini¢do de coordenadas.

Definicdo 1.1.9 (Coordenadas). Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K, com
dimV =mn, e B = {ey,...,en} C V uma base. Considere fixada uma ordem para os

elementos da base.

Neste caso, os escalares a1, ay, ..., &, € K sdo as coordenadas de v € V em relagdo a
base (ordenada) B, se satisfizerem v = a1e1 + - - - + aye,. Denota-se [v]g = (x1, ..., &1)B

ou, caso haja uma base pré-estabelecida, simplesmente, v = (&1, ..., &y).

Vale frisar que dado um vetor e uma base, suas coordenadas sdo tnicas, por conta
da Proposicéo Isso traz uma forma precisa de descrever um vetor dado a partir

de uma base do espago vetorial.

1.2 SUBESPAGOS VETORIAIS

Nesta secdo, apresentam-se a definicdo de subespaco vetorial e uma proposicao, que

serdo utilizadas ao longo do texto.
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Definicao 1.2.1 (Subespaco Vetorial). Seja V um espago vetorial. Um conjunto W C V
é dito subespago vetorial de V se for um espago vetorial, quando munido das operagoes
de V restritas a W, ou seja, quando W for um subconjunto de V fechado pela soma e pela

multiplicagdo por escalar.

Observacdo: é frequente dizer apenas subespago de V quando for se referir ao subes-

paco vetorial de um espaco vetorial V.

Proposigdo 1.2.1. Seja V um espago vetorial, com dimV = n, e W & V um subespago
de V. Entdo, dim W < dim V.

Demonstracao:

Suponha que dimW = m > n = dim V. Entdo, sendo By uma base de W, sabe-
se que By tem m elementos. Se By é uma base, entdo, ela é L.I. e, portanto, pela

Proposicédo|l1.1.1} vale que m < n. Logo, m = n. Assim, pela Proposicdo|1.1.3] vale que
By é base de V. Nesse caso, V = W. Contradicao!

Portanto, segue que dim W < dim V.

Definicdo 1.2.2 (Soma Direta). Sejam W; e W, subespagos vetoriais de um espago ve-
torial V. Diz-se que a soma (Wi + W) = {w1 +wy : w1 € Wy e wy € Wy} € uma soma
direta se Wy N W, = {0}. Denota-se por Wy & W, e o espaco vetorial V é dito soma
direta de Wy e W», se V = W; © Wh.

Proposicdo 1.2.2. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobre K, Wy e W,

subespacos vetoriais de V, tais que V = Wy @ W,. Entdo, vale que:

dim V = dim W; + dim W,. (1.18)

Demonstracao:

Sejam By = {ej, ez, ...,e@} e By = {e}, ¢, ..., e, } bases de Wy e W,, respectivamente.
m elementos m
Sera provado que dimV = m + n.
Primeiramente, observe que cada vetor v em V pode ser escrito de uma unica forma
como adicdo de elementos de cada um dos subespacos, ou seja, se v = wy + wp, com
w1 € W1 e wp € Wy, entdo wq e wy sdo tnicos. De fato, suponha que v = wy + w; €

U = Uy + Up, com wi, u; € Wy e wy, up € Wh. Entéo,



1.2 SUBESPACOS VETORIAIS 25

W1 +Wy=uU1+Uy < W1 — U] =U)— Wy.
—— Y=
eW; eEW,
Chamando v’ = wy — uy = uy — wy, tem-se que v € Wy N W,. Mas Wy N W, = {0},
entdo s6 pode wy — u; = up — wp = 0. Logo, segue que wy = uy € wy = Uy, OU Seja,

v = wy + wy é a Unica forma de escrever v como soma de elementos de W; e Wh.

Com isso, € possivel ver que B = By U B, é uma base de V.

Com efeito, se w; é uma combinacdo linear de elementos de B, e w, é uma com-
binacdo linear de elementos de B;, entdo v = wj; + wy pode ser escrito como uma
combinacao linear de B; U B;, ou seja, 3 gera V.

Falta mostrar que B ¢ linearmente independente. Para isso, considere a seguinte
equacdo:

a1eg + -+ Ayl + Pre] + -+ Puel, =0,
EWl GWZ

com &y, ..., &y, B1, ..., Pn € K.

Tomando v1 = ajeg + - +apme,, € Wy € v = Bref + -+ + Bne, € Wy, tem-se que

v1+ 02 = 0. Entdo, v1 = —vy € Wh. Assim, conclui-se que v; € Wi N W5, ou seja, v1 = 0.
Analogamente, v, = 0.

Mas como B; é base de Wy, entdo é linearmente independente. Dai, tem-se que

v=mer+ -+, =0 <= a1=---=ua,=0.
Analogamente,
/ /
vy =preg+- -+ Bue, <= P1=---=P=0.
Portanto,
wyey + -t ey + Pref++Bue, =0 &= ay=---=ay=Pf1=---=Pn,=0.

Isto é, B é L.I
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Logo, B = B1UB, = {ey,...,em,€},...,e,} é uma base de V, o que implica em

dim V = m + n, pois B tem m + n elementos.

1.3 BASES DE ESPAGOS VETORIAIS DE DIMENSAO INFINITA

Até agora provou-se que um espaco finitamente gerado tem base.

Nos Exemplos e|1.1.10, foram apresentadas bases de R* e de IR[x]. Ambos
espacos vetoriais tém dimensao infinita e tém uma base. Entdo, € natural perguntar se

todo espaco vetorial possui base, mesmo tendo dimensao infinita.

Antes de responder tal pergunta, serdo apresentadas algumas definicbes e proposi-
coes.
Definicdo 1.3.1 (Ordem Parcial). Uma ordem parcial num conjunto P é uma relagdo
bindria em P, denotada por =, que satisfaz as propriedades seguintes:

1. (Reflexiva) x = x, para todo x € P.

2. (Antissimétrica) Dados x,y € P, se x < yey = x, entdo x = y.

3. (Transitiva) Dados x,y,z € P,sex Jyey =<z, entdo x = z.

Diz-se que (P, <) € um conjunto parcialmente ordenado, se < é uma ordem parcial.

Definicdo 1.3.2 (Ordem Total). Uma ordem total num conjunto P € uma ordem parcial
=< tal que se x,y € P, entdo ou x = youy = x, ou seja, todos elementos de P se
relacionam. Diz-se que (P, <) é um conjunto totalmente ordenado, se < ¢ uma ordem

total.

Exemplo 1.3.1. A relagdo < no conjunto dos niimeros reais é uma ordem total.

De fato,

1. x < x, para todo x € R.

2. Dados x,y € R,se x <yey < x,entdo x = y.
3. Dados x,y,z€ R,se x <yey <z entdo x < z.

Além disso, para todo x,y € R vale queoux <youy < x.
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Exemplo 1.3.2. Dado um conjunto qualquer X e o conjunto de todos subconjuntos pos-
stveis de X, denominado por “conjunto das partes” e denotado por P(X), a relagdo C no

conjunto das partes é uma ordem parcial.

As propriedades de relacdo de ordem parcial sdo obedecidas. Lembrando que, dados

dois conjuntos quaisquer P e Q, a relacdo de P C Q significaquea € P = a € Q.
1. Dado A C X, isto é, A € P(X), valequea € A = a € A. Entdo vale que A C A.

2. Dados A,B C X,se A C Be B C A, entdo, pela prépria definicdo de igualdade

de conjuntos, A = B.

3. Dados A,B,C C X, A C B significaquea € A = a € Be B C C significa que
a € B=-a € C. Desta forma, segue que a € A = a € C e, portanto, A C C.

Porém, ndo necessariamente dois subconjuntos de X estdo relacionados por uma
continéncia. Por exemplo, tomando X = {1, 2}, tem-se que P(X) = {@; {1};{2};{1,2}}.
Entdo, nesse caso, {1} e {2} n&o se relacionam, isto é, ndo valem nenhuma das duas
afirmagdes: {1} C {2} ou {2} C {1}. Portanto, a relagdo C é uma relagido de ordem

parcial, mas nio é uma relacdo de ordem total.

Exemplo 1.3.3. Seja N = {1,2,3,...} o conjunto dos niimeros naturais. Define-se a
relagdo de divisibilidade | da seguinte forma: dados m,n € N, diz-se que m|n (lé-se “m
divide n”) se n for divisivel por m, ou seja, se existir k € IN tal que n = km. Essa é uma

relagdo de ordem parcial em IN.

Observe que as propriedades de ordem parcial sdo verificadas.
1. m|m para todo m € N, pois m =1 - m.

2. Dados m,n € IN, se m|n e n|m, entdo existem kq,k, € N tais que n = kym e
m = kyn. Dai, tem-se que n = kikon <= kikp =1 <= ki =k =1, ou seja,

m=n.

3. Dados m,n,l € N, se m|n e n|l, entdo existem ki, k; € IN tais que n = kym e
I = kon. Assim, I = kokym, ou seja, m|l.
Porém, observe que 213 e 312, ou seja, 2 nao é multiplo de 3 e 3 nédo é multiplo de

2. Portanto, ndo é uma ordem total.

Contudo, pensando em uma relagcdo de ordem parcial parecida, porém restrita ao

conjunto das poténcias de 2, tem-se uma relacdo de ordem total.
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Exemplo 1.3.4. Sejam A = {1,2,4,8,...2/,...} C N o conjunto das poténcias de 2 e |
a relagdo de ordem parcial definida como no Exemplo Entdo, (A,|) é uma ordem
total.

De fato, dados 2%,2f € A, com a, 8 € N, suponha sem perda de generalidade que
a < B. Entdo, 28 = 2(=% . 2% e portanto, 2%|2f. Logo, sempre vale que ou 2¢|2f ou

28|2%, 0 que implica que (A, |) é uma ordem total.

Conforme esses exemplos, ha conjuntos parcialmente ordenados que nao sdo total-
mente ordenados, porém é possivel restringir tal conjunto a um subconjunto no qual
a relacdo passa a ser uma ordem total. Em alguns momentos € interessante que se tra-
balhe dentro de um conjunto totalmente ordenado. Neste caso, conforme a Defini¢do
e observando o Exemplo , € possivel pensar em um conjunto parcialmente
ordenado X, restrito a um subconjunto totalmente ordenado, ou seja, restrito a ele-

mentos de X que se relacionam dois a dois.

Definicao 1.3.3. Uma cadeia ¢ um conjunto totalmente ordenado.

Cadeia e conjunto totalmente ordenado sao dois nomes para um mesmo objeto mate-
matico, ambos termos referem-se a um conjunto que tem uma ordem total. Porém, o
termo cadeia, neste trabalho, sera mais utilizado quando se referir a um subconjunto

proprio dentro de um conjunto parcialmente ordenado.

Segue abaixo, um exemplo de cadeia, com um diagrama que ajuda a visualizar o
que seria uma cadeia dentro de um conjunto parcialmente ordenado. O exemplo faz
uso da ordem definida pela divisibilidade, apresentada no Exemplo mas dentro

de um subconjunto dos nimeros naturais.

Exemplo 1.3.5. Considere o conjunto X = {1,2,3,...,9,10} e a seguinte relagdo de
divisibilidade, dada no Exemplo que é uma ordem parcial. Entdo, Y = {1,2,10} C

X € um exemplo de cadeia.

Esse exemplo pode ser representado pelo diagrama da Figura |1, no qual as setas
indicam a ordem estabelecida entre dois elementos do conjunto. (Um caminho com-
posto por mais de uma seta, também indica a relacdo de ordem entre dois elementos.)

Em destaque estd a cadeia exemplificada.

A partir desse diagrama, vemos que a cadeia Y = {1,2,10} C X tem todos seus
elementos relacionados, seguindo uma ordem. Outras cadeias dentro desse mesmo

exemplo seriam: {1,5,10},{1,2,4,8},{1,3,9}, entre outras.
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Figura 1: Diagrama com os elementos do conjunto X do Exemplo e sua ordem parcial.

Quando uma ordem parcial esta definida em um conjunto, ha algumas defini¢oes

que estdo relacionadas a ela.

Definicdo 1.3.4 (Limitante Superior). Seja (M, =) uma ordem parcial, entdo um limi-
tante superior de W C M ¢é um elemento m € M tal que, para todo x € W, vale

x X m.

Definicao 1.3.5 (Elemento Maximal). Seja (M, <) uma ordem parcial, entdo um ele-
mento maximal de M ¢é um elemento m € M tal que se m < x, com x € M, entdo

X =m.

Essas duas defini¢des sdo bastante parecidas, porém ha diferencas sutis. Conside-
rando M e W das Defini¢bes e o limitante superior ndo precisa pertencer
ao conjunto W ao qual se refere, enquanto o elemento maximal deve necessariamente
pertencer ao conjunto M. Além disso, o elemento maximal ndo é necessariamente
compardvel a todos elementos de M, ao contrdrio do limitante superior, que deve ser
comparavel a todos elementos de W. Atente-se que, chamando o limitante superior
de W por L e dado x € W, sempre vale x = L, ou seja, L se relaciona com todos
elementos de W, porém isso ndo implica que W seja totalmente ordenado, pois nada

foi dito em relagdo a outros elementos.

Tomando a mesma ordem parcial dos niimeros naturais considerando a divisibili-
dade, conforme o Exemplo [1.3.3] e utilizando o subconjunto do Exemplo [1.3.5] é

possivel observar alguns limitantes superiores e alguns elementos maximais.

Exemplo 1.3.6. Considere o conjunto X = {1,2,3,...,9,10} C IN e a seguinte rela¢do
de ordem, denotada por |: dados m,n € X, m|n se n for um multiplo de m. Entdo,

6,7,8,9,10 sdo elementos maximais de X e 2520 € IN é um limitante superior. (Figura

2

29



30

ESPAGCOS VETORIAIS

Figura 2: Diagrama com os elementos do conjunto X do Exemplo [1.3.6] seus elementos maxi-
mais circulados e um limitante superior.

Veja que 10 ndo é um limitante superior de X, pois 8 € X, mas 8t 10. Por outro lado,
10 é um elemento maximal, porque o tnico x € X tal que 10|x é o préprio elemento

10, ou seja, 10|x = x = 10.

Quando o conjunto é totalmente ordenado, hd no maximo um elemento maximal.
De fato, dada (M, <) uma ordem total, se mq,m, € M sdo elementos maximais de
M, entdo vale que m; < my ou mp = mq, pois € uma ordem total, porém, como sdo

elementos maximais, necessariamente tem-se que m = M.

Exemplo 1.3.7. Sejam I; = [a,b] C Re I, = [a,b) C R. Considere a relagdo de ordem
usual (IR, <). Entdo, b é um limitante superior para ambos subconjuntos de R, mas

elemento maximal apenas de ;. Além disso, I, ndo possui elemento maximal.

Perceba que, nesse exemplo, b é um limitante superior para I, em IR, mas ndo per-

tence a esse conjunto.

Agora, observe que é possivel pensar numa cadeia que possua exatamente um ele-

mento maximal e um limitante superior que pertenga a propria cadeia.

Exemplo 1.3.8. Considerando o conjunto X = {1,2,3,...,9,10} e a relagdo de ordem do
Exemplo[1.3.3|de divisibilidade. Apesar de X ter 4 elementos maximais, como apresentado
no Exemplo e ndo ter um limitante superior que perteng¢a ao préprio conjunto X,
a cadeia Y = {1,2,10} C X tem exatamente um elemento maximal, que é também um

limitante superior, o 10, que pertence ao proprio Y.

A partir dessas definicoes, pode-se verificar que todo espaco vetorial possui uma
base, independentemente de sua dimensao ser finita ou infinita. Para isso, sera utili-

zado o seguinte axioma:
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Axioma 1 (Lema de Zorn). Seja X # @ um conjunto parcialmente ordenado pela relagdo
=<. Se toda cadeia C C X tem um limitante superior, entdo X possui pelo menos um

elemento maximal.

Neste trabalho, o Lema de Zorn sera considerado um axioma. Isso faz sentido devido

ao fato de, fundamentalmente, ele ser equivalente ao Axioma da Escolha.

O Axioma da Escolha diz que, dado uma colecdo de conjuntos ndo vazios, existe
uma fungdo escolha que associa a cada conjunto da colecdo um elemento do préprio

conjunto.

Exemplo 1.3.9. No Exemplo hd dois intervalos em R, um com elemento maximal
e outro sem. Em I; = [a, b], qualquer cadeia que seja escolhida, tem b € I; como limitante
superior, entdo, o Lema de Zorn garante um elemento maximal (no caso, € o elemento b).
Em I, = [a,b), a cadeia C = (a,b) C I, ndo tem um limitante superior em I (perceba
que estamos pensando em limitantes superiores em I, e ndo em R) e, portanto, ndo hd

garantia de existir um elemento maximal e, de fato, ndo hd.

Finalmente, segue a proposicao:

Proposicdo 1.3.1. Todo espago vetorial V # {0} possui uma base.

Demonstracao:

Seja M = {X C V: X é L.I.} o conjunto de todos subconjuntos linearmente indepen-
dentes de V.

Primeiramente, serdo mostrados que M ¢ ndo vazio e que existem cadeias em M.
Como V # {0}, tem-se que existe v # 0 tal que {v} € M e, portanto, M # Q.
Tome a ordem parcial (M, C) sendo a relagdo usual de continéncia de conjuntos.

SedimV =1, entdo {v} € M é LI e gera V, isto é, {v} é uma base para o espago

vetorial V.

Entdo, assume-se que dim V > 1. Assim, existe v’ € V tal que v’ ndo é multiplo de
v, ou seja, {v,v'} C V é L.I, o que implica que {v,v'} € M. Com isso, obtém-se pelo

menos uma cadeia em M, formada por {v} C {v,v'}. Portanto, ha cadeias em M.

Agora, seja C C M uma cadeia.
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C possui um limitante superior, dado por

L=J A (1.19)
AeC
Entdo, pelo Lema de Zorn, o conjunto M possui um elemento maximal. Seja B tal

elemento e W o espaco vetorial gerado por ele.

Note que W C V, pois € um conjunto gerado por B, que é um subconjunto de V,
entdo todos elementos de W estdo em V. A fim de mostrar que W = V, suponha que
W # V. Neste caso, existe v € V tal que v ¢ W. Com isso, B’ = BU {v} é um conjunto
L.I. Contudo, como B é um elemento maximal, B C BU {v} = B =B U {v}, o que é

uma contradi¢do. Logo, W = V.

Portanto, todo espaco vetorial possui uma base.

Por fim, observe que essa Proposi¢do nos garante a existéncia de uma base, mas nao
diz como defini-la. Entdo, nem sempre sera facil definir uma base para um espaco

vetorial.



TRANSFORMAGOES LINEARES

Neste capitulo, serd apresentado um importante conceito da Algebra Linear, que é a
Transformagdo Linear, e algumas de suas propriedades e proposi¢des que envolvam tal

conceito.

2.1 DEFINIGAO E PROPRIEDADES

Definicdo 2.1.1 (Transformacéo Linear). Considere V e W espagos vetoriais sobre K.
Chama-se transformagdo linear T : V — W a correspondéncia que associa todo vetor
v € V a um unico vetor, denominado por imagem de v e denotado por T(v) € W, de

forma que, dados v1,v, € Ve a € K, sejam vdlidas as seguintes propriedades:
1. T(’()l + ’()2) = T(’()l) + T(U2).

2. T(w-v1) =a- T(vq).

Em outras palavras, numa transformacdo linear, a imagem da soma é a soma das

imagens e a imagem do produto por escalar é o produto do escalar pela imagem.

Exemplo 2.1.1. Considere os vetores em R? e a transformagdo de rotacdo por um dngulo
0 no sentido anti-hordrio:
Ry: R?> — R?
(xy) — Re(x,y),
em que

Rg(x,y) = (x cos 0 — ysenf, xsenf + y cos 0). 2.1
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Essa transformacdo, rotaciona um vetor v = (x, y), representado no plano cartesiano

pelo segmento orientado, que vai da origem para o afixo (x, y), por um angulo 6.
2 4
(xcosB-ysenb, xsen +ycos0)

(x.y)

Ro(v) \__L°

Figura 3: Rotacgdo de um vetor no plano cartesiano

A Figura [3ilustra a rotagdo dada pela transformac&o de rotacéo.
E possivel mostrar que essa transformacio é linear.

Sejam vy, v, € R?, com v; = (x1,11) e v2 = (x2,2) e « € R e considere a rotacdo Ry,
para um angulo 6 pré-determinado, do Exemplo

1.

Ro((x1,y1) + (x2,2))

Rg(v1 +02)
= Ro(x1+x2,y1+Y2)
= ((x1 +x2)cos @ — (y1 + y2)send, (x1 + x2)senf + (y1 + y2) cos H)
= (x1cosf + xpcos O — y1send — yosend,
, x1senf + xpsenf + 1 cos 0 + y cos 6)
= (x1cosf —yisend, xysend + 1 cos 0) +
+(x2 cos 6 — ypsend, xpsenf + y cos 0)
= Ro(x1,y1) + Ro(x2, y2)
= Rg(v1) + Ro(v2).
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Ro(av1) = Rp(a(x1,y1))
= Rp(ax,ay1)
= (axycos® — ayjsend, axysend + ay cos )
= wa(xycos® — yysend, x;send + y; cos )
= aRg(x1, 1)
= aRy(v1).

Portanto, a rotacdo é uma transformacao linear.
Exemplo 2.1.2. No espago dos polinémios, R[x], a derivada € uma transformagdo linear.
D: R[x] — R[x]
p(x) — p'(),

De fato, das préprias propriedades da derivada, vale que, dados dois polindmios
p1(x) e pa(x) e um escalar « € R, tem-se (p1 +p2)'(x) = p(x) + ph(x) e (ap)'(x) = ap’(x).

Logo, a derivada de polinomios é uma transformacéo linear.

Exemplo 2.1.3. Considere o espago vetorial R* e a transformagdo definida da seguinte

forma:

T:R*® - R®*
(x1,x2,...,%,,0,0,...) — (t1, t2, ..., t441,0,0, ...),
com T(x1,%x2,...,%,,0,0,...)=( X2 ,X1+X3, X2+ X4, ...,Xn—2+Xn,Xn_1, Xn ,0,0,...).
N N - e — N N

5] 5] t3 ty—1 ty Ept1

T € uma transformagdo linear.

E possivel verificar que essa é, de fato, uma transformacao linear. Dados v1, v, € R%,

com vy = (x1,x2,...,%,,0,0,...) €02 = (Y1, Y2, ..., ¥m, 0,0, ...), e « € R, tem-se:
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1. Tomando k = max{n,m} e lembrando que x; = 0 para todo i > n e y; = 0 para

todo j > m,

T(v1 +v2)

T((x1,x2,...,%k,0,0,...) + (y1,Y2, -, Y%, 0,0,...))

= T(xp+y1,x2+Y2, ..., Xk +Y;,0,0,...)

= (x2+y2, (x1+y1)+ (3 +y3), (2 +y2) + (Xa +Ya), .,
ey (k2 + Vi) + Xk + Vi), Xk—1 + Yr—1, Xk + Y%, 0,0,0, ...)
= (x2+y2, (x1+x3)+ (Y1 +Y3), (X2 +x4) + (Y2 + Ya), -,
ey (k2 + x) + Wk—2 + Vi), Xk—1 + Yi—1, Xk + Y%,0,0,0, ...)
= (x2,x1+Xx3, X2+ X4, ..., Xg—2 + Xk, X—1,%%,0,0,0,...) +
+ W, v1+Y3, Y2+ Ya, oo, Y2 + Y, V-1, Y%, 0,0,0, ...)

= T(v1) + T(v2).

T(avy) = T(a(xy,x2,...,%,,0,0,...))
=  T(axq,axy,...,0x,,0,0,...)
= (axp, ax1 + X3, 0X2 + &Xy, ...,
ve, OXp_2 + KXy, &Xy_1,0X,,0,0,0,...)
= (axg, a(x1 +x3), a(x2 + x4), ...,
ey 0(Xp—2 + Xp), &Xy_1,2%,,0,0,0,...)

= (XT(’Ul).

Seguem algumas observagdes sobre as transformacoes lineares.

Se T:V — W é uma transformacéo linear e u,v € V, entdo:

1. A imagem do vetor nulo de V' € o vetor nulo de W.
T(Oy) = Ow, (2.2)

onde Oy é o vetor nulo de V e Oy € o vetor nulo de W.

De fato, utilizando as propriedades de espaco vetorial e transformacao linear,

vale que
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T(Oy) = T(Ov +0v)
T(0y) = T(Ov) + T(Ov)
T(0v) — T(Ov) = T(Ov) + T(Ov) — T(Ov)
Ow =T(Ov)
T(0y) = Oy

[

[

2. Dados «, B € K, vale:

T(av + Bu) = aT(v) + BT(u). (2.3)

Essa igualdade decorre diretamente das propriedades de transformacao linear.

T(av + Bu)

T(av) + T(Bu)
= aT(v)+ BT (u).

3. Generalizando, dados vetores vy, ..., v, € V e escalares aq, ..., a, € K, vale que

T(xo1+ - +a,v,) =1 T(01)+- - -+, T(vy). (2.4

Da mesma forma que o item anterior, tem-se que:

T(vg + - - +ay0,) = T(aqoy)+- -+ T(a,vy)

= w1 T(v1)+- - +a,T(vy).

T(—v) = —T(v), paratodov € V. (2.5)

De fato, pelas propriedades de transformacoes lineares. Tem-se que:

T(—0)

T(—1-90)
—1-T(v)
—T(v).

Para determinar se uma transformacao € linear ou nao, pode-se utilizar a seguinte

proposicao:
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Proposicao 2.1.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. Entdo T : V — W € uma

transformagdo linear se, e somente se,

T(axvy +v2) = aT(v1) + T(v), (2.6)
para todo v1,v; € Vea € K.

Demonstracao:

=)

Decorre diretamente de (2.3)).

(=)

Agora, suponha T(xvy + v3) = aT(v1) + T(v2), Vo1, 02 € V,a € K.

Em particular, tomando « = 1, tem-se que T(xv, + v3) = T(v1) + T(v2), Vv1,v2 € V.
Além disso, tomando v, = 0, tem-se que T(xvq) = aT(v1), Vo1 € V,a € K.

Portanto, T é uma transformacgéo linear.

Pode-se pensar também em operagdes com as tranformacoes lineares.

Definicao 2.1.2. A soma de duas transformagoes lineares T;, T, : V — W € a trans-

formagdo linear dada por:
(Ti+T2) (0) = Ta(®) + Ta0) (2.7)

comv e V.

Essa operacao define, de fato, uma transformacao linear. Dados u,v € V, a € K e

as transformacodes lineares acima:

(Ty +To) (au+v) = Ti(au+0)+ To(au +v)
= aTi(u)+ T1(v) + aTo(u) + To(v)
= a[T1(u) + To(u)] + [T1(v) + T2(0)]
= a(T1+To) )+ (T1 + To) (v).

E pela Proposicdo [2.1.1] conclui-se que a soma é uma transformacéo linear.
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Definicao 2.1.3. O produto de uma transformagdo linear T : V — W por um

escalar o € K ¢é a transformagdo linear dada por:
(@T)(v) = aT(v) (2.8)

comv e V.

O produto também define uma transformacéo linear. Dados u,v € V, a, € K e

uma transformacao linear T:

(aT)(Bu+v) = aT(Bu+0)
= «[BT(u) + T(v)
= aBT(u)+aT(0)
= B(aT) )+ (aT) (©).
Defini¢io 2.1.4. Dados espacos vetoriais U, Ve W, sejam Ty : U — Ve T, : V — W

duas transformacoes lineares. A transformagdo composta ou apenas composta de T;

com T, € a transformacdo linear T, o Ty, tal que para todo u € U define-se T, o T1(u) =
To (T (u)).

A composta também define uma transformacéo linear, pela Proposi¢ao

TyoTi(au+v) = To(Ti(au +0))
= To(aTi(u) + T1(0v))
= aTp(Th(u)) + To(T1(0))
= aTroTi(u)+ T o T1(v).

Logo, é uma transformacéao linear.
Ha algumas transformacoes lineares importantes, que recebem nomes “especiais”.

Pensando na Definicdo|2.1.1, se T : V — W é tal que W = V, entdo a transformacao

recebe o nome de operador linear.

Definicao 2.1.5 (Operador Linear). Diz-se que T é um operador linear, se for uma

transformagdo linear T : V. — V.
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As transformacdes dos Exemplos |[2.1.1} [2.1.2]e|2.1.3| sdo operadores lineares.

Novamente, pensando na Definicdo se T:V — W étal que W = K, lem-
brando que um corpo K pode ser visto como um espaco vetorial sobre ele mesmo,

entdo esta transformacao recebe o nome de funcional linear.

Definicao 2.1.6 (Funcional Linear). Diz-se que T ¢ um funcional linear, se T : V — K,

ou seja, sempre que a transformacdo linear levar um vetor v € V a um escalar o € K.

Definicdo 2.1.7 (Identidade). Seja Id : V' — V um operador linear. Chama-se 1d o
operador identidade, se Id(v) = v para todo v € V.

Definicdo 2.1.8 (Transformacdo Nula). Uma transformagdo linear O : V. — W ¢ dita

transformagdo linear nula, se O(v) = 0 para todo v € V, onde 0 € o vetor nulo de W.

Proposicao 2.1.2. Sejam V e W espagos vetoriais e B uma base de V. Se para cada vetor
u da base B hd um vetor correspondente u' € W, entdo, existe uma tinica transformag@o

linear T : V — W tal que, para cada u € B vale T(u) = u'.

Demonstracao:

Suponha que existam duas transformacdes lineares T;, T, : V — W tais que para

cada vetor u € B, tem-se que T1(u) = To(u) = u'.

Seja v € V. Como B é uma base de V, entdo é possivel escrever v como uma

combinacédo linear de um numero finito de elementos de 5.

V= 0qUL+ o+ Ky Uy, (2.9)

comu; € Bea; € K,parai=1,2,...,mem € N.

Desta forma, pelas propriedades de transformacoes lineares, tem-se que

Ti(v) = Ti(aqug+---+apiy)

a1 Ty (uq) + -+ a T1 ()

QY+ e+ gyl
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Tr(v) = To(agug+---+apiy)
= a1 To(ur) + -+ -+ To(uy)

= QUi+ all,.

Entdo, percebe-se que, dado um vetor v € V, existe uma unica transformacao linear

T que leve os vetores u € Bem u' € W.

Essa proposicao nos diz que, para descrever uma transformacéo linear T : V. — W,

é suficiente saber apenas as imagens dos vetores de uma das bases de V.

Exemplo 2.1.4. Pensando no Exemplo para definir a rotacdo, basta definir as
imagens de ey = (1,0) e e = (0, 1).

{Re(el)
Rp(e2)

(cos 6, senf)

(—sen6, cos 6)

>

(-sen 6, cos B) 1

(cos B, sen B)

Figura 4: Rotacdo de e e e, no plano cartesiano

A Figura[4]ilustra a rotagdo dos vetores (1,0) e (0, 1).

Exemplo 2.1.5. No espaco dos polinémios, R[x], a derivada pode ser definida apenas

para os elementos da base, ou seja, os mondémios da forma x", comn € {0,1,2, ... }.

D(x") = nx""1,
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sen #0, ou

D(1) =0

no caso de n = Q.

Exemplo 2.1.6. A transformacdo linear do Exemplo pode ser dada apenas pelos
elementos da base. Considerando ¢; = (0,0,...,0,1,0,0,...), onde o 1 estd no i-ésimo

termo da sequéncia e e; é um elemento da base, conforme mostrado no Exemplo

define-se:
T(e1)
T(en)

2.2 NUCLEO E IMAGEM

()
€n_1+6€u41, Sen > 2.

Definicdo 2.2.1 (Ntcleo). Sejam V e W espagos vetoriais e T : V. — W uma transfor-

magdo linear. O conjunto Ker T = {v € V : T(v) = 0} é chamado de niicleo de T.

Definicdo 2.2.2 (Imagem). Sejam V e W espagos vetoriais e T : V. — W uma trans-
formagdo linear. O conjunto ImT = {w € W : Jv € V com T(v) = w} é chamado de

imagem de T.

Proposicao 2.2.1. Sejam V e W espacos vetoriais e T : V — W uma transformagdo

linear. Entdo, valem:
1. Ker T é um subespago vetorial de V e Im T é um subespago vetorial de W.

2. T éinjetora <= KerT = {0}.

Demonstracao:
(2]
Sejam vy, v, € Ker T. Entéo, T(v1) = T(v2) = 0.

Dai, tem-se que T(axv1 +v2) =& - T(v1)+ T(v2) =a-0+0 =0, ou seja, av; +v, € Ker V,

para todo a € K e todo par de vetores vy, v, € Ker T.

Da mesma forma, tomando wy,w, € ImT, vale que existem uq,u; € V tais que

w1 = T(uq) e wy = T(up). Assim, se w = aw, + wp, entao,
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W = aw+w;
= aT(uy) + T(uz)

= T(aui +up).

Como uq,up € V, entdo (auq + up) € V e, portanto, w € Im T.

Logo, Ker T é um subespacgo vetorial de V e Im T é um subespacgo vetorial de W.
@, =)

Suponha T injetora.

Sabe-se que T(0) = 0, necessariamente. Entdo, 0 € Ker T. Mas como T € injetora, o

unico elemento v € V que satisfaz T(v) = 0 é o 0. Portanto, segue que Ker T = {0}.

@), (=)

Suponha Ker T = {0}. Agora, suponha por absurdo que T ndo seja injetiva. Isso

quer dizer que existem v, v, € V distintos, tais que T(v1) = T(v;). Nesse caso,

T(v1) =T(v2) <+
<— T(v1)—T(nn)=0 <—

— T(vy—1v)=0.

Entéo, (v; — vy) € Ker T, ou seja, v; — vy = 0, pois € o tnico elemento do nticleo de

T. O que é uma contradi¢do, porque tomamos v; e v, distintos.

Logo, T é injetora.

2.3 MATRIZ DE UMA TRANSFORMAGAO LINEAR

Seja T : V — W uma transformacao linear, onde V e W sdo espacos vetoriais sobre
um corpo K, com dimV = n e dim W = m. Sera demonstrado que é possivel associar
a cada transformacdo linear T uma matriz m x n com entradas sendo elementos do

corpo K.
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Fixando uma base para cada espaco vetorial, By = {vq,...,v,} C V e By =
{wy, ..., wyn} C W, pode-se dizer que cada vetor v € V pode ser descrito como uma
combinacdo linear de elementos de By e os escalares que multiplicam os vetores da
base sdo as coordenadas de v para a base By. Analogamente, pode-se descrever cada
vetor w € W como combinac¢do linear de vetores de By e os escalares que acompa-

nham esses vetores na combinacéo linear sdo as coordenadas de w para a base By.

n
Dado um vetor v = thjvj € V, pode-se escrever sua imagem como

i1
n
T | ) v
j=1

Y ;T (v)) (2.10)
j=1

T(v)

com u; € Kparaj=1,...,n.

Além disso, € possivel escrever cada T(v;) como combinagdo de elementos de Byy.

T(U]) = i)\qwz (2.11)
i=1

Assim, substituindo (2.11]) em (2.10]), obtém-se:

T(v)

|
g

g/
bt
g

m n
= ZZ)Li]'Déjwi. (2.12)

Por outro lado, pode-se pensar em T(v) como uma combinacdo linear de elementos
de BW:

T(v) =Y Brwy, (2.13)

k=1

com By € K, parak=1,...,m.

Comparando (2.12)) e (2.13)), tem-se:

Bi=Y Aija;. (2.14)
=1
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A partir dai, tem-se o seguinte sistema linear:

A+ Apas 4+ -+ A = f,
(2.15)
/\mlfxl + AmZ“Z + -+ Amn“n = ,Bm/
Assim, pode-se reescrever tal sistema na forma matricial:
A . [U]BV = [T(U)] BW 7
isto é,
M1 A o B1
: : = (2.16)
Ami o A &n ﬁm
N’ e
A [l [T,

Definicao 2.3.1 (Matriz de uma transformacéo linear). Uma matriz A como a descrita

acima é chamada de matriz da transformacéo T com relagdo as bases By e Byy.

Uma notagdo utilizada para representar essa matriz serd A = [T]g,, 5, ou simples-

mente A = [T]g, no caso de B = By = By.

Observacdo: Lembre-se que uma das hipdteses para se definir a matriz de uma

transformagdo linear é que as dimensoes sejam finitas.

Exemplo 2.3.1. Para o Exemplo a matriz de rotagdo de um dngulo 6 para vetores

(Ry] cosf —senf
B =
‘ senf cosf

em que B = {(1,0);(0,1)}.

em R? seria:

Observe que, tomando as coordenadas de um vetor v = (x,y) € R?> na forma de

matriz coluna, tem-se que:
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[Rolp -0
cosf —send
senf cosf

x cos § — ysenf
xsenf +y cos 0

X

Yy

)

(x cos & — ysenf, xsend + y cos B),

ou seja, essa €, de fato, a matriz da rotacao.

Exemplo 2.3.2. O Exemplo tratava de um operador no espago dos polinémios, a

derivada. Porém, esse espago tem dimensdo infinita, ou seja, ndo possui uma matriz de

transformagdo.

Exemplo 2.3.3. Considere os espagos vetoriais M, «1(C) e M;,x1(C) e uma matriz A €

My« (C). Entdo, a transformagdo

T: Mux1(C) — M,;1(C)

X — AX
0
: 0
élineare[T]pp = A, onde B = NV R
0 0 1
——
€1 €2 €n

eB =

n vetores

sdo bases de M,;x1(C) e M,,,«1(C), respectivamente.

0
0
7 4 7
0 0 1
—— ~
/ / e/
€ ) m

m vetores

De fato, sejam M, N € M,,1(C) e A € C. Entdo, pelas propriedades de matriz segue

que

T(AM + N)

A-(AM+N)
= AAM+ AN
AT(M) + T(N).
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Entdo, T é linear.

Além disso, [T]gp = A, pois as matrizes colunas que indicam as coordenadas em

relacdo as bases B e B’ sdo os proprios vetores dos espacos vetoriais em questio.

Proposicao 2.3.1. Considere dois espagos vetoriais, V e W, cujas dimensoes sdo n e m,
respectivamente, e sejam By e By suas bases. Dada uma matriz M € M, «,(K), existe

uma tinica transformagdo linear T : V. — W tal que [T]p, 5, = M.

Demonstracao:
Seja By = {e1,...,en}.

Considere w; = Me; parai=1,2,...,n e sendo w; a representacdo com matriz coluna
com as coordenadas do vetor w; considerando a base Byy. Entdo, cada elemento da
base By estad associado a um vetor w; € W. Assim, pela Proposicdo tem-se que
existe uma unica transformacéo linear T : V — W tal que T(e;) = Me,;.

n
E, ainda, sejav € V, tal que v = sziei, coma; € Kparai=1,...,n. Entéo,

i=1

T(v) = T|) we

Portanto, existe uma tnica transformagcdo linear tal que [T]g, 5, = M.

Proposicdao 2.3.2. Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre K e Ty : U — Ve
T, : V. — W transformagoes lineares. Considere também que dimU = n, dimV = m e

dim W = r. Fixando as bases By, By e By para U, V e W, respectivamente, tem-se que:

[T20 Thlg, 5y = [T2lgy 5, - [Tilgy 5, - (2.17)
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Demonstracéao:

Sejam as bases By = {uy, ..., un}, By = {01, ...,

zes

a1
(Thlg, 5,
Am1
b1y
[T2] 3, B, :
brl
C11
[TZ e} Tl]Bu,BW = .
Cr1

Um} e By ={wy, ...,

a1n

Assim, tomando T, o Ty aplicado a u; € By, com k € {1,2...,

lado:
(TooTh) (ux) = ToT1(ux))
= T ([Thlsy,B, - k)
a1 A1n
- ) .
Am1 Amn
ou seja,

rom
( 2OT1 (Mk ZZb'ﬂjkwi.

i=1 j=1

Por outro lado, tem-se:

(oo Th) (ux) = [TaoTilp,p, - Uk

.uk

w,} e as matri-

(2.18)

(2.19)

(2.20)

n}, obtém-se, por um

(2.21)
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0
€11 -+ Cin 0
(TooTy) (uy) =
1 G 0
0
C1k
B Cok
Crk
isto €,
r
(Tr 0 Th) () = ) cixw;. (2.22)
i=1

Conforme a Proposi¢do|1.1.6] pela unicidade das coordenadas, e comparando (2.21))
e (2.22), tem-se que

m
cik = Y bijaj, (2.23)
=1

paratodoi € {1,2,...,r} ek € {1,2,...,n}.

Isso equivale a

[TZ o Tl]Bu,Bw = [TZ]BV/BW ) [Tl]Bu/BV :
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AUTOVALORES, AUTOVETORES E PRODUTO
INTERNO

3.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Definicdo 3.1.1. Seja T : V — V um operador linear. Um escalar A € K ¢é dito um

autovalor de T, se existe um vetor ndo nulo v € V, tal que T(v) = Av.

Definicao 3.1.2. Seja T : V — V um operador linear. Um vetor v € V ¢é dito um

autovetor de T associado a um autovalor A, se v # 0 e T(v) = Av.

Exemplo 3.1.1. O operador linear descrito no Exemplo ndo tem autovetores.
De fato, seja v = (x1,x2,...,%,,0,0,...) € R®, comn € {1,2,3,...} e tome ¢;, com
i€{1,2,3,...}, os elementos da base de R® como descrito no Exemplo Entio,
UV =x101+ X080+ -+ Xply,

com x, #0.

Entao, tome T(v).

T(v) (X2, X1+ X3, X2+ X4, eeo, X2 + X, Xn—1, X1,0,0,0, ...)

= xpe1 +(xp+x3)ex + (X2 +xg)ez + - - -+ (X2 + Xp)ey_1 + X185 + Xp€pi1.

Como x,, # 0, T(v) ndo pode ser multiplo de v, j4 que tem uma coordenada ndo nula

para o vetor ¢, da base.

Com isso, conclui-se que o operador linear do Exemplo ndo tem autovetores.
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Exemplo 3.1.2. Considere T : R?> — R? tal que T(x,y) = (—y,x). Entdo, T ndo tem

autovetores.

Suponha v = (x,, ) € R? um autovetor de T em relacdo a A.

Entéo,

T(w) = T(xv,Yv)
= (_y?J/ xv)~

Por outro lado,

T(v) = T(x,Y»)
= Mxo, Yo)
= (Axy, AYo).

Entao, segue que

(_yv/ xv) = ()\xvz /\yv)

Nesse caso,
Yo = )\xv/
xZ; = )\yy.
Substituindo:
2
—Yo = AYo.
Assim, y, = 0 ou A2 = —1. Como a segunda condigdo ¢ impossivel, entfo, tem-se

que y, = 0 e, portanto, x, = 0.

Nesse caso, v = 0. Mas v é um autovetor, que por definicdo é ndo nulo. Logo, essa

transformacéo ndo tem autovetores.

Proposicao 3.1.1. Dado um operador linear T : V. — V, segue que
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A € autovalor de T <= Ker (Ald — T) # {0},

em que A € K e Id é o operador identidade de V em V.

Demonstracao:

=)

Se A é um autovalor de T, entdo existe um vetor, ndo nulo, v € V, tal que T(v) = Av.

Entdo, v € Ker (AId — T, pois

Tw)=Av=A(ld-v)=(Ild)-v <= (AMld)-v—Tv=0 < (AMld—T)-v=0,

ou seja, Ker (AId — T) # {0}.

(<)

Se Ker (AId — T) # {0}, entéo, existe v € V, ndo nulo, tal que
(Ald—T)v = 0.

Entéo,
AMd(@w) —T(v) =0 <= T(v) = Av.

Isto é, A é um autovalor de T.

Semelhantemente a Proposicdo anterior, tem-se:

Proposicao 3.1.2. Sejam V um espago vetorial, T : V — V um operador linear e B
uma base de V. Entdo, A € K é um autovalor de T se, e somente se, A é uma raiz de
det ([x Id — T]g) = 0.

Demonstracao:

Pela Proposicao(3.1.1}

A é autovalor de T <= Ker (AId — T) # {0}.

Entdo, pela Proposigdo [2.2.1] item [2| sabe-se que (AId — T) ndo ¢é injetora, ou seja,

[A Id — T]p néo é invertivel. Assim, conclui-se que
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det ([A Id — T1z) = 0.

Por outro lado,

Se A é raiz de det ([x Id — T]p) = 0, entdo, tem-se que

det (AN 1d — Tz) =0,

o que implica que [A Id — T]p néo é invertivel e, portanto, (A Id — T) néo é injetora.
Assim, pela Proposicdo[2.2.1] item[2] Ker (AId — T) # {0} e, portanto, pela Proposico
3.1.1, A é autovalor de T.

[

Assim, para encontrar os autovalores de T, basta encontrar as raizes de

det ([xId — T]g) = 0.
Definicdo 3.1.3. Dado um espago vetorial V e um operador linear T : V — V,
P(x) = det ([x Id — T]p) € chamado polinémio caracteristico de T.

Neste trabalho, serd utilizada a notacao Pr(x), para se referir ao polinémio caracte-

ristico de T.

Proposicao 3.1.3. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita, T : V — V um opera-
dor linear e vq,vy,..,v, € V autovetores associados aos autovalores de T,
A1, Ao, ..., Ay € K, respectivamente, sendo esses autovalores dois a dois distintos. En-
tdo, o conjunto V,, = {v1,vy,...,v,} C V € linearmente independente.

Demonstracao:

Chamando de V; = {vy,0y,...,0v;} C V,, comi € {1,2,...,n}, por inducdo, serd

demonstrado que V,, é linearmente independente.

No caso de n = 1, V4 = {v1} é L.I,, pois é um conjunto unitdrio com elemento néo

nulo.

Agora, supondo que Vi = {vy,vy, ..., v} seja L.L, para algum k € {1,2,...,n — 1}

serd mostrado que Vi, = Vi U {vg,1 } também é L.I.

Sejam aq, &y, ..., &, axy1 € K e considere a igualdade

0101 + 00y + -+ - + KU + K101 = 0. 3.1)
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Para que os autovetores v1,0y,..., U Sejam L.I. é necessario e suficiente que

&1,&2, ..., %41 Sejam todos nulos.

Aplicando T a ambos membros de (3.1)) e lembrando que vy, vy, ..., V441 s@o0 autove-

tores associados a Ay, Ay, ..., Ay,q, tem-se:

T (001 + @0 + - - + + AUk + A410k41) = T(0) —
<~ mT(v)+axT(0)+- -+, T(vr) + 01 T(Vpy1) =0 <=

— w1V +aA200 + - - -+ apAROE + K1 Ap1 0k = 0. (3.2)
Por outro lado, multiplicando ambos membros de (3.1) por Ax,, obtém-se:
Q1A k4101 + 00 A 102 + - -+ A g1 Ok + Qg1 Ak Oks1 = 0. (3.3)

Subtraindo (3.3) de (3.2), fica:

(01 A101 + @2 A0 + - - - + W ARV + Xpesq A1 Vkr1) —

—(@1 A 4101 + @2 A 102 + - F WAL 1 O + R 1 A f410k41) =0 — 0 =

— a1 (A1 — Aps1)v1 + a2(Ao — Aggq)vo + - - +
+oo g Ag — A1) Ok + a1 (A1 — A1)k = 0 =
1M — Ap)vr oAy — A1) + - -+ ap(Ag — Ag)og = 0. B4

De (3.4), sabendo que, por hipdtese de inducdo, Vj é linearmente independente,

segue que, para todo j € {1,2,...,k} vale

aj(Aj — Agyr) = 0.

E, como os autovalores séo dois a dois distintos, entdo A; — Ax,q # 0, portanto,

necessariamente «; = 0, para todo j € {1,2,...,k}.

Agora, voltando para (3.1)), tem-se que:



56 AUTOVALORES, AUTOVETORES E PRODUTO INTERNO

N10] + 00 + + -+ + KU + A1 0ks1 = 0 <~

<— 0-01+0-0v24+---+0 - U+ 10331 =0 <=
<~ Kp10ks1 =0 <~
<~ K1 = 0.

Entdo, a1 = ap = - - - = &y = a4 = 0. Portanto, Vi, é L.L.

Logo, por inducdo, segue que V, é linearmente independente.

3.2 PRODUTO INTERNO

Definicao 3.2.1 (Produto Interno). Um produto interno num espago vetorial V é uma

fungdo (, ) : V x V — K, que satisfaz as seguintes propriedades:

P1. Dados u,u’,v € V, vale:

(u+u',0) = (u,0) + (', 0).

P2. Dados u,v € Ven € K, vale:

(au,v) = a(u,v).

P3. Dados u,v € V, vale:

(u,v) = (v,u).

(Lembrando que se z = a+bi € C, coma,b € R, entdo z = a — bi é o conjugado de

z. Sez € R, entdo, zZ = z.)

P4. Dadov € V, se v #0, entdo:
(v,v) > 0.

Outras propriedades consequentes:
P5. Dado um espacgo vetorial V, seja v € V. Entao,

(,0) = (0,0) = 0.
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De fato,
(0,v) =(0-0,0) =0-(v,v) =0,

e, entao,

(v,0) =(0,v) =0=0.

P6. (v,v) =0=v=0.

De fato, suponha que v # 0, entdo, pela Propriedade 4 da definicdo de produto

interno, valeria que (v, v) > 0. Contradic&o!

P7. Dados u,v,v' € V, vale:

(w,0+v") = (u,0) + (u,?').

Com efeito, das Propriedades 1 e 3 da definicdo de produto interno, segue

(u,v+v') =

(
= (vu)+

)

—
G\
=

P8. Dados u,v € Vea € K, vale:

(u,0v) = a(u,v).

Isso decorre das Propriedades 2 e 3.

(u,av) = (av,u)

P9. Dados u;,v; € Vea;,pj € K,comi=1,..,nej=1,..,m, segue que:

<Z“z‘ui12,3jvj> =
i=1 j=1

061"3]<1/li,0]'>.

M:
hgE

]

Il
—_
Il
—_

Segue das Propriedades 1 e 2, aplicadas n vezes e das Propriedades 8 e 9, aplica-

das m vezes.
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A seguir, alguns exemplos.

Exemplo 3.2.1. Considere o espaco vetorial R" sobre R e sejam x = (x1,...,xy) ey =

(1, ..., yn) elementos de R". Entdo, a fung¢do definida por

(X, Y) = X1y1 + X2Y2 + -+ - + Xnln,

ou seja,

(x,y) =Y xiy;
i=1

¢ um produto interno.

De fato, sejam x, y,z € R", dados por x = (x1, ..., ), ¥ = (Y1, ..., Yn) €2 = (21, ...

e « € R. Entdo, as propriedades de produto interno sdo verificadas:

1.
(x+y,z) = (x1+y1)z1+-+Xn+Yn)Zn
= (x1z1+y121) + - - + (XnZn + YuZn)
= (x1z1+ -+ xuzn) + (V121 + - -+ YnZn)
(x,2) (y,2)
= (x,z)+(y,z).
2.
(ax,y) = (axp)yr + (@x2)y2 + - + (@xy)Yn
= AX1Y1 +AX2Y2 + -+ XXy Yn
= a(x1y1 +Xy2+ -+ XpYy)
= a(x,vy).
3.
(x,y) = xyr+x2+- -+ Xnyn

= YixprtYaxo+ -+ YpXy

(y, x).

/Zn)’

Como estd definido sobre o corpo dos nimeros reais, (y, x) = (y, x), entdo, segue

que
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(x,y) =y, x).

(x,x) = Xy X1+X2 - Xp+ - +X, Xy

XX+ X

Se x #0, entdo, x; # 0 para algum i € {1,2,...,n} e, portanto, x? > 0.

Assim,

(,x)= x5 + x5 +-+ X2+ 4 X2 .
~ —~— ~—
>0 >0 >0 >0

Logo,

(x,x) > 0.

O produto interno definido no Exemplo € o usual, quando se trabalha em R".
ai

a
Exemplo 3.2.2. Sejam n € {1,2,3,...} e M;;x1(C) = .2 1ay,dp,..., 4, €C 5 0

an
conjunto das matriges-coluna com suas n entradas sendo numeros complexos. Entdo,

M,,«1(C) munido das operagodes usuais de adi¢do de matrizes e multiplicagcdo por escalar

, .ot e~

€ um espaco vetorial. B A, com A,B € M, «1(C), usando a multiplicacdo usual entre
. . . =t . N .

matrizes, define um produto interno, onde B € a matriz-linha transposta e conjugada de

B.

(A,B) = BA
a1
_ _ az
= (W b bu)
~ .
——
A

= (bia; +byay + - - - + byay). (3.5)
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. e =t . .
(Observe que, aqui, a matriz unitdria resultante do produto B' A serd considerada como

um ntmero complexo igual ao valor de sua tinica entrada.)

Esse conjunto define um espaco vetorial, pois das préprias formas como as operagoes
com matrizes sdo definidas, tem-se que, se A, B € M, «1(C), entdo (A + B) € M;,;»x1(C)
e,se A € C, entdo (AA) € M, «1(C).

Agora, de fato, tal operacdo define um produto interno. Sejam A, B,C € M,;x1(C) e

A € C, entdo, das propriedades de matrizes, seguem:

1.
(A+C,B) = B(A+C)
= B'A+B'C
= (A,B)+(C,B).
2,

(AA,B) = B'(AA)

= AB'A
= A(A,B).
3. Por um lado,
(A,B) = B'A

ay
. — | 2
= (b b ba) | .
ay

= (bay +boay +- - - +byay).

Por outro,
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(B,A) = A'B
by
by
= | @ = @) | .
by
= (arby +azby +- - - +aby)
= (@mby+m@by+- - - +@;by)
= (aiby +azby + - - - +ayby,)
= (biay +byay+- - +bpay).
Portanto, (A, B) = (B, A).
4. Tomando A # 0.
(A, A) = A'A
a
a
= (1 m )
an

(a1a1 +azap + - - - +apay)

Como g; € C, parai = 1,2,...,n, entdo, a;a; = (Re(a,'))2 + (Im(ai))z. Assim, se

A #0, entéo existe j € {1,2,...,n} tal que a; # 0. Com isso,

<A,A> = (Ecﬁ +€Tz€l2+---+ﬂan)
>0 >0
+ 4 (Re(an)2 + Im(an)z)
>0
> 0

Entéo, esse é um produto interno para M, «1(C).

((Re(ar)* + Im(a1)* + (Re(az)* + Im(az)* + - - - + (Re(a))* + Im(a;)* + - - - +

>0
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Exemplo 3.2.3. Considere espago vetorial R® sobre IR, apresentado no Exemplo e
a base descrita no Exemplo Sendo e;, comi =1,2,3,..., os elementos dessa base,

dados dois vetores x,y € R*, pode-se escrever

X = ix,-ei
i=1

m
y =)y
=1

Entdo, define-se o seguinte produto interno:

(X, ¥) = X1y1 + XoY2 + - - - + XYk, (3.6)

onde k = max{m,n}.

Observe que esse produto interno para IR é bastante semelhante ao produto interno
definido para R", com a diferenca que a quantidade de coordenadas que aparecem no
calculo do produto interno depende dos vetores sobre os quais estdo sendo calculados
esse produto. Em R”, a quantidade de coordenadas é sempre 1, embora em alguns

casos tais coordenadas sejam nulas.

Entdo, a demonstracdo que é de fato um produto interno é andloga a demonstracdo

do Exemplo

3.3 ORTOGONALIDADE

Definicdo 3.3.1 (Ortogonalidade). Dado um espago vetorial V com produto interno,
diz-se que dois vetores, u,v € V, sdo ortogonais (ou perpendiculares) se (u,v) = 0.

Denota-se u L v.

Um subconjunto X C V é chamado de ortogonal, se seus elementos sdo dois a dois

ortogonais.

Observacdo: Seja V um espaco vetorial com produto interno. Dados u,v € V, se

(u,v) =0, entdo (v,u) =0, isto é,se u L v, entdo v L u.
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De fato, pelas propriedades do produto interno,

(vu)y=0 <=
— (u,v)=0 <=
— (W0)=0 <+
<~ (u,v)=0

Definicao 3.3.2 (Norma). Seja V um espaco vetorial com produto interno, entdo chama-
se norma do vetor v € V, o nimero ndo negativo ||v||=/(v, v).
Observacoes:

Dado um espaco vetorial V com produto interno.

10/|= 0. De fato, [|0]|= 1/{0,0) = 0.

2. Se um vetor v € V é tal que ||v||= 1, entdo v é dito vetor unitdrio.

1.

Definicao 3.3.3 (Conjunto Ortonormal). Dado um espago vetorial V com produto in-
terno, o conjunto X C V é denominado ortonormal se, para u,v € X, (u,v) =0, quando

u#v, e (u,v) =1, quando u = v, ou seja, se seus elementos forem dois a dois ortogonais
e todos unitdrios.

Uma base de um espaco vetorial V é chamada de base ortonormal, se for um con-
junto ortonormal.

Definicao 3.3.4 (Complemento Ortogonal). Dados um espago vetorial V com produto

interno e um subconjunto W C V. Diz-se que W é o complemento ortogonal de W, se

Wt={veV:(yw)=0vwc W}

Proposicdo 3.3.1. Sejam V um espago vetorial com produto interno e W C V, entdo

valem as seguintes afirmagoes:
1. W+ é um subespaco vetorial de V. (Mesmo que W ndo o seja.)
2. W={0} = Wt =V.

3. Se B for umabase de Ve B C W, entdo W+ = {0}.

63



64 AUTOVALORES, AUTOVETORES E PRODUTO INTERNO

Demonstracao:
1. Observe os seguintes fatos:

e 0 € W', pois (0,w) = 0 para todo w € W.

e Dados v1,v, € W, para todo w € W, tem-se que (v;, w) = 0 e (v, w) = 0.

Entao,

(1 +v,w) = (v, w)+ (v, W)

0+0=0.

Logo, (v1 +vp) € W,

e Para todo w € W, dados A € K e v € W, vale que:

(Ao, w) = A{v,w) =A-0=0.

Entdo, Av € W+,

Portanto, W+ é um subespaco vetorial de V.

2. Se W = {0}, entdo para qualquer v € V, vale (0,v) = 0. Como 0 é o tnico

elemento de W, segue que W = V.
3. 0 € W', como visto no primeiro item.
Agora, suponha v € V, com v # 0, tal que (v, w) = 0, para todo w € W.

Sendo B C V, uma base de V tal que B C W, é possivel escrever v como uma

combinacdo linear de elementos de 5.

0= Z n;e;.

e,€B

Sabendo que B C W, vale que ¢; € B = ¢; € W e, portanto, por hipdtese,

<U/ ei> =0. (37)

Entdo, a partir de (3.7), calculando (v, v), obtém-se:
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(v,0) = (v, ) ape;)

e,€B

= ) @(ve)
e;eB

= Z @0
e;€eB

0. (3.8)

O que é um absurdo, pois (v,v) > 0, para todov € V.
Logo, ndo existe v # 0 tal que (v, u) = 0, para todo w € W.

Portanto, segue que W+ = {0}.
n

Proposicao 3.3.2. Sejam V um espago vetorial com produto interno e dimensdo finita e

W um subespaco vetorial de V. Entdo, W ® W+ = V.

Demonstracao:

Para mostrar que W © W' = V, basta provar que todo elemento de V pode ser

escrito como soma de um elemento de W com um elemento de W' e que W N W+ =
{0}
1. Paratodo v € V, existem w; € W e wp, € W, tais que v = w; + wy.

De fato, pela Proposicdo[1.1.4, W tem uma base, a partir da qual, aplicando o
Processo de Ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, apresentado na Subsecéo
na pagina € possivel construir uma base ortonormal (em particular, ortogo-

nal) By = {ey, e, ..., e, } para o subespaco W.

Pela Proposicdo existe uma base de V que contenha By, que a partir
do mesmo Processo de Ortonormalizagdo de Gram-Schmidt, € possivel construir
uma base de V ortogonal, mantendo os elementos de By. Chamando essa base
por B = {e1, ez, ..., €m, €m+1,€ms2, -, €min t, tem-se que, dado v € V, é possivel

escrever v como combinacéo linear dos elementos de B:

U =wn181 + e+ - -+ Ayl T Ryp11€41 T 0 F KipnCmn,

cw

ondew; € K,comi=1,2,..,(m+n).
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Observe que, definindo wy = aje; +agex + -+ ey € W2 = Apyy1€pe1 + -+ - +
&mnlm+n, ODtém-se a decomposicdo v = wq + wo, na qual w; € W. Entdo, basta

provar que w, € W+,

Para isso, seja w € W qualquer e escreva w = 11 + - - - + Bmém, com By, ..., fm €

K. Entéo, lembrando que (¢;, ¢;) = 0 sempre que i # j,

|
—~
~~
=
=

xQ
[y

+

<ot Bmem), (@psr€mer + - wm+nem+n)>

m m+n

,31'81', Z OC]‘EJ'

j=m+1

(w, wy)

Observe que nesta ultima igualdade 7 e j nunca assumem valores iguais, por isso

todos produtos internos se anularam.
Logo, (w, w,) = 0, para todo w € W, ou seja, w, € W+.

Com isso, demonstrou-se que, para todo v € V, existem wy € W e w, € W, tais

que v = wy + wy.
2. WNWt = {o}.

Com efeito, suponha w € (W N W+). Entio, (w,w) = 0, mas isso s6 acontece se

w=0.
Portanto, segue que W N W+ = {0}.
Logo, segue que W d W+ = V.
]

Proposicao 3.3.3. Seja V um espago vetorial com produto interno. Entdo, todo subcon-

junto X C V ortogonal € linearmente independente.

Demonstracao:

Considere o seguinte subconjunto ortogonal: X = {v1,0v,...,v,} C V. Sejam

a1, &y, ..., 0, € K, tais que:

X101 + QoUy + - - - + 0,0, = 0. (3.9
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Entdo, paracadai=1,2,...,n, tem-se:

(0101 + w00 + -+ - + ;0 + - - - + 0,0y, 0;) = (0,0;) = 0. (3.10)

Por outro lado,

n
<(XlUl + a0+ -+ XU+ KOy, Ui> = <ZOC]'U]', Ui>

e, como X ¢é ortogonal, vale que (v;,v;) =0, se j # i, e (v;,v;) > 0, se j = i, logo,

(0101 + @0y + -+ + WU + - - + WUy, V) = 1 (0}, U;). (3.11)

Agora, comparando (3.10) e (3.11), segue que:

w;i(v;,v;) =0=a; =0,

paratodoi € {1,2,...,n}.
Logo, o conjunto é L.I.

Proposicao 3.3.4. Sejam V um espago vetorial com produto interno e U C V ortogonal,

formado por vetores ndo nulos. Se u é uma combinagdo linear de elementos de U, entdo

onde U = {uy, ..., un}.

Demonstracao:

n
Considere u = sziui, comuw; € K, parai=1,2,...,n. Entdo, dado j € {1,2, ..., n},
i=1

n
(u, u] Zuc ul,u] szl ul,u]
i=1
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Mas, como U é um conjunto ortogonal, segue que (1, uj> =Q0parai=1,2,...,ne

i # j, entdo,

(u,uj) = ajuj,u;) <=
_ (u,uj)
(ujup)

Portanto, segue que

Proposicao 3.3.5. Sejam V um espaco vetorial com produto interno e B = {e1, ey, ... ,en}

uma base ortonormal de V. Entdo, se v € V, tem-se

v={(v,e1)e1+ (v,ex)er+---+ (v, ey)ey,

ou seja,

v=2y (v,e)e;. (3.12)

M-

Il
J

Demonstracao:

Diretamente da Proposicdo|3.3.4, como 3 € uma base ortonormal, todo v € V pode

ser escrito como uma combinacédo linear de elementos de 3, mais especificamente:
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3.3.1 Processo de Ortonormalizagdo de Gram-Schmidt

Dada uma base de um espaco vetorial V' de dimensao finita, sempre é possivel achar

uma base ortonormal desse mesmo espaco.
Seja B = {v1, vy, ..., v, } uma base para o espaco vetorial V.

Sera definida, através do Processo de Ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, uma base

ortonormal B’ = {e1, ey, ..., e, } para esse mesmo espaco.

Primeiramente, toma-se uma base ortogonal By, = {ws, ..., w, }, a partir da qual serd

definida B’, fazendo ¢; = i, parai € {1,2,...,n}.

[[wi|?
1. Tome wy = v;.

2. wy =02 = (0%
3. Tendo definidos wy, ..., wg, com k € {1, ...,n — 1}, define-se

£ (W), Uge1)
Wi1 = Vg1 — Z I

—— W;.
= (wjwy

Para provar que é uma base ortonormal, primeiro serd demonstrado que os vetores

de B, sdo dois a dois ortogonais. (Caso n = 1, ndo ha o que ser feito.)

(w1, wa)

|
T
<
<
S
N
|
o~ o~
g5
~ |~
iy
~_

w1, W1
- v ()
- oo () )
= (v1,02) — Eivhvli; ~(01,01)
- o G

)

Caso n = 2, esta provado que o conjunto € ortogonal.
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Agora, se n > 3, suponha que o subconjunto By = {wq,wy, ..., wx} C By com k

elementos seja ortogonal.
Entdo, o subconjunto By, = {w1, wy, ..., Wk, Wry1} C B também é ortogonal.

De fato, se By é ortogonal, entdo, vale que

(wi, wj) =0, (3.13)

paratodoi,j=1,2,..,kei#]j.

Agora, observe que:

£ (v, w))
(Wi, W) = <wi/vk+l_2+’]wj

ia (W w)

1/w

k Z)k+ ]
= wl/ Uk+1 Z wi/ w]>
i=1 (wj, wj)
< Ok+1/ w]>>
= wl/ Uk+1 Z
(s 7)

]:

wl,w]

k

w]/Uk+1
(Wj, Vks1) ]Zl: w],w] < >

Mas, por (3.13), tem-se que (w;, w;) = 0 para i # j, entdo:

w;, v
(Wi, Wi1) = (Wi, Vgy1) — <<Z;Z/£):§>< i, Wi)
= (Wi, Vgs1) — (Wi, Vks1)
= 0.

Portanto, por recorréncia, tem-se um passo indutivo, que mostra que B, = By é

ortogonal.

Agora, tomando e; = %, parai € {1,2,...,n}, tem-se que:

wi w;
e;,e; =
teirei) <||wz-|r' nwi||>

1. Sei=j,
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(i, €i)

2. Sei#j,

w; wi
(ej,e) = < >
v [wil” [l

Logo, 3 é ortonormal. |

3.4 TEOREMA DA REPRESENTAGAO DO FUNCIONAL LINEAR

Nesta se¢do, serd demonstrado o Teorema da Representacdo do Funcional Linear,

para espacos vetoriais de dimensao finita.

Teorema 1 (Teorema da Representacdo do Funcional Linear). Seja V um espago veto-
rial de dimensdo finita sobre o corpo K. Se f : V. — K é um funcional linear, entdo existe

um tnico vetor u € V tal que f(v) = (v, u), para todov € V.

Demonstracio:

Se V é espaco vetorial com produto interno e dimensdo n, entdo existe uma base

ortonormal B = {vy,v2,03,..., 0y }.
n —_—
Sejam u = Y _ f(v;)v; e fu(v) = (v, u). Entdo, verifica-se f = f,.
i1

De fato, dado k € {1,2,...,n}, tem-se
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fu(vk)

<Z)k, “>

= (or, ) f0i)vi)
i=1

= Zn:f(vi)@k, v;)
i1

= if(vi)@k/ v;).
i=1

Como a base é ortonormal, vale que (v, v;) =1, sei =k, e (v, v;) =0, sei #k,
entdo, segue que:
fu(v) = f(vp).

E, pela Proposicao|2.1.2} conclui-se que

fu:f-

Para provar a unicidade, suponha que existam u; e up tais que f(v) = (v,up) e

f(©) = (v,uy), para todov € V.

Entao,

(v, u1) = (v, up) =
— (vu)—(vup)=0 <=
— (v,u7 —up) =0 —
<= ui1 —uy =0 <=
= Uy = up.

Logo, o vetor u deve ser tnico.



ADJUNTO E AUTOADJUNTO

4.1 ADJUNTO: DEFINICAO E PROPRIEDADES

Definicdo 4.1.1 (Adjunto). Seja T : V — V um operador linear, com V sendo um espago
vetorial com produto interno. Um operador linear T* : V — V € dito adjunto de T se for

tal que (T(u),v) = (u, T*(v)) para todo u,v € V.

Exemplo 4.1.1. O adjunto do operador linear de rotagdo, apresentado no Exemplo

em IR? com o produto interno usual é dado por

R;j: R — R?
(x,y) — Ry(x,y),
em que

Rp(x,y) = (x cos 0 + ysend, —xsenb + y cos 6). “4.1)

De fato, considere o operador linear de rotacgéo:

Rg: R?2 = R?
(x,y) — Ro(x,y),

em que

Ry(x,y) = (x cos 8 — ysenf, xsenf + y cos ).

Entdo, sejam v = (x1, Y1), 02 = (X2, Y2) € IR?. Assim, por um lado,
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(Rg(v1),v2) = (x1cos6 — yisend)x; + (x1senb + y cos )y
= X1xpcosf — y1xpsenb + x1yzsend + Y1y cos 6

= (x1x2 +y1Yy2) cos 0 + (x1y2 — y1x2)send. 4.2)

Por outro,

(v1, Rj(v2)) = x1(x2cos B + yasend) + y1(—xzsend + y, cos 0)
= x1x2c0s 0 + x1y28enf — yjxpsend + y1yo cos O

= (xle + ylyz) cos B + (xlyz — ylxz)sene. (43)

Comparando (4.2) e (4.3), tem-se que:

(Ro(v1), v2) = (01, Rg(v2)) -
Portanto, R; dado por (4.1) € o adjunto de Ry.

Agora, veja um exemplo para o espaco vetorial descrito no Exemplo

Exemplo 4.1.2. Considere o espago vetorial M, x1(C), com produto interno dado por
(M,N) = N'M, para M, N € M,x1(C). Se A € Mp(C) e T : My»1(C) — M,1(C) um
operador linear tal que T(M) = AM, entdo T* dado por T*(N) = A'Néo adjunto de T.

De fato, procurando T* o adjunto de T, entdo, pelas propriedades das operagdes

com matrizes,

(T(M),N) = (AM,N)
= N(AM)
= (N'AM
= (A'N)'M
- (A'NM
= (M,A'N).

Portanto, T* dado por T*(M) = AMéo adjunto de T.

No caso de V ser um espaco vetorial de dimensao finita, é valido que todo operador

linear possui um unico adjunto.
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4.1.1 Teorema do Operador Adjunto

Teorema 2 (Teorema do Operador Adjunto). Seja V um espago vetorial com produto
interno e de dimensdo finita. Entdo, dado um operador T : V — V, ele possui um unico

adjunto T*.

Demonstracao:

Sejam v € V e f um funcional linear definido da seguinte maneira:

f: VvV - K
u w— (T(u),v).

f € linear, pois dados uj,up € Ve A € K.

f(Aug+up) = (T(Aug +up),v)
(AT(u1) + T(up), v)
MT(up),v) + (T(u2), v)
Af(ur) + f(u2).

Pelo Teorema 1} existe um tnico vetor w € V tal que f(u) = (u, w), paratodou € V.

Entdo, existe um unico vetor w tal que (T(u), v) = (u, w), ou seja, w é determinado de

forma tnica por v. Assim, pode-se determinar T*(v) = w.

Portanto, fica definido T* : V — V, tal que (T(u), v) = (u, T*(v)), paratodo u,v € V.

Agora, falta provar que T* € linear. Para isso, considere v;,v, € Ve A € K.

(u, T*(Avy + 02))

(T(u), Aoy +02)

MT(u), v1) +(T(u), v2)
Mu, T*(01)) + (u, T*(v2))
(u, AT*(v1) + T*(v2)).

o~ o~

Dai, tem-se que:
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(u, T*(Avy +v2)) = (u, AT*(v1) + T*(v2)) —
— (U, T*(Av1+v2)) — (U, AT* (v1) + T*(v2)) =0 <=

e (1, T*(Av1 + v2) — (AT*(01) + T*(v2))) = 0.

Mas isso deve valer para todo u € V, entdo, necessariamente:

T*(Avy+v) — (AT*(01)+ T*(v3)) =0 <=
<~ T*(Ul + )Ll)z) =AT* (01) +T* (02).

Logo, T* é linear.
A unicidade foi garantida pelo Teorema (1, na construgao de T*.
[

Assim, dado um operador linear T : V — V é possivel definir uma férmula explicita

para seu adjunto T*.

T*(0) = Y (T(op), o), @4
i=1

para todo v € V, com B = {vy, v, ...,v,} é uma base ortonormal de V.

Observacdo: O adjunto de uma transformacdo T depende do produto interno con-

siderado.

Proposicao 4.1.1. Dados um espago vetorial V com produto interno, dois operadores
lineares, Ty, T, : V. — V, que possuem adjuntos, T} e T3, respectivamente, e um escalar

A € K, valem as seguintes propriedades:
1. Ty + T possui um adjunto, dado por (T1 + T)* = T + T;.
2. ATy possui um adjunto, dado por (ATy)* = AT;.
3. Ty o T, possui um adjunto, dado por (T1 o T)* = T; o T

4. Ty possui um adjunto, dado por (T;)* = Tj.

Demonstracao: Considere u,v € V.
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< (T1 + Tz) (1), v> = (Ty(u) + Ta(u), 0)

= (Ti(w), ) + (Ta(u), )
(u, Ty (v)) + (u, T (v))
(u, T{ (v) + T; (v)).-

Portanto, (T; + T)* = T{ + T5.

((1m)oo)

(ATi(u), v)
MThi(u),v)

Afu, Tt (0))
(u, ATy (u)).

Entdo, (ATy)* = AT}.

<(T10T2)(u),v> - <T1<T2(u)),v>

= (Ta(w), T{ (v))
(07 (170)
<

u, (Tz* o Tl*)(v)> .
Entao, (T1 o Tr)* = T; o Tl*
(Ti(w),v) = (v, T;(w)

= <T1(U),M>
= (u, T1(v)).

Logo, (T7)" = T1.
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Proposicao 4.1.2. Seja V um espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita.

Considere B = {ey, ey, ..., €, } uma base ortonormalde Ve T : V — V um operador linear.

Entdo,
(T(e1),e1) (T(e2),er) --- (T(en) e1)
[Tl = <T(€1.)'e2> <T(€2.)'62> <T(€7)'€2> , (4.5)
<T(€1), eﬂ> <T(€2), €n> T <T(€n), €n>
isto é,

se [T]p = (a;j);, entdo a;; = (T(e;), e;), para todoi,j=1,2,...,n.

Demonstracao:

Por um lado, da definicdo de [T]z,

T(ej) = )_ ajjei, (4.6)
i=1

paratodoj=1,2,..,n.
Por outro, lembrando que 55 é uma base ortonormal, pela Proposicao [3.3.5, como

T(ej) € V, tem-se

T(ej) = ) (T(ej), ei)ei, 4.7
i=1
paraj=1,2,..,n.

Comparando (4.6) e (4.7), tem-se que a;; = (T(e)), ¢;), paratodoi,j = 1,2, ..., n, pois
ambas equagdes mostram coordenadas de T(ej) na base .

Proposicdo 4.1.3. Sejam V um espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita
e T:V — V um operador linear. Se B é uma base ortonormal de V, entdo a matriz da

adjunta é a transposta da conjugada da matriz de T, isto é, [T*]5 = mz

Demonstracao:

Considere B = {ey, ..., e, } uma base ortonormal. Sendo
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az1

an1

b1y

by
[T*]g =

bnl

a1z

ax

an2

b2

by

an2

a1n

a2n

ann

tem-se, pela Proposicao e pelas propriedades de produto interno, para i,j €

{1,2,...,n}:

lZl']'

ou seja, segue que

[T"]5 = [Ts.

(T(ep), ei)
<€]‘, T*(ei)>
(T*(e)ej)

oy

4.2 AUTOADJUNTO: DEFINIGAO E PROPRIEDADES

(4.8)

Um operador autoadjunto nada mais é que um operador que é adjunto dele mesmo,

como o proprio nome sugere.

Definicdo 4.2.1. Seja T : V — V um operador linear, no qual V é um espaco vetorial

com produto interno. Diz-se que T é autoadjunto se T possui um adjuntoe T* = T.

Exemplo 4.2.1. Considere o espago vetorial C?> com seu produto interno usual e o opera-

dor linear T : C?> — C? dado por
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T(z,w) = (2z (1 +i)w, (1 — i)z + w)

para todo z, w € C.

Entdo, T é autoadjunto.

Com efeito, sejam v; = (z1, w1), v2 = (22, w») € C?, entdo, por um lado

(T(v1),v2) = <(221 + (1 +)wy, (1 —i)zg + wl) , (zz,w2)>
= (2z1 + (L +d)wy)zz + (1 — i)z1 + wy)w2
= 2215 + (1 + i)ZU15 + (1 — i)leiz + w1Ws. (49)
Por outro,
(v1, T(v2)) = z1(2z2 + (1 +D)wa) + wi((1 — i)z2 + wo)

21222 + (1 + )wz) + w1 ((1 — 1)z2 + W2)

22177 + (1 — D)z1wy + (1 + ))w1z2 + wiw;. (4.10)

Logo, comparando (4.9) e (4.10), conclui-se que (T(v1), v2) = (v1, T(v2)) e, portanto,
T é autoadjunto.

Exemplo 4.2.2. O operador linear apresentado no Exemplo pode ser resumido a

T(e1) e
T(ei) = e_1+ei4q, sei>1.

E tal operador possui autoadjunto.

De fato, considerando o produto interno do Exemplo [3.2.3] para verificar que T é

autoadjunto, basta verificar que (T(u),v) = (u, T(v)), para todos u,v € R*.

Entdo, sejam u = (x1,...x4,0,0,...) € R® e v = (y1,...¥,,0,0,...) € R*. (Nao
necessariamente os dois vetores tém as coordenadas nulas apenas a partir da (n + 1)-
ésima entrada, mas caso algum dos dois vetores seja da forma (ay, ...,4a,,0,0,...) com
m < n, entdo, basta tomar x,41 =+ =x, = 00U Yp41 = -+ =y, = 0, dependendo de

qual for o caso.)
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Entdo, é possivel escrever

u=xie1+---+xuyey = inez-
i=1

n
U =1Y1e1 + - +yn€n = Zy]e]
j=1

Desta forma, lembrando que a base é ortonormal, por um lado,

(T(w),v)

Por outro lado,

()

i=1 j=1
n on
ZZ’WJ (T (ei) ej)
i=1j=1
n n n
21y (T (e1) €J>+sziy]<T(el),e]>
j=1 i=2 j=1
n n n
Z 1]/] <€2,€]>+22x1y] € 1+ez+113]>
j=1 i=2 j=1
n hn n on
Y xyjea ey + )Y xiyi(eica, ey + Y Y xiyj (e, )
=1 i=2 j=1 i=2 j=1

n
X1Y2 + in]/i—l + inym

i=2 i=2

n n
inyu + inym. 4.11)
i=2 i=1

(u, T(v))

Il
v
N

=
&
7~

D

H
=
o
SN—
~
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n n n
(u, T()) = ) xiy1e, T (er))+ szl% ei, T (¢))
i=1 i=1j=2
n n n
= Y xiyi (e ex) + )Y xiyj e, ei1+ej)
i=1 i=1j=2
n n n n n
= Y xiyi (e e2) + ZZ xiyi (eirej1) + )Y xiyj{ei, ej1)
i=1 i=1 j=2 i=1j=2
n
= Xy1t inym + Z XilYi-1
i=1 i=3
n n
= inym + inyi—l- (4.12)
i=1 i=2

Comparando (4.11) e (4.12)), conclui-se que

(T(u),v) = (u, T(v)),
ou seja, T é autoadjunto.

Proposicdo 4.2.1. Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita e com produto interno

e T : V — V um operador linear autoadjunto. Sdo equivalentes:
1. T é autoadjunto.
2. Se B ¢ uma base ortonormal de V, entdo [T]g = m;;

3. Existe uma base ortonormal B de V, tal que [T]g = m;;

Demonstracao:
(1) = (2):

Diretamente da Proposicdo [4.1.3] dada uma base ortonormal B de V, tem-se

[T]s = [T"]s = [T]g.

(2) = (3):

Tomando qualquer base ortonormal B de V, segue, por (2), que [T]z = m; e,

portanto, vale (3).
3) = (1):

Seja B uma base ortonormal de V, tal que [T]z = m;; Pela Proposi¢éo , tem-se
que [T*]g = mtg Portanto, [T]z = [T*]5, ou seja, T é autoadjunto.
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Proposicdo 4.2.2. Sejam V um espaco vetorial com produto interno e de dimensdo finita,
T : V — V um operador linear autoadjunto e A1, ..., A, € R autovalores de T dois a dois

distintos. Entdo, os autovetores correspondentes vy, ..., v, sdo dois a dois ortogonais.

Demonstracao:

Parai,j e {1,..,n}, comi # j, tem-se

(A = A(i,v) = Ao, 05) — Aj(v;, 05)
= (Awi, v) — (v, Ajoj).

Como A; € R e T € autoadjunto, entéo,

i = A)(oi,v5) = (Ao, v5) — (vi, Ajo))
(Aivi, vj) — (i, Ajoj)
(T(i),vj) — (vi, T(v;))
(T(vi),vj) — (T(vy), vj)
0

Entéo, lembrando que A; # A;, segue que

()\i — /\]‘)<Z)1’, 7)]> =0= <Z)l', U]> =0.
Portanto, os autovetores sdo dois a dois ortogonais.
|

Proposicao 4.2.3. Sejam V um espago vetorial com produto interno de dimensdo finita,

T : V — V um operador linear autoadjunto e A um autovalor de T. Entdo, A € R.

Demonstracao:
Seja v um autovetor associado a A.

Por um lado,
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(T(v),v) = (Av,0)

= Ay, 0). (4.13)
Por outro, como T ¢ autoadjunto,
(T(v),0) = (v,T(0v))
= (v, Av)
= AMo,0). (4.14)

Entdo, comparando (4.13) e (4.14), obtém-se:

AMo,v) = A(v,0) <=

< (A—A)v,0)=0.

Como (v,v) > 0, entfio, necessariamente A = A, ou seja, A € R.

4.3 TEOREMA ESPECTRAL

Esta secdio apresenta outro importante teorema da Algebra Linear, que é o Teorema
Espectral. Para o demonstrar, serdo apresentados inicialmente alguns resultados e
definicoes.

Proposicdo 4.3.1. Sejam V um espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita

e T : V — V um operador linear autoadjunto. Entdo, T possui um autovetor.

Demonstracao:

Se o espaco vetorial V for sobre o corpo dos ntimeros complexos C, entdo, pelo
Teorema Fundamental da Algebra, o polinémio caracteristico de T possui uma raiz, ou

seja, T tem um autovalor e, portanto, um autovetor.

Entdo, considere que V esteja definido sobre o corpo dos nimeros reais R e sejam
n a dimensdo de V e 3 uma base ortonormal de V. Assim, pela Proposi¢do|4.2.1} vale

que [T*]5 = [T].
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Agora, considere um outro espaco vetorial U = M,,1(C) com o produto interno
definido no Exemplo e dimens&o finita n sobre o corpo dos nimeros complexos
C e um operador linear S : U — U, tal que, dado X € U, S(X) = [T]5X, ou seja, como
visto no Exemplo [S]p = [T]g. O motivo de se pensar em tal operador S num
espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros complexos é poder garantir uma raiz no
polinémio caracteristico, que néo é garantia de se ter quando se trabalha no corpo dos
numeros reais.

O operador S também ¢é autoadjunto, pois, pela Proposi¢do vale que

515 = [S1-

Por outro lado, como [S]z = [Tz e [T*]g = mtB, entdio, segue que mtg/ = mtg

Entdo, [S*lg = mtB, = mtg e, como T é autoadjunto, segue que

[S*]g = m% = [T]p = [S]p. Logo, S também é autoadjunto.

Como as matrizes de transformacdo de T e S sdo iguais, segue diretamente da defi-
nicdo de polindmio caracteristico que Pr(x) = Ps(x). Quando se usa essa notacdo de
igualdade, ha apenas a indicacdo de que as expressoes agébricas sdo iguais, mas Pr(x)
tem seu dominio definido em IR, enquanto que Ps(x) tem seu dominio definido em C,

ou seja, Pr(x) nada mais é que Ps(x) restrito a IR.

Com isso, se A € R for uma raiz de Ps, entdo, A também sera raiz de Pr. Pelo
Teorema Fundamental da Algebra, sabe-se que Ps tem uma raiz complexa. Chamando

de A essa raiz, basta provar que ela é real, para que também seja raiz de Pr.

Pela Proposicdo 4.2.3) como A é autovalor de S, que é autoadjunto, tem-se que

A € R. Assim, A também € raiz de Py e, portanto, € um autovalor de T.

Logo, estd provado que T possui um autovetor, independentemente de V ser um

espaco vetorial sobre R ou C.
[

Agora, segue uma definicdo que serd ttil para a demonstracdo do préximo teorema

a ser apresentado.

Definicdo 4.3.1. Seja V um espago vetorial e T : V — V um operador linear. Entdo,
diz-se que o subespaco W C V é um subespago T-invariante de V ou um subespago

invariante sob T, se, para todo w € W, vale que T(w) € W. Ou seja, T(W) C W.
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Proposicao 4.3.2. Sejam V um espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita
e T:V — V um operador linear com adjunto. Se W é um subespago T-invariante de V,

entdo seu complemento ortogonal W+ é um subespago T*-invariante.

Demonstracao:

Considere v € W e u € W-. Como W é T-invariante, entdo T(v) € W e, portanto,

(T(v),u) =0.

Por outro lado, como T* é adjunto de T, vale que (T(v), u) = (v, T*(u)). E, portanto,

(v, T*(u)) = 0.

Assim, segue que, para todo u € W+, vale que T*(u) € W+, ou seja,
W+ é T*-invariante.

Teorema 3 (Teorema Espectral). Seja V um espago vetorial de dimensdo finita com
produto interno. Entdo, V possui uma base ortonormal formada por autovetores de T,

para todo operador linear autoadjunto T : V — V.

Demonstracio:

Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno, T : V — V um

operador linear autoadjunto e n € {1,2,3, ... } a dimenséo de V.

Se n = 1, entéo, pela Proposicéo |4.3.1} existe um autovetor v; de T, associado ao

autovalor Aq.

Entdo, ﬁ também é um autovetor associado a A;. Com efeito, sabendo que T(v;) =
1

A1v1 e multiplicando ambos membros dessa equacgéo por Tor]» Segue:

LT(Z)l) = L)\101 <

o1 [[oa]

= T(H%H):’\l' 9

l[oa]l

Lembrando que ||v1]|€ R,
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Il = o)
o1 [o1|” [Jo1]|
1 1
- o (o)
_ lel®
B
~—~
ceR
P
EAL

Il
—_

Portanto, ﬁ ¢ um autovetor de T, com norma 1. E, como a dimensio de V é 1,

entdo, By = {HZ%H} € uma base ortonormal de V formada por autovetores de T.

Agora, usando o processo de induc¢do, suponha que todo espaco vetorial de dimen-
sdo k possua uma base ortonormal formada por autovetores de T. Assim, o passo de
inducdo é mostrar que todo espaco de dimensédo k + 1 possui uma base ortonormal

formada por autovetores de T.

Sejam V um espaco vetorial com produto interno e de dimensdao k+1e W C V
um subespaco de V, tal que W é o espaco gerado por um autovetor v; associado ao

autovalor A;. A existéncia de v; é garantida pela Proposi¢éo [4.3.1

W é T-invariante. Com efeito, se u € W, entdo u = av;. Entéo,

T(u) = T(avs)
= aT(v1)
= a(A01)
= (aA1)oy,

ou seja, T(u) € W.
A dimensédo de W € 1, por construcao.

Agora, considere W o complemento ortogonal de W. Pelas Proposicoes e
1.2.2) tem-se que W @ W+ = V e, portanto,

dimV =dimW +dimW* = k+1=1+dimW* = dimW+* = k.
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Como W ¢é T-invariante, entfio, pela Proposicdo |4.3.2, W' é T*-invariante. Mas T é

autoadjunto, entdo T = T* e, portanto, W é T-invariante.

Assim, por hipétese de indugdo, W+ tem uma base ortonormal Byy. = {va, ..., Uxs1 }

formada por autovetores de T.

Entdo, o conjunto B = By, U B € ortonormal e tem k + 1 elementos, sendo todos
autovetores de T. Logo, pela Proposicdo|1.1.3} 3 é uma base de V. |



CONTRAEXEMPLOS EM R*”

Neste capitulo, serdo apresentados trés contraexemplos em RR* (Exemplo
para alguns teoremas apresentados ao longo do texto e demonstrados para dimenséo
finita.

A ideia de se trabalhar com o IR* para apresentar tais contraexemplos € que esse
espaco vetorial tem uma relacdo com IR”, ao contrario de outros espacos de dimensado
infinita, como por exemplo o espaco dos polinémios. Com isso, espera-se que sejam

exemplos mais simples para entendimento do leitor.

Esse capitulo foi baseado em Andrade (2013), que apresenta, dentre outros, os se-

guintes enunciados que serao discutidos aqui:

1. (Teorema da Representacdo do Funcional Linear) Se f : V — K é um funcional

linear, entdo existe um tnico vetor u € V tal que f(v) = (v, u), para todo v € V.
2. Toda transformacéo linear T : V; — V, possui um adjunto T* : V, — V.

3. (Teorema Espectral) Todo operador linear auto-adjunto T : V — V possui uma

base ortonormal formada por autovetores de T.

5.1 TEOREMA 1: TEOREMA DA REPRESENTAGAO DO FUNCIONAL LINEAR

5.1.1 Em espagos vetoriais de dimensdo finita

Esse teorema foi apresentado na pagina[71] da Secéo|[3.4] sob o seguinte enunciado:
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Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre o corpo K. Se f : V. — K é um
funcional linear, entdo existe um tnico vetor u € V tal que f(v) = (v,u), para todo
veV.

Foi demonstrado para dimensao finita. Porém, a seguir, serd apresentado um con-
traexemplo em IR®, para esse teorema, caso ndo houvesse a restricdo da dimensao ser

finita.

5.1.2 Contraexemplo em R®

Considere o seguinte funcional linear:
f: R*® — R
(x1,x2, ..., %1,0,0, ... ) = X1+ X2+ - - + Xy

Primeiramente, serd demonstrado que f €, de fato, um funcional linear. Para tanto,
basta mostrar que, dados x,y € R* e A € R, vale que f(Ax +y) = Af(x)+ f(y).

Considere x = (x1,x2,...,%,,0,0,...) ey = (Y1,Y2,...,¥x,0,0,...), sendo que x; = 0,
para todoi > k,comk € {1,2,3,...},ey; =0, paratodoj > I, com! € {1,2,3,...}, e
n = max{k,1}.

Entao,

fAx+y) = f(Mxy,x2,...,%0,0,0,..) + (W1, Y2, ..., Yn, 0,0, ...))
= f(Ax1+y1, Ax2+Y2,..., AXy +14,0,0,...)
= (Axi+y)+Axa+y2)+ -+ (Axy +yy)
= AMxp+x2+-+x)+W1+Y2+- -+ Yn)
= Af(x1,x2,...,%4,0,0,...)+ f(y1,Y2,...,¥1,0,0,...)
= Af(0)+f(y).

Logo, f assim definida é um funcional linear.

Suponha que o Teorema |1}, fosse valido para esse espaco vetorial, com o produto
interno definido no Exemplo Entdo, existe um unico u = (uq,...,4;,0,0,...) €
R* tal que, para todo v € R*, vale

f@) = (o,u).
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Em particular, sejam ¢; elementos da base de R® apresentada no Exemplo [1.1.9]

paratodoi € {1,2,3,... }. Entdo, calculando os valores dos funcionais nos elementos

da base, por um lado:

f(e)=f©,0,...,0,_.1 ,0,0,...)=0+0+---+1=1.

Xi

Por outro lado,

fle))=(ej,u) =0+0+---+0+1-1u; +0+--- = u;.

Comparando ambas equacdes, conclui-se que, para todo i € {1,2,3, ... } vale:

u; =1

Isso € um absurdo, porque se u € R*, entéo, deveria existir n9 € IN, tal que u; = 0,

para todo j > ny. Mas isso ndo acontece.

Entdo, ndo existe u € R® tal que f(v) = (v, u).

5.1.3 Por que a dimensdo finita é importante nesse teorema?

Na demonstracdo apresentada na pagina define-se o vetor u da seguinte forma:

u=Y_ fo)v.
P}

Observe que aqui, cada coordenada tem uma dependéncia com o valor de n, que €é
a dimensao (finita) do espago vetorial. No caso de dimensao infinita, o razoavel seria
tomar o limite dessa soma para n tendendo ao infinito, que seria uma série. Porém,
nem toda série converge, isto é, nem sempre é possivel definir esse valor. Por isso,

quando a dimensao ¢€ infinita, nem sempre o teorema € valido.

No caso desse contraexemplo, quando se define

u=)_ fleei,
i=1

tem-se que f(e;) = 1, paratodo i € {1,2,3,... }, ou seja,
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Entretanto, u assim definido ndo pertence a IR®, quebrando um dos principais argu-

mentos utilizados na demonstracdo, o fato de que u € R*.

5.2 TEOREMA 2: TEOREMA DO OPERADOR ADJUNTO

5.2.1 Em espagos vetoriais de dimensdo finita

Um caso particular desse teorema, especifico para operadores lineares, foi apresen-

tado na pégina(75| da Secéo sob o seguinte enunciado:

Seja V um espago vetorial com produto interno e de dimensdo finita. Entdo, dado um

operador T : V. — V, ele possui um unico adjunto T*.

Aqui, serd discutido esse teorema e ndo o caso geral de transformacoes lineares,
porque o foco deste trabalho é mostrar contraexemplos no IR, entéo € suficiente falar
do caso de operadores lineares. Contudo, dado um contraexemplo para operadores

lineares, o mesmo serve como contraexemplo de transformacoes lineares.
Esse teorema foi demonstrado para dimensao finita.

A seguir, serd apresentado um contraexemplo em IR*, para esse teorema, caso néo

houvesse a restricdo da dimensao ser finita.

5.2.2 Contraexemplo em R®

Seja T : R® — R*um operador linear definido por

T(arer + - - +apey) = (a1 + -+ +ay)eq, (5.1

ou seja,

f: R* — R

(x1,x2,...,%1,0,0,...) — (x1+x2+---+x,,0,0,...).



5.2 TEOREMA 2: TEOREMA DO OPERADOR ADJUNTO

Esse operador é claramente linear. Dados A € R, v; = (x1,...,%0,0,...) e
v2 = (Y1,.--, Y%, 0,0,...), onde k € {1,2,3,...} é a maior posicdo de um termo néo

nulo das sequéncias vy, v, € R®, tem-se:

T(Avi+v2) = T(Ax1+y1, ..., Axk+yx,0,0,...)
= T((/\Xl +yr)er+- -+ (Ax + ]/k)ek)
= [(Ax1+y1)+- -+ (Axe +yi)len
= AMxp+--+xper+ (it typer
= AT(x1e1+-- - +xkex) + T(yre1 + - - - + yex)

= AT(v1) + T(vy).

Pela definicdo de T, tem-se:

T(Ei) =eq, (5-2)

paratodoi € {1,2,3... }.

Entdo, supondo T* : R*® — R* seu adjunto, vale que

(ei, T"(e1)) = (T(e), e1) = (e1,e1) = 1. (5.3)

Por outro lado, como T*(e7) € R*, entdo, existe um m € N tal que

T*(e1) = (a1, a2, ...,41,,0,0,0,...) = aje; + azes + - - - + ayey. (5.4)

Assim, tomando i = m + 1, tem-se que

(em+1, T (e1)) (em+1, 0161 + A2€2 + - - - + Ay )

= 0.

Contradicdo, pois, por (5.3), (e;, T*(e1)) = 1.

Logo, o operador linear T assim definido ndo possui adjunto.
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5.2.3 Por que a dimensdo finita é importante nesse teorema?

A demonstracdo desse teorema para espacos de dimenséo finita foi apresentada na
pagina[75|e usa o Teorema da Representagdo do Funcional Linear para definir o adjunto,

a partir do funcional linear dado por

f(@) = (T(v),u) .

Como visto na Secdo a demonstracdo apresentada desse teorema depende da

dimensao finita, para mostrar que existe um Unico w que satisfaz

f@) = (o,w).

Esse w seria definido, nesse contraexemplo, por

3

w =) flee
=1

E, novamente, tem-se w ¢ IR*.

5.3 TEOREMA 3: TEOREMA ESPECTRAL
5.3.1 Em espacos vetoriais de dimensdo finita

Esse teorema foi apresentado na pagina[86] da Secéo sob o seguinte enunciado:

Seja V um espago vetorial de dimensdo finita com produto interno. Entdo, V possui
uma base ortonormal formada por autovetores de T, para todo operador linear autoad-

juntoT:V = V.
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E foi demonstrado para dimensao finita.

Neste caso, serd apresentado um contraexemplo para a Proposicdo[4.3.1] pdgina[84]
que diz:

Sejam V um espago vetorial com produto interno e de dimensdo finitae T : V — V um

operador linear autoadjunto. Entdo, T possui um autovetor.

Essa Proposicao é essencial para a demonstragdo do teorema e, claramente, se hou-
ver um contraexemplo para tal proposi¢cdo, entdo havera um contraexemplo para o
Teorema Espectral, pois se um operador ndo possuir autovetores, ndo tem como o

espaco vetorial ter uma base ortonormal formada por autovetores.

5.3.2 Contraexemplo em R®

Lembrando dos Exemplos el4.2.2] o operador linear T : R*® — IR tal que

T(e1)
T(e;) = ei_1+ey41, sei>1.

(5]

¢é autoadjunto, mas ndo tem autovetores.

Para mostrar que T ndo tem autovetores, suponha por absurdo que
v = (x1,...,%,,0,0,0,...) € R®, com x,, # 0, seja um autovetor de T associado a

um autovalor A.

Nesse caso,
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n
T(Z)) =T inei
i1
n
= ) xT(e)
i1
n
= x1T(er) + )_xiT (e;)
i—
n
= xex+ Y xi(eio1 +ei1)
i—
= xjep+xo(ep +e3) +x3(ex +eq) + -+ xy_1(€n—2 +ey) + Xp(€n—1 +€n41)
= xpep + (X1 +x3)ea + (X2 + xg)ez + - -+ (Xp—2 + Xp)ey—1+ Xp_1€n + Xneyi1

= (xz, (x1+x3), (x2 +x4), v, (Xp—2 + X3), Xn—1, Xn ,0,0,... ) (5.5)
N, s N\ e o
tn—l tn tn+1

Por outro lado,

T(v) = Av
= )L(xllx2/x3l---/xnfllxnlolol"')
= (Ax1,Ax2, AX3, ..., Xy-1, X, ,_ 0 ,0,0,...) (5.6)

th1 tn tna1

Comparando os valores de f,,; em (5.5) e (5.6), tem-se que x,, = 0, o que é um
absurdo, pois foi definido que x, # 0.

Portanto, T ndo tem autovetores e, consequentemente, esse € um operador linear
autoadjunto em R*, mas IR* ndo tem uma base ortonormal formada por autovetores
de T.

5.3.3 Por que a dimensdo finita é importante nesse teorema?

O contraexemplo dado para este teorema foi baseado num contraexemplo a Proposi-
cdo Entéo, pensando na demonstra¢éo dessa proposicdo, apresentada na pagina
84, a necessidade da dimensao finita foi no uso das matrizes de transformacéo e do
espaco M, «1(C), que ndo fazem sentido no caso da dimenséo infinita. Sem esses obje-

tos, ndo € possivel determinar o polindmio caracteristico da matriz de transformacgéo, o
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que implica em ndo garantir a existéncia de um autovalor pelo Teorema Fundamental
da Algebra.






CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema da Representagdo do Funcional Linear e o Teorema Espectral sdo dois im-
portantes teoremas da Algebra Linear, porém, como foi demonstrado, nédo sédo validos

para qualquer espaco vetorial.

Foram apresentados contraexemplos “simples”, em IR*, para esses enunciados caso
ndo houvesse a hipdtese de ter dimensao finita. O intuito de se trabalhar com R* foi a
semelhanca que esse espago tem com o IR”, principalmente para se definir um produto
interno, sem que fosse necessario recorrer a integrais, por exemplo, no caso de alguns

espacos de fungdes apresentados por Coelho (2005), Kreyszig (1989) e Lima (2004).

Aliada a essa simplicidade dos exemplos, foi utilizada uma linguagem que se espera
ser acessivel a leitores que estdo tendo um primeiro contato com o assunto. Assim,

espera-se que esse texto seja util ao aprendizado de estudantes de nivel de graduacao.

Por fim, para uma eventual continuidade futura a esse trabalho, pode-se pensar
em investigar e buscar condi¢des em que um espago vetorial de dimensdo infinita
deve satisfazer para que se possa estender a validade dos teoremas. Verificando se a
condicdo da dimensao finita é necessdria e suficiente ou apenas suficiente e pensar em

possiveis espacos de dimensdo infinita nos quais os teoremas sejam validos.
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