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Resumo

O presente trabalho serve de material de apoio para professores do ensino bésico que lecionam
matematica, em particular geometria. Relembramos célculo de dreas de figuras planas poligonais
seguidas de provas matemadticas. Sobre dreas de figuras, mostramos resultados curiosos como o
Teorema de Pick, a existéncia de uma reta que divide duas figuras planas na mesma 4rea e a prova
que as trés medianas do triangulo o divide em seis tridangulos de mesma area.

Para contemplar as exigéncias dos PCNs, abordamos o estudo de Geometria Esférica como

alternativa a interdisciplinaridade ( geografia, matemadtica, astrofisica, etc).

PALAVRAS-CHAVE: Geometria, Areas, Geometria Esférica.



Abstract

The present paper serves as a support material for elementary school teachers who teach mathe-
matics, in particular geometry. We recall the calculation of areas of polygonal plane figures fol-
lowed by mathematical proofs. About areas of figures, we show curious results, as the Theorem Of
Pick, the existence of the line that divides two figures in the same area and the proof that the three
medians of triangles divides him in six triangles of the same area.

To contemplate the requirements of PCNs, we approach the study of Spherical Geometry as an

alternative to interdisciplinarity (geography, mathematics, astrophysics, etc).

KEYWORDS: Geometry, Areas, Spherial Geometry.
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Introducao

De acordo com dados do progama Todos Pela Educacdo, apenas 7,3% dos alunos saem da esola
com aprendizagem adequada em matemadtica, se parte dessa responsabilidade é ou ndo do aluno,
é algo que se deve analisar. Mas o modo como a matemadtica é ensinada, apresentando férmulas
e algoritmos sem contextualizacdo ou mesmo a falta de reflexdo sobre o motivo e importancia de
aprende-la, que por muitas vezes nao faz sentido para o aluno estudar, acreditamos que é um dos
responséaveis pelo desinteresse com a disciplina e consequente reprovacao.

O presente trabalho tem por objetivo servir de apoio aos professores de matematica da rede
bésica de ensino no que diz respeito ao ensino de célculo de dreas (geometria), para que com ele
o professor possa ndo s6 obter conhecimento, mas também tenha mais condicdes de enriquecer
sua aula.

No Capitulo 1, demonstramos as principais férmulas do célculo de dreas do retangulo, qua-
drado e tridngulo. E comum encontrar em livros do ensino fundamental a demonstracéo de tais
férmulas, porém nesse capitulo enriquecemos a discussao mostrando que é importante levar em
conta que tais formulas valem para todo numero real e qual € o real significado do conceito de
area. Para finalizar o capitulo, apresentamos uma proposta de atividade para ser aplicada no 6°
ano sobre o ensino de dreas com um viés no que é discutido. E importante que nessa série, na
qual os alunos tém o primeiro contato com nocoes mais formais de drea, o professor tenha mais
zelo por sua explicacdo, pois a partir dai teremos um aluno com mais abstracdo matematica ou
simplesmente um aluno que decorou férmulas, que pra ele ndo faz sentido, para fazer uma avali-
acao.

No Capitulo 2, apresentamos curiosidades e discussoes interessantes que surge no estudo de
areas, como por exemplo a existéncia de uma reta que divide duas figuras planas na mesma édrea,
o Teorema de Pick, que possibilita o célculo da drea de poligonos com vértices em uma malhas

de maneira simples, e o fato das trés medianas do triangulo dividir o triangulo em outros seis de

12



13

mesma drea. Esse capitulo tem por objetivo enriquecer o leitor sobre temas pouco discutidos e as
vezes nem visto na escola, mas que nos despertam curiosidade e admiracao sobre eles.

No Capitulo 3, apresentamos um tépico pouco discutido até mesmo pra quem faz uma gra-
duacdo em matematica, que é sobre Geometria Esférica. A abordagem desse tema tem o objetivo
de mostrar diferencas bem curiosas sobre o que estamos acostumados a ver em geometria plana
e 0 que acontece em geometria esférica. Além disso, tomando esse tema como base e levando
em conta que a terra € aproximadamente uma esfera, nesse capitulo sdao apresentados os princi-
pais elementos do globo terrestre e como eles podem nos auxiliar a calcular distancias entre dois
pontos no globo. Como nesse capitulo a maioria dos célculos sdo acessiveis ao aluno de ensino
médio, especialmente do 3° ano, fica uma grande oportunidade para que o professor possa aplicar
um trabalho interdisciplinar entre geografia e matemadtica, enriquecendo o ensino e mostrando

para o aluno que a matemadtica faz sentido.



Capitulo 1

AREAS DE FIGURAS PLANAS

Iniciamos esse capitulo mostrando que a drea de um retangulo qualquer, de lados com medi-
dasae b, é a-bparatodos a e b nimeros reais positivos. Verificamos facilmente que a férmula vale
para os nimeros naturais, ja para os nimeros racionais nao € tao 6bvia e é menos evidente ainda
para os nimeros irracionais, onde tudo fica um pouco mais complicado porém mais interessante.

Em seguida demonstramos a drea do paralelogramo e do triangulo a partir do que foi discutido
anteriormente, e formalizamos o conceito de drea para figuras planas quaisquer. Para concluir
o capitulo apresentamos uma proposta de atividade para o ensino de area de figuras planas no
ensino fundamental.

Nas demonstragdes que seguem usamos os axiomas de dreas de poligonos quaisquer a seguir:

i) Poligono congruentes(poligonos que possuem mesma forma e tamanho) possuem

amesma area
ii) Se P é um quadrado de lado unitdrio, entdo a dreade P é 1

iii) Se um poligono P é a reunido de n poligonos P;, ..., P,, de tal forma que dois poli-
gonos quaisquer partilham somente um lado ou um vértice, entdo a drea de P € a soma

das areasde P;,i=1,..., n.

14



CAPITULO 1. AREAS DE FIGURAS PLANAS 15

1.1 Areado retangulo

Para toda medicao, seja ela de qual natureza for, é preciso estabelecer uma unidade de medida,
uma grandeza de mesma espécie que serd usada para medir o tamanho das demais. Em 4reas, a
nossa unidade de medida usada é um quadrado de lado 1, o qual pelo Axioma (ii) terd drea 1 u.m.

(unidade de medida).

Figura 1.1: Quadrado de lado 1

Teorema 1.1. Seja a um numero real positivo qualquer, a drea do quadrado de lado com medida a

éa®.

Demonstragdo. Dividiremos a demonstracao nos trés casos a seguir:

i)aeN

Se o quadrado tem lado de medida a, a um ntamero natural, podemos subdividi-lo em a?

quadrados de lados com medidas 1 u.m.. Vemos que a area do quadrado é:

a’ . 1 =a°.
~—~ ~——~
Quantidade de quadradinhos darea de cada quadradinho

a

Figura 1.2: Quadrado de lado medindo a
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ii)aeQ

Seja a = m com m, n inteiros e n # 0 a medida do lado do quadrado. Comecamos dividindo
n

1
nossa unidade de medida em pequenos quadrados de lado com medida —, como na Figura 1.3.
n

Como nossa unidade de medida tem &rea 1, e nela cabem n? quadradinhos iguais de lado com

1 7 quadradinhos

7 quadradinhos

Figura 1.3: Quadrado de lado medindo a

medida —, assim se chamarmos A a area de cada um desses quadradinhos e sabendo que a
n

soma das areas dos n? quadradinhos vale 1, temos que n? - Ag = 1 o que implica em A = —-
n

m 1
Voltando ao nosso quadrado de lado com medida P m- pr temos que cada lado pode ser

o 1 . . .
dividido em m segmentos de tamanho —. Assim, o quadrado ficara coberto por m? quadradinhos
n

. 1 - . .
de lados com medidas —, o que significa que a sua 4rea sera:
n

iii) a € R\Q

Como a é um numero irracional, ele nao pode ser escrito na forma — com m, n inteiros e
n
n # 0. Isso significa que um segmento de comprimento a irracional ndo pode ser dividido em

uma quantidade finita de segmentos de mesmo tamanho com medida racional. Assim, nessa si-
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tuacdo deve ficar claro que o método de dividir a unidade de medida em uma quantidade finitas
de quadradinhos de mesma drea ndo é mais vélido, logo teremos que partir para outra estratégia,

uma demonstracao conhecida como método de exaustao.

Seja A a area do quadrado de lado com medida a, com a irracional e a® a medida do seu lado
ao quadrado. Vamos mostrar que nio é possivel termos a®> < A ou a®> > A, e entdo concluimos

2. De fato, seja b um niimero real positivo qualquer onde b < a?, daqui temos que

que A=a
Vb < a. Como entre dois ntimeros reais quaisquer ha sempre um racional (veja [3] Capitulo 2),
seja r racional tal que

Vb<r<a. (1)

Podemos construir dentro do quadrado de lado medindo a, um quadrado de lado medindo r.

a

Figura 1.4: Quadrado de lado r inscrito em quadrado de lado a

Da Figura 1.4 temos que 12 < A e de (1) temos que b < r?,logo b < A.
O que acabamos de ver é que todo ntimero real b menor que a?, também serd menor que A.
De maneira analoga, todo namero b maior que a?, também serd maior que A, isso so é possivel se

A= ad?.

Teorema 1.2. Seja um retangulo da lados medindo a eb, (a,b € R, ), entdo sua drea serd a- b.

Demonstragdo. Para calcular a drea do retangulo ndo precisamos fazer tudo de novo como foi feito

na do quadrado, pois j4 sabemos que a drea de um quadrado de lado a é a?. Procedemos do modo
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seguinte.

Ao desenhar um retangulo cujos lados medem a e b, e definindo R como sua area , podemos
prolongar seu lado de medida a por um tamanho b e seu lado de medida b por um tamanho a,

assim obtemos um quadrado de lado (a + b), como mostra a figura abaixo.

a a b
(a (b)

Figura 1.5: Retangulo de lados medindo a e b

Temos que a drea do quadrado grande seréa:

(a+b)? = a®>+2ab+b* = a>+b*+R+Rouseja2ab=2R o que implica R=abparatodoaebe

Ry.

1.2 Areado paralelogramo

Teorema 1.3. Seja ABCD um paralelogramo de base com medida b e altura com medida h (b, h € R,

), entdo sua drea serda b - h.

Demonstragdo. O paralelogramo é um quadrilatero onde os lados opostos sdo paralelos, esco-
lhendo um lado qualquer para se tomar como base, a altura é o segmento que liga a base ao lado
oposto. Observe duas situacdes onde no paralelogramo ABCD a base é o segmento de medida b e

o segmento de medida h € a altura.
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(@) (b)

Figura 1.6: Paralelogramos (a) e (b)

Na primeira situacao podemos inserir o paralelogramo em um retangulo cuja base mede b+ ¢

e altura mede h, como mostra a Figura 1.7 a seguir, assim,
Areténgulo = Aparalelogramo +2- Atriéngulo;

como a drea dos dois tridngulos equivale a drea de um retangulo de base ¢ e altura ki, temos entao

Aretﬁngulo = Apamlelogramo +2- Atriéngulo» (1.1)
(b+0)h = Aparalelogramo +th, (1.2)
Aparalelogramo = bh, (1.3)

paratodobe heR,.

Figura 1.7: Paralelogramo (a)



CAPITULO 1. AREAS DE FIGURAS PLANAS 20

Na segunda situacdao podemos dividir o paralelogramo em um retadngulo de dimensdes com

medidas £ e t e dois tridngulos, como mostra a figura abaixo, e obtemos

/]
b-t
Figura 1.8: Paralelogramo (b)

Aretangulo = Aparalelogramo — 2" Atriangulo COMO a drea dos dois tridngulos equivale a drea de um

retangulo de base (b-t) e altura h, temos entao

Aretﬁngulo = Apamlelogramo -2 Atriéngulo» (1.4)

th = Aparalelogramo_(b_t) h, (1.5)

Aparalelogramo = bh, (1.6)

sendoque be heR,. O

1.3 Areado tridngulo

bh
Teorema 1.4. Seja ABC um tridngulo de base b e altura h (b, h € R,), entdo sua drea serd -

Demonstrag¢do. Dado um triangulo ABC de base AB, tracamos pelos vértices C e B respectiva-
mente segmentos paralelos aos lados AB e AC que se intersectam no ponto D, conforme figura a
seguir.

Observe que a base e a altura do tridangulo ABC também sdo base e altura, respectivamente,
do paralelogramo ABCD. Sendo AB e CE as medidas dos comprimentos dos segmentos AB e CE,
respectivamente, temos que AB = b e CE = h. Usando o fato de que os triangulos ABC e BCD sao
congruentes e que a area do paralelogramo é bh, entdo concluimos que a drea do triangulo ABC é

bh
?paratodobehelﬂg. O
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A = B
b

Figura 1.9: Tridngulo

1.4 Area de Figuras Planas Quaisquer

Vamos agora discutir uma definicdo mais geral para o conceito de area de figuras planas quais-
quer. A drea de uma figura F qualquer serd um niimero real nao-negativo, que representaremos
por A(F). Para determinar esse valor é preciso conhecer o conceito de poligonos retangulares, que
sdo poligonos formados pela reunido de vérios retangulos justapostos com no méximo um lado

em comum. Veja a imagem.

Figura 1.10: Poligno retangular

Assim para determinar A(F) fazemos as aproximacdes por excesso ou por falta da drea de um
poligono retangular que contém ou que estd contido em E
Por questdes de simplicidade vamos abordar apenas o caso em que os poligonos retangulares

estdo contidos em F (veja a Figura 1.11), assim temos a seguinte definicao.

Definicao 1.1. A drea de uma figura plana qualquer é um niimero real A(F) cujas as aproximagoes

por falta sdo as dreas dos poligonos retangulares contidos em E

Note que quanto mais poligonos retangulares tiverem contidos em E mais proximas as dreas
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Figura 1.11: Poligono retangular inscrito em F

se tornam, isso nos garante que para todo poligono retangular P contido em E sendo A(P) a drea

do poligono retangular P, temos que:

A(P) = A(F).

Além disso, para todo niimero real x, existe um poligono retangular P tal que x < A(P) < A(F),
ou seja, podemos deixar a drea do poligono retangular tdo préxima da drea de F quanto se queira,
bastando para isso escolher o poligono retangular adequado ( veja [3], Capitulo 6, para abranger

essa discussio).

1.5 Abordagem para o Ensino Fundamental I

O primeiro contato com o conceito de dreas e suas férmulas no ensino fundamental se da no
quinto ou sexto ano, onde normalmente os alunos aprendem a calcular dreas através das formu-
las, mas com pouca abordagem algébrica. Uma sugestdo de atividade que trate sobre esse tema
com influéncias no que j4 foi demonstrado é a seguinte.

PROPOSTA DE ATIVIDADE: Ensino de dreas com jornais

Ptblico alvo: 62 ano

Material necessario: Fita métrica ou trena, durex, jornais e tesoura.
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Objetivos: Desenvolver as noc¢des de dreas do quadrado, retangulo, tridngulo e paralelogramo.

Objetivos especificos

e Estimular estratégias para o célculo de areas.
e Calcular a area através das férmulas.
¢ Conhecer outras unidades de medida de areas.

Desenvolvimento:

Com jornais e durex peca aos alunos para construirem um quadrado de lado 1 metro (isso
pode ser feito dividindo eles em grupos de quatro alunos, podendo promover um bom momento
de interacdo e discussdo de ideias). Em seguida explique que aquela regido é o que se chama de

metro quadrado e promova discussoes do tipo:

Figura 1.12: Quadrado de 1m de lado

* Quando se diz que uma regido tem 1 metro quadrado, significa que ela tem esse tamanho,

mas nao necessariamente esse formato. O professor precisa ter isso em mente.
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* Quantos metros quadrado terd nossa sala? A principio pode ser que eles desejem colocar to-
dos os quadrados na sala de maneira justaposta e ver quantos cabem, ou alguém, até mesmo
o professor, pode alertar sobre a ideia de colocar tantos quadrados no comprimento e ou-
tros tantos na largura e em seguida multiplicar as quantidades, isso se tratando de uma sala

retangular. O ideal é que se faca essa atividade em uma regido retangular.

* Quantas pessoas cabem em um metro quadrado? Aqui pode ser que queiram colocar o mé-
ximo de pessoas, mas também é importante alertar sobre a pergunta de quantas pessoas
caberiam de maneira confortdvel em um metro quadrado. Em seguida pode-se fazer outras
perguntas similares, do tipo: se em um espaco reservado a um show tem 100m? quantas
pessoas caberiam? E se souber o valor do ingresso, quanto seria arrecadado? E se souber
quantos policiais necessitam pra determinado numero de pessoas, quantos precisaria? A

depender da criatividade o professor pode abordar muitas outras situacoes.

* E possivel ainda, com essa situacdo ainda comentar sobre o tamanho de um hectare e as-
sim mostrar situacoes que apresentam diferentes tamanhos em hectares para que se possa
criar a nocao do tamanho de tal medida. Usar parques e espagos da propria localidade que

possuem as medidas em hectares, enriquecem essa discussao.

e Também pode-se discutir qual a maneira mais prética de calcular a 4rea de um quadrado
com tamanho qualquer sem precisar sair contando quantos quadrados de 1m? se formam.
Para isso peca para os alunos formarem quadrados de diferentes tamanhos. Com os qua-
drados ja formados e anotando a medida do lado do quadrado e sua respectiva drea, é de
se esperar que eles cheguem a conclusao de que para determinar a drea do quadrado basta
multiplicar a medida dos dois lados, e tendo essa conclusdo o professor pode intervir mos-

trando que multiplicar essas medidas € o mesmo que elevar a medida do lado ao quadrado.

A partir do quadrado € possivel conjecturar através de dobraduras e justa posicdo a darea do

retangulo, triangulo, paralelogramo e trapézio. Veja possiveis discussoes.
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Figura 1.13: Quadrado de 2m de lado

i) RETANGULO: Colocando dois quadrados lado a lado, temos um retangulo de 2m de com-
primento e 1m de largura. Como os alunos ja aprenderam que o quadrado possui 1m? de 4rea, é
de se esperar que eles digam que o retangulo formado possui 2m?. A partir dai o professor pode
formar retangulos cada vez maiores e discutir a 4rea de cada um deles, mediando os alunos para

que eles cheguem a conclusdo de que a drea do retangulo é a multiplicacdo da medida da base

pela medida da altura.

Figura 1.14: Retangulo formado pela justaposicdo de dois quadrado de 1m?
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ii) TRIANGULO:O professor poder pedir para os alunos formarem um tridingulo com o qua-
drado de 1m?. Ao questiona-los sobre qual a 4rea do tridngulo, é de se esperar que eles respondam
que a area é meio metro quadrado. A partir dai questione os alunos sobre a medida da base e da
altura do triangulo e qual a relacdo entre essas medidas e a drea. Talvez a constatacdo de que a
drea é a medida da base multiplicada pela medida da altura e dividida por dois ndo seja tdo rdpida
como foi a do retangulo o que possivelmente obrigue que o professor fale a formula para que eles
percebam a relacdo. Independente do resultado, é importante que a discussao seja feita com mais
de um tipo de triangulo e tomando como base qualquer lado dele, o que enriquece a discussao, ja

que obriga o aluno a pensar em como medir a altura relativa a base.

Figura 1.16: Justaposicao de dois triangulos de 0,5m?

iii) PARALELOGRAMO: Com um paralelogramo formado com a jung¢do de dois triangulos de

0,5m? e um retangulo de 2m? conformea figura 1.17, questione os alunos primeiramente sobre as
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medidas dos lados e da altura do paralelogramo, e em seguida sobre o valor da 4rea de tal para-
lelogramo € de se esperar que eles cheguem na resposta da drea apenas somando a drea de cada
figura que formou o paralelogramo. Conhecendo a area, veja se eles conseguem observar a relagdo
entre as medidas encontradas e a drea. Para facilitar, escolha um lado como base e peca a eles para
descobrir a medida da altura relativa a base. E importante fazer dois exemplos escolhendo como
base os dois lados de medidas distintas do paralelogramo. Fazendo isso com dois paralelogramos
distintos € de se esperar que os alunos cheguem a conclusao de que a area € a base multiplicada

pela altura.

Figura 1.17: Paralelogramo formado pe justaposicdo de dois triangulos de 0,5m? e um quadrad de 1m?

Como foi dito, a depender da criatividade é possivel fazer muitas perguntas enriquecedoras
com uma atividade como essa, além de promover um ambiente de aprendizado diferente e moti-

vador para o aluno.

Lista de Exercicios

1. Vamos calcular a drea de uma praga retangular, em que o comprimento é igual a 50 m e sua

largura mede 35,6 m.
2. Determine a drea do triangulo a seguir:

3. Calcule a drea de um retangulo, em que a base mede 34 cm e sua altura mede a metade da

base.

4. Enecessério um certo niimero de pisos de 25 cm x 25 cm para cobrir o chdo de uma cozinha

retangular com 5 m de comprimento por 4 m de largura. Cada caixa tem 20 pisos. Supondo
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15 cm

24 cm

Figura 1.18: Triangulo
que nenhum piso se quebrard durante o servi¢co, quantas caixas sao necessarias para cobrir
o chao da cozinha?

5. Na minha sala de aula, que é retangular, o chdo é coberto com pisos sintéticos que medem
30 cm x 30 cm. Contei 21 lajotas ao longo de uma parede e 24 na direcao perpendicular. Qual

a area dessa sala?

6. A drea da sala representada na figura é:

3m

6m

Figura 1.19: Sala

7. Um quadrado tem a mesma drea de um retangulo de 16 cm de base e 9 cm de altura. Calcule

amedida do lado desse quadrado.

AVALIACAO:

A avaliacdo se dard de maneira continua, cumulativa, observando o avanco dos alunos tanto

na atividade experimental como na lista de exercicios.



Capitulo 2

TOPICOS INTERESSANTES

Nesse capitulo abordamos trés resultados curiosos sobre drea de figuras planas. O primeiro
é uma técnica alternativa para o célculo de dreas de poligonos que podem ser inscritos em uma
malha ou rede no plano: o Teorema de Pick. Para saber a area procurada, basta contar o nimero
de pontos da malha que estd no interior e no bordo do poligono, o que pode ser uma atividade
divertida para criancas de quase todas as idades. Para conhecer mais leia [6], [7] e [13].

O préximo resultado retirado de [5] garante que dadas duas regides quaisquer do plano com
areas fixadas, existe uma reta que divide cada uma dessas regides em duas outras regidoes com
mesma area.

Para concluir o capitulo, mostramos que dado um tridngulo qualquer, suas trés medianas o

dividem em seis triangulos de mesma darea, este tltimo tépico foi retirado de [4].

2.1 Teorema de Pick

Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos regularmente ao longo de retas
horizontais e verticais de modo que a distancia de cada um deles aos pontos mais proximos na

horizontal ou vertical é 1 unidade.

29
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Figura 2.1: Rede no plano

Teorema 2.1 (Férmula de Pick). A drea de um poligono cujo os vértices sdo pontos de uma rede é
dado por:

B

—+1-1

2

onde B é o ntimero de pontos da rede situados sobre o bordo do poligono e I é o niimero de pontos no

interior do poligono.

Figura 2.2: Na esquerda temos dois poligonos simples e na direita dois poligonos nao simples

A férmula s6 tem efeito em poligonos simples, (isto é, cujo o bordo é uma linha poligonal fe-
chada que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo vértice). Para

entender a demonstracao da férmula precisamos de algumas definicdes e outros teoremas.
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Definicao 2.1. Um triangulo chama-se fundamental quando tem os trés vértices e mais nenhum

outro ponto da rede no seu bordo ou no seu interior.

Figura 2.3: Os dois triangulos da esquerda sao tridngulos fundamentais, enquanto que os dois da direita ndo sao.

1
Teorema 2.2. A drea de um triangulo fundamental é igual a >

Demonstragdo. Seja CDE um tridngulo fundamental e seja OCHD um retangulo que contém CDE.

Podemos supor que CD é uma diagonal do retangulo, como mostra a figura a seguir.

] "
E

11

o F o

Figura 2.4: Triangulo fundamental CDE

Imaginando a figura em um plano cartesiano, temos os segmentos EF e EG perpendiculares a
OC e OD, respectivamente; o ponto O como a origem; OC e OD os eixos cartesianos; F = (p, 0) e
C = (q, 0) os pontos contidos no eixo das abscissas e G = (0, 1) e D = (0, s) os pontos contidos no
eixo das ordenadas. Se Ip indica o nimero de pontos interiores de um poligono P, entdo I(ocup) =

(g-1)(s-1). Como CD nao contém outros pontos além de C e D, entao
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1 1
* Iiocp) = 3 Iiocup) = E(q_ D(s—-1)

1
* Iicer) = E(Q—P—l)(r—l)

1
* Iipgg) = E(P—l)(S—r—l)

Como por hip6tese CDE é um triangulo fundamental, entdo I\ocp) — I«cer) — I(pEG) = PT, qQue sdo
os pontos interiores que estdao no retangulo OFEG excluindo os segmentos OF e OG.

Assim, dessa equacdo temos:

1 1 1
E(q—l)(s—l)—E(q—p—1)(r—1)—§(p—1)(s—r—l)—pr.

Simplificando a expressao temos gs— ps—qr = 1.

Sendo Ap a drea do poligono P, observe que:

Acpe = Aocp— Acer — ApeG — AOFEGOU S€ja, (2.1)
Acpe = %qs—%(q—p)r—%(s—r)p—pr (2.2)
Acpe = %(qs—ps—qr) (2.3)
Acpe = % (2.4)

Caso o triangulo fundamental possua um dos lados na vertical ou horizontal, podemos inseri-

lo em um retangulo como mostra a figura a seguir, onde o tridngulo ACE € o tridngulo fundamental:

A E B

Figura 2.5: Triangulo fundamental ACE



CAPITULO 2. TOPICOS INTERESSANTES 33

Construindo eixos coordenados onde A € a origem, temos:
A=(0,0),B=(p,0),C=(p,q), D=1(0,9) e E = (1,0) obrigatoriamente pois o tridngulo é funda-

mental. Assim temos que:
* Inpcp=(p-D(@g-1,
1
* Iagc= E(IO— (g-1)
1
* Igcp= E(P— 1-1(g-1.

Observe que I4pc—IpcE =0, pois o triangulo ABC é fundamental. Dessa igualdade obtemos:

%(p_l)(q_l)—%(p—l—l)(q—l) = 0, ou ainda, (2.5)
%(q—l)[(p—l)—(p—Z)] = 0,quenos leva (2.6)

%(q —1) = 0,efinalmente 2.7)

g = L (2.8)

1 1 1 1
Assim A -A =—pg——(p—-1)g=—-qg=—.
ace = Apce = 5pq 2(19 )q 59775

OJ

Teorema 2.3. Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reunido de n — 2 triangulos jus-

tapostos, cujos vértices sdo vértices do poligono dado.

Demonstragdo. A titulo de entendimento observe a imagem a seguir.

Figura 2.6: Poligono decomposto em tridngulos

Suponha, por absurdo, que existam poligonos para os quais o teorema ndo € verdadeiro. Seja

n o menor numero natural, de tal forma que exista um poligono P com n lados que ndo pode ser
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decomposto conforme estipula o teorema acima. Colocamos na rede um sistema de coordenadas
cartesianas de tal modo que nenhum lado do poligono seja paralelo ao eixo das ordenadas. Seja
A o ponto de maior abcissa no bordo do poligono, como nenhum lado de P é paralelo ao eixo
das ordenadas, o ponto A deve ser um vértice. Sejam B e C os vértices adjacentes a A. Ha duas

possibilidades:

Primeira possibilidade Segunda possibilidade

Figura 2.7: Poligonos

Primeira: O triangulo ABC ndo contém outros vértices de P além de A, B e C. Nesse caso o po-
ligono P’, obtido de P quando se substituem os lados de AB e AC por BC, tem n-1 lados. Como
n é o menor numero de lados para o qual o teorema € falso, entdo P’ pode ser decomposto em
triangulos como se enuncia o teorema, para ser mais exato em n-3 tridngulos. Assim o poligono P
estd sendo decompostos em n-3 tridngulos de P’ mais o tridangulo ABC, ou seja, o poligono P esté
sendo decomposto em n-2 tridngulos, o que é uma contradi¢ao. Logo, nesse caso nao é possivel

existir um poligono no qual o teorema nao € vélido.

Segunda: O tridangulo ABC contém além de A, B e C, algum outro vértice do poligono P. Dentre
esses vértices seja D o mais distante do lado BC. Entao o segmento de reta AD decompoe P em dois
poligonos P’ e P”, o primeiro com n' lados e o segundo com n” lados, observe que n’' + n” = n+2
( pois o lado AD que ndo faz parte de P é contado duas vezes). Como n’' =3 e n” = 3, vemos que
n' e n” sdo ambos menores que 7, 0 que nos garante que o teorema vale para P’ e P”, que podem
ser decompostos respectivamente em n'-2 e n”-2 tridngulos, na forma enunciada. Assim temos
que P esta sendo decomposto em (n'-2) + (n”-2) = n+ 2 tridngulos, o que é uma contradicao, logo

nesse caso ndo é possivel existir um poligono no qual o teorema ndo é valido.
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Segunda possibilidade

Figura 2.8: Segunda possibilidade

Proposicao 2.1. A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é igual a (n-2)m.
O corolério é facilmente demonstrado usando o teorema anterior.

Teorema 2.4. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode ser decomposto numa reu-

nido de triangulos fundamentais.

Demonstragdo. A titulo de entendimento observe a imagem a seguir.

Figura 2.9: Poligono decomposto em tridangulos fundamentais

Usando o Teorema 2.3, basta considerar o caso em que o poligono dado é um triangulo ABC,
que contém n pontos da rede (no interior ou no bordo). Se existir realmente algum ponto P da
rede no interior do tridngulo, tracamos segmentos de reta ligando esse ponto aos vértices A, B e
C e, desse modo, decompomos ABC em trés tridngulos, cada um contendo um ntmero de pontos
da rede menor do que n. Se houver pontos da rede sobre os lados de ABC, escolhemos um deles,

digamos sobre AB, e o ligamos ao vértice C. Assim, decompomos ABC em 2 triangulos, cada um
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contendo um nimero de pontos da rede menor do que n. Se para cada triangulo que se formar
que nao for fundamental, fizermos um dos processos citados, com um ntmero finito de etapas,
chegaremos a uma decomposicdo de ABC em tridngulos fundamentais.

O

Agora temos resultados suficientes para demonstrar o Teorema de Pick, cujo enunciado segue

abaixo:

“Seja P um poligono cujos vértices pertencem a uma rede e indiquemos com B e [, respectiva-
mente, o nimero de pontos da rede situados sobre o bordo do poligono e no interior de P, entdao
temos a drea de P é dada por:

B
—+I-1."
2

Demonstragdo do Teorema de Pick. Para essa demonstracdao devemos relembrar que a drea de um
triangulo fundamental é % e que se soubermos em quantos tridngulos fundamentais o poligono
P fica dividido, automaticamente conseguimos determinar a drea de P. Assim o inicio de nossa
demonstrac¢do se preocupard na busca de uma férmula que conte a quantidade de triangulos fun-

damentais, para isso procedemos da seguinte forma.

Com base no Teorema 2.4, seja T o namero de tridangulos fundamentais nos quais o poligono
P pode ser dividido. A soma de todos os angulos desses tridangulos é dada por T, essa soma pode

ser calculada de outra forma, veja.

Para calcular a soma de todos os angulos dos tridngulos fundamentais, calculamos a soma Sy,
dos angulos que estdo sobre o bordo de P e a soma S; dos angulos que estdo no interior de P. Sejam
B’ o namero de vértices de P e B” o nimero de pontos que estdo no bordo de P mas que nao sdao
vértices, temos que B = B’ + B”. O valor de S;, é dado pela soma dos angulos que estdo sobre o
vértice de B, que é dada por (B'-2)7 de acordo com a proposic¢ao 2.1, com os angulos cujos vértices
fazem parte dos B” pontos, que é dado por B”x (a titulo de entendimento observe a Figura 2.10),
assim Sy, é dada por

S,=MB'-2)n+B"n=(B-2)n.
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Na figura temos um poligono no qual B'=9 e B” = 1 (Vértice

com angulo destacado)

Figura 2.10: Angulos no poligono

Asoma S; é dada por 2Ix, ja que em cada ponto da rede no interior de P os angulos a sua volta
somam quatro retos. Portanto a soma dos angulos de todos tridngulos fundamentais é dada por
Sp+S;i=(B-2)m+2Im.

Assim, logicamente temos que T = (B-2)m + 21w, ou seja, T = (B-2) +2I. Como a dreade P é

1 B
dada por T - 2 teremos que a drea de P serd 5 + I-1. O

EXERCICIO

(ANPAD) A Figura 2.11 mostra uma placa de madeira na qual foram afixadas 25 pregos, dis-
postos em 5 linhas, com 5 pregos cada. As distancias de um prego qualquer até outros pregos
adjacentes, que estejam na mesma linha ou na mesma coluna, sdo iguais. A figura da esquerda,
mostra um quadrilatero que foi formado ao se fixar um eldstico em pregos dessa placa. A parte
do eléstico que constituia um dos lados do quadrilédtero foi puxada e presa em um prego vizinho,

tendo sido formado um pentdgono, mostrado a direita.

Figura 2.11: Quadrilatero

A area do quadrilatero corresponde a que fracdao da drea do pentagono?
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5 6 7 11 14

= b) = 2 = -
2 6 ) 7 2 8 ) 12 ¢ 15
Resolugdo:

B
Usando o Teorema de Pick temos que a drea do quadrilatero é 5 +1-1=6/2+5-1=7. J4
B
a area do pentdgono é 5 + -1 =7/2+5-1 =15/2. Assim a area do quadrilatero corresponde a

7: 5 = 14/15 da area do pentdgono. Alternativa e).

2.2 Reta que divide duas figuras planas na mesma area

Oresultado a seguir trata de uma situacao bem interessante na geometria plana, que é o fato de
sempre existir uma reta que divide duas figuras planas limitadas ao meio simultaneamente. Isto é
uma aplicagdo imediata do Teorema de Bolzano ou Teorema do Valor Intermediéario, enunciada a

seguir, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [3], Capitulo 7.

Teorema 2.5 (Teorema de Bolzano). Seja f : [a, bl — R uma fungdo continua tal que f(a) # f(b).

Seja k e R tal que f(a) < k < f(b), entdo existe pelo menosumceR,a< c< b, tal que f(c) = k

Teorema 2.6. Sejam A e B duas regioes limitadas quaisquer do plano, existe uma reta do plano que

divide A e B ao meio simultaneamente:

A B

Figura 2.12: RegidesAe B

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que existe uma reta que divide A ao meio, isto é em duas
regioes de mesma drea. Para isso construimos um segmento orientado PR, fora de A, no qual serd
possivel medir angulos, Figura 2.13. Para todo segmento PS que tomarmos formando um angulo

—_— —

qualquer x com PR, sempre existird uma reta orientada, na mesma direcdo e paralela a PS que
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dividira a regido A ao meio. Antes de demonstrar essa afirmacao, observe alguns exemplos na
Figura 2.13 que ajudam ao entendimento.

A A

R P R

Figura 2.13: Direc¢ao da reta de acordo com o angulo x

A ideia da demonstracdo é que para qualquer angulo x que se forme, sempre existird uma
reta orientada na mesma direcdo de PS que dividira a regidao A ao meio. Para demonstrar esse
fato, consideremos que para qualquer angulo x que PS faca com PR é facil observar que existem
infinitas retas que passam por A e sdo paralelas a PS. Tome uma delas, a qual chamaremos de reta

t. A titulo de entendimento observe a figura abaixo para dois possiveis angulos.

Figura 2.14: Retas paralelas a t
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Chamamos agora de A;(x) a porcao de A que estd a esquerda de t, e de Ay (x) a por¢do de A que

estd a direita de t. Observe a Figura 2.15, para dois possiveis angulos.

i XS: S )

R P R

Figura 2.15: Porcao de A a esquerda e a direita dareta t

Como existem infinitas retas paralelas a t, pra qualquer uma delas podemos definir A; (x) a por-
¢do de A que estd a esquerda dareta desejada, e de A,(x) a porcdo de A que estd a direita da reta de-
sejada. Assim para o angulo x formado podemos definir a funcao fa(x) = drea(A; (x))—darea(Az(x)),
é facil de perceber que hora drea(A; (x))—darea(Az(x)) > 0 e hora drea(A; (x))—drea(Az(x)) < 0. Como
essa funcao é continua, temos que pelo Teorema de Bolzano em algum momento ocorrerd f4(x) =
0 ou seja area(A;(x)) = drea(A,(x)). Assim acabamos de provar que para cada angulo x = 0° a

x = 360° que PS fizer com PR, existird uma reta que dividird a regido A ao meio e esta reta esta

unicamente definida.

Como ja provamos a existéncia da reta que divide A ao meio, vamos mostrar agora a existéncia
da reta que divide A e B ao meio simultaneamente. O procedimento é parecido com o anterior,
como ja sabemos que pra cada angulo x = 0° a x = 360° que 0S faz com PT%, existe uma tnica
reta que divide A ao meio, chamarmos essa reta de [,. O que faremos agora é usar cada reta dessa
e definir a funcdo fp(x) = drea(B;(x))—4area(B2(x)), onde B;(x) é a regido de B a esquerda de [, e

B, (x) é aregido de B a direita de /. A titulo de entendimento observe a imagem.
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A
S
P £ X
R

Figura 2.16: Reta [, a depender de x

Se supormos que para areta [y, que tem mesma direcao de P—é, tivermos area(B; (x)) > area(B,(x)),
entdo para a reta /g9, com direcdo oposta a R_PE, teremos area((B; (x)) < drea(B,(x)). Observe que
areta l1gp € a mesma de [y, porém com direcdes opostas ( 0 mesmo acontece com I3y e 19 por
exemplo), assim a medida que vai se alterando o valor de x, existird algum angulo a entre 0° e 180°
no qual para a reta [, se terd area((B;(x)) = drea(B2(x)) , pelo Teorema de Bolzano ou seja a reta [,

também dividira a regido B ao meio.

A B

Figura 2.17: Reta [y
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A B
BW
B2
180°
e £ ,
S P R

Figura 2.18: Reta l180

2.3 Medianas dividem o triangulo em 6 tridngulos de mesma area

Definicao 2.2. A mediana é um segmento de reta que parte do vértice do triangulo e vai até o lado

oposto dividindo o lado ao meio.

Como sabemos, todo triangulo possui trés medianas que se encontram em um tnico ponto

chamado de baricentro.

A

B M C

Figura 2.19: Na imagem temos as medianas AM, BN e CP e o baricentro G
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Teorema 2.7. As trés medianas dividem o tridngulo em seis triangulos de mesma drea.

A

B M C
Figura 2.20: Na imagem temos as medianas AM, BN e CP e o baricentro G

Demonstragdo. Observe que:

e Os triangulos AGP e BGP possuem a mesma érea, pois as bases AP e PB possuem mesma

medida e mesma altura com relacdo a essas bases, chame essa area de x.
e Os triangulos BGM e CGM também possuem mesma drea, chamamos essa darea de y.
¢ Os tridangulos NGC e NGA também possuem mesma drea, a qual chamamos de z.
* Os triangulos ABM e AMC possuem mesma drea e portanto:
2x+y=y+2z=>x=2z.
* Os triangulos BNC e BNA possuem mesma area e portanto:
2y+z=2x+z=>y=x.

Como x = z e y = x temos que y = z, assim temos x = y = z que significa que os 6 tridngulos

possuem a mesma area.

EXEMPLOS:
1) O logotipo de uma transportadora tem a forma de um triangulo dividido em quatro regioes

por trés segmentos de reta. Cada um deles une o ponto médio de um dos lados a um dos trés
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Figura 2.21: Logotipo

pontos que dividem um segundo lado em quatro partes iguais, conforme a figura:

Se a 4rea total do logotipo é 8m?, a drea da parte pintada de cinza é

a) 5m?.
b) 5,25m?.
c) 5,75m?.
d) 6m?>.
e) 6,25m?>.

2) Uma lajota tem a forma de um mosaico triangular ABC dividido em seis regides pelas trés

medianas do tridngulo. Considere o tridngulo ABC em um sistema de coordenadas com eixos co-

A

B C

Figura 2.22: Lajota

tados em centimetros, onde as coordenadas dos vértices sejam A(20, 30), B(0, 0) e C(40,0). Sendo
G o baricentro do tridngulo ABC, as 4reas dos tridngulos preto (1), cinza (2) e grafite (3) sdo, res-

pectivamente, iguais a

a) 100cm2, 100¢cm? e 100cm?.
b) 100cm?, 80cm? e 70cm?.
c) 90cm?, 100cm? e 80cm?.

d) 90cm?, 80cm? e 80cm?.
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e) 80cm?, 80cm? e 80cm?.

Resolucoes

1y

D

Figura 2.23: Logotipo

Tracando a mediana AD, dividimos o tridngulo ABC em dois tridngulos de mesma 4rea de me-
dida 4m?. O triangulo ABD est4 dividido em quatro tridngulos de mesma 4rea, pois possuem base
de mesma medida e mesma altura. Logo cada tridngulo cinza do tridngulo ABD possui 4rea igual

a 1m?, o que nos garante que a area pintada de cinza vale 6m?. Alternativa correta letra D.

2)

Figura 2.24: Lajota

Como o ponto G € o baricentro do tridangulo, temos que os segmentos BN, CO e AM represen-
tam as medianas do tridngulo ABC. O que temos que descobrir é a drea do triangulo ABC e dividi-la

por seis para determinar a drea dos tridangulos 1, 2 e 3 que sdo iguais pelo teorema 3.7. Para isso

X+ X, Y+ Y
observe que as x; = (B—C) =20=x4eyp= M = 0, isso nos garante que AM representa

2
) BC.A 40-30
a altura relativa a base BC. Assim Areaa agc = ( ) M = 2

triangulos 1, 2 e 3 sdo iguais a 100cm?. Alternativa correta letra A.

= 600cm?. Logo as 4reas dos



Capitulo 3

GEOMETRIA ESFERICA

Vimos até agora o célculo de dreas de figuras poligonais planas. E se quiséssemos calcular a
drea de uma figura ndo-plana? Por exemplo, uma figura contida na casca da esfera. A geometria
euclidiana plana nao é suficiente, uma vez que sua axiomadtica estd sobre o plano. Recorremos a

ja bem fundamentada Geometria Esférica.

Os fundamentos deste capitulo foram retirados de [8], [9], [10], [11], [12] e possuem o intuito de
promover o conhecimento acerca de alguns topicos introdutérios de Geometria Esférica e como
tais conhecimentos podem nos auxiliar no cdlculo de distancias entre dois pontos no globo terres-
tre. Essa discussdo promove um bom momento para estabelecer uma conexdo entre Matemadtica

e Geografia, criando assim uma interdisciplinaridade entre as duas areas.

Vale ressaltar que existem vdrias aplicagdes que demonstram a importancia do estudo da geo-
metria esférica: é amplamente usado na astronomia e equipamentos de localizacdo para aviacdo

€ navegacao.

3.1 Principais Elementos da Geometria Esférica

Definicao 3.1. Considere no espago um ponto O e uma medida R, com R > 0. Chama-se esfera de
centro O e raio R o conjunto de todos os pontos do espaco cujas distdncias ao ponto O sdo menores

ou iguais a R.

46
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Figura 3.1: Esfera de centro O e raio R.

Definicao 3.2. Superficie esférica de centro O e raio de medida R é o conjunto de todos os pontos do

espaco cuja a distdncia a O mede R, denotamos 0S
Definicao 3.3. O segmento que une dois pontos distintos da superficie esférica é chamado de corda.
Definicao 3.4. Chamamos de didmetro uma corda que contém o centro da esfera.

Definicao 3.5. Seja S uma esfera qualquer e a« um plano que a corta. Se a passa pelo centro de S,
entdo 0S N a é uma circunferéncia chamada circunferéncia maxima. Note que se a esfera possui raio

R, entdo a circunferéncia mdxima também possui raio R.

centro da esfera

Figura 3.2: Esfera cortada por plano.

Definicao 3.6. Geodésica é a curva, contida na superficie esférica, que minimiza a distdncia entre

dois pontos distintos, ou seja, é o menor arco de circunferéncia mdxima que passa por dois pontos

da esfera.

Teorema 3.1. O menor caminho entre dois pontos numa superficie esférica S é um arco de uma

circunferéncia mdxima.
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A demonstracao desse teorema estd no apéndice.

Conhecer a ideia de circunferéncia méxima é fundamental no estudo de geometria esférica,
pois através dela, define-se outras figuras geométricas como veremos adiante. Sua importancia
dar-se ao fato que, no contexto de geometria esférica, as circunferéncias méaximas sdo tratadas
como "retas", pois representam a menor distancia possivel entre dois pontos da esfera, uma com

a geometria plana, ja que no plano a menor distancia entre dois pontos é uma reta.

Definicdo 3.7. Dois pontos na esfera diametralmente opostos sdo chamados de pontos antipodas.

Teorema 3.2. Na esfera, duas circunferéncias mdximas sempre se intersectam em dois pontos anti-

podas.

Figura 3.3: A e B s3o os pontos de intersecdo das duas circunferéncias méximas e sdo pontos antipodas

Demonstragdo. Dadas duas circunferéncias méximas, cada uma delas é a intersecao da superficie
esferica com um plano passando pelo seu centro. Como esses planos tém um ponto comum (o
centro da esfera), eles tém uma reta comum, a qual intersecta a superficie esférica em dois pontos

antipodas. O

Com esse teorema fica evidente que no contexto de geometria esférica nao é possivel existir
"retas"paralelas e bem diferente da geometria plana, aqui duas "retas"se cruzam sempre em dois

pontos.

Definicao 3.8. O dngulo esférico entre duas cincunferéncias mdximas é o angulo formado na inter-

seg¢do dos planos que a contém.
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Figura 3.4: Angulo esférico

Definicao 3.9. Um fuso é a regido da superficie esférica compreendida entre duas circunferéncias
mdximas. Essas circunferéncias tém dois pontos (diametralmente opostos) em comum, chamados
os vértices do fuso. O dngulo do fuso é, por definicdo, o dngulo a entre os duas circunferéncias

mdximas que constituem os lados do fuso.

P

L

Figura 3.5: Fuso esférico

Teorema 3.3. A drea de um fuso é proporcional ao seu dngulo, logo se o dngulo de um fuso mede «

radianos em uma esfera de raio R, entdo sua drea serd 2a.R.

A demonstracdo desse teorema encontra-se no apéndice e envolve conhecimentos de Célculo
2. No entanto, a nivel de ensino médio, é razoavel através de alguns exemplos justificar que tal

proporcionalidade existe mostrando que a drea de um fuso de 180°, ou seja, @ = 7, é metade da
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. . T .

drea de uma esfera, logo 27 R?%. A 4drea de um fuso de 90°, a = 2 é metade da area de um fuso de
/4 . P . ) .

180°, ou seja 2= R? = mR?. Assim com exemplos como esses, é de se aceitar que a drea do fuso é

proporcional ao seu angulo a.

Definicao 3.10. Dado um fuso ¢ na superficie esférica, o conjunto formado por todos os antipodas

dos pontos de ¢ é também um fuso ¢' , chamado de fuso antipoda de ¢. A reunido ¢ = @ U ¢’

V4
&

Figura 3.6: Fuso completo

chama-se um fuso completo.

Teorema 3.4. Seja ¢ um fuso completo, cujo angulo mede a radianos. Qualquer plano que passe
pelo centro da esfera a decompoe em dois hemisférios H e H'. As partes R, R’ do fuso completo ¢

contidas em cada uma desses hemisférios tém a mesma drea 2aR?.

A\

7

Figura 3.7: Parte de um fuso completo

Demonstragdo. Seja S uma esfera de raio R consideremos a fung¢ao f: S — S, que transforma cada

ponto x de S em seu antipoda f(x) = x'. Esta funcdo tem as seguintes propriedades:
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i) se x é um ponto do hemisfério H, seu antipoda x’ = f(x) pertence ao hemisfério oposto H'.

ii) se x € um ponto do fuso completo ¢, seu antipoda x’ = f(x) ainda pertence a ¢.

iii) dada qualquer regido A na esfera, a regido antipoda A’ = f(A), formada pelos pontos anti-
podas dos pontos de A, tem a mesma drea que A.

Portanto, chamando de A a parte do fuso completo ¢ situada no hemisfério H, yemos que

sua regido antipoda A’ é a outra parte ¢ situada no hemisfério H’, assim, por (iii) a drea de ¢ =

(area deA) + (area deA’) = 2.(drea de A), logo area de A = 2aR?. O

Definicao 3.11. Sejam A, B e C trés pontos distintos sobre o mesmo hemisfério da superficie esférica
S, e ndo pertencentes a uma mesma circunferéncia mdxima, a figura formada pelos arcos das cir-
cunferéncias mdximas (todos menores do que uma semicircunferéncia) que unem esses pontos dois

a dois, chama-se tridngulo esférico.

Figura 3.8: Triangulo esférico

Sendo o raio da esfera com medida igual a 1, denotamos as medidas dos lados ZE,ZE e BC do
triangulo esférico por a, b e c respectivamente. Note que essas medidas correspondem a medida
em radianos dos angulos subtendidos pelos lados do tridngulo como na Figura 3.8. Os angulos do

triangulo ABC sdo os angulos esféricos A,B e C.

Outras representagoes
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Figura 3.9: Disponivel em: https://www.if.ufrgs.br/oei/santiago/fis2005/textos/esferast.htm

Figura 3.10: Disponivel em: https://www.if.ufrgs.br/oei/santiago/fis2005/textos/esferast. htm

3.2 Teorema de Girard

O teorema a seguir foi enunciado e demonstrado por Girard em 1625. Ele afirma que a drea do

triangulo esférico depende de todos os seus angulos internos, diferentemente da geometria plana.
Teorema 3.5. Sea , f ey sdo dngulos internos de um triangulo esférico medidos em radianos, entdo
A
a+pf+y=n+ 2
onde A é a drea do tridngulo e R é o raio da superficie esférica que o contém.

Demonstragdo. Seja Hum hemisfério que contenha o tridangulo esférico ABC, gerado pelas inter-
seccoes das circunferéncias maximas C; , C» e C3 como mostra a Figura 3.11 abaixo. Prolongando
nos dois sentidos os lados que formam o angulo a até encontrarem o bordo do hemisfério H,
obtém-se uma regido R, ( regido hachurada da situacéo 1 na Figura 3.12), cuja a 4rea mede 2ar>

de acordo com o Teorema 3.4.
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Figura 3.11: Hemisfério que contém o tridngulo esférico.

e Sy

Situagéo 1 Situagao 2 Situacéo 3

H

Figura 3.12: Vistas do tridngulo esférico no hemisfério H e as regides Rq,Rp € Ry.

Procedendo da mesma forma com os arcos que formam os angulos 5 e y, obtemos as regides
Rg e Ry, situagoes 2 e 3 respectivamente, com dreas iguais a respectivamente 25 r? e 2yr?. Observe
que a jungao das regioes Ry Rgs e R, forma o hemisfério H, porém o tridangulo esférico ABC é

contado trés vezes, assim:
Area(R,) + Area(Rp) + Area(Ry) -2A = Area(H) = 2ar® + 2pr* + 2yr* = 2n1* + 2A >

3 A
a+ﬂ+y—n+ﬁ

Coroléario 3.1. A soma dos dngulos internos de um triangulo esférico é maior que .

. . L. A
Demonstragdo. Sendo A a area do tridngulo esférico, temos que A >0, como a+ f+y=nm+ —
-

conclui-seque a + f+7y > 7. O

Resultados interessantes que ainda podem ser tirados da férmula de Girard.
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i) Se dois tridngulos sobre a mesma esfera possuem angulos de mesma medida, entdo suas
dreas também terdo mesma medida. Isso ndo ocorre em geometria plana!

ii) Em particular se os angulos de dois tridngulos, em uma mesma esfera, possuem mesma
medida, entdo seus lados possuem a mesma medida, e disso tiramos a conclusdo de que em geo-

metria esférica ndo existem tridngulos semelhantes com razao diferente de 1.
Teorema 3.6. A soma dos dngulo internos de um triangulo esférico é menor que 3.

Demonstragdo. Dada a defini¢do de triangulo esférico, temos que todos os angulos internos de

um triangulo esférico sdo menores do que 7, assima+f+y<n+n+nm=>a+pf+y <3m. O

3.3 Elementos do Globo Terrestre

As defini¢coes aqui mostradas servem como um bom argumento para introduzir uma inter-
disciplinaridade entre Geografia e Matematica, interdiplinaridade essa que é descutida nos PCNs
[15], [16], [17], [18]. Pra isso faz necessdrio que o professor tenha um conhecimento mais amplo

de sua drea com relacao as demais como defende o [14] na pédgina 26:

Para se conduzir o ensino de forma compativel com uma promocao das competén-
cias gerais, além da consciéncia de que, em cada aula de cada ciéncia, se desenvolvem
linguagens, se realizam investigacoes e se apresentam contextos, é preciso que o pro-
fessor tenha a percepcao de linguagens comuns entre a sua disciplina e as demais de
sua drea para auxiliar o aluno a estabelecer as sinteses necessarias a partir dos dife-
rentes discursos e praticas de cada uma das disciplinas. Isso propicia a composicao
de uma ideia mais ampla de Ciéncia para além das diferentes ciéncias, de forma que
os instrumentos gerais de pensamento reforcem e ampliem os instrumentos particu-

lares.

Agora vamos apresentar os principais elementos do globo terrestre,titeis para auxiliar a nave-
gacao e aviacao, por exemplo.
I - Eixo da Terra: E a linha na qual a Terra faz seu movimento de rotacao, de oeste(W) para

leste(E).
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Linha perpendicular ao
eino de rotagdo
Diregio da forga de inclinagdo do aixo |
[ ES

Eixo de Rotagdo

- ——— = - S
Flano do movimento de
Translagio

Diregdo da forga de inclinagio do eixo

Figura 3.13: Terra e seu eixo

Figura 3.14: Terra e seus P6los

IT-Polos: Sao os pontos nos quais o Eixo da Terra intercepta a superficie terrestre, o Polo Norte

é o que se situa na direcdo da Estrela Polar (a Ursa Menor), enquanto que o Polo Sul é o oposto.

III - Equador da Terra: E a circunferéncia maxima resultante da intersecdo de um plano, per-
pendicular ao eixo da Terra e que contém seu centro, com a superficie da Terra. A circunferéncia
de tal circulo é o que se chama de Linha do Equador. A Linha do Equador divide a terra em dois
hemisférios, o Hemisfério Norte que contém o Polo Norte e o Hemisfério Sul que contém o Polo

Sul. Vale acrescentar que o raio da Terra mede aproximadamente 6378km.
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Polo Norte

Equador

Pélo Sul

Figura 3.15: Linha do Equador

IV - Paralelos: S3o circulos paralelos e menores do que o do equador

Hemisferio
Sur

Figura 3.16: Paralelos

V - Meridianos: Sao semicircunferéncias que ligam os Polos Norte e Sul. O mais conhecido e

tomado como base para medicao de longitudes é o Meridiano de Greenwich.
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VI - Latitude e Longitude: A latitude de um ponto na terra é o angulo que se obtém entre o
segmento que une o ponto ao centro da Terra e o plano do equador (estamos tratando aqui do

angulo entre uma reta e um plano). A latitude varia de 0° a 90° para o sul ou para o norte e 0s

GEOMETRIA ESFERICA

a0 e

Figura 3.17: Meridianos

pontos da Linha do Equador possuem latitude zero.

Aqui temos o exemplo de duas figuras com latitudes Norte e Sul, respectivamente. Observe que

cada latitude determina um paralelo, e para pontos que estiverem nesse paralelo suas latitudes sdo

iguais.

-
Méridien de Greenwich Equateur | Rotation de la planetd”

Recherchez Rome 4N
N 12°E 0
Opacité
>

(e}

latitude

*

Pdle Nord

Méridien de Greenwich Equateur | |Rotation dela planzté”
latitude
Recherchez Rome. 328 Y
41°N 12°E 0°E o
Opacité
2
-

Pdle Nord

Péle Sud

Figura 3.18: Latitudes
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Alongitude de um ponto é o angulo entre o meridiano que passa por esse ponto e o meridiano

de Greenwich, sendo que o Meridiano de Greenwich possui longitude zero. A longitude varia de

0° a 180° para leste ou para oeste.

Méridien de Greenwich Equateur D Rotation de la planéted

latitude
0°N ®
41°N  12°E 82°E o
Opacite

Recherchez Rome

Pole Nord

Moucn

Péle Sud

Meéridien de Greenwich Equateur D Rotation de la planét;:,")

latitude
0°N ®
41°N  12°E 50°0 (e}
Opacité

Recherchez Rome

Pdle Nord

Molen

Pdle Sud

Figura 3.19: Longitudes

Nas imagens acima temos dois pontos com longitudes Leste(East) e Oeste (West) respectiva-

mente.

Observacao 3.1: O Meridiano de Greenwich foi estabelecido através de uma convencao, reali-

zada em 1884, na cidade de Washington, como meridiano de referéncia. A intenc¢do era estabelecer

uma padronizacao de hordrios em qualquer ponto da superficie da Terra, ou seja, dividir o globo

terrestre em ocidente e oriente, permitindo assim, medir a longitude e estabelecer fusos horarios.

Cada fuso horario corresponde a uma faixa de 15 graus de longitude, sendo a hora de Greenwich

chamada de Greenwich Mean Time (GMT). Este meridiano leva esse nome porque passa sobre o

Observatorio Real de Greenwich, situado na cidade de Londres, na Inglaterra.
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MERIDIANOS

PARALELOS

180° % antimeridiano
de Greenwich
-

Péle norte 80°N Latitudes

59

&
=
=

N
y z \ Latitudes
0 sul

4
Longitude Longitude
Oeste leste

Figura 3.20: Meridianos e Paralelos

Figura 3.21: Latitude ¢ e Longitude 0

Observacao 3.2: A partir de agora quando nos referimos a latitude de um ponto a represen-
tamos por 0, e quando for longitude representamos por ¢. Além disso, uma latitude norte sera
representada por um angulo positivo e uma latitude sul por um dngulo negativo, ja uma longitude
leste serd representada por um angulo positivo e uma longitude oeste por um angulo negativo.
Assim, um ponto que tenha latitude 40° norte e longitude 72° oeste serd representado como um

ponto com  =40° e ¢ = —72°.

3.4 Calculando distancias através das coordenadas geograficas

Um ponto interessante a partir de agora é calcular a distancia entre dois pontos ou duas cida-
des, conhecendo suas coordenadas geogrdficas. Para isso vamos entender que, dadas as coorde-
nadas geograficas de um ponto, podemos determinar as coordenadas cartesianas e isso facilitard
o célculo da distancia entre dois pontos na esfera. E importante ter em mente que os calculos aqui

feitos considerarao a Terra como uma esfera perfeita, o que nao € de fato, portanto nossos calculos
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quando comparados com a realidade, terdo divergéncias, o que importa aqui é entender o célculo
de distancias em uma esfera, tratar esse calculo no contexto da Terra tem por objetivo despertar a
curiosidade sobre o tema e futuros aprofundamentos. Fagcamos as seguintes consideragdes sobre

o sistema de coordenadas no R3.
* A origem do sistema de coordenadas, ponto O, serd o centro do planeta Terra.
¢ O eixo da Terra sera o eixo z do sistema de coordenadas.

* O eixo y intersecta a linha do equador, cortando o meridiano de longitude 90°E no sentido

positivo.
¢ O eixo x no sentido positivo intersecta o Meridiano de Greenwich

Veja agora o ponto P de coordenadas (x, y, z) no globo abaixo:

0=m(AOP)
¢®=m(COA)

B(0,02) -\_I

Figura 3.22: Esfera

Observe que os angulos AOP =6 e COA = ¢ representam respectivamente a latitude e a lon-

gitude do ponto P, sendo assim temos que:

e OP =r é oraio da esfera que vale \/x? + y? + z2.

* Do tridngulo AOP temos que:

AP z —
sen = — = ————, como OP =r,temos quez =rsenf. (I)

0P JEijpiZ
0A__JVETR TR

cosf = —

OP_\/x2+y2+z2_ r

x?>+y? = rcosf. (II)
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* Do tridngulo AOC temos que:

AC X
sengp = — = ——— = y=sengy/ x*> + y?,de (II) temos que y = r cosfsen .

ocC X
COSQY = — = ——— = x = cos @,/ x? + y?,de (II) temos que x = r cosf cos
OA /x*>+y? Y v

Portanto dada a latitude 6 e a longitude ¢ de um ponto no globo, suas coordenadas cartesianas no

R3, sio dadas por:

x = rcosfOcosg (3.1)
y = rcosOsengp (3.2)
z = rsenf (3.3)

Como ja sabemos que a menor distancia entre dois pontos na esfera é um arco de um grande

circulo, se soubermos o angulo « desse arco, através da férmula de comprimento de arco

[e]

(04
180°

nr

(ou simplesmente ra com a em radianos), podemos determinar essa distancia.

Veja agora situacoes em que a é facilmente determinado, bastando que os pontos A e B estejam
na mesma longitude, assim a diferenca entre as latitudes determina o valor de @, ou que A e B
estejam sobre a linha do equador e assim a diferenca entre as longitudes determinam «, observe

os exemplos:
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Exemplo 3.1. Observe que na Figura 3.23 as localidades 1 e 2 apresentam longitudes @1 = @2 = =70

e latitudes 0, = 50°e 0, = —30° respectivamente, assim o dngulo a destacado na imagem é igual a
m-6400-80°
180°
é uma repetigdo da Figura 3.22 mostrando os paralelos e meriadianos nos quais os pontos fazem

80° e a distdncia entre as localidade 1 e 2 é dada por = 8936,09metros. A Figura 3.24

parte e o dngulo central do arco que representa a distancia entre os dois pontos.

L
4
&
Eixo de Rotagao
@
| e 1 snfardinca Masma o o S reR Wi ch
[)wos
- {EbND - WY

THatfianrdn SR
(11

Equadar

Figura 3.23: Exemplo
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Lafi bt 50 .

'J‘CG Localidada 1

—

Latiluca: -30

. -,
J CGE Lecalidada 2
- 4

|
|J Arco Marar ga Cireunfarlineia Misima
—_—

1
|‘f Angiila Camira
7

. e AR - B
T¥ atfiairdn Uk )
(11

Figura 3.24: Exemplo

Eixe de Rotagao

63
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Exemplo 3.2. Aqui temos outro exemplo de duas localidades 1 e 2 que estdo na mesma longitude

p1 = P2 = —84° e latitudes 0, = 63° e 0, = 10° respectivamente. Logo o dngulo a destacado na

) . o . ) ) 7-6400-53°
imagem é a = 53° e a distdncia entre as localidades é dada por BT 5920, 16 metros.
L
L
5 Lo
A
L]
Eixo de Rotagao
O
L acahidhes
L Locdlidada
|v"' Wren Marsr 88 Cireunhaeineia Masima : E G reenwich
|¥I-'- Fuks Camira
Fhaih . w e kR0 - Rl

Equadar

(E]

Figura 3.25: Exemplo
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A figura abaixo é uma repeti¢do da anterior mostrando os paralelos e meriadianos nos quais os

pontos fazem parte e o dngulo central do arco que representa a distancia entre os dois pontos.

Laakibuada 63

L
CG Localidada
»
Eixo de Rotagao
L
.J.- CG Lecalidadn 2
5 ]
|\p’ Aren MBAST 8 CHELNMABNE MK
|J.-'\. fuka Carira
Fhiatfianrcin - (400 - 5 ROHL G

(£

Figura 3.26: Exemplo
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Exemplo 3.3. Na Figura 3.27 mostramos uma situagdo em que as duas localidades estdo sobre a
linha do Equador. Na imagem temos as localidades 1 e 2 com latitudes 0, = 0, = 0° e longitudes

longitude ¢, = —78° e @, = 36°. Observe que o dngulo a destacado na imagem é igual a 114° e a
o , ) 7-6400-114° . )
distancia entre as localidade 1 e 2 é dada por BT O 12733,92 metros. A proxima figura é

uma repeticdo da anterior mostrando os paralelos e meriadianos nos quais os pontos fazem parte e

o dangulo central do arco que representa a distancia entre os dois pontos.

Eixo de Rotagao

we dedinh - 114

R}

Equador

Figura 3.27: Exemplo
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|H" CG Localidada 1

Latiludac &

-
[J CO Lacalidade 2
—

| | Arco Marar da Cireunfardincia Masima

|‘f] Angiila Camiral

e Ak - 114
THatfinein . : T
JE.Ti

Figura 3.28: Exemplo

Eixo de Rotagao

67
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Nos Exemplos 3.1, 3.2 e 3.3, a foi facilmente determinado, mas isso nem sempre é possivel,
basta uma situagdo como na figura abaixo, onde temos dois pontos nos quais suas longitudes e

latitudes sao diferentes entre si.

Eixo de Rotagao

o G- THLAT

[T

Equador

Figura 3.29: Exemplo

Outra situacdo bastante interessante € o caso de cidades localizadas no mesmo paralelo, sem
ser o do equador, é de se imaginar que a menor distancia entre elas se d4 pelo menor arco do
paralelo que as contém, mas ja vimos que isso ndo é verdade pelo Teorema 3.1. As duas préximas

imagens ilustram essa situacao



CAPITULO 3. GEOMETRIA ESFERICA 69

______ paralelo

circunferéncia maxima

Figura 3.30: A e B localizados no mesmo Paralelo

-
&
#/ |CE Locaiidada
|
L
Eixo de Rotagao
O
3L 2
5 |
| | Arca Marar se Circuntartincia Masima : “Greetwich
|‘,|I" Anguls Camra
) oAb - BN .
THatfanrin 1 1
| =0

Equadar

Figura 3.31: Situacdo de duas localidades no mesmo paralelo

Para situa¢cdes como a descrita anteriormente usaremos o teorema a seguir.
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Teorema 3.7 (Cédlculo da distancia de dois pontos quaisquer em uma esfera). Dados dois pontos
A e Bde latitudes em radianos 0, e 0, respectivamente e longitudes em radianos ¢, e @, respectiva-

mente, numa esfera de raio R, a menor distdncia entre esses dois pontos é dada por:
d(A, B) = Rarccos(cos 0, cos0, cos(@p; — @) + senl; sendy).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, considere uma esfera de raio R =1 e os pontos A e B
sobre a esfera. Colocando A e Bem coordenadas cartesianas temos A= (cos0; cos ¢, cos6; sen@i,send)
e B = (cosf2cosg,,cosbfrsenp,,senb,). Sendo O o centro da esfera, o angulo a entre os vetores
unitérios OA e OB indica a regido da esfera que se deve percorrer para ir de um ponto ao outro.

Da geometria analitica temos:

(OA, OB)
COSA = ————
IOAIIOB]

Como Eﬁl e @ sa0 vetores unitarios temos cosa = (EZL ﬁé) >a= arccos(ﬁ, &E).

Como
<E4, @3 = (cosf;cosg;,cosf;seni,senf;)(cosfscosps,cosbzseng,,senfy)  (3.4)
= cosf;cos;cosfycosps +coshsen@; cosfyseng, +send; send, (3.5)
= cosf;cosbfy(cosg; cos@, +senp; seng,) +sendy sentd; (3.6)
= co0sf;cos0,cos(p; —@2) +senf; senb; (3.7
Assim,
a = arccos(cosf;cosf,cos(@; —@2)+senl;senby) (3.8)
= d(A,B) = Rarccos(cosf;cosfcos(p; —@2)+senbf;senby). (3.9
]

Exemplo 3.4. 1) Chicago e Roma situam-se na mesma latitude (42° N) mas em longitudes diferen-

tes: a de Chicago é aproximadamente 88° W e a de Roma aproximadamente 12°E.

a) Suponha que um piloto tenha ido de Chicago a Roma em voo no rumo leste, permanecendo
o tempo todo na mesma latitude. (Muita gente acha que esse é caminho mais curto possivel). Que

distancia o piloto teve de voar?
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b) Qual a distancia de Chicago a Roma por circunferéncia mdxima?

¢) Quanto tempo se economizaria voando em uma circunferéncia mdxima num avido a jato ca-

paz de fazer uma velocidade média de 900 km/h?

2) Sejam as coordenadas geogrdficas das cidades abaixo:

* Londres - Inglaterra: Latitude: 51,5° (Norte) e 0° de longitude.

* Calgary - Canadd: Latitude: 51,5° (Norte) e longitude 114° (oeste).

e Campinas - Brasil: Latitude: 22,9° (ao Sul) e longitude 47,06° (ao Oeste) .

a)Qual das cidades estd mais proxima de Londres: Campinas ou Calgary?

b)De quantos quilometros a distdncia entre Londres e Calgary pelo paralelo 51,5° (Norte) excede

a do circulo mdximo?

Resolucgaoes:

a) Para determinar essa distancia precisamos calcular, calcular o raio do paralelo de 42° N. Para
isso observe a Figura 3.32.

Da Figura 3.31 temos que cos42° = ﬁ = 1 =6400-cos42° =4756,12km.

O angulo a serd a diferenca entre as longitudes, assim a = 12°-(—88°) = 100° = 1, 75rad assim a

distancia desejada é d =r-a =4756,12km-1,75 =8323,21km.

b) Das informacdes de Chicago temos que 8, =42° =0,73radeg; = —88° = —1,53rad. De Roma
temos 0, =42°=0,73 e p, =12° =0,21rad.
Usando o teorema 4.6 a distancia entre as duas cidades é dada por d = 6400-(cos0,73-cos0,73-

cos(—1,53-0,21) +sen0,73-sen0,73) = d = 7756.
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(1
Méridien de Greenwich Equateur D Rotation de la pIanéte'J

. latitude
Recherchez Rome 40°N @
4N 12°E 89°E o
Opacité

Pdle Mord

Figura 3.32: Esfera

. o As o
¢) Como a velocidade média é calculada por V,;, = 7 temos que o tempo gasto na primeira

. . 7756 )
situacdo é dado por t; = —— = 8,62h = 8h37min. Da mesma forma o tempo gasto na segunda
8323,21

900
curso e outro € de 38 minutos aproximadamente.

situacao é t, = =9,25h =9h15min. Assim temos que a diferenca de tempo entre um per-

2.

A questao se resolve de modo andlogo a Questao 1, seu gabarito segue abaixo.
a) Distancia entre Londres e Calgary é 7030km e entre Londres e Campinas 9501km.
b) 7920km.



APENDICE

Demonstracao do Teorema 3.1.

A demonstracao que se segue é baseada em [8].

Demonstragdo. Consideremos dois pontos A e B arbitrarios em uma esfera. Devemos provar que,
de todos os caminhos que conectam estes dois pontos, o de menor distancia serd um arco de
circunferéncia maxima contendo os pontos A e B.

Iremos supor sem perda de generalidade que a superficie esférica que estamos trabalhando
possui raio com medida 1 unidade e que seu centro € o sistema ortogonal de coordenadas carte-
sianas. Como a superficie esférica é simétrica podemos assumir que o ponto A é o Polo Norte e o
ponto B serd dado por suas coordenadas geogréficas com medidas em radianos. Dizemos que a
0: e ¢; sdo alatitude e longitude de B respectivamente.

O comprimento de um arco de uma circunferéncia de raio R e angulo central @ em radianos, se
encontra utilizando a férmula Ra. A circunferéncia méaxima que passa por B contém o meridiano
de B, como consideramos que o raio da esfera mede 1, temos que o comprimento do menor arco
A?S, é dado por g — 04, observe a Figura 4.1.

Devemos agora mostrar que o comprimento de qualquer caminho arbritdrio que ligaAe B é

/2
menor ou igual do que 5" 0.

Se nos imaginarmos viajando de A até B, em cada instante t, estaremos num ponto do globo
terrestre com uma latitude 6(¢) e uma longitude ¢(#). Iniciando nossa viagem no instante t =0 e

a finalizando no instante ¢ = 1 temos:
b4
e 9(0)=—
0) >

e 0t1 =6,

73
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7
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- had
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II. |
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\H //

Figura 3.33: Esfera com localidade A e B.
Retirado de [8]

* o) =¢
Um caminho arbitrério ligando A e B é descrito por um vetor posicao 7 dado por:
7(t) = (cosB(t) cos(t),cosO(t) sen(t),send(t))

Derivando-se essa funcdo vetorial em relacdo ao tempo t obtemos o vetor velocidade r'(t) da
trajetoria e consequentemente sua velocidade || r! ()] no instante t. Observe os calculos:

Temos que: 7(t) = (cosO(t) cos (1), cosO(t) seng(t),send (1)), assim:

x(t) = cosO(t)cosp(r)
X'(1) = (cosO(1) cosp(r)+cosO(t)(cose(t)
xX'(t) = —sen0(1)0' (1) cosp(r) —cosOH(1)senp(r)¢' (1)

x'(1)? = [—-senB(1)0 (1) cos@(t)]? +2senb(1)0' (1) cos@(t) cosO(t)senp (1)@’ (1) +

[cosO(t)senp()¢ ()]
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y(1) cosO(t)seng(t)
y' (1) = (cosO(1) sen(r) +cosO(r)(sen(r))
y'(1) = —sen0(1)0'(t)senq(t) +cosO(r)cosp(t)¢' (1)
y'(1)? = [-senB(1)0'(t)senp(1)]? —2senb(1)0' () cosp(t) cosO(t)sen ()@’ (1) +
[cosB (1) cos ()’ (1))
z(t) = senf(r)
Z() = cosO(n)0 (1)

Z(0? cos?0(1)0' (1)%.

Com esses cdlculos temos que:

X' (0% +y (1) + 2 (0% =
=sen?0(1)0' ()% [cos® p(t)+sen? ¢(1)] =cos? ()¢’ (1)*[sen? (1) +cos? p(1)]

sen26(18' (1)? cos? @) +sen’0(1)0' (1) sen? w(t5+::osz 6(t)sen® p(1)¢' ()% + cos® O(t) cos® <p(t)(p'(t)i

+cos?0(1)0' (1)
Assim temos,

X2 +Y (02 +Z (1) = sen’0(1)0 ()% +cos*O(¢' (1) +cos?O(1)0' (1)*
= 0'(1)%(sen’0(1) +cos’B(D ' (1)*

= 0'(%+cos?0()¢ (1%

Com isso temos que a velocidade de r'(#) no instante ¢ é dada por:

170l = /0" (12 + cos2 009 (12 2 VO (12 = 10/ (1)] = -0/ (1).

Desse modo como o comprimento L de uma curva é calculado por L= [, f I7(6)]ldt temos que:

5]
Lz | -0/l =~10()~000)] = g 6,

como queriamos provar. O
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Demonstracao do Teorema 3.3

Demonstragdo. Para demonstrar o teorema, faremos uso do teorema que segue abaixo, cuja de-
monstracao pode ser concontrada em [19].
TEOREMA: Suponha que f e suas derivadas parciais sejam continuas na regido fechada R, no

plna xy. Entao, se A for a medida da area de superficie z = f(x, y) que estd sobre R, temos que:

A= 2(x, 2(x,y) + 1dxdr.
ffR\/f(xy)+fy(xy)+ xdr.

Afim de facilitar os célculos iremos demonstrar o teorema para a metade de um fuso, em se-

guida multiplicaremos por 2 para se obter a drea do fuso completo, observe a Figura 4.1 a seguir.

Regiao R

Figura 3.34: Semi esfera

A esfera apresentada na figura possui equacdo x? + y* + z2 = a?. Isolando z na equacéo e o

chamando de f(x, y), temos f(x,y) = v/ a? — x? — y2, que € a parte superior da esfera na qual nos

atentaremos para fazer os calculos. Observe que fy(x,y) = —————— € f)= ——————.
aZ—x2—y2 aZ—x2— 2

Atente para o fato de que fy(x, y) e fy(x, y) ndo estdo definidos na circunferéncia x%+ y2 =a®

que é a fronteira da regido R no plano xy. Com base no teorema anterior a drea do fuso se da por
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a
f}?f a?—x%—y? dxdy,

que é uma integral impropria, pois o integrando possui uma descontinuidade infinita em cada
ponto da fronteira de R. Podemos superar essa situacdo considerando a regidao R’ como sendo
limitada a circunferéncia x?> + y?> = b?, onde b < a, tomando em seguida o limite quando b — a".
Além disso, o célculo fica simplificado se a integral dupla for calculada por uma integral iterada

usando coordenadas polares. Entdo, sendo A a drea do fuso, temos que:

b a a
A = lim f f ———rdOdr (3.10)
b—a~ 0 0 a®—r?
b r
=>A = 2aa lim ——dr (3.11)
b—a- Jo a*>-r?
b
=>A = Zaablim -Va?- rz]o (3.12)
—>a_
> A = Zaablim -V a?-b?+al (3.13)
—>a_
=>A = 2ad. (3.14)
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