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Resumo

Este trabalho trata da elipse e tem como objetivo principal chegar ao seu esboco sem o uso
de conceitos e resultados do Cdlculo Diferencial e Integral, o que possibilita o seu entendimento
por parte de alunos do ensino médio. Para isso, é apresentada a dedu¢do da chamada equacdo
canonica da elipse, a qual s6 vale quando a elipse tem algumas caracteristicas particulares, porém,
também é mostrado que através de uma mudanca no sistema de coordenadas, qualquer elipse
apresentard tais caracteristicas e podera ser representada pela equacdo canodnica, a qual é bem

mais f4cil de manipular.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria Analitica; Elipse; Aspecto geométrico.



Abstract

This work deals with the ellipse and has as main objective to get to your graphic sketch without
the use of concepts and results of the Differential and Integral Calculus, which enables their un-
derstanding by high school students. For this, the deduction of the canonical equation of the el-
lipse is presented, which is only valid when the ellipse has some particular characteristics, howe-
ver, it is also shown that through a change in the coordinate system, any ellipse will present such

characteristics and may be represented by the canonical equation, which is much easier to handle.

KEYWORDS: Analytic Geometry; Ellipse; Geometric Aspect.



INTRODUCAO

Neste trabalho, iremos falar sobre uma das chamadas secoes conicas: a elipse. A elipse é uma
secado conica pelo fato de ser o resultado da intersecao entre um cone e um plano. Porém, aqui,
vamos tratd-la enquanto lugar geométrico no plano, ou seja, um conjunto de pontos do plano que
satisfazem a determinada propriedade, no caso da elipse, ela é o conjunto dos pontos do plano
cuja soma das distancias a dois pontos pré-fixados (chamados focos) é igual a uma constante po-
sitiva também pré-fixada.

A elipse possui vérias propriedades interessantes com vdrias aplicagdes no cotidiano.(para

mais detalhes [8]).

Propriedade Refletora A elipse tem a propriedade de que a bissetriz do angulo formado pelos
dois focos e por um ponto qualquer da elipse é perpendicular a tangente a elipse nesse
ponto. Como consequéncia disso, qualquer raio luminoso ou onda sonora, que parta de
um dos focos, serd refletido pela elipse na dire¢do do outro foco. Segundo esta propriedade,
numa hipotética mesa de bilhar eliptica, qualquer choque entre duas bolas, ocorrido em um
dos focos (com forca suficiente), serd refletido e fara bater em uma terceira bola estacionada

no outro foco.

A primeira lei de Kepler Esta afirma que a 6rbita dos planetas ao redor do sol é eliptica, estando



o sol em um dos focos. Mais geralmente, no problema de dois corpos gravitacionais, se os
dois corpos sdo ligados um ao outro, as suas 6rbitas sdo elipses semelhantes com o baricen-
tro comum, sendo um dos focos de cada elipse. Curiosamente, a 6rbita de qualquer corpo
no quadro de referéncia do outro, é também uma elipse. Dos seis elementos orbitais ne-
cessdrios para descrever completamente a 6rbita do planeta, dois sao os parametros que
definem a elipse. Dentro de um sistema solar, os planetas, asteroides, cometas e outros ob-
jetos de menor tamanho também percorrem 6rbitas aproximadamente elipticas ao redor do

sol, enquanto que as luas e outros satélites fazem o mesmo ao redor dos planetas.

Perturbacao na superficie da 4gua Se a superficie da d4gua é perturbada em um dos focos de um
tanque de 4dgua eliptico, as ondas circulares geradas pela perturbacao na superficie da dgua,
depois de refletir nas paredes, convergem simultaneamente a um unico ponto: o segundo

foco.

Foco de espelho eliptico Se uma fonte de luz é colocada num foco de um espelho eliptico, todos
os raios de luz sobre o plano da elipse sao refletidos para o segundo foco. Alternativamente,
um espelho cilindrico com secc¢do transversal eliptica pode ser utilizado para focar a luz pro-
veniente de uma lampada fluorescente linear ao longo de uma linha do papel; tais espelhos

sdo usados em alguns scanners de documentos.

Ondas sonoras As ondas sonoras sdo refletidas de forma semelhante, por isso, em uma grande
sala eliptica uma pessoa de pé em um dos focos pode ouvir uma pessoa de pé no outro foco

muito bem.

Por tratar-se de uma curva, um ponto de grande interesse sobre a elipse é o seu formato. Em
geral, para justificar o formato de uma elipse, precisamos de conceitos e resultados do Célculo
Diferencial, tais como limite, continuidade, derivada e os teoremas do valor intermediario e do
valor médio (Para mais detalhes [5, 6, 7]). O objetivo principal desse trabalho é mostrar como
é possivel esbocar uma elipse sem recorrer a nenhum dos conceitos supracitados. Nao hé aqui
o objetivo de comparar qual a maneira mais facil de esbocar a elipse (usando ou nao a teoria
do Célculo), mas o de mostrar uma abordagem alternativa, a qual pode ser usada em turmas do
ensino médio.

No capitulo 1, iremos definir a elipse e, posteriormente, deduzir a equacao da mesma em duas

situacoes: os focos da elipse se encontram no eixo x ou no eixo y. Em ambos os casos, a equacao,
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chamada de equac¢do canonica, serd deduzida considerando que a origem do plano cartesiano
coincide com o centro da elipse. Apds a deducdo, mostraremos como encontrar a equagao da
elipse a partir da medida de seu eixo maior e do posicionamento dos seus focos, tendo como
referéncia o plano cartesiano cuja origem coincide com o centro da elipse.

No capitulo 2, iremos mostrar que, quando a origem do sistema de coordenadas ndo coincidir
com o centro de uma determinada elipse e/ou os focos ndo estiverem sobre um mesmo eixo de
coordenadas, podemos recorrer a translacao e/ou rotacdo para encontrarmos um novo sistema de
coordenadas de forma que se possa utilizar a equagdo candnica da elipse. Serd explicitado como se
relacionam as coordenadas dos pontos em sistemas obtidos por translacdes e/ou rotacdes de uma
dado sistema. Posteriormente, mostraremos alguns exemplos de como transladar e/ou rotacionar
uma elipse.

Finalmente, no capitulo 3, iremos abordar os conceitos de fun¢des crescentes e decrescentes,
cOncavas e convexas e, a partir desses conceitos, poderemos mostrar que, uma vez que qualquer
elipse pode ser colocada na forma canoOnica a partir de um sistema de coordenadas cartesianas
conveniente, conseguiremos esbocar a por¢do de uma elipse com equacao candnica que estd no

primeiro quadrante e através das simetrias da mesma conseguiremos o seu esboco completo.



CAPITULO

PRELIMINARES

1.1 Elipse

Como foi dito na introducao, a elipse serd definida como um lugar geométrico, ou seja, um
conjunto de pontos do plano satisfazendo alguma condicao. Tal condicao envolvera o conceito de
distancia entre pontos do plano.

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas no plano, dados dois pontos P = (x, y)

e Q = (z, 1), temos que a distancia entre P e Q, denotada por d (P, Q), é dada por:

d(P.Q) =/ (x—2)2 +(y—1)? (L.D)

Vale notar que do teorema de Pitdgoras segue que d(P, Q) é o comprimento do segmento de

reta queligaPe Q.



Figura 1.1

No tridngulo PV Q, o cateto PV tem comprimento “z—-x” e VQ tem comprimento “t-y” e, as-
sim, (1.1) segue diretamente do teorema de Pitdgoras.

Visto isso, podemos apresentar a defini¢ao de elipse:

Definicao 1.1 Considere dois pontos distintos do plano F, e F, e um numero real a > 0 tal que
2a> d(F,, F,). Aelipse de focos F) e F, e eixo maior medindo 2a é o conjunto dos pontos P do plano
que satisfazem:

d(BF)+d(BF)=2a (1.2)

Obs.: A exigéncia de que 2a > d(F1, F2) garante que a elipse ndo seja o conjunto vazio (caso
2a < d(F1,F2)) nem um segmento de reta (caso 2a = d(F1, F2))

E claro que 1.2 pode ser considerada uma equacio da elipse, pois um ponto P do plano esté
na elipse se, e somente se, satisfaz 1.2. Porém, tal equacdo pode assumir formas um tanto quanto

complicadas, como mostra o exemplo abaixo.



Exemplo 1.1 Considere a elipse de focos (0,0) e (2,2) com eixo maior medindo 4. Uma equagdo que

representa essa elipse é: \/x% + Y2 +/(x—2)2 + (y - 2)2 = 4,

No exemplo acima, podemos simplificar a equacao eliminando as raizes quadradas, como se-

gue:

(\/(x—2)2+(y—2)2)2 (4—\/m)2
(x=22+(y—-2)?% = 16-8y/x2+ )2+ x> +)?
¥ —4x+4+YP—4y+4 = 16-8y/x2+ 2+ x%+)?
8V/x2+y2 = 4x+4y+8
CVxZ+yD)? = (x+y+2)?
4(x*+y%) = xP+y*+4+2xy+4x+4ay
4x2+4y° = x>+ y*+4ax+4y+2xy+4

3x2+3)°—4x—4y-2xy—4 0.

Ainda assim, a equac¢do encontrada pode ser de dificil manuseio, principalmente pela presenca
do termo “xy” (para maiores detalhes, veja [1, 3, 4]) . A seguir, vamos deduzir a equacao de uma
elipse quando esta apresenta focos satisfazendo uma certa condi¢do. Neste caso, a equacao da
elipse apresenta um formato bastante simples e €, por isso, chamada de equagdo candnica da
elipse.

Considere a elipse de focos F(c,0) e F»(—c,0), com ¢ > 0 e eixo maior medindo 2a, com 2a >
d(F1,F2) & 2a > 2c < a > c. Neste caso, os focos da elipse estdo no eixo x e o ponto médio do
segmento de reta ligando F; e F, coincide com a origem do sistema de coordenadas, ou seja, o eixo

y é amediatriz de F; e F». Vamos mostrar que um ponto P(x, y) estd nessa elipse se, e somente se:

2 y2

2 ®
Primeiramente, suponha que o ponto P(x, y) esteja na elipse, ou seja, d(B, F) + d(B, F,) = 2a.

=1. Note que b < a.

Assim:

V+02+y2+/(x—0)?+y2 2a
Va+o2+y? = 2a-(x-0?+y?
(x+0)2+y> = 4a’—4a\/(x—02+ 2+ (x—c)?+)? (1.3)
)(Z+20x+ﬂz+yz 4a2—4am+/\z—20x+/+yz (1.4)



4ex = 4a® —4a\/m
4a’?—4cx = 4a\/m
a*—cx = a\/(x—c32+)? (1.5)
(@-cx)? = a’l(x-0)?+y? (1.6)

2x2 —

= az[

a*—2a*cx+c x2—2cx+c®+y?]

a*=2a’cx+c’x* = a’x*=2a’cx+a’c’+a’y?
P-P = @x— P+ )

2

a’(@*—-c® = x*a®-c®)+a*y.

Substituindo a? — ¢® por b?, podemos reescrever a equacio acima da seguinte maneira:
a’b* = b*x* + a*y”.

Dividindo ambos os membros por a?b?, podemos escrever:

2 yz .
E + ﬁ =1.
2 yz
Para provar que se P(x,y) é tal que P + 02 =1, entdo P estd na elipse, basta notar que todos

os passos da deducao anterior sao reversiveis. Todas as implica¢cdes reversas sdo triviais, exceto
(1.6) = (1.5) e (1.4) = (1.3). Isso se deve ao fato de que para provar que (1.5) = (1.6) e (1.3) = (1.4)
elevamos os dois membros das igualdades ao quadrado. Logo, para provarmos que (1.6) = (1.5)
e (1.4) = (1.3) devemos extrair a raiz quadrada dos membros de (1.6) e de (1.4). A questdo aqui é
que nas duas igualdades temos termos elevados ao quadrado. Em (1.6) temos (a? — cx)? em um
dos lados e em (1.4) temos (2a — \/m)z. Como sabemos, Vk2 = | k|, mas ao extrairmos
araiz quadrada de tais termos, ndo podemos encontrar termos com moédulo, caso contrdrio, nao
poderiamos continuar revertendo as implicagoes.

X2 2

. . Yy _ 5 2 \/ﬁ
A rigor, precisamos mostrar que se P + 7o l,entdo a“—cx=0e2a—-+/(x—c)*+y==0.De

fato, sendo 0 < ¢ < a e a? = b? + ¢?, temos:

2 i yz
—S==+5=1
a a b

= X% < a?

= x| <a



= —asx=a

> ad-cx=ad*+cl—a)=a*-ca>a*-aa
= a*—cx=0.
E: 2 2,2
y_ < x_ + y_ — ]_
2 a? b
> y? < b?
= -b*+y*<0
= x+02+y?=x>+2cx+ct+y*<a’+2a®+a’ - b*+ y?
= (x+0)?+y? <4a®
= V(x+0)?+y*<2a.
2 .2
. P ) . X . p
Com isso, concluimos que P(x, y) estd na elipse se, e somente se, —+ = =1, o0useja, estaéa
a

equacao da elipse.
Outro caso que vale mencionar é quando os focos sdo F; (0, ¢) e F>(0,—c), com ¢ > 0, e amedida
do eixo maior é 2b, onde b > c. Neste caso, de modo inteiramente andlogo ao que ja foi feito, temos

2 2

que a equacao também tem a forma — + 0 1, porém, aqui, temos a= vV b%®—c2ea<b.
a

Exemplo 1.2 Determine a equagdo da elipse de focos F1(3,0) e F>(-3,0) e de eixo maior medindo

10.

Como os focos da elipse estdo sobre o eixo x, o eixo maior da elipse mede 2a com a > 0 e
2a > d(F,F>). Além disso, a > b, onde b = vV a?— c?. Como o eixo maior mede 10 unidades de
comprimento, 2a = 10, ou seja, a = 5. A distancia focal 2c mede 6 unidades de comprimento, logo,

¢ = 3. Sendo assim, podemos escrever:

U
I
\S]
[8)
|
©

b
b
b
b

I
L

i o x* oy
Como a equacao da elipse é da forma s + i 1, temos que:

x2 y2

+
25 16



Exemplo 1.3 Determine a equagdo da elipse de focos F1(0,6) e F»>(0,—6) e de eixo maior medindo

20.

Como os focos da elipse estdo sobre o eixo y, o eixo maior da elipse mede 2b com b > 0 e
2b > d(F,,F,). Além disso, b > a, onde a = Vb?—c2. Como o eixo maior mede 20 unidades de
comprimento, 2b = 20, ou seja, b = 10. A distancia focal 2c mede 12 unidades de comprimento,

logo, ¢ = 6. Sendo assim, podemos escrever:

a = Vb>-c?
a = v10%2-62
a = v100-36
a = 8.
2 2
Como a equacao da elipse é da forma p + i 1, temos que:
P B
64 100
2 .2
Obs.: Considerando a elipse de equacao — + i 1, vemos facilmente que os pontos A;(a,0),
a

Az(—a,0), B;(0,b) e B»(0, —b) estdao na elipse (basta notar que suas coordenadas satisfazem a equa-
¢d0). Tais pontos sdo chamados vértices da elipse. No capitulo 3, quando tratarmos do esboco da

elipse, veremos a importancia destes pontos.



CAPITULO

TRANSLACAO E ROTACAO DE EIXOS

Como vimos no exemplo 1.1, a equacgao de uma elipse pode ter uma forma de dificil manuseio.
A equacao candnica obtida no capitulo anterior representa apenas elipses cujos focos estao sobre
um dos eixos coordenados e o centro (ponto médio do segmento que liga os focos) coincide com
a origem do sistema de coordenadas. Quando nao tivermos essa situacao canonica, podemos
considerar um novo sistema de coordenadas de forma que os focos estejam sobre um dos eixos
e o centro coincida com a origem. Este novo sistema é obtido por meio de uma translacdo e/ou
rotacdo dos eixos coordenados.

Nas préximas secoes, vamos ver como funcionam estes “movimentos” entre os eixos coorde-

nados e, principalmente, como se relacionam as coordenadas dos pontos em relacao aos sistemas.

10



2.1 Translacao de Eixos

Considere dois sistemas de coordenadas: o sistema xOy, e o sistema x; O; y1, cujos eixos sdo
paralelos aos eixos do sistema xOy. O sistema x; O; y; pode ser imaginado como uma translagdo

de xOy, conforme mostra a figura abaixo.

n

O A€

Se P é um ponto do plano, podemos tomar suas coordenadas em relacdo a cada um dos dois
sistemas. Considere O (a, b) como a origem do sistema x; O1 ;.

Se (x, y) sdo as coordenadas de P em relagdo ao sistema xOy e (x1, y;) sdo as coordenadas de P
em relacdo ao sistema x; O, y;, temos:

xX=x1+a

y=n+b
onde (a, b) sdo as coordenadas de O; em relacdo ao sistema xOy. De fato, a figura abaixo ilustra o
que ocorre no caso em que todas as coordenadas (x, y, x1, y1, a, b) sdo positivas, mas argumentos

semelhantes justificam os outros casos.

11
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Explicitando-se x; e y;, obtemos

X1 =x—a
y1 =y-b.
Estas equacgdes permitem passar das coordenadas de um ponto P no sistema xOy para as co-
ordenadas de P com relacdo ao sistema x; O, ;.

Note que uma translacao de um sistema de coordenadas fica completamente determinada se

conhecermos as coordenadas da origem do novo sistema.

Exemplo 2.1 Seja o ponto P (4,-1). Efetuando-se uma translagao tal que a nova origem é Oy (-2,3),

em relagdo ao novo sistema, as coordenadas de P passam a ser

xi=x-a y1=y-b
X1 = 4-(-2) = -1-3

X1=6 y1:—4

ou seja, P em relacdo ao novo sistema, possui coordenadas P’(6,-4).

12



2.2 Rotacao de Eixos

Consideremos o sistema de coordenadas xOy e seja x;Oy; o sistema de coordenadas obtido

de xOy por uma rotacao de um angulo 0, no sentido anti-horério, como mostra a figura a seguir:

In

Sejam (x, y) e (x1, y1) as coordenadas de um ponto P do plano, em relacao aos sistemas xOy e

x1 0y, respectivamente.
C e ~ A /4 ~

Nosso objetivo € escrever x; e y; em func¢do de x, y e do angulo 0 € (0, 5) Uma rotagdo de um
angulo 0 transforma os pontos e; = (1,0) e e2 = (0, 1) nos pontos u; e uy, onde

u; = (cosO, senB) = cosbe; + senbe,

Uy = (—senf,cosf) = —senfej; + cosfe,

Y

i

u
1

D — — — — — — — —
ES
b - — —

&
o
E]
E

Note que:

P=(x,y)=xe; + yes.

13



Em relacao ao sistema x; Oy, as coordenadas de u; e uy sdo, respectivamente, (1,0) e (0, 1), logo:
P(x1,y1) = X111 + y1uz.

Assim:

xei+ye, = xjup+y1uz=x(cosl,send)+ y,(—send,cosd)

< (x,y) = (x1c080 -y senf,x;send+ y cos0)

X =Xx1c080 — y15en0
= 2.1
y=x15enf + y;cosf

Estas equacdes em 2.1 explicitam as coordenadas (x, y) em funcdo de (x;,y;) e 8. Note que

estas equacoes podem ser representadas pela seguinte equac¢do matricial:

X cosO —senf\|x;

y senf cosO |\y

) cost —senf | ) ) R cosd  senf )
A matriz M = é inversivel e sua inversaé M~ = , assim;
senf cos6 —senf cosf
X X1
= M
y n
1| X -1 X1
oM = M M
y n
o cos%0 + sen?6 cosOsenf — senfcosO X1
oM™ =
y senfcosl — cosOsend sen?0 + cos*0 7
X 1 0 X1
o M! =
y 01 n
Portanto,

X1 =xcos0 + ysenf

y1=—xsenl + ycos0.

Exemplo 2.2 Seja o ponto P(5,3). Efetuando-se uma rotagdo de 30° nos eixos, quais as coordenadas

de P em relagdo ao novo sistema?
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X1 = xcos6 + ysen6

3 1
X1 = 5£ +3—=
2 2
5v3+3
X]=——
2
Y1 =—xsenf + ycosO
| RVE]
=-5—+3—
1 5 5
—5+3V3
n= 5

Ou seja, em relacao ao novo sistema, P 5 2

5v3+3 —5+3\/§)

Exemplo 2.3 Encontre um novo sistema de coordenadas de modo que a equagdo da elipse cujos
focos se localizam nos pontos (0,0) e (2,2) e cujo eixo maior mede 4 unidades de comprimento tenha

a forma canonica.

Os focos desta elipse ndo estdao ambos sobre um dos eixos e, obviamente, o ponto médio de

F, F, ndo é a origem.
Em casos como este, devemos considerar primeiro um novo sistema de coordenadas x; Oy; de
modo que os focos estejam sobre um dos eixos, obtido do sistema xOy por meio de uma rotagdo

de eixos. Como os focos sao F;(0,0) e F»(2,2), ambos estdo nareta y = x.

&~

y

¥
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A . . . L. T . .
O angulo entre o eixo x e esta reta, no sentido anti-horario, é 7 logo, considere x; Oy, obtido
. ~ . . . 4 -
de xOy por meio da rotacao, no sentido anti-horario, de 8 = T As equacoes que descrevem esta

rotacao sao:

/1 T V2
X=X1€08S— — Yy 5en— x=—(x1—-1)
_ xysen’” i V2
y—xlsen4+ylcos4 y=7(x1+y1)
ou

V2
m=7;u+w

V2
y1=7(y—x)

N

v
Neste novo sistema, os focos estdo sobre o eixo x; e suas coordenadas (em relagdo a x;0y;)
sao: F1(0,0)

Para F»(2,2), teremos:

7T 7T
X = 20032 +2$enZ
V2 V2
=X = 27 +2?
=>X1 = 2\/5

16



= Zsenn +200sﬂ

no= 4 4
V2 V2
>x = —-2—+2—
2 2

=y = 0,ouseja, F»(2v/2,0).

Ainda ndo temos a situacdo canodnica, pois a origem de x; Oy; ndo é o ponto médio Q de F; F>.

Em Relacdo a x; Oy, as coordenadas de Q sdo:

/4 /4
Xy = 1cosZ+lsenZ
V2 V2
sao= oty
=>x1 = V2
/4 /4
n = —lsenZ+1cosZ
V2 V2
sao= oty
=y = 0,

ou seja, Q(\/Z 0).
Dessa forma, considere o sistema x, O, y» obtido pela translacao de x;Oy; que leva a origem

para o ponto O; = Q(v'2,0) = (c,d) , a qual é descrita por:

x1:x2+\/§ y1=)2+00u
X2 =X1-V2 Y2=n

Logo, Q = (0,0), no sistema x3 02 J».

Neste novo sistema x, Oy, temos a situacdo candnica. Assim, a equacdo da elipse em relacdo a
P
x5 Y,
x,0y, é daforma = + —2 =1.
2U)2 2 D2
No exemplo 1.1 do capitulo 1 encontramos a seguinte equacao, em relacao a xQOy, desta elipse

3x2+3y?—4x—-4y-2xy—4=0.
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Em relacao ao sistema x; Oy, esta equacao assume a seguinte forma:

2
+3

Q( - 1) 2
2 X1— N
V2 V2
7(361 —J/1)7(x1 + 1)

3

V2
7()61 + 1)

2

-2 -4

=> g(xf—leyl +yf+xf+2x1y1 +yf)
:g(2x§+2yf)

:2x%—4\/§x1 +3yf—4
:>2(xf—2\/§x1+2—2)+3yf—4

= 2(x; - V2)2 +3y%

V2
?(xl -»n)

4 -4

V2
7(?61 + 1)

2V2(x1 -+ x—y) - (- y) -4=0
4V2x - X2+ yi-4=0

0

0

8

No sistema de coordenadas x, O, y», essa equacdo fica na seguinte forma:

2x§+3y§:8©

2 2
X.
_2+&:1.
4 8

3

Assim, obtivemos uma equacao candnica para esta elipse.
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CAPITULO

ESBOCO DA ELIPSE

Como foi visto no capitulo anterior, sempre é possivel encontrar um sistema de coordenadas
2 .2
~ . . X
de modo que a equacao da elipse assume a forma canonica — + % = 1. Dessa forma, se queremos
a

apenas tratar de questdoes geométricas, podemos considerar apenas elipses como esta. No que
segue, vamos fazer vdrias consideragoes que nos possibilitardo fazer um esboco convincente da

elipse.
2 2

x
Considere a elipse € de equagao — + % = 1. Note que se um ponto P(x, y) estd nessa elipse,
a

entdo x ndo pode ser maior do que a, nem menor do que —a, ou seja, devemos ter |x| < a. De fato,
2 2

. X Yo . ~ .
se x > a (ou x < —a), terfamos x* > a?, logo — >1. Como 72 € um nlimero néo negativo para
a
2 2 52

qualquer y € R, entao ; + ﬁ > ? > 1, assim, P(x, y) ndo estaria na elipse. Do mesmo modo,

prova-se que se P(x,y) estd na elipse, entdo -b < y < b, ou seja, |y| < b. Com isso, j4 podemos
. . . . X y - . e

concluir que a elipse, ou seja, os pontos que satisfazem prs + 02 = 1, estdo contidos na regido

limitada pelas retas x = —a, x =a, y = —b e y = b, isto é, a elipse estd contida no retangulo que

aparece na figura abaixo:
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Note que os vértices da elipse também estdo na borda do retdngulo. Na verdade, os vértices
da elipse sdo os tnicos pontos dela que também estdo na borda do retangulo. De fato, a borda
deste retangulo é formada por quatro segmentos de reta contidos, cada um, em uma das quatro

retas mencionadas acima. Neste caso, se P(x, y) estd na elipse e na reta x = —a, entdo P(-a,y) e

N2 2 2 2 2 2
(az) +%:1©%+%:1©1+%:1©%:OQy:O,logoP(—a,O),oqualéumdosvértices
da elipse.

Do mesmo modo, mostra-se que os outros pontos da elipse que também estdo na borda do
retangulo sdo (a,0), (0,—b) e (0, b), os quais sdo os outros vértices da elipse. Outra questdo impor-

tante a ser abordada trata das simetrias da elipse. Seja P,(x,, y,) um ponto da elipse de equacao
2 .2
XYy

St 1. Como z? = (—z)? para todo z € R, 0s pontos P1(—X,, ¥o), P2(X0,~ Vo) € P3(—X0,— Vo)

também estao na elipse.
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- === == @

n

Isso significa que se um ponto P, estd na elipse, entdo seu simétrico P; em torno do eixo y e o
seu simétrico P, em torno do eixo x também estdo na elipse. Além destes, o seu simétrico P3 em
relacdo a origem O também estd na elipse.

Dessa forma, a por¢do da elipse que estd no segundo quadrante é apenas uma reflexdao da
porc¢do que estd no primeiro quadrante.

Com isso, temos a porcao da elipse que estd acima do eixo x. A porcao abaixo do eixo x é

uma reflexdo da porcao que estd acima. Sendo assim, se tivermos o esboco da porcao da elipse

22



que esta no primeiro quadrante, poderemos obter o esboco completo da elipse. As figuras abaixo

mostram como fazer isso com uma curva que possui as mesmas simetrias de uma elipse, mas que

definitivamente ndo é uma elipse.

Por fim, podemos notar que para cada —a < x, < a, existem dois valores de y tais que o ponto
2

X2 92 x2 X
4 lipse de equa 510—+y—:1 Bastanotar que y, =b\/1-—=2ey; =-bh\/1- =
P(x,,y) esta na elip quag PR . que y, o) Y1 e

sdo tais que P,(x,, o) € P1(x,y1) estdo na elipse. Dessa forma, podemos concluir que a elipse
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ndo é o grafico de uma funcao (y como funcao de x, e, do mesmo modo, prova-se que também

ndo é gréafico de x como fungdo de y). Porém, a por¢do da elipse que estd no primeiro quadrante
2

é o gréfico da funcdo f: [0,a] — [0, b] dada por f(x) = by/1- x_2 . Sendo assim, vamos esbocar o
a

grafico dessa funcdo. Para isso, precisaremos tratar dos seguintes conceitos referentes a funcoes:

fung()es crescentes, decrescentes, convexas e concavas.

3.1 Funcoes Crescentes e Decrescentes

Definicdao 3.1 Seja f: A — R uma funcgdo, onde A c R. Dizemos que f é crescente quando para
quaisquer c,d € A, com ¢ < d, tivermos f(c) < f(d). Se para quaisquer c,d € A, com ¢ < d tivermos

f(c)> f(d), dizemos que f é decrescente.
Exemplo 3.1 f:R— R dada por f(x) = x é crescente.

De fato,se c,d€Rec<d,entdo f(c)=c<d = f(d).
Exemplo 3.2 f:R* — R" dada por f(x) = x> é crescente (R* = [0, +00)).

De fato, sejam ¢,d € R* , com c < d. Se ¢ = 0, entdo f(c) = f(0) = 0> < d? = f(d). Considere o caso
0 < c<d. Temos f(d)-f(c) = d*>—c? = (d + c)(d—-c). Como c e d sdo ntimeros positivos, entdo
c+d>0ecomo c<d, temos d—c > 0, assim d?>~c% = (d + ¢)(d-c) >0 & d*-c* >0 o fd)-f(c) >

0 < f(c) < f(d). Note que a funcdo f:R~ — R dada por f(x) = x> é decrescente.

Exemplo 3.3 Se f : A — B é uma bijecdo crescente, entdo a sua inversa f~! : B — A também é

crescente (aqui A, B R).

De fato, sejam c¢,d € B, com ¢ < d. Temos c = f(t) paraalgum t € Ae d = f(z) para algum z € A,
logo f(t) < f(z). Como f é crescente, devemos ter t < ze f'(c)=te f1(d) =z logo f1(c) <
fHd) e f~! é crescente.

Do exemplo 3.3 acima, segue que a fun¢do g : R* — R* dada por g(x) = /x é crescente, pois é
ainversade f:R* — R*; f(x) = x°.

A seguir, mostraremos que a funcao que tem como grafico a porc¢ao da elipse no 1° quadrante

é decrescente.
2

Teorema 3.1 Afuncdo f :10,al — [0, b] dadapor f(x) = b\|1-— ,ondea>0eb >0, édecrescente.
a
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Demonstracdo: Sejam c, d € [0, a] com ¢ < d. Dessa forma, como x? é crescente em R*, entdo ¢ <
9 c? d? c? d?

= ¢ > -d*> > -—— >-— =>1-— >1-—. Como VX é crescente, temos
a a a a

dZ
2 A2 2 d?
\/1_%>\/1_;:b\/l—%>b\/1—;©f(0)>f(d).

A andlise do crescimento e decrescimento de func¢des pode ser feita usando-se resultados e

U

conceitos do célculo diferencial (para detalhes [2] e [5]).

Os pontos (0, b) e (a,0) fazem parte do grafico da funcdo f acima, sendo, de certa forma, as “ex-
tremidades” deste gréfico, ou seja, este grafico é uma curva que liga esses pontos e que decresce,
ou seja, ao desenharmos o grafico, partindo de (0, b), o traco vai decaindo até chegar em (a,0).
Porém, existem varias formas de ocorrer este decaimento. As figuras a seguir mostram algumas

dessas formas:
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Na préxima secao, vamos abordar esta questao através dos conceitos de fungao convexa e fun-

¢do concava.
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3.2 Funcoes Convexas e Concavas

Seja f: I — Ruma funcao onde I é um intervalo de qualquer tipo ([c, d], [¢, +00), (—o0, d], etc.).
Sejam c,d € I, com ¢ < d. Os pontos P(c, f(c)) e Q(d, f(d)) estdo no gréficode f. Comoc<d, a

reta que passa por P e Q nao € vertical, logo possui uma equacao do tipo y = mx + n. Conside-
- . fle)=mc+n _
rando que P e Q estdo na reta e resolvendo o sistema , encontramos a seguinte
fld)=md+n
equacdo para esta reta:

fld)—f(c)

y=fl+———@-c=r)

Definicao 3.2 Uma funcgdo f : I — R, onde I é um intervalo, é dita ser convexa quando para quais-

querc,x,d € I, comc< x<d, temos:

f@y-f(
d-—c (x

fx) = fle)+ -a) (3.1

e é dita ser concava quando:

fx)=fc)+

d _
%(x —a) 3.2)

Se em (3.1) e em (3.2) trocarmos < por < e = por >, temos 0s conceitos de func¢ao estritamente
convexa e estritamente concava, respectivamente.
Note que se ¢ < x < d, entdo o ponto P'(x, r(x)) estd no segmento de reta que liga P(c, f(c)) e

Qd, f(d)).

27



v

Sendo f convexa, devemos ter f(x) = r(x), ou seja, no ponto de abscissa x o gréfico de f esta
abaixo do segmento de reta ligando P e Q. Como a condi¢ao (3.1) é valida para quaisquer ¢, x,d € I,

com ¢ < x < d, entdo o aspecto geométrico do gréfico de uma funcao convexa deve ser o seguinte:

Figura 3.1: fun¢do convexa crescente
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Figura 3.2: fun¢do convexa decrescente

Note que se fixarmos c e d e tivermos a condicao (3.1) vdlida para todo x € (c, d), entao o grafico

pode apresentar o seguinte formato:

f(d)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
q T

Note que (3.1) é valida para qualquer x € (¢,d). Porém, tomando e < x < h, temos f(x) >

Flo)+ f(h})l:i”(e)

(x — e), portanto a fun¢do ndo é convexa.

Com isso, podemos concluir que o aspecto geométrico do grafico de uma funcdo convexa é o
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de uma curva com concavidade voltada para cima (algo como uma “boca aberta” para cima). Do
mesmo modo, vemos que o aspecto geométrico do grafico de uma funcao concava é de uma curva

com concavidade voltada para baixo.

//.

o €

Figura 3.3: funcdo concava crescente

Figura 3.4: funcao concava crescente
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Obs.: Funcdes cujos gréficos sdo retas ou segmentos de reta sdo simultaneamente convexas e

coOncavas, mas nao sao estritamente convexas, nem estritamente concavas.
Exemplo 3.4 A funcdo f:R* — R dada por f(x) = x> é estritamente convexa.
Queremos mostrar que, para quaisquer 0 < a < xy < b, temos f(xp) < r(xp), onde:
fb) - @
b—a

r(x) = (x—a)+ f(a). (3.3)

Como f(x) = x2, f(a) = a® e f(b) = b?, substituindo as relacdes acima em (3.3), podemos inferir

que
2 2
r(xo) = o (x0— a) + a®
F(xo) = (b—a)(b+a) (o — @) + @
b-—a

r(x0) = (b+ a)(xo — a) + a?
r(xo) = bxg — ab+ axy — a* + a®

r(xg) = bxg— ab+ axy

r(xg) = b(xg— a) + axg > xo(xg— a) + axyg = xg —axp+ axy = xg = f(xo).
L]

Portanto, r(xg) > f(xo) e, assim, f é estritamente convexa. De modo andlogo, prova-se que

f:R— R, dada por f(x) = x? é estritamente convexa.

/ 2
X

Teorema 3.2 A fungdo f :10,al — R dada por f(x) = b\/1-—, coma>0eb >0, é estritamente
a

concava.

Demonstracdo: Sejam0<c<x<d=<aer(x)=f(c)+ (x=oc).

fld)~-fo
d—-c
Queremos mostrar que f(x) > r (x). Temos:

b b
—\/az—dz—ax/az—cz

a
d-c

r(x)zé a’—c%+ (x—20)
a

Igualando os denominadores, podemos escrever:
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ol — = - — — — — — —

b b b
—(d-o) a2—02+E(x—c)\/az—dz—E(x—c)\/az—c2

a
d-c

r(x) =

b
Colocando o fator — em evidéncia, temos:
a

) _E (d-—c—x+co)Vat-c2+(x-c)Va?-d?
a d-c
g[(d—x)\/az—cz+(x—c)\/az—dz]

d-—c

Suponha que f(x) < r(x), assim:

g (d—x)\/az—c2+(x—c)\/a2—d2] b
Z_

2 _ 2
a‘—x
d-—c

b
Cancelando — em ambos 0os membros, multiplicando-os por “d — c” e elevando-os ao quadrado,
a

ficamos com a seguinte desigualdade:
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= (d=x2@-cA)+2(d-x)(x-0)Va?-c2Va?-d*+

+(x=0)%(a?-d® = (d-c)%(a® - x?)

= 2(d-x)(x—c)Va*-c*Va®-d?+(d*-2dx+x*)(a® - c®)+
+(x? =2cx+ ¢?)(a? — d?) = (d* - 2cd + ¢*) (a* — x?)

= 2d-x)(x—0)Va2—c2Va—d%+a?d? - 2a’dx + a?x? — c>d?+
+2c2dx — 252 + a?x? — d*% - 2aPcx + 2cd? x + a*E% - 2d? = a*d?
— @252 - 2a%cd + 2cdx? + a> % — 27

= 2d-x)(x—Va2-cAVa?2—d?>+2a®x*-2c%d?*-2a?dx +2c%dx

—2a’cx+2cd?*x=2cdx?*-2a’cd
Ao dividirmos ambos os membros da inequacdo acima por dois, obtemos:

= (d-x)(x—c)Va?—c2Va?—d?+a?x*—c?d? - a?dx+ c?dx— a®cx+ cd?x = cdx? - a’cd

= (d-=x)(x—c)Va?—c2Va?—d?=cdx®+c?d?-c?dx—cd?x+ a’dx + a’cx — a®x?* — acd

= (d-x)(x-c)Va?-—cAVa?—d?=cd(x*+cd-cx—dx)+ a*(dx+cx—x*—cd)

= (dx—-cd—x*+cx)Va?—-c2Va?-d?=—-cd(dx—cd - x*+cx) +a®(dx—cd — x>+ cx)

> (dx—cd-x*+cx)Va?—-c2Va?-d? = (dx—-cd—x*+cx)(a® - cd)
Como “dx—cd-x?+ cx” é um fator comum de ambos os membros da inequacdo acima, podemos

elimina-lo. Assim, temos:

>Va2-c2Va2-d?=(a®-cd)

Elevando os dois membros da inequac¢do acima ao quadrado, obtemos:

= (a* - ) (a®-d>) = (@® - cd)?

Aplicando a propriedade distributiva no primeiro membro da inequacao supracitada e desenvol-
vendo o quadrado da diferenca de dois termos no segundo membro da mesma, podemos escrever:
= ﬂ‘{—azdz—a202+;%[2ﬂ‘{—2azcd+j%[
=> -a’d*-a*c*=-2a*cd
Multiplicando ambos 0os membros da inequag¢ao acima por menos um, temos:
= a’d*+a*c®><2a*cd
a’(d?*+c?) < a*2cd
d?+c?><2cd
d*>—-2cd+c*<0
(d*-c*)?<0

R
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Como (d - c¢)? ndo pode ser menor que zero entio,
= (d*-c*)?=0

= d=c.
Como, por hipétese, ¢ < d, temos uma contradi¢do.Portanto, f(x) > r(x) para quaisquer

0<c<x<d<=a,ouseja, f é estritamente cOncava.

\\ y "

3.3 Esboco da Elipse

Com o que foi visto até aqui, temos condicoes de esbocar a elipse. Comecemos com o gréfico

/ 2
dafuncao f:[0,a] — Rtalque f(x)=»b 1—%.

Ja vimos que os pontos (0, b) e (a,0) estdo neste grafico. Além disso, vimos que esta funcao é

decrescente e concava, portanto seu gréfico tem a seguinte forma:
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Usando a simetria da elipse em torno do eixo y, temos:
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Finalmente, usando a simetria em torno do eixo x, temos:

A

Y

A seguir, seguem, respectivamente, os esbocos das elipses dos exemplos 1.1 e 1.3 do capitulo

Y
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3.4 Conclusao

Neste trabalho procuramos apresentar uma forma didatica e vidvel (para alunos do ensino
médio) de estudar a fundo a elipse. Todos os conceitos e resultados constantes nessa dissertacao
podem ser apresentados para alunos do ensino médio pois ndao requerem pré-requisitos de mate-
matica avancada (ensino superior). O principal ponto foi possibilitar o estudo dos aspectos geo-
meétricos de uma elipse apenas com conceitos de matemadtica basica. Em geral, para esbo¢carmos
uma curva (com algumas excecoes) necessitamos de conceitos e resultados do célculo diferencial
e integral, tais como, limites, continuidade, derivada e teoremas como o do valor intermedidrio
e o do valor médio. Nessa dissertacgdo, foi proposta uma maneira de fazermos o esbogo da elipse
sem usar qualquer contetido do célculo diferencial, o que possibilita sua aplicacao em uma sala
de aula do ensino médio. Esperamos, com isso, dar uma orientacao para que professores ao serem
perguntados sobre o porqué do tracado da elipse ser como é, eles de fato possam dar uma resposta

convincente aos alunos de forma que estes entendam.
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