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RESUMO

METODOS MATEMATICOS: UMA APLICAGCAO NAS CIENCIAS
AGRARIAS

AUTOR: Juliano Silveira Meira
ORIENTADORA: Lidiane Buligon

Este trabalho apresenta uma abordagem matematica para um problema de natureza préa-
tica que tem origem na Zootecnia. Especificamente, o tema esté relacionado ao estudo
referente ao calculo das exigéncias nutricionais de energia para mantenca de cordeiros da
raca Texel. O processo de modelagem consiste em obter um modelo matematico a partir
do ajuste de funcdes aos dados experimentais, podendo assim realizar o calculo do ponto
fixo da funcao. O experimento foi realizado no Laboratério de Ovinocultura da Universidade
Federal de Santa Maria (UFSM). Um dos objetivos da pesquisa era determinar a exigéncia
de Energia Metabolizavel para mantenca (EMm), que segundo a metodologia empregada
pelos pesquisadores, consiste em obter o ponto de equilibrio da fungdo que relaciona a
Producéao de Calor (PC) e o Consumo de Energia Metabolizavel (CEM). Em termos mate-
maticos, o objetivo é obter o melhor ajuste de curva para o conjunto de valores observados
pelo método dos minimos quadrados linear e o ponto fixo pelo método de iteragcao de ponto
fixo. O software Visual Calculo Numérico (VCN) foi usado para validagdo do modelo pro-
posto, incentivando o uso de novas tecnologias. Além disso, o trabalho busca disponibilizar
um aporte tedrico e conceitual dos métodos matematicos usados na modelagem. A moti-
vacao deste estudo é levar a matematica aplicada para areas da ciéncias agrarias.

Palavras-chave: Ponto de equilibrio. Ponto fixo. Modelagem. Métodos numéricos. Energia
Metabolizavel para mantenga. Zootecnia.



ABSTRACT

MATHEMATICAL METHODS: AN APPLICATION IN THE AGRARIAN
SCIENCES

AUTHOR: Juliano Silveira Meira
ADVISOR: Lidiane Buligon

This work presents a mathematical approach to a problem of a practical nature that ori-
ginates from Zootechnics. Specifically, the theme is related to the study concerning the
calculation of the nutritional requirements of energy for maintenance of Texel lambs. The
modeling process consists of obtaining a mathematical model from the functions fitting to
the experimental data, being able thus calculate the fixed point of the function. The ex-
periment was made at the Sheep Laboratory in the Universidade Federal de Santa Maria
(UFSM). An aim of the research was to determine the requirement of Metabolizable Energy
for maintenance (MEm), that according to the methodology used by the researchers, it con-
sists in obtaining the equilibrium point of the function that relates the Heat Production (HP)
and the Metabolizable Energy Consumption (MEC). In mathematical terms, the aim is to
obtain the best curve fitting for the observed value set by the linear least squares method
and the fixed point by fixed-point iteration method. The Visual Numerical Calculus (VNC)
software was used to validate the proposed model, encouraging the use of new techno-
logy. In addition, the work search for to provide a theoretical and conceptual support of the
mathematical methods used in modeling. The motivation of this study is to take the applied
mathematics to agrarian science areas.

Keywords: Break-even point. Fixed point. Modeling. Numerical methods. Metaboliza-
ble Energy for maintenance. zootechny
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1 INTRODUCAO

A atividade de aplicar matematica é tdo antiga quanto a prépria matematica. E sa-
bido que muitas ideias em matematica surgiram a partir de problemas praticos do cotidiano
(BASSANEZI, 2006).

Também segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN)(1997):

A Histéria da Matematica mostra que ela foi construida como resposta a pergun-
tas provenientes de diferentes origens e contextos, motivadas por problemas de
ordem pratica (divisao de terras, célculo de créditos), por problemas vinculados
a outras ciéncias (Fisica, Astronomia), bem como por problemas relacionados a
investigagdes internas a propria Matematica (BRASIL, 1997, p.32).

Para ajudar na tarefa de entender melhor o nosso mundo e explicar os fendbmenos
oriundos da natureza, muitas vezes descrevemos um fenémeno especifico matematica-
mente por meio de um modelo explica Frank, William e Steven (2014). Os modelos podem
ser expressos em termos de gréaficos, de tabelas, fun¢des ou de equacgdes, variando desde
0 mais simples aos mais complexos. Esses modelos podem ainda serem obtidos a partir de
dados experimentais de campo ou de laboratério ou podem ser deduzidos de alguma teoria
geral. Um bom modelo matematico € aquele que produz resultados que estdo em confor-
midade com as observagdes do mundo fisico (PATROCINIO Jr, 2006; ANTON, 2000).

Frank, William e Steven (2014) complementam que, um modelo matematico € uma
idealizacdo do fen6meno do mundo real e nunca sera uma representacdo completamente
precisa da realidade. No entanto, apesar de suas limitagdes, um modelo matematico pode
fornecer resultados e conclusdes préximos do comportamento do problema real.

Entretanto, para Bassanezi (2006) uma das maiores dificuldades para adotar o pro-
cesso de modelagem € a transposicao de barreiras ofertadas pelo ensino tradicional, no
qgual tem-se explicito o objeto de estudo, meramente teérico e voltado ao conteddo exigido
nos programas das disciplinas. Dessa forma, tem-se um aluno propenso a adquirir muitas
habilidades de resolug¢des de calculos, em contrapartida, poucos conseguem utilizar des-
tas habilidades para resolver problemas relacionados ao seu cotidiano.

Ainda para Bassanezi (2006), varios aspectos podem ser observados para com-
preender o importante papel da modelagem em sua utilizagdo como ferramenta cientifica,
dentre eles destaca que, a modelagem pode ser um método para fazer interpolagdes, ex-
trapolagdes e previsdes. Nesta perspectiva, entende-se modelagem como uma estratégia
usada para transformar um problema definido em alguma situagao pratica, em um modelo
matematico, com o objetivo de obter alguma solugdo para o problema original, utilizando-
se de conhecimentos adquiridos anteriormente.

O autor acrescenta que a modelagem matematica abrangente e capaz de analisar
e sugerir interferéncias em processos empiricos ou fenébmenos naturais, € por exceléncia
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o método cientifico utilizado nas ciéncias factuais.

Uma area contida nas ciéncias factuais, é a Zootecnia, definida como Ciéncia de-
dicada ao estudo da criagdo dos animais, em especifico para esse trabalho, a criacdo de
ovinos (FERREIRA et al., 2006). Na zootecnia a area de Nutricdo e Alimentacao gera
pesquisas que envolvem:

Compreender os processos quimicos, fisicos e bioldgicos que ocor-
rem no trato gastrointestinal para que os animais possam tirar pro-
veito maximo dos nutrientes para atender as exigéncias nutricionais,
bem como saber escolher, formular e fornecer alimentos visando o
maximo desempenho animal e minimo custo (UFSM, 2017).

Dentre as racas de ovinos estudados, encontram-se os cordeiros da raca Texel,
animais cuja producao esta em constante crescimento na regido Sul do Brasil. As exigén-
cias nutricionais de ovinos, sao definidas com base em estudos internacionais, porém as
condigdes climaticas, as diversidades metodolégicas e a diversidade de raca sdo aspectos
fundamentais que interferem na criagao, por isso a importancia de desenvolver pesquisas
nesse sentido (MARTINS, 2017).

Dentre as exigéncias nutricionais estudadas, tém-se as exigéncias nutricionais de
energia. Segundo Martins (2017), a energia é um nutriente fundamental para determinar a
limitagdo da producao de ovinos. A necessidade energética escassa, resulta em tardancga
no crescimento, aumento da idade a puberdade, diminuigdo da fertilidade, diminuigdo na
producéo de 1a e leite, e ampliacdo de risco para contrair doencas e parasitas (SUSIN,
1981 apud MARTINS, 2017).

As exigéncias de energia liquida, sdo separadas em exigéncia de Energia Meta-
bolizavel para mantencga e exigéncia de energia para ganho (gordura, musculatura, entre
outros). Destas, tem-se que a exigéncia de energia metabolizavel para mantenca, € a ener-
gia para manter a estabilidade fisioldégica do animal, ou seja, a energia necesséaria apenas
para que seu corpo funcione sem perdas nem ganhos (GALVANI, 2008). Portanto, em mo-
mentos de crise por falta de alimentacao para a criagdo desses animais, ou qualquer outro
problema adverso, faz-se necessério ter o conhecimento do minimo de energia requerida
para esses animais, sem que eles tenham uma dieta deficitaria, acarretando assim, em
perca de fungdes importantes para o funcionamento organico do animal.

Uma alternativa utilizada por Martins (2013) para calcular as exigéncias de Ener-
gia Metabolizavel para mantengca (EMm) foi o calculo do ponto de equilibrio da funcéo de
regressao linear do logaritmo da Produgéo de Calor (PC) (PC, Kcal /K gPV®™ /dia) em
fungdo do Consumo de Energia Metabolizavel (CEM) (CEM, Kcal/K gPV®™ /dia) (LOF-
GREEN; GARRET, 1968 apud MARTINS, 2013).

O problema prético enunciado acima é um exemplo de uma situagao-problema na
qual pode-se aplicar um processo de modelagem matematica, em que converte-se o pro-
blema real, que é obter o valor de exigéncia de Energia Metabolizavel para mantenga, em
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um problema matematico, por meio de dados experimentais de Produgéo de Calor (PC) e
do Consumo de Energia Metabolizavel (CEM). Para tal, usa-se técnicas numéricas da teo-
ria da aproximagao para ajustar o conjunto de dados disponiveis, obtidos em experimentos
de campo ou em laboratério, por meio de fungbes elementares (Minimos Quadrados linear
ou néo linear) e 0 método do ponto fixo, para calcular o ponto de equilibrio (BURDEN;
FAIRES, 2013; FRANCO, 2006; RUGGIERO; LOPES, 2000). Este numero obtido, corres-
ponde o valor em que a Produgao de Calor é igual o Consumo de Energia Metabolizavel,
portanto, o organismo do animal esta funcionando sem déficit de energia e sem energia
sobrando para o ganho de massa muscular, gordura, entre outros (MARTINS, 2013).

A necessidade de trabalhar este problema no presente estudo, surge da riqueza de
contetudos matematicos envolvidos nesse calculo do ponto de equilibrio, que é deixado em
segundo plano, ao trabalhar somente com ferramentas computacionais. Além disso, ao
abordar matematicamente o problema, a aplicagao dos conceitos sdo melhores justifica-
das, ou seja, sua aplicacao sera baseada em um método matematico provado e validado,
trazendo credibilidade a solugao.

O conjunto de dados que sera utilizado como base para o processo de modela-
gem desenvolvido neste trabalho, foi coletado em uma pesquisa de p6s graduagdo em
Zootecnia. A metodologia utilizada pelos pesquisadores do laboratério de Ovinocultura da
Universidade Federal de Santa Maria (UFSM), est4 descrita na dissertagdo de mestrado
do Programa de Pés-Graduagéo em Zootecnia (MARTINS, 2013).

Diante do exposto, este trabalho tem como objetivo construir um estudo matema-
tico, acerca de um problema de origem da area de Nutricdo e Alimentacao, do curso de
Zootecnia relatado anteriormente. Especificamente refere-se ao calculo da exigéncia de
Energia Metabolizavel para Mantenca. Para isso, necessita-se modelar o problema de na-
tureza pratica, por meio de métodos matematicos. O processo de obtencdo do modelo
matematico, consiste em prop6r fungdes de ajuste para os dados experimentais, calcular
o erro do método numérico utilizado, verificar a fungdo que melhor representa os dados
coletados e entdo encontrar o ponto fixo, cujo significado € o ponto de equilibrio.

O presente estudo, esta organizado do seguinte modo: introdugédo, como ja apre-
sentada; capitulo 2; capitulo 3 e conclusao.

No capitulo 2, tem-se a fundamentacao teédrica, na qual estdo apresentados os
conteudos, com as definicbes e teoremas, que servem como base para a resolu¢do do
problema préatico. Desta apresentacao de contetdos, busca-se fundamentar os calculos
utilizados pelos pesquisadores, na area da zootecnia.

No capitulo 3, tem-se a apresentacéo e a solugcéo do problema, para isso utilizou-se
os dados coletados por Martins (2013) e por seguinte aplicou-se os conceitos do Capitulo
2. Neste mesmo capitulo, sera feita uma validagcao dos calculos, por meio do software
Visual Calculo Numérico (VCN).

Para concluir este trabalho, sera feita a andlise da aplicagcdo e um breve relato so-
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bre a experiéncia de aplicar os conteudos matematicos, em uma outra area da ciéncia,
verificando se foi cumprido o fundamental papel da matematica como método cientifico, na
resolucao dos problemas do cotidiano.



2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Nesse capitulo, apresentam-se alguns dos principais conceitos matematicos que
entende-se como necessarios para a compreensao dos métodos dos Minimos Quadrados
e do Ponto Fixo (Método da lteracao linear). O mesmo esta dividido em duas partes prin-
cipais, na primeira sera feita uma breve revisdo de Algebra Linear, e na segunda parte a
descricao dos dois método numéricos.

Adicionalmente discorre-se sobre 0 Coeficiente de Correlagdo de Pearson, que sera
empregado como um quantificador do correlacionamento entre o0 modelo a ser proposto e
os dados observados, e entdo definir qual das fungdes sera o ajuste utilizado para o cal-
culo do ponto de equilibrio.

Informa-se que esse referencial tedrico € composto basicamente pela bibliografia
Franco (2006), Ruggiero e Lopes (2000) e Burden e Faires (2013), que serdo usados para
a descricao dos métodos numéricos. Os conceitos complementares de algebra linear es-
tardo baseados em Boldrini et al. (1984) e Hefez e Fernandez (2016).

2.0.1 Conceitos Basicos

Definicao 1. Sejam E um conjunto e K um corpo. Vamos supor que em E esteja definida
uma operacéao de adicdo:
(u,v) EEXE —su+ve€E,

E que esteja definida uma operacao entre os elementos de K e de E (chamada multiplica-
¢do por escalar):
(,u) € K X E— au € E.

Entao, E é um K-espaco vetorial, em relacdo a essas operagoes, se as sequintes
condigées estiverem satisfeitas:

A) @+ T =7+1,Vi,0 € E,

A3) 30e E |i+0=04+ad=1a,VieE,
A) Vie E,3 —deE |i+(—u) =0,
M) a(id+7) = ai + at,Va € K,Vi,U € E,

My) (o + B)u

at + pu, Vo, € K,Vu € E,

Ms) (aB)i = (afi),Vo, B € K,Vi € E,
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My 1-d=u,VieE.

Os elementos de E serdao chamados de vetores e os elementos de K de escalares.
Assim, o elemento 0 de E sera chamado vetor nulo e o elemento — de vetor oposto de i
e o elemento 1, o elemento neutro multiplicativo.

Definicao 2. Sejam E um K-espaco vetorial e W um subconjunto ndo vazio de E. Diz-se
que W é um subespaco vetorial de E, ou simplesmente um subespacgo de E, se W, com
as operacgoes de adicdo em E e multiplicacdo de vetores de E por escalares, é um espaco
vetorial.

Definicao 3. Seja ' um K-espaco vetorial. Sejam vi,v3,--- ,v,,n vetores de E. Diz-
se que o vetor v € E é combinacao linear de v,vs,--- ,v,, se existem escalares'
ay,a, - o € K, tais que:

n
U= 0] + Qals + « - + a0, = E o, 0;.
i=1

Definicao 4. Seja E um K-espaco vetorial. Os vetores vy, vy, - - - , v, € E s8o linearmente
dependentes (L.D.) sobre K, se existirem escalares oy, as, -, € K, nem todos nulos,
tais que:

a1 + v + - -+ o =0

Percebe-se que essa relagcdo é sempre valida se os «;,© = 1,2,--- , k sdo todos
iguais a zero. Quando isso acontece, diz-se que 0s vetores sgo linearmente independen-
tes (L.1.).

Definicao 5. Um K-espaco vetorial tem dimensao n se:
1. Existem n vetores linearmente independentes.
ii. (n + 1) vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Definicao 6. Qualquer conjunto de n vetores linearmente independentes é chamado base
de um K-espaco vetorial de dimenséao n.

Definicao 7. Seja £ um espago vetorial real. Sejam u,v elementos de E. Chama-se
produto interno (ou produto escalar) de i por v - em simbolo, (i, V) - qualquer fungao
definida em EE x E com valores em R, satisfazendo as sequintes propriedades.

P (@,7) = (#,@),V 4,7 € E;
Py) (i + ¥, = (ii + @) + (7 + W),V il, 0, € E;

Py) (i, @) = A\, 9), YA € R, Vii, o € E;

'Os escalares o;,i = 0,1, --- ,n sdo os coeficientes da combinagao linear
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_>
Py) (u,w) > 0 e (u,u) =0 se e somente se i = 0 (vetor nulo).

Se em E esta definido um produto escalar, entdo E' é chamado de espacgo vetorial
euclidiano real.

Definicdao 8. Sgja £ = R". Sejam i = (x1,29, -+ ,x,) € U = (Y1,Y2,"** ,Yn), €NLEO 0O
produto interno no R"

<ﬁ’ 17> = Z T3l
=1

chama-se de produto interno usual no R".
Assim, tal relagcao transforma o R™ num espaco euclidiano real.

Definicao 9. Sgja F = K,,(z). Sejamzy < x9 < - -+ < x,,, m pontos distintos, comm > n.
Entao

m

(fix), fi(@)) =D filwe) f(x)

k=1

é um produto escalar em K,,.

Este ultimo resultado mostra outra maneira de se transformar K, (z) num espago
euclidiano real, maneira que sera util em problemas de aproximacao de fung¢des pelo mé-
todo dos minimos quadrados no caso discreto.

Definicao 10. Seja ¥ um espacgo euclidiano real. Sejam u,v elementos de E. Dizemos
que U é ortogonal a v, em simbolo, i L U, se e somente se (i, v) = 0.

Teorema 1. A condicdo necessaria e suficiente para que um vetor v € E seja ortogonal a
um sub-espaco £’ C E é que v seja ortogonal a cada vetor e1, ¢, - - - , ¢, de uma base de
E'.

Demonstragdo. A condicdo é evidentemente necessaria. Provemos a suficiéncia. Seja u
um vetor qualquer de £’. Temos entao:

U= a1€1 + asesy + -+ + a,é,,
pois €1, 65, -+ - , €, € uma base de E’. Deve-se mostrar que ¢ L u. Entdo deve-se ter:
(U,0) =0 < (U,a16] + g€ + - - - + anép) = 0 a1 (U, €1) + as (U, €3) + -+ - + a, (U, €,) =0

desde que, por hipétese, v L {€1,¢é3,- - ,€,}. Logo, ¢ € otrogonal a E’ O

Defini¢ao 11. Chama-se norma de um vetor i, em simbolo, ||i||, qualquer fungao definida
num espaco vetorial E, com valores em R, satisfazendo as seguintes condi¢des:
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Ny) |||l = 0 e||u]| = 0 se, e somente se, i =
Ny) ||liZ]| = |a|||| para todo escalar «,

Ns) ||u+ v]| < ||@]| + ||U]| (desigualdade triangular).
Ny) | (u, ) |< ||ul]|v]| (Desigualdade de Schwarz).

Um espacgo vetorial £ onde esta definida uma norma é chamado espaco vetorial
normado. Como exemplo:
Seja E =R"eu = (x1, 23, - ,x,). Definindo

—

]z =

o R” torna-se um espaco vetorial normado. Observacoes:

1) ||9]] = 1/(¥, ) corresponde & nogdo intuitiva de comprimento ou médulo de um

vetor.
2) Se usar a definicdo usual de produto escalar no R", entdo: |U|| = /(¥,7) =
n 2 —
Vi wi = [|7] e
Definicao 12. Seja E um espacgo euclidiano. Dados os vetores i = xy,x9, - ,T, €U =
Y1, Y2, ,Yn € F, define-se distdncia entre i e v, o comprimento do vetor i — U, isto é:

d(a, v) = || —v]| = d(d, v) =

Tem-se assim uma aplicacao d : E x E — R que satisfaz as seguintes condi¢ées:
Dy) d(u,v) > 0 ed(u,v) = 0 se e somente se il = v,
Dy) d(u,v) = d(v,u),Vu,v € E,

D3) d(u,v) < d(u, ) + d(w, V), Vi, v,d € E.
Com relag&o ao produto interno da Definicao 9, a distancia nesse caso, € dada por:

Ifi(z) = fi(@)ll = \/<f¢(xk) = filan)s filan) = fila) = | D Ufilaw) - filzo))?

A sequir serdo definidas a projecao ortogonal de um vetor sobre outro e também
a projecdo ortogonal de um vetor sobre um sub-espaco. A este Gltimo caso, serd dado
um tratamento especial, visto que é utilizado no estudo de aproximacao de fungbes pelo
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método dos Minimos Quadrados.

Definicao 13. Num espaco euclidiano real, chama-se projecdo ortogonal de u sobre
v, v # 0, o vetor w definido por:

SRR
(v, )
, A — (4, 0)
A Figura 2.1 apresenta uma representacao grafica da Definicdo 13 com \ = G0
U, U

Figura 2.1 — Projecao ortogonal de u sobre v. Representa-se u e v, por u e v, respectiva-
mente

- u—Av

Fonte: Figura adaptada de Franco (2006).

Seguindo a desigualdade de Schwarz, que permite definir &ngulo entre dois vetores
nao nulos em um espacgo vetorial £ munido de um produto interno. Para isso, dividindo
ambos os membros da desigualdade de Schwarz por ||u|||7||, sem alterar a desigualdade

pois a norma € positiva, resultando em: #‘Uj’” ou seja, H If”HqH , € entao existe um
ull|v Ul v
angulo 6 entre 0 e 7 tal que
cosf = @_112 (2.1)
] [|7]

Para analisar a projecao ortogonal de um vetor sobre um sub-espago, considera-se
que £ seja um espaco euclidiano e que E’, de dimenséo n, seja um sub-espaco de E.

Seja ¥ um vetor de £ ndo pertencente a E'.

O problema que pretende-se resolver, é o de encontrar um vetor vy de E’ tal que
¥ — v seja ortogonal a todo vetor de E’. A Figura 2.2 ilustra o caso especial onde F = R?
e I/ =R%
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Figura 2.2 — llustragdo geométrica do vetor ¢ ortogonal a todo vetor de E’, com u, v, €7, €3
representados por u, v, e, e; respectivamente

Fonte: Figura adaptada de Franco (2006).

Seja {€3,6é5,-- ,€,} uma base de E'. Como vy € E’, vy pode ser escrito como
combinacao linear dos vetores da base de F’, isto é:

V) = A1€1 + ages + -+ + apé,,. (2.2)

O problema resume-se agora, em determinar, quando possivel, as coordenadas
ai,as, -+ ,a, de v.

Pelo Teorema 1 sabe-se que se ¥ — v deve ser ortogonal a todo vetor de E’, entao
€ necessario e suficiente que v — v, seja ortogonal a todo vetor de uma base de E’. Entdo
deve-se ter:

(U—1p,e5) =0paraj=1,2,--- ,n=

(U— (€1 +agés +---+aneéy),e) =0, j=1,2,--- n.

A aplicagao das propriedades P, e P; da definicao 7, fornece:
a1<€_i, 6;) + CL2<€_§, 6;) + -+ (ln<€7“ 6;) = <r(77 é}>7 j = 17 27 e, N

Tais equagbes sao conhecidas por equacoes normais.
Assim, para encontrar as coordenadas de vy na base {é1,é,- - - , €, }, deve-se re-
solver o sistema de equacgdes lineares:
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<e_iu €_i> e <€_i7 671> a1 <€_ia 17>
(€3,€61) -+ (é3,€5) as (€3, 7)
<671a €_i> e <6717 6_1;,> (07% <6?La U>

Esse sistema é chamado de sistema linear normal.
O problema de determinar o vetor v tem solugéo Unica. O vetor vy € denominado
projecao ortogonal de ¢ sobre o sub-espaco F'.

Teorema 2 (Teorema da Melhor Aproximacao). Seja £’ um sub-espago de dimensé&o finita
de um espacgo euclidiano E. Se v for um vetor pertencente a E, entao vy, a proje¢ao
ortogonal de v sobre E’, sera a melhor aproximacgao para v no sentido que

17—l < [|7—al], (2.4)

para qualquer que sejau € E’, tal que u # vy.

Demonstragdo. Deve-se mostrar que a menor distancia de v ao sub-espago £’ é a distan-
cia entre ' e 0 pé da perpendicular tragada da extremidade de v sobre E’. A Figura 2.3
ilustra o problema para o caso em que £ = R® e £/ = R?.

Figura 2.3 — llustragdo geométrica do resultado enunciado no Teorema 2.4, para o caso
emque £ =R3e £/ = R2

v — o

Fonte: Figura adaptada de Franco (2006)

Como u,vy € E' também vy — 4 € E’e é portanto ortogonal a v — v5. Assim,
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obtemos, sucessivamente:

(U — U, 0 — ) = (V— 1+ vy — 0y, — U + vg — 0)
= (U — 09, T — vp) + 2(U — vg, Vg — U) + (Vg — U, V) — U).
Portanto:
|7 —a||* = |7 — vo|* + ||vo — al|>. (2.5)

Como, por hipétese, i # vy, conclui-se que ||vy — || > 0. Dai, e utilizando 2.5
,obtemos finalmente:

17— al] > |7 = o

A desigualdade (2.4) mostra que a projecdo ortogonal vy de 7 sobre £’ é tal que a
menor distancia de ¥ sobre E’ é a distancia de ¥ a vj. O

2.1 APROXIMACAO DOS MINIMOS QUADRADOS

Segundo Franco (2006), o método dos minimos quadrados consiste em aproximar
uma fungdo y = f(z),R — R, por uma fungdo F(x) que seja combinagdo linear de
fungdes conhecidas, ou ainda, diz-se que é feito o ajuste de f(z) por F(z), ou seja:

f(z) = a19:(7) + agga(z) + - + angn(z) = F(2) (2.6)

de tal modo que a distancia de f(z) a F'(x) seja a menor possivel em algum sentido.
A substituicdo de f(z) por uma fungdo F'(z) é indicada quando a utilizagdo da
funcao principal, apresenta alguns inconvenientes, tais como:

« f(z) é definida por meio de processos néo finitos como integrais, soma de séries,
etc;

« f(z) é conhecida através de pares de pontos, obtidos através de dados experimen-
tais, e deseja-se substituir por uma fungao que o grafico se ajuste aos pontos obtidos
dos experimentos.

Este segundo, € o inconveniente encontrado na elaboracao deste trabalho.

Estes inconvenientes podem ser superados, dependendo de uma escolha apropri-
ada para a fungédo F'(x).

Nesta abordagem do Método dos Minimos Quadrados para aproximagao de fun-
¢Oes, tem-se como base a projegéo ortogonal de um vetor sobre um sub-espacgo, isto é, o
problema consiste em aproximar uma fungédo f(z) de E por uma fungéo F'(x) de £’ tal que
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a distancia de f(z) a E’ seja minima. Assim, o que pretende-se é que dist(f(x), F(x))
seja minima. Utilizando a Definicdo 12 e o produto interno da Defini¢cao 9, tem-se que:

dist(f(x), F(x)) = ||f(x) = F(@)]| = V{f = F. f - F) = [f (i) = F(xi)]? (2.7)

i=1

Tal distdncia deve ser minima.

Na verdade, o que se deseja obter é Q = || f(z) — F(z)||* seja minima, dafi a justifi-
cativa para o nome minimos quadrados.

Como os dados deste trabalho, consistem em pares de pontos, veremos o método
dos minimos quadrados para o caso discreto. Para o caso continuo ver Ruggiero e Lopes
(2000).

2.1.1 Caso Discreto

Sejam dados os pontos (z1, f(x1)), (x2, f(22)), -, (Tm, f(zm)) € as n fungdes
g1(x), g2(x), -+, gn(x) escolhidas de alguma forma.

Sejam m pontos tabelados, n 0 numero de fungdes escolhidas ou o numero de co-
eficientes a;, 1 =1,2,--- ,n, a se determinar, tais que m > n.

O objetivo é entdo encontrar os coeficientes aq, as,as,--- ,a, tais que a fungéo
F(z) = a191(x) + azge() + - - - + angn(z) se aproxime ao maximo de f(z).

Diz-se que este é um modelo linear, pois os coeficientes ay, as, as, - - - , a, aparecem
linearmente, embora as fungdes g, possam nao serem lineares em x.

A Figura 2.4 ilustra um exemplo de aproximagao linear para n = 2, com g;(z) = 0
e go(xr) = z. Pode-se observar que esta configuragdo apresenta uma interpretagéo para
d(xz;), i = 1,2,---,5, 0 qual, segundo Boldrini et al. (1984), denomina desvio. Segundo
estes autores, define-se d(z;) = f(z;) — F(z;), o desvio como a diferenga entre o valor
dado tabelado e o valor dado pelaretaemcada z;, i = 1, - - - ,n. Entdo pode-se relacionar
d(x;) com os vetores da Definigdo 12 e o Teorema 2, isto é, pode-se dizer que a Equagdo
(2.7) é a raiz quadrada da soma dos desvios ao quadrado. Sendo assim, para que se
aproxime F'(z) de f(z) precisa-se determinar a, tal que a soma dos desvios ao quadrado
seja minima, para determinar a reta F'(xz) = asx procurada.
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Figura 2.4 — Interpretagdo geométrica para os desvios d(z;)

Fonte: Figura adaptada de Boldrini et al. (1984)

Dentro dos critérios dos quadrados minimos, os coeficientes «a;, que fazem com que
F(x) se aproxime de ao maximo de f(x), sdo os que minimizam a fungdo?

Qlar,az.- -+ a,) = - (f(w) = Fla)

Isto & .
2
Q=Y [f(x:) = (argi(w:) + asgo(a) + - + angn(@:)] (2.8)
=1
Conforme sabe-se do Célculo Diferencial, para encontrar os coeficientes que mini-
mizam a fungao, deve-se inicialmente encontrar seus pontos criticos. Para isso considera-

se as derivadas parciais para cada ax, k =1,2,--- ,n, iguais a zero, como segue:
99 53 () — argn(e) — - — angu)—ge(w)] = 0. com k= 1,2, .n
86% - 7 191\4q nYn\Li k\ L1 ) y &y )
Assim, para k = 1,--- ,n tem-se o sistema de equacoes:

)

M

s
Il
—

[f(z:) — arg1(xi) — - — angn(zi)]g1(2;) = 0

NE

[f(zz) - algl(l'i) — = angn(xi)]gz(a?i) =0
1 = (2.9)

.
Il

Z[f(%) —a101(x;) — -+ — angn(zi)|gn(x;) =0

=1 J

Pode-se reescrever as equagdes do Sistema 2.9 como

2Define-se o erro de truncameno para o caso discreto como a soma dos quadrados das diferenca entre
os valores estimados e os dados coletados, ou seja, a soma dos quadrados dos desvios, e é dado pela
Expresséo 2.8.
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Zgl(xi)gl(xi) ap+---+ Zgn<xi)gl(xi) an = Zf(xi)gl<$i)

Zgl(ﬂﬁi)m(l‘i) ap+---+ Zgn(%)m(%) an = Zf(l’i)%(%)

m

Zgn(wZ)gn(xl)] an = Z f(l'z)gn(l’@)

i=1

ay + -+

[Z g1 (%)971(%)

i=1

De maneira matricial e usando a Definicdo 9, o Sistema (2.10) pode ser reescrito
como:

(91,91) -+ {91, 9n) a (91, f)
<g2791>. <927gn>. a.z _ (gzjf> @.41)
(Gn>g1) =+ {9n> Gn) an (gn f)

O Sistema (2.11) é o sistema linear normal associado ao Método dos Minimos Quadrados.

Como é conhecida a forma das fungdes g, e os valores de f(x;), pode-se resolver
o sistema e encontrar os coeficientes a; que melhor ajustam a funcéo estimada aos dados
experimentais.

A suposicao da fungédo que seré usada para aproximacao aos dados experimentais,
dependera quase que exclusivamente da visualizagéo do gréafico de dispersao dos dados.
Tal analise é feita pelo teste de alinhamento, conforme descrito em Franco (2006).

A partir do gréafico discreto dos dados, supéem-se fungdes elementares, como po-
linomiais (12 grau até graus maiores), exponenciais, logaritmicas, ou mais complexas como
trigonométricas e polindbmios especiais (Legendre, Laguerre), para as fungdes g1, go, - - - , gn-

Neste trabalho, apés verificar o grafico de dispersao, foram supostas as fungdes do
tipo afim, a exponencial e a fungao poténcia. Por isso, serdo estes os ajustes de fungdes
que serao estudados a seguir.

2.1.2 Ajuste Linear

Para o caso linear (afim) serd usado como base {1,z} = {g1,92}. Sendo assim
o0 ajuste serd feito pela fungdo F(z) = ajg1(x) + asga(x), para gi(z) = 1 e go(x) = =,



25

resultando em
F(z) =a; + asx (2.12)

Utilizando o sistema de equagdes normais (2.11), tem-se:

[ (91,91 (1.92) ] [ a ] _ [ (91.) ] 2.13)
(92,91) (92, 92) as (92, f)
Substituindo ¢;(z) = 1 e g2(x) = x no sistema matricial (2.13) segue que:
[<1,1> <1,:c>] [ ] _ [ <17f>] 214
<x71> <l’,:L‘> Qg <ZL‘,f>

Utilizando a Definicao 8, obtém-se o sistema matricial (2.15)

[2211'1 Zgll'xi][allzlzgll'yi] (2.15)

Z?il z;- 1 2111 Li = T az Z?il i+ Yi

De maneira similar:

m m m

av- ) ltaz ) mi=) u
=1 =1 =1
m m m

2

av-y witaz ) jaf=) wiy

=1 =1 =1

O sistema de equacdes lineares (2.16) tem solucdo dada pela Equacao (2.17) e

(2.16)

pela Equacéao (2.18) para a,; e a, respectivamente:

S Y Y — Dy Tl Doy T (2.17)
m(3, @f) — (0L, %)

ap =

MY i Tl = D ey Ti ) e Yi (2.18)
m(3L, @f) — (0L, %)

Obtendo assim a funcdo F'(z) que melhor aproxima os dados representados por

a9 =

f(z) por meio do método dos Minimos Quadrado, em casos em que o ajuste é linear nos
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coeficientes.

Porém, ha casos em que o grafico de dispersdao sugere a aproximacao por uma
funcdo nado linear em seus parametros, por exemplo, uma exponencial ou uma fungao
poténcia, como mostrados a seguir.

2.1.3 Ajuste Exponencial

Para aplicar o método dos minimos quadrados desenvolvido na Sec¢do 2.1.1, isto é,
resolver o problema de aproximar f(z) por uma fungéo do tipo exponencial e a partir dela
obter o Sistema de Equacdes Normais 2.11, é necessario linearizar a fungéo exponencial.

Seja

fR—-R:
vy =f(z)

com
f(z) ~ ae™, (2.19)

tal funcdo pode ser reduzida, por uma transformacéo logaritmica 2, ao problema de apro-
ximar
In f(z) ~In a+ bx.

Nomeando F(z) =In f(x), a3 =In a e ay = b, obtém-se:
F(z) ~a) + asx (2.20)

Sendo assim, pode-se identificar g; = 1 e g» = .

Ora, o problema original (2.19) foi reduzido ao de aproximar f(x) por uma fungéo
linear em seus parametros. Portanto o método dos quadrados minimos pode ser agora
aplicado ao problema linearizado (2.20).

Logo, pode-se encontrar os parametros utilizando as Equagdes (2.17) e (2.18).

Apébs encontrar os parametros a; € ao, pode-se aplicar as transformacdes inversas
necessarias para calcular os parametros originais a € b.

Como séo feitas duas transformacdes, uma para linearizar o problema para aplicar
o0 método dos minimos quadrados e depois a transformagao inversa para obter os parame-
tros originais, acontece que estes nao serao, em geral, 6timos no sentido do método dos
minimos quadrados, pois o0 meétodo foi aplicado no problema linearizado.

3cabe lembrar que, dentre as possiveis bases, pode-se utilizar a que for mais conveniente, desde que no
momento de retornar aos parametros originais, a transformagao exponencial utilize da mesma base
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2.1.4 Ajuste por uma funcgao poténcia

Em casos, o ajuste pode ser feito por uma fungao poténcia (muitos autores utilizam
a nomenclatura fungéo do tipo geométrica). Neste caso, a funcao também néao é linear nos
parametros.

Para utilizar o método dos minimos quadrados, primeiramente deve-se aplicar uma
transformacgéo para que se obtenha uma fungéo linear nos parametros.
Seja

h:R, > R"
xr+— y = h(x)

Com
h(z) ~axb, b>0eb#1 (2.21)

primeiramente aplica-se o logaritmo na base e (novamente a base € escolhida de modo
conveniente.), tem-se entéo:
In h(z) ~In a+bln =

Nomeando F(z) =In h(z),In a=a;,b=ayeln z =X
F(X) ~a; + ax X (2.22)

Ondeg =1eg, = X.

Feita a linearizacao (2.22), usa-se as equagdes (2.17) e (2.18), para obter os pa-
rametros a; € ay. Aplicando a transformacgao inversa, obtém-se a e b. Tais parametros
encontrados para a fungao original (2.21), nao sao 6timos, no sentido do método dos mi-
nimos quadrados, pois 0 método nao foi aplicado ao problema original.

Apos ter feito os ajustes citados anteriormente, deve-se decidir qual deles apresenta
a fungao que mais se aproxima de f(z).

2.2 COEFICIENTE DE CORRELACAO DE PEARSON

Quando se tém estudos praticos, em que dispde-se um conjunto de dados com
duas variaveis, sugere-se pensar 0 quao essas variaveis estao relacionadas, ou seja, o que
acontece com uma das variaveis se a outra modifica seu comportamento. Cabe ressaltar
que, nao se distinguem varidveis dependentes e variaveis independentes, pois geralmente
nao pode-se afirmar qual variavel varia em fungao de qual (SCHIELD, 1995).

Tal verificagédo, pode ser feita se ao visualizar o grafico de disperséo, se os dados
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estiverem proximos a uma reta, entdo a relagao € forte, do contrario, tem-se uma relagéao
fraca entre ambas varidveis (MOORE; MCCABE; CRAIG, 2007).

Graficamente, pode-se ter uma ideia da relagédo entre os dados, porém pode-se cal-
cular matematicamente por meio do angulo entre dois vetores.

Para isso sejam = = {xy, 22, -+ ,zn} € y = {y1,%2, - ,ym } valores de cada va-
ridvel em cada uma das medigcdes. Destes valores podem ser considerados os vetores

0= 1{xy—T,00—T, Ty —Ty 0 ={yr — 4% — U, ,Ym — §J} NUM espago n-
dimensional, em que = e y sdo as médias aritméticas entre todos os z; € y;, respectiva-
mente. Considerando tais vetores, verifica-se 0 que acontece se existir um numero A tal
que

U= \U.

Neste caso, pode-se perceber que se « variar, v varia proporcionalmente, com isso
u e v estdo fortemente relacionados. Segundo Boldrini et al. (1984) essa condicao é equi-
valente a condicdo de que os vetores tenham a mesma direcéo, ou seja, o angulo entre
estes vetores deve ser ou 0 ou 7, entdo o cosseno do angulo deve ser 1 ou -1. Ainda,
segundo este autor, o valor do cosseno do angulo formado entre estes dois vetores € uma
medida de relacdo entre = e y, e para esta medida chama-se coeficiente de correlagao
linear, neste trabalho, denomina-se coeficiente de correlagdo de Pearson, denotado pela
letra grega p ou por r.

Logo pode-se calcular o valor desse coeficiente, utilizando a Expressao 2.1,

1511

Pode-se utilizar da Definicao 9 e da Definicao 11 para reescrever tal equacao como:

— Yo (zi—2).(yi — 1) s
Vo @ = 2 = ) (2.23)

Logo, quanto mais préximo de 1 ou -1 estiver o valor desse coeficiente, maior sera

p=r

a correlacao entre essas variaveis.

2.3 ITERAGAO DE PONTO FIXO

Esta se¢cdo tem como base Burden e Faires (2013).
Defini¢cao 14. Um numero p é chamado ponto fixo de uma dada fungéo g se g(p) = p

Porém, para que se tenha um ponto fixo, deve-se verificar um teorema que estipula
condicoes suficientes para sua existéncia, e ainda mais, condi¢des suficientes para a uni-
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cidade do ponto fixo.

Teorema 3. a. Seg € C|a,b], e g(x) € [a,b], para todo z € |a,b], g tera um ponto fixo em
[a, b]
b. Além disso, se ¢'(x) existir em (a,b) e existir uma constante positiva k < 1 com

g'(z)| < k, para todo = € (a,b)

entao o ponto fixo em [a, b] sera unico. Veja Figura 2.5.

Figura 2.5 — Visualizagéo grafica do Teorema 3
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Fonte: Figura adaptada de Burden e Faires (2013).

Demonstragédo. a. Se g(a) = a ou g(b) = b, g tem um ponto fixo em uma extremidade.
Caso contrario, g(a) > a e g(b) < b. A fungdo h(x) = g(x) — = é continua em (a, b), com
h(a) = g(a) —a > 0e h(b) = g(b) — b < 0.
O Teorema do Valor Intermediario implica a existéncia de p € (a,b) para o qual h(p) = 0.
Esse nimero p € um ponto fixo de g uma vez que
0="h(p)=9p) —p=9)=p
b. Suponha também que |¢'(z)| < k < 1 e que p e ¢ sejam pontos fixos em [a, b]. Se p # q,
o Teorema do Valor Médio implica a existéncia de um numero ¢ entre p e ¢ e, portanto, em
[a, b], com

g(p; - Z(Q) 4(8)

Assim,
lp—al=1l9(p) — 9(@)] = |9 O)|lp —ql < klp—q| <|p—dl,
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0 que é uma contradicdo. Como tem-se uma unica hipétese, de que p # ¢, entdo a
contradi¢do se deu por sua causa. Logo p = ¢, e o ponto fixo em [a, b] é Unico. O

Com isso, tém-se condicdes suficientes para garantir a existéncia e unicidade de
um ponto fixo no intervalo [a, b].

Exemplo 1. Seja f(z) = e * definida em [0,1]. Como f'(x) = —e™* < 0 em [0,1], a
fungdo f é decrescente em [0, 1], e

f() =

parazx € [0,1].
Portanto, para todo x € [0, 1], tem-se que f(x) € |0, 1], entdo f tem um ponto fixo em [0, 1].
Como f é continua em |0, 1], é derivavel em (0, 1), e

para todo z € (0,1).
Logo satisfaz o item b do Teorema 3, entdo o seu ponto fixo em [0, 1] € unico.

Agora, para determinar a aproximagao do ponto fixo de g escolhe-se uma aproxi-
magao inicial py € [a, b] e gera-se uma sequéncia {p, }°°,, definindo p,.1 = g(p,), para
cada n > 0. Se a sequéncia convergir para p € g for continua, entao

p= lim p,yy = lim 9(pn) = g(ggngopn) = g(p)

entao sera obtida uma solugéo para = = g(x).
Desses resultados, define-se o ponto de equilibrio.

Definicao 15. Um ponto = pertencente ao dominio de g é um ponto de equilibrio de uma
fungdo, se é um ponto fixo de g, ou seja, g(x) = .



3 MODELO

O tema no qual sera feita a aplicagéo, € na area de Zootecnia, mais especificamente
em relacdo a nutricdo animal. Tal escolha, deve-se ao fato da regidao em que esse trabalho
esta inserido é predominantemente desenvolvida em torno da agricultura e da pecuaria,
em especial, tem-se a produgcéo de ovinos, pratica em constante crescimento nessa re-
gido.

O modelo a ser estudado basea-se na pesquisa realizada com ovinos por Martins
(2013). Tal pesquisa defende que a formulacdo de ragbes balanceadas, a reducao de
custos e o ganho maximo de rendimento de um animal, depende do estudo e consequen-
temente do conhecimento detalhado das necessidades fisioldégicas do animal, juntamente
com a necessidade de alimentagédo para ganho, e que o ganho seja 0 maximo possivel,
sem excesso ou perdas.

No Brasil atualmente, as exigéncias nutricionais de ovinos, sdo baseadas em reco-
mendacdes de sistemas de avaliagao de alimentos e exigéncias nutricionais internacionais,
para a realizagdo do calculo de dietas (MARTINS, 2013).

Para resolver esse problema, Martins (2013) realizou uma pesquisa acerca das exi-
géncias nutricionais de cordeiros da raca Texel. Como os ambientes dos quais se tém
as bases dos célculos de exigéncias sao diferentes do que se encontra no Brasil, no que
tange os aspectos climaticos, de nutricdo, entre outros fatores que interferem no calculo,
fez jus a necessidade de tal pesquisa.

Dentre as exigéncias nutricionais estudadas, tém-se as exigéncias nutricionais de
energia. Segundo Martins (2017), a energia é um nutriente fundamental para determinar a
limitacdo da producéo de ovinos. A necessidade energética escassa, resulta em tardanca
no crescimento, aumento da idade a puberdade, diminuigdo da fertilidade, diminuicao na
producao de 1a e leite, e ampliacao do risco a doengas e parasitas (SUSIN, 1981 apud
MARTINS, 2017).

As exigéncias de energia liquida, sdo separadas em exigéncia de Energia Meta-
bolizavel para mantenca, e exigéncia de energia para ganho (gordura, musculatura, entre
outros). Destas, tém-se que a exigéncia de Energia Metabolizavel para mantenca é a ener-
gia para manter a estabilidade fisiolégica do animal, ou seja, a energia necessaria apenas
para que seu corpo funcione sem perdas ou ganhos (GALVANI, 2008). Portanto, para que
em momentos de crise, ou qualquer outro problema adverso, faz-se necessario ter o co-
nhecimento do minimo de energia requerida para esses animais, sem que eles tenham
uma dieta deficitaria, acarretando assim, em perca de fungdes importantes para o funcio-
namento organico do animal.

Uma das formas de calcular a exigéncia de Energia Metabolizavel para Mantencga
(EMm), é considerar o ponto de equilibrio da equacao de regressao entre o logaritmo
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da PC (PC, Kcal /K gPV®™ /dia) em fungdo do CEM (CEM, K cal /| K gPV®"™ /dia) (LOF-
GREEN; GARRET, 1968 apud MARTINS, 2017).

Para tal estudo, faz-se necessaria a coleta dos dados associados a estas grande-
zas. Esta coleta € descrita no trabalho de Martins (2013) e serd usada para comprovagoes
e calculos sobre as necessidades energéticas.

Com estes dados, e utilizando os conceitos mateméaticos discutidos no Capitulo 2,
pode-se formular modelos matematicos que possam representar os dados coletados, e
entdo, usa-las para calcular e analisar as quantidades envolvidas no problema real.

Os dados experimentais usados nesse estudo se encontram dispostos na Tabela
3.1, em que cada linha, corresponde ao valor obtido para um animal.

Tabela 3.1 — Dados experimentais do Consumo de Energia metabolizavel e da produgao
de calor.

CEM (Kcal/Kg PV 0,75/DIA) | PC (Kcal/Kg PV 0,75/DIA)
115,50 114,54
108,44 107,54
113,83 112,87
116,77 115,55
114,48 113,24
117,02 115,51
141,13 130,57
138,42 130,10
140,95 127,88
146,06 135,30
135,72 127,40
131,47 123,63
196,87 168,41
177,74 165,19
216,05 195,25
214,81 189,10
207,04 186,00

A sequéncia utilizada para o calculo do ponto de equilibrio inicia com o grafico
de dispersao dos dados da Tabela 3.1, ilustrado pela Figura 3.1. Em seguida, a partir
da visualizagao grafica, supde-se fungdes de ajuste calculadas pelo método dos Minimos
Quadrados. O coeficiente de correlacdo de Pearson sera o indice utilizado para a escolha
da funcao que melhor ajusta os dados coletados.

Observe que uma andlise rapida da Figura 3.1 conduz a uma ideia de que a fun-
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¢ao afim é a fungdo que melhor ajusta os dados disponiveis. Porém, com uma anadlise
mais criteriosa, pode surgerir 0 questionamento sobre se outros tipos de fungdes pode-
riam representar estes dados melhor do que uma fungéo afim, como exemplo, uma fungéao
exponencial, ou uma funcao poténcia. Por este questionamento, serdo andlisadas trés ti-
pos de funcdes, e concluir a que melhor representa os dados da Tabela 3.1.

Para a andlise, sera utilizado z; para cada um dos valores de CEM e y; = f(x;)
para cada valor do PC. O dominio das fung¢des ajuste séo

f:RT = RY
x>y = f(z)

Figura 3.1 — llustragéo gréafica dos dados da Tabela 3.1
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Fonte: Elaborado pelo autor, no Geogebra.



3.1 AJUSTE LINEAR

Para o inicio de uma analise, geralmente € mais viavel verificar se o melhor ajuste
dos dados coletados € uma reta, visto que esta € a forma mais simples das fungdes ele-

mentares. Supde-se a fungao do tipo

Utilizando as equagdes (2.17) e (2.18) para obter os coeficientes a e b, pode-se cal-
cular cada termo das férmulas separadamente. Para isso utilizam-se os dados da Tabela

F(z) = ax +b.

3.1, e obtém-se os dados da Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Dados necessarios ao calculo de a e b da equacao (3.1).

115,50 114,54 13340,2500 13229,5726
108,44 107,54 11759,2336 11661,2593
113,83 112,87 12957,2689 12848,1918
116,77 115,55 13635,2329 13493,2131
114,48 113,24 13105,6704 12963,7057
117,02 115,51 13693,6804 13517,4700
141,13 130,57 19917,6769 18427,6393
138,42 130,10 19160,0964 18008,6701
140,95 127,88 19866,9025 18024,4469
146,06 135,30 21333,5236 19761,1985
135,72 127,40 18419,9184 17290,9516
131,47 123,63 17284,3609 16253,2394
196,87 168,41 38757,7969 33155,0182
177,74 165,19 31591,5076 29360,3770
216,05 195,25 46677,6025 42183,5733
214,81 189,10 46143,3361 40619,7734
207,04 186,00 42865,5616 38509,0568
> =2532,3000 | > =2358,0751 | > =400509,6196 | > = 369307, 3570

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Utilizando da Equagao(2.18), tem-se:

~ 17.369307, 3570 — 2532, 3000.2358, 0751
B 17.400509, 6196 — 2532, 30002

= 0, 7747.

E da Equacéo (2.17), obtém-se:

400509, 6196.2358, 0751 — 369307, 3570.2532, 3000

b = 23, 3130.
17.400509, 6196 — 2532, 30002 ’
Portanto, tém-se a fungao
F(x)=0,7747x + 23, 3130. (3.2)

Dada a Equagao (3.2), pode-se obter os valores F'(z;) = ax; + b, logo tem-se:

Tabela 3.3 — Valores ajustados pela fung¢éo (3.2)

z; | Flx;) = 0,7747x; + 23,3130
115,50 112,7909
108,44 107,3215
113,83 111,4971
116,77 113,7747
114,48 112,0007
117,02 113,9684
141,13 132,6464
138,42 130,5470
140,95 132,5070
146,06 136,4657
135,72 128,4553
131,47 125,1628
196,87 175,8282
177,74 161,0082
216,05 190,6869
214,81 189,7263
207,04 183,7069

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para obter o erro de truncamento, calcula-se a diferenga entre F(z;) e y;, e este
diferenca elevada ao quadrado como mostrado na Tabela 3.4



Tabela 3.4 — Erro de truncamento do ajuste linearpara: =1,2,3, ..., 17
(yi — F(z:))” =

(114,54 — 112, 7909)> 3,0657
(107,54 — 107, 3215)2 0,0462
(112,87 — 111,4971)? 1,8897
(115 55 — 113, 7747)* 3,1650
(113,24 — 112,0007)? 1,5358
(115 51 — 113,9684)> 2,3895
(130,57 — 132, 6464)> 4,3028
(130,10 — 130, 5470)? 0,1983
(127,88 — 132, 5070)? 21,4245
(135,30 — 136,4657)> 1,3703
(127,40 — 128, 4553)? 1,1101
(123,63 — 125, 1628)? 2,3588
(168,41 — 175, 8282)> 55,0189
(165,19 — 161, 0082)? 17,4644
(195,25 — 190, 6869)> 20,8136
(189,10 — 189, 7263)> 0,3969
(186,00 — 183, 7069)> 5,2499

Erro de truncamento da fung¢ao afim | 141,8003

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Logo tem-se que o erro de truncamento nesse caso é 141,8003. Posteriormente,

serd feita comparacao dos erros dos ajustes e uma andlise dessa comparacao.

Para calculo do coeficiente de correlacao de Pearson, utiliza-se os valores da Tabela

3.1, para
= 148, 9588;

= 138, 7106.

A Tabela 3.5 apresenta cada um dos termos da Férmula (2.23)



Tabela 3.5 — Célculo de r, entre os dados originais e os aproximados.

=% | yi—y | (i—72).(yi —7) (z; — T)? (i — )
-33,4588 | -24,1706 808,7194 1119,4929 584,2173
-40,5188 | -31,1706 1262,9956 1641,7751 971,6056
-35,1288 | -25,8406 907,7495 1234,0342 667,7360
-32,1888 | -23,1606 745,5121 1036,1204 536,4128
-34,4788 | -25,4706 878,1959 1188,7893 648,7509
-31,9388 | -23,2006 740,9995 1020,0884 538,2673
-7,8288 | -8,1406 63,7312 61,2905 66,2692
-10,5388 | -8,6106 90,7455 111,0668 74,1422
-8,0088 | -10,8306 86,7403 64,1413 117,3016
-2,8988 | -3,4106 9,8867 8,4032 11,6321
-13,2388 | -11,3106 149,7389 175,2664 127,9294
-17,4888 | -15,0806 263,7417 305,8589 227,4241
47,9112 | 29,6994 1422,9338 2295,4808 882,0551
28,7812 | 26,4794 762,1086 828,3561 701,1592
67,0912 | 56,5394 3793,2957 4501,2260 3196,7051
65,8512 | 50,3894 3318,2020 4336,3774 2539,0928
58,0812 | 47,2894 2746,6247 3373,4231 2236,2885

> =18051,9210 | > = 23301,1908 | > = 14126, 9893

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sendo assim, r é dado por:

Com isso, obtém-se que r = 0, 9950.

"~ /23301, 1008.,/14126, 0893

18051, 9210

=0,9950
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A Figura 3.2 apresenta graficamente o ajuste linear. Observe que o coeficiente de

correlacao € préximo de 1 e visualmente o ajuste esta proximo dos dados experimentais.



Figura 3.2 — O ajuste linear e os dados experimentais
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Fonte: Elaborado pelo autor, no Geogebra.

3.2 AJUSTE EXPONENCIAL

190 200 210 220

Observando a disposicéo dos pontos € prudente supor também, uma aproximagao

por uma fungdo exponencial, logo uma fungéo do tipo

y = a,10%"

(3.3)

Primeiramente deve-se linearizar essa fungao (ver Sec¢ao 2.1.3), dai tem-se

log y = log ay + apx

Nomeando F(z) = log y, log a; = b e ag = a, obtém-se:

F(z) =ax+0b
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Tendo linearizado a fungdo, usa-se o método dos minimos quadrados linear (ver
Secédo 2.1.3). Para utilizar a Férmula 3.5 sera necessario aplicar o logaritmo ao dados de
y; € entdo o valor encontrado para b sera o valor do logaritmo de a;.

A Tabela 3.6 apresenta os dados experimentais apds aplicar o logaritmo

Tabela 3.6 — Dados necessarios para o calculo de a e b da fungao (3.5)

Ti log y;
115,50 | 2,0590
108,44 | 2,0316
113,83 | 2,0526
116,77 | 2,0628
114,48 | 2,0540
117,02 | 2,0626
141,13 | 2,1159
138,42 | 2,1143
140,95 | 2,1068
146,06 | 2,1313
135,72 | 2,1052
131,47 | 2,0921
196,87 | 2,2264
177,74 | 2,2180
216,05 | 2,2906
214,81 | 2,2767
207,04 | 2,2695

Fonte: Elaborado pelo autor.

Destes dados, pode-se encontrar os valores necessarios para calcular os valores
de a e b, utilizando as Equacdes (2.18) e (2.17). Estes valores constam na Tabela 3.7.
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Tabela 3.7 — Dados necessarios para a utilizagao das Equacgdes (2.17) e (2.18)

115,50 2,0590 13340,2500 237,8103
108,44 2,0316 11759,2336 220,3019
113,83 2,0526 12957,2689 233,6458
116,77 2,0628 13635,2329 240,8713
114,48 2,0540 13105,6704 235,1419
117,02 2,0626 13693,6804 241,3696
141,13 2,1159 19917,6769 298,6100
138,42 2,1143 19160,0964 292,6590
140,95 2,1068 19866,9025 296,9530
146,06 2,1313 21333,5236 311,2950
135,72 2,1052 18419,9184 285,7144
131,47 2,0921 17284,3609 275,0501
196,87 2,2264 38757,7969 438,3054
177,74 2,2180 31591,5076 394,2231
216,05 2,2906 46677,6025 494,8818
214,81 2,2767 46143,3361 489,0543
207,04 2,2695 42865,5616 469,8791
> =2532,3000 | > =36,2692 | > = 400509,6196 | > = 5455, 7660

Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando entdo da Equacgéo (2.18), tem-se:

~17.5455, 7660 — 2532, 3000.36, 2692
~17.400509, 6196 — 2532, 30002

= 0,0023

Utilizando da Equacao (2.17), obtém-se:

400509, 6196.36, 2692 — 5455, 7660.2532, 3000

b =1,7937
17.400509, 6196 — 2532, 30002 ’
Portanto tém-se a funcao ajustada linearmente,
F(z) =0,0023z + 1,7937 (3.6)

Utilizando as fungdes inversas obtém-se a fungéo original de ajuste exponencial

y = 62, 1871.10%0023= (3.7)
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O erro quadratico foi calculado utilizando a fungéo linearizada como descrito em
(2.1.2). Paraisso, tém-se as diferengas entre f(z;) e F'(x;) elevadas ao quadrado conforme
a Tabela 3.8.

Tabela 3.8 — Erro de truncamento da fungéo (3.6) parai =1,2,3, ..., 17

(f (i) = F(x:))? =

(2,0594 — 2,0590)2 0,0000
(2,0431 — 2,0316)? 0,0001
(2,0555 — 2, 0526)2 0,0000
(2,0623 — 2,0628)2 0,0000
(2,0570 — 2,0540)2 0,0000
(2,0628 — 2, 0626)> 0,0000
(2,1183 — 2,1159)2 0,0000
(2,1121 — 2,1143)? 0,0000
(2,1179 — 2,1068)> 0,0001
(2,1296 — 2,1313)2 0,0000
(2,1059 — 2,1052)> 0,0000
(2,0961 — 2,0921)2 0,0000
(2,2465 — 2,2264)> 0,0004
(2,2025 — 2, 2180)2 0,0002
(2, 2906 — 2, 2906)> 0,0000
(2,2878 — 2, 2767)2 0,0001
(2,2699 — 2, 2695)2 0,0000

Erro de truncamento para a fungéo linearizada | 0,0009

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da Tabela 3.8, pode-se verificar que o erro quadratico da fungao, ou seja,
o valor que representa o erro, entre os dados originais, e os dados da fungcao aproximada
(3.6) € 0,0009.

Pode-se verificar, também, o quéo relacionados estao os valores de x; e os valores
de F'(z;), para isso calcula-se o coeficiente de correlagao de Pearson, que resulta no valor
r = 0,9962.
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Figura 3.3 — A fungéo de ajuste exponencial e os dados experimentais

y
200

190

180

160
150
140
130

120

00
f 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
Fonte: Elaborado pelo autor, no Geogebra.

A Figura 3.3 apresenta o grafico dos valores experimentais e da curva de ajuste
exponencial. Visualmente a curva apresenta uma boa concordéncia com os dados. Além
disso, o coeficiente de correlagcao é melhor que o obtido pelo ajuste linear.

3.3 AJUSTE POR UMA FUNCAO POTENCIA
Supondo que a funcao de ajuste é dada por:
y = a;z® (3.8)

Conforme a sec¢ao 2.1.4, necessita-se linearizar a funcao (3.8), a fim de aplicar o
ajuste linear para minimos quadrados, com isso tém-se

logy =log a1 + ag log x (3.9)
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Chamando F(X) = log y, log a1 = b, ag = a e log x = X, segue que

F(X)=aX+0b

(3.10)

Para linearizar a fungao, deve-se aplicar o logaritmo aos dados originais, tanto nos

valores de z; quanto nos valores de y;. Com isso tém-se o0s seguintes dados, apresentados

na Tabela 3.9.

Tabela 3.9 — Dados necessarios para o calculo de a e b da fungao (3.10)

log x;

log y;

2,0626

2,0590

2,0352

2,0316

2,0563

2,0526

2,0673

2,0628

2,0587

2,0540

2,0683

2,0626

2,1496

2,1159

2,1412

2,1143

2,1491

2,1068

2,1645

2,1313

2,1326

2,1052

2,1188

2,0921

2,2942

2,2264

2,2498

2,2180

2,3346

2,2906

2,3321

2,2767

2,3161

2,2695

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir dos dados da Tabela 3.9, calcula-se

(2.17). Esses valores estao contidos na Tabela 3.10.

cada termo das Equagdes (2.18) e



44

Tabela 3.10 — Dados necessarios para a utilizagdo das equacgdes (2.18) e (2.17) para o

ajuste da Equacgéo 3.10

X; F(X;) X? X;. F(X;)
2,0626 2,0590 4,2542 4,2468
2,0352 2,0316 4,1420 4,1346
2,0563 2,0526 4,2282 4,2206
2,0673 2,0628 4,2739 4,2645
2,0587 2,0540 4,2384 4,2286
2,0683 2,0626 4,2777 4,2661
2,1496 2,1159 4,6209 4,5483
2,1412 2,1143 4,5847 4,5271
2,1491 2,1068 4,6185 4,5276
2,1645 2,1313 4,6852 4,6132
2,1326 2,1052 4,5482 4,4896
2,1188 2,0921 4,4894 4,4328
2,2942 2,2264 5,2633 5,1077
2,2498 2,2180 5,0615 4,9900
2,3346 2,2906 5,4501 5,3475
2,3321 2,2767 5,4385 5,3093
2,3161 2,2695 5,3641 5,2563
> =136,7309 | > =36,2692 | Y =179,5387 | > = 78,5107
Fonte: Elaborado pelo autor.
Utilizando entao a Equacgéao (2.18), tem-se:
17.78,5107 — 36, 7309.36, 2692
O 7705387 — 36,7300 ST
Utilizando a Equacao (2.17), obtém-se:
b — 79,5387.36, 2692 — 78,5107.36, 7309 — 0.3456

17.79,5387 — 36, 73092

Portanto tém-se a funcao que ajusta linearmente,

F(X) = 0,8275X 40,3456

(3.11)
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Utilizando as fun¢des inversas obtém-se a fungéo original
y = 2,2162.2°8%7 (3.12)

Como descrito em (2.1.3), é calculado o erro do ajuste utilizando a fungéo (3.11.
Para isso, devemos ter as diferengas entre F'(X;) e y;, e estas diferengas elevadas ao
quadrado, donde segue que o erro de truncamento é 0,0011.

Calculando o coeficiente de correlacdo de Pearson para este caso, obtém-se r =
0, 9946

Figura 3.4 — A funcao poténcia de ajuste e os pontos analisados
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Fonte: Elaborado pelo autor, no Geogebra.

A Figura 3.4 ilustra graficamente o ajuste representado pela Equacéo 3.12 e os da-
dos experimentais. Novamente, visualizando a funcao obtida ajusta os dados disponiveis.
No entanto, o coeficiente de correlagdo € um pouco menor do que para o caso exponen-
cial. Apés os trés ajuste, deve-se analisar qual delas melhor se ajusta aos dados
experimentais. Para isso, devemos utilizar como funcao que melhor ajusta os dados, a
funcao em que o Coeficiente de Correlagdao de Pearson é o mais proximo de 1, pois é esse
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ajuste em que os dados estao melhores relacionados.

Um fato que cabe ser observado é que quando linearizamos os dados, o erro cal-
culado pelo método dos minimos quadrados, ndo € minimo, com isso nao pode-se usar 0
erro de truncamento como indice para a escolha da fungao de ajuste (BURDEN; FAIRES,
2013).

O Quadro 3.5 apresenta um resumo dos erros calculados para as trés fungdes de
ajustes propostas. Pode-se concluir que a funcédo que apresenta o coeficiente de correla-
cao mais proximo de 1 é a fungéo exponencial. Portanto, é esta a funcao que representa o
modelo proposto e usada para o calculo do ponto de equilibrio neste trabalho.

Pode-se ainda observar que a utilizagcao do erro total de truncamento (primeira co-
luna do Quadro 3.5) como parametro para o melhor ajuste, pode induzir uma analise equi-
vocada, uma vez que, ao linearizar os dados, a funcéo original de ajuste, perde a condicao
de erro minimo do método dos minimos quadrados.

Figura 3.5 — Quadro comparativo entre os erros do método dos minimos quadrados das
funcdes e os coeficientes de correlacao de Pearson

Funcao Erro de Erro de Coeficiente de
truncamento truncamento Correlacao de

total das funcoes utilizando as Pearson

ajuste funcoes
linearizadas

Afim 141,8003 0,9950

Exponencial 144.3346 0,0009 0.9962

Poténcia 164,0438 0.0011 0,9946

Fonte: Elaborado pelo autor.

As figuras (3.6), (3.7) e (3.8) apresentam a validagcdo dos modelos propostos, por
meio do software VCN para os ajustes representados pela funcao afim, exponencial e
poténcia, respectivamente. Nota que as fungdes utilizadas sédo todas lineares nos parame-
tros, pois o software utilizado nao resolve diretamente sistemas néo lineares. Os resultados
obtidos pelo VCN séo similares as calculados usando uma planilha eletrénica e as férmulas
da se¢éo 2. Um tutorial do VCN é apresentando no Apéndice A.



Figura 3.6 — Funcgao afim ajustada pelo VCN

|| Calculo Numérico

Utilitérios  Operadores  Interpolagde  Derivagdoe  Integracde Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagde
|2 1)Ajuste Polindmial - ¥ = b0 + b1 X + b2 X*2 + b3 X"3 + ... + bp X*p o] @ s
Principal }graﬁcu}
Nimero de Pontos(n): 17 Grau do Polinémio (p): 1
= Ponto: 1 = [Ponto: 2= [Ponto: 3= [Ponto: 4= [Ponta: 5= Ponto: 6 = Ponta:”
X = [115,5000 108,4400 113,8300 116,7700 114,4800 117,0200
Y = 114,5418 107 5365 112,8718 1155538 113,2399 1155142
Y calculado=| 112,79001042252859 107,320683497268185 111,4962744501228 113,773869515316227| 111,999824379502299 113,967542565077573 13264
d Resfduo= |1,75178957747 140971 0,215816502731815109 1,37552554987719965 1,77993048468377305 1,24007562049770058 1,546065743492242724/-2,0732
< >
Erro Total:141,800375039566648 Coeficiente de Determinac&o:0,989961720125623397
X.B=Y B Calcula >>| ¥ Grafico & Novo B sair
Matriz Somatério do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatério de Y
Matriz |Coluna:1 | Coluna:2
Linha:1 IX | 25323
Linha:2[=X |2532.3 TX72 | 400509.6196
Afuncdo polindmial é : 23,3130814327868306 +0,7746921990453832017X
VCN_ |Formato Numérice Geral com precisio de 19 casas decimais.
Fonte: Elaborado pelo autor.
&) Calculo Numérico
Utilitirios Operadores Interpolagie Derivagde Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calcule de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
] 2)Ajuste Polindmial - ¥ = b0 + b1 X + b2 X*2 + b3 X3 + .. + bp X*p =N =R =)
Principal Igréﬁcu}
Numero de Pontos(n): 17 Grau do Polinémio (p): 1
IE Ponto: 1= Ponto: 2 = [Pont: 3= [Ponto: 4 = [Ponto. 5= Ponto: 6
X= 000 108,4400 113,8300 116,7700 114,4800
Y = 2,0590 2,0316 2,0526 2,0628 2,0540

Y calculado=| 2,05716637545637052 2,04106079244349005 2,05335669788316791 2,06006355540344675 2,05483950652249827 2,060
0,00183362454362948155 -0,00946079244343005001 -0,000756697888167914617 0,00273644459655324993 -0,000839506522498269323 0,00196¢

d Residuo=
< >
Erro Total:0,000927378338146448457 Coeficiente de Determinac&o:0,992410265559249408
X.B=Y Calcula =>| ¥ Grafico & Novo Bl sair
Matriz Somatério do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatario de Y
Coluna:1

Coluna:2
=X | 2532.3
3TXT2 | 400509.6196

Matriz | Coluna:1

1,79368268735613056]
0,002281244052581593036

Afuncdo polindmial é : 1,79368268735613056 +0,00228124405281593036°X
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VCN Formato Numérico Geral com precisdo de 19 casas decimais.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 3.8 — Funcgao poténcia linearizada ajustada pelo VCN

1B Calculo Numérico
Utilitérios Operaderes  Interpolagdo  Derivegdo  Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lincares  Célculo de Raizes  Ajuste de Cunvas  Otimizagio

2] 3)Ajuste Polingmial - ¥ = b0 + b1 % + b2 XA2 + b3 X3 + ...+ bp X*p =) & =

Erincipal | Grafico |

Nimero de Pontos(n): 17 Grau do Palindmio (p): 1

IE Ponto: 1= Ponto: 2= [Ponto:3= [Ponto: 4= [Ponto: 5= Ponto: 6=
= 0 20352 20563 2,0673 20587

7= 2,0580 20318 20526 2,0628 20540

Y calculado=|  2,052389967 13151486 2,0297247923504124 2,04717863132625042 205627778908147404 2,0491639021092083 2,05710498!
0,0066100328684851415 0,0018752076405876008 0,00542136867374957564 0,00852221091852596044 0,00483609789079169597 0,00549501475!

d Residuo=

8 >
Erro Total:0,00130448244488086522 Coeficiente de Determinag&o:0,989324017035964713
X.B=Y Calcula=>| £ Grafico & Novo B sair

Matriz Somatério do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatério de Y

Matriz | Coluna1 | Coluna:2

2
|Linha 2[=YX | 75.51150951

Linha2|=X |36.731ZX"2| 7953939268 0,827196159565783185

Afunco polinémial & : 0,346215168411130462 +0,827196159565783185*X

VCN Formato Numérico Geral com precisdo de 19 casas decimais.

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.4 PONTO FIXO

Conforme descrito por Martins (2017) a Exigéncia de Energia metabolizavel para
mantenca, pode ser determinada pelo ponto de equilibrio entre a Produgéo de Calor (PC)
e 0 Consumo de Energia Metabolizavel (CEM). Pela Definicdo 15, o ponto de equilibrio é
dado pelo ponto fixo da fungcéo que relaciona as duas variaveis. Para tal, utiliza-se Fungao
3.7, que melhor ajusta os dados coletados, conforme mostrado na sec¢ao 3.3. Portanto a
melhor fungédo de aproximagéo ¢ dada por f(x) = 62,1781.10%%23¢ A seguir verifica-se o

Teorema 3.
Seja entdo I = (0,210). Como f esté definida para qualquer x real, entdo esta

definida para = € (0, 210). Utilizando a regra da cadeia para derivadas, obtendo
f'(z) = 0,3293.10%0023¢

Como f'(x) > 0 Vz € R entéo f é crescente.
Também f(0) = 62,1781 > 0 e f(210) = 189,0874 < 210 é o maior valor para

f(z). Entéo f(z) € [a,b] para todo = € [a,b], logo pode ser encontrado ponto fixo nesse

intervalo.
De outra forma, tem-se um Unico ponto fixo, quando |f'(z)| < 1,Vz € (a,b)
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Entao
|f'(x)] < 1=10,3293.10°%9%37| < 1

Pelas propriedades de médulo,
0,3293.10%9%%"| <1 = —1 < 0,3293.10%%%* < 1

Sabe-se que
0,3293.10%%23% - 0 ¥z € R,

portanto

0 < 0,3293.10%0923% 1

E necessario ainda que seja verificado para quais valores de z, obtém-se 0, 3293.10%:0023z
1.
Dividindo ambos os membros da inequacao por 0, 3293, segue

1099922 3 0367
Aplicando log em ambos, tem-se
0,0023z < log 3,0367
Como log 3,0367 = 0, 4824 e dividindo ambos os membros por 0, 0023 Resulta assim em
x < 209,74
Logo para x € (0,209, 74) tém-se um Unico ponto fixo.

Define-se a sequéncia
Prg1 = 62,1871.10%0023-Pn

Nessa sequéncia, p, equivale aos valores de CEM, enquanto que os valores de
pn + 1 equivalem aos valores de PC.

Tomando uma aproximacao inicial dentro do intervalo (0;209,74), por exemplo py, =
105, teremos entdo a sequéncia convergente ilustrada na Tabela 3.11.



Tabela 3.11 — Sequéncia convergindo para o ponto fixo da fung¢éo (3.7).

n Dn Dot = 62, 1871.100:0023pn
0 105 108,4427
1 | 108,4427 110,4380
2 | 110,4380 111,6112
3 | 111,6112 112,3068
4 | 112,3068 112,7213
5 | 112,7213 112,9690
6 | 12,9690 113,1173
7 | 113,1173 113,2062
8 | 113,2062 113,2595
9 | 113,2595 113,2914
10 | 113,2914 113,3106
11| 113,3106 113,3221
12 | 113,3221 113,3290
13 | 113,3290 113,3332
14 | 113,3332 113,3357
15 | 113,3357 113,3372
16 | 113,3372 113,3381
17 | 113,3381 113,3386
18 | 113,3386 113,3389
19 | 113,3389 113,3391
20 | 113,3391 113,3392
21 | 113,3392 113,3393
22 | 113,3393 113,3393

Fonte: Elaborado pelo autor
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Apos 22 iteracdes obtém-se x4, = 113, 3393 para um erro de 10—, que é a aproxi-

macao para um ponto fixo procurado e portanto um ponto de equilibrio da fungcéo. Logo,

a EMm para cordeiros da raca Texel, nas condigbes analisadas, foi de aproximadamente

113,34 Kcal/KgPV®%™ /dia.



4 CONSIDERAGCOES FINAIS

O estudo desenvolvido teve como base, dados obtidos pela pesquisa realizada por
(MARTINS, 2013). O experimento realizado pelo laboratério de ovinulcultura da UFSM ti-
nha como objetivo estudar as exigéncias nutricionais de cordeiros da raca Texel criados no
Sul do Brasil. Entre as exigéncias, calculou-se a exigéncia de Energia Metabolizavel para
mantenca (EMm).

A metodologia usada pelos pesquisadores para calcular o valor da EMm, foi calcu-
lar o ponto de equilibrio do ajuste exponencial para a Produgao de Calor (PC) em fungéo
do Consumo de Energia Metabolizavel (CEM). Matematicamente, o ponto do equilibrio é
calculado pelo método do ponto fixo.

As fungdes propostas para o ajuste foram, a afim, exponecial e poténcia, a es-
colha destas fungbes foi em decorréncia do gréafico de dispersdao do conjunto de dados
experimentais. O melhor ajuste foi obtido para a fungdo exponencial, a qual apresenta
o melhor valor para o coeficiente de correlagdo. Este resultado, estd de acordo com o
sugerido pela pesquisa original, porém, neste estudo o ajuste exponencial linearizado (Se-
cao 2.1.3) foi diferente do obtido por Martins (2013). Tal discrepancia sera investigada
futuramente. Como consequéncia da diferenca encontrada entre as fungdes ajustadas, o
ponto de equilibrio calculado também foi diferente. Na pesquisa original este valor foi de
82 Kcal /K gPV%™ /dia e neste estudo 113,34 Kcal /K gPV%™ /dia.

Estudos na area mostram valores semelhantes, com 104 Kcal/K gPV%™ /dia ob-
tido por ARC (1980) e 114,6 Kcal/KgPV%™ /dia por Galvani (2008), sugerindo que a
modelagem matematica empregada descreve de maneira satisfatéria o problema real mo-
tivador deste trabalho.

Este estudo estabeleceu um intercambio entre a linguagem usual da area especi-
fica (Zootecnia) com a linguagem Matematica. O processo de obtencdo de um modelo
matematico que descreve o problema real dependeu de conhecimentos adquiridos previa-
mente, e feito por meio de uma revisao tedrica.

A validacdo do modelo proposto foi realizada mediante a utilizacdo do software
VCN. Além disso, acredita-se que o0 uso de novas tecnologias complementa o estudo teé-
rico e agrega novas perspectivas para o processo de modelagem.

Para estudos futuros pretende-se estudar equacgdes de diferenga, convergéncia dos
métodos numéricos, equagdes diferenciais e establidade das solugoes.

Como proposta para estudo voltados para Ensino Médio, sugere-se o estudo de
grafico de funcdes utilizando o software Geogebra, ja que muitas vezes um grafico pode
sintetizar uma grande quantidade de informagdes. Embora se tenha muitos estudos sobre
esse assunto, é importante a formulacao de fungcdes que possam representar dados expe-
rimentais, e usar o software VCN para complementar o estudo analitico.
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Portanto, ao explanar os conteudos, aplica-los e posteriormente resolver o problema
proposto em uma outra area do conhecimento, pude sentir uma satisfacao pessoal muito
grande, pois 0 objetivo principal da matematica é de poder servir como base concreta para
estudo de outras areas. Ao estar contribuindo nesse objetivo, deu sentido a toda minha
atividade académica até esse presente momento.
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APENDICE A — VCN

O Visual Calculo Numérico (VCN) é um software produzido por professores da PUC-
MINAS, que realiza calculos de varios tipos como calculo de raizes, ajustes de curvas, oti-
mizagao, derivadas, etc. Aqui, trazemos um tutorial da obtencéo, instalacao e das fungdes
que serao utilizadas nesse trabalho.

Primeiramente pode-se baixar o VCN, acessando o site : <http://www.matematica.
pucminas.br/lcn/ven1.htm>, clicando no link conforme mostra a Figura A.1

Figura A.1 — Download do VCN

Laboratério de Calculo Numérico

Horarios: _Aulas

Programas para download:

3% _ven (software para ensino de Calculo Numérico{download

B
3¥ vens.1.exe(software para ensino de Calculo Numérico{download

% VCNS.1 software para ensino de Calculo Numeérico{download
4% CANU (download)
4% EMULADORES (download)

Apostilas:

Equipe de Professores de Calculo Numérico:
Prof. Célio Humberto Vasconcelos
Prof. Dimas Felipe de Miranda
Prof. Lamounier Josino de Assis
Prof. Luiz Carlos Picoreli de Aradjo

Prof. Pedro Américo Almeida Magalh3es Janior

Fonte: Proprio autor

Apb6s o download, vocé deve abrir a o local para onde foi feito o download. Nesta
pasta vocé deve extrair o arquivo .rar com o seu software de preferéncia. Na pasta para
onde foi extraido o VCN, basta clicar na imagem como mostra a Figura A.2
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Figura A.2 — Logotipo do VCN

VCN

Fonte: Proprio autor

Apbs clicar na imagem, ird surgir a tela inicial do programa, como mostra a Figura
A3

Figura A.3 — Janela inicial VCN

=]
Utilitirios  Operadores  Interpolagdo  Derivagio  Integragdo  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Gtimizagio i
Barra de menus
Janela de
visualizagdo
VCN Formato Numeérica Geral com precisao de 19 casas decimais. 00:09:56

Fonte: Proéprio autor

Nesse trabalho utilizaremos o recurso ajustes de curvas, que pode ser visualizado
clicando na caixa ajuste de curvas, como mostra a Figura A.4
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Figura A.4 — Caixa para ajuste de curvas

1B Calculo Numérico - X
Utiitirios  Operadores Interpolagio Derivagio Integragio Equagées Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes [Ajuste de Curvas] Otimizagio

i

VCN Formato Numérico Geral com precisdo de 19 casas decimais. 00:01:23

Fonte: Proprio autor

Dentro da opgéo ajuste de curvas, vamos utilizar a fungéao ajuste polinomial, cli-
cando na caixa conforme mostra a Figura A.5

Figura A.5 — Ajuste polinomial

18] Csleulo Numérico - X

Utilitérios  Operadores  Interpolagio  Derivagio Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Célculo de Raizes | Ajuste de Curvas  Otimizagio

9.1-Ajuste Linear Multiplo com Termo Independente

9.2-Ajuste Linear Mitiplo sem Termo Independente
=== | 9.3-AjustePolindmial

§.4-Ajuste de Fungées Periddicas com Soma de Senos e Cossenos

9.5-Ajuste de Fungdes Peri6dicas sem Passo Constante

9.6-Aproximases de Fungées por Polinémios de Chebyshev

VCN Formate Numérico Geral com precisao de 19 casas decimais. 00:12:00

Fonte: Proprio autor

Ao clicar nesta opg¢ao, teremos uma tela onde podemos selecionar o niumero de
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pontos do qual queremos fazer o estudo, e também podemos selecionar o grau do polind-
mio de ajuste conforme mostra a Figura A.6

Figura A.6 — Caixas de selecédo de numeros de pontos e grau do polinémio de ajuste

%] Calculo Numérico

- X
Utilitarios  Operadores Interpolagio  Derivagio Integragde Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Cilculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
3] 1)Ajuste Polinsmial - ¥ = b + b1 X + b2 X2 + b3X*3 + .. + bp X*p fo] @ (=
[Brincipal } Gréfico |
Numero de Pontos(n): 4 | | Grau do Polinémie (p) 2 |
= [Ponto: 1=[Ponto: 2 =[Ponto: 3 =[Ponto:4 =
Numero de pontos Grau do polinémio
de ajuste
Erro Total: Coeficiente de Determinacdo:
X.B=Y B Calcula>>| & i Novo ] Sair
Matriz Somatério do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatdrio de Y
Matriz | Coluna:1[Coluna2[Coluna:3
Linha:1
Linha:2|
Linha:3|
VCN  [Formato Numérico Geral com preciséo de 19 casas decimais. 00:19:38

Fonte: Proprio autor

Depois de selecionarmos o numero de pontos que queremos ajustar, e o grau do

polindmio de ajuste, devemos digitar os valores dos pontos na caixa destacada conforme
mostra a Figura A.7
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Figura A.7 — Caixa para digitar os pontos

18] Caleulo Numérico - X
Utilitérios  Operadores Interpolagio  Derivagic Integragdo  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
|B] DAjuste Polinémial - ¥ = b0 + b1 X + b2X*2 + b3X*3 + ... + bp X*p [=] @ (=
:Eﬁﬁélbé"ﬂ Gréfico |
Numero de Pontos(n): 4 Grau do Polinémio (p): 2
I = [Ponto: 1=[Ponto: 2=[Ponto: 3 =[Ponto: 4 =
Caixa para digitar
os pontos
Erro Total: Coeficiente de Determinag&o:
X.B=Y B Calcula>>| &= @ Novo ] Sair
Matriz Somatério do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatario de Y
Matriz | Coluna:1| Coluna:2| Coluna:3 Vetor |Coluna:1
Linha:1
Linha:2|
Linha:3)
VCN Formato Numérico Geral com precisdo de 18 casas decimais, 00:24:51

Fonte: Proprio autor

Digitado os pontos que queremos ajustar, basta clicar em calcular, conforme mostra
a Figura A.8, e entao aparecerao os elementos: Erro total (Erro total do ajuste), Coeficiente
de determinacao (Coeficiente de correlacao de Pearson), e ainda ira aparecer a fungao
polinomial de grau n, selecionado anteriormente. Esses serdo os principais elementos que
serdo utilizados nesse trabalho.

Figura A.8 — Clicando em calcular obtém-se os elementos do ajuste

|8 Calculo Numérico - x
Utilitérios  Operadores  Interpolagdo  Derivagio Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo
%] 1)Ajuste Polindmial - Y = b0 + b1 X+ b2XA2 + b3 X" + ...+ bp X*p =a R
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Coeficiente de
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Erro total do ajuste Pearson
Erro Tntal': Coeficiente de Determinacéo |
X.B=Y Calcular = | B Calcula>>| % | & Novo F] sair
Matriz Somatério do X Matriz dos Termos de b Matriz Somatdrio de Y
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Linha:1
Linha:2|
Linha:3
Caixa onde aparece
a funcéo de ajuste
VCN_ [Formato Numérico Geral com precisdo de 19 casas decimais. 00:34:43

Fonte: Proprio autor



