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RESUMO

O estudo de sequéncias e séries numéricas na Educacdo Basica geralmente se da
quando é trabalhado progressdes aritméticas e geométrica, tornando assim a
investigacdo do tema proposto apenas com casos particulares. Neste trabalho foi
proposto um estudo de sequéncias e séries numeéricas para que o professor possa utilizar
em sala de aula, ndo necessariamente com o compromisso de apresentar este estudo de
forma sistematizada, conforme vé-se nos livros textos tradicionais, mas sempre
buscando fazer com que os sujeitos envolvidos sejam curiosos, criativos, facam

questionamentos e participem do processo, para que haja maior aprendizagem.

Palavras-Chave: Sequéncias Numéricas, Séries Numéricas, Ensino Médio.



ABSTRACT

The study of sequences and numerical series in Basic Education usually occurs
when it's done the study of arithmetic and geometric progressions, thus the investigation
of the proposed theme is only done with particular cases. In this work, it was proposed a
study of sequences and numerical series for the teacher to use in the classroom, not
necessarily with the commitment to present this study in a systematized way, as seen in
the traditional textbooks, but always seeking to make the subjects involved are curious,
creative, ask questions and participate in the process, so that there is greater learning.

Key Words: Number Sequences, Number Series, High School.
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1. INTRODUCAO

O estudo de sequéncias e séries é parte do programa de matematica do Ensino
Médio, que normalmente é apresentado ao aluno de forma tedrica e breve e, geralmente,
apenas 0s casos particulares que sao as progressdes aritméticas e geométricas, limitando
a exploracdo do tema, que é de suma importancia na matematica e em outras areas do
conhecimento. Segundo Silva (2017), outras sequéncias numéricas podem ser estudadas
no Ensino Médio, tais como, “as progressdes aritmético-geométricas”, “os coelhos de
Fibonacci”, “a torre de Hano6i” e “a pizza de Steiner”, dentre outros, podem,
perfeitamente, ser propostos aos alunos e, posteriormente, discutidos em sala de aula.
Neste sentido, faremos um estudo sobre sequéncias e séries numéricas apresentando
alguns conceitos interessantes sobre este assunto e sem a preocupacdo de apresentar o
tema de forma sistematizada. Propomos ao professor alguns elementos que achamos
interessantes para o0 ensino de sequéncias e series numericas em sala de aula, incluindo
também uma concisa discussdo sobre convergéncia e divergéncia de uma série por meio
de exemplos e estratégias algebricas e/ou geométricas, instigando o aluno e o leitor em
geral a analisar cada exemplo abordado. Dessa forma, entendemos que a partir dai os
alunos podem explorar as progressdes aritméticas e geométricas, estas que sdo apenas
temas secundarios neste trabalho. A seguir apresentaremos alguns trabalhos encontrados

na literatura que discutem sobre o ensino de sequéncias e/ou séries numeéricas.

Veiga (2018) realiza um estudo sobre sequéncias e seus principais resultados
para o professor de Matemaética e leitores em geral, abordando o modo em que este
conceito é trabalhado desde o Ensino Basico ao Ensino Superior. A teoria contida neste
trabalho é acompanhada de varios exemplos que contribuem para 0 embasamento do
leitor. Foram apresentados também alguns problemas, dos mais variados niveis, com
suas respectivas soluges, extraidos de provas de vestibulares, referéncias bibliogréaficas
e olimpiadas matematicas de varios paises, com o intuito de proporcionar

aprofundamento ao leitor sobre o que foi dissertado.

Silva (2017) apresenta como tema central as sequéncias recorrentes, em especial,
as progressdes aritméticas e geométricas, que sao sequéncias numéricas estudadas no
Ensino Médio. Destas sequéncias sdo evidenciados os seguintes topicos: definicéo,

construcdo da férmula do termo geral, construgdo da férmula da soma dos termos e
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aplicacdes. Recebe atencdo especial o estudo das progressdes aritméticas de ordem
superior. Neste trabalho, foram apresentados problemas cuja resolugdo recaiu no
contexto de progressdo aritmética, progressdo geométrica ou uma sequéncia recorrente

qualquer. Problemas contextualizados, também séo abordados.

Aradjo (2017) prop6s um estudo sucinto, porém, mais aprofundado dos
contetdos relativos a sequéncias e séries do que aqueles geralmente abordados no
Ensino Médio. Foram apresentamos também algumas aplica¢fes das sequéncias reais
que ndo precisam de estudos avancados na area para serem compreendidas, por
exemplo, a demonstracdo geométrica da convergéncia de uma série geométrica. O autor
apresentou também alguns teoremas sobre a teoria de limites, sequéncias, séries e

critérios de convergéncia.

Titoneli (2017) faz uma analise de padrfes que s&o modelados matematicamente
através de conceitos que envolvem as sequéncias numericas bem como aspectos
geométricos. Sdo consideradas algumas aplicagdes préaticas de contetdos trabalhados na
Educacdo Bésica, muitas vezes estudados de forma mecénica atraves de formulas que
tornam a Matematica enfadonha e até sem sentido para os discentes. O objetivo é
mostrar que a Matematica transpde os limites das salas de aula e que sua beleza pode ser
vista em areas diversas. As ideias e conceitos que envolvem as Progressdes Aritméticas
e Geométricas, por exemplo, sdo Uteis na resolucdo de varias situacdes. A arte musical
que estd envolta em conhecimentos matematicos desde os primordios de seu
desenvolvimento. Os estudos desenvolvidos com a sequéncia de Fibonacci e como esta
relacionada com a razdo aurea e com fendbmenos naturais que aparentemente nada

teriam em comum.

Cerqueira (2013) apresenta um estudo sobre a teoria de sequéncias e séries
numéricas. Foram abordados temas presentes no Curriculo de Matematica da Educacao
Bésica e algumas sugestfes de propostas didaticas foram sugeridas aos professores de
Matematica que lecionam no Ensino Médio. Ainda, neste trabalho também foi explorara

as séries de poténcias e as séries de Taylor.

Segundo Titoneli (2017), no trabalho do professor € importante sempre propiciar
para 0s alunos uma forma de construir 0s conceitos e ndo apenas recebé-los sem que

fagcam sentido algum para o aprendiz. Além disso, os alunos sempre se interessam por
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curiosidades a respeito dos nimeros. E nessa perspectiva que entendemos que esta
dissertacdo de mestrado se justifica e que podera contribuir para o ensino de sequéncias

e séries numéricas.

Este trabalho estd estruturado como segue: No Capitulo 1 apresentamos a
introducao deste. O Capitulo 2 apresenta alguns conceitos sobre sequéncias numeéricas
enquanto que no Capitulo 3 foram apresentados uma introducéo as séries numericas
com algumas séries especiais. As consideracdes finais serdo apresentadas no Capitulo 4

e, por fim, o Capitulo 5 é composto pelas referéncias bibliograficas.
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2. UMA INTRODUGCAO AS SEQUENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo serd apresentado alguns resultados sobre sequéncias e séries

numeéricas.

2.1 SEQUENCIAS NUMERICAS

Definicéo 2.1. Uma sequéncia numérica infinita (al, a,, as, ) que indicaremos por

(an ) , € uma funcéo cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais.

Muitos livros didaticos apresentam casos particulares de sequéncias, como as
progressdes aritméticas e geométricas. No entanto, ha varios tipos de sequéncias que
podem ser exploradas em sala de aula. Nesta se¢cdo mostraremos alguns tipos especiais
de sequéncias numéricas e também algumas de suas propriedades, tais como, a lei de
recorréncia, graficos, convergéncia etc. Note que uma sequéncia numérica pode ser

definida como uma lista de ndmeros escritos em uma ordem definida

a,, d,, d3, ..., 4,,.... O nimero &, é chamado de primeiro termo, a, é o segundo

termoe @, é 0 n-ésimo termo.

Exemplo 1: Considere a sequéncia
(f.)=(112,35,813,21..)

Note que a partir do segundo termo, cada termo é a soma dos dois termos
imediatamente anteriores. Esta sequéncia é conhecida como sequéncia de Fibonacci e é
recursivamente definida por

f=1 f,=1 f_,=f

n+

+f, n=123 ...

n+1

E interessante que o professor apresente a sequéncia de Fibonacci em sala de
aula, pois além de exigir que o aluno perceba como os termos podem ser obtidos
recursivamente, nela podem ser exploradas vérias aplicacfes da natureza, como por
exemplo, a reprodugdo de coelhos, as folhas das Bromélias, as sementes do Girassol, a
reflexdo da luz em laminas paralelas, etc. Sugerimos que estas aplicacbes sejam
pesquisadas e apresentadas por um grupo de alunos por meio de seminarios. Um estudo

mais detalhado sobre a sequéncia de Fibonacci pode ser encontrado em diversos
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trabalhos, dentre eles, (MACENA, E. S. 2018); (BARBOSA, F. A. 2017), (FULONE,
H. D. 2017), (MELO, M. I. A. 2017), (SILVA, P. E. A. 2017), (LEOPOLDINO, K. S.
M. 2016), (POSSEBON, J. E. 2016), (BELINI, M. M. 2015), (BORGES, F. P. 2015),
(CARRION, M. R. 2015) e (SILVA, L. S. 2015).

Exemplo 2: Seja (an) definida por

Assim, tem-se:

n
A Figura 1 mostra o comportamento da sequéncia a, =m. Nota-se que a

medida em que aumenta o valor de n, os termos a, também aumentam e se

aproximam de 1.

: . A n
Figura 1: Gréafico da sequéncia a, =1 n=123,...
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Fonte: Elaborado pelo autor no software GeoGebra

O Exemplo 2 pode ser utilizado para que o professor relembre em sala de aula o
conceito de dominio de uma funcdo, neste caso o conjunto dos numeros inteiros
positivos, funcdo crescente, funcdo limitada e também definir assintotas horizontal e

vertical. E interessante que os alunos fagam a construgéo do grafico.
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O estudo de sequéncias numéricas também pode se tornar algo bastante
prazeroso em sala de aula, pois ha muitos problemas e desafios envolvendo sequéncias
I6gicas de nimeros. Mesmo que o objetivo seja o estudo das sequéncias conhecidas por
progressdo aritmética e geométrica, € plausivel que o professor possa primeiramente
inserir no contexto escolar alguns problemas curiosos que provavelmente irdo instigar
os alunos a querer entender melhor o assunto proposto. A seguir serdo listados alguns

exemplos envolvendo sequéncias I6gicas de nimeros.

Exemplo 3: Qual numero corresponde a sequéncia a sequir: 1, 4, 9, 16, 25, ...?
Resolucéo:
Essa sequéncia é formada pelos quadrados perfeitos, em ordem crescente. Veja que
1,4,9, 16, 25, ...
pode ser representada por
17,2%,3%,4%5%, ...
Portanto, o proximo termo da sequéncia é igual a 6°, ou seja, igual a 36.

Observacéo: O professor pode aproveitar este momento para relembrar o conceito de
quadrados perfeitos, o motivo pelo qual foram denominados assim (vale solicitar
pesquisa via internet). Inclusive, usar a ocasido para pergunta-los como seria uma

sequéncia com cubos perfeitos, 0 que sdo cubos perfeitos?

Exemplo 4: Qual nimero corresponde a sequéncia a seguir: 37, 31, 29, 23, 19, 17, ...?
Resolucéo:

Observe que esta sequéncia é formada pelos nimeros primos menores do que ou igual a

37 e estdo em ordem decrescente.

Assim, 0 proximo nimero da sequéncia deve ser o nimero primo 13.
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Observacdo: Este tipo de problema é muito valido, pois além de ser intrigante,
causando a curiosidade dos alunos, pode conter conceitos matematicos importantes. O
professor poderia pedir aos alunos que encontre o décimo segundo termo dessa
sequéncia. Ela é finita ou infinita? Veja que a lista dos onze primeiros termos dessa

sequéncia é dada por
37,31, 29,23,19,17,13,11,7,5, 3, ...

Logo, qual serd o décimo segundo termo? Ddvidas surgirdo, pois ha muitas
duvidas quanto ao numero 1 ser ou ndo ser um ndmero primo, visto que, € comum 0s
alunos acharem que basta um namero ser apenas divisivel por 1 e por ele mesmo para
ser primo. Sendo assim, eles concluem erroneamente que 1 é primo. A defini¢do € mais
sutil, pois exclui 0 nimero 1 (por que?) e, muitas vezes exclui também os nimeros

negativos.

E importante o professor ter discernimento sobre a importancia das discussoes
geradas no paragrafo anterior e verificar em qual ou quais turmas elas podem ser mais
aprofundadas. Talvez no Ensino Médio essa discussdao pode ocorrer de forma mais
superficial, a fim de ndo perder o foco do tema principal e gerar desconfortos por parte
dos alunos. Por outro lado, pelo menos nos cursos de Matematica, é relevante que seja

abordada ou solicitada como pesquisa por parte dos académicos.

Exemplo 5: Que nimero corresponde a sequéncia a sequir: 1,0, 2,1, 3,2, ...?
Resolucao:

Note que os termos de ordem impar (primeiro, terceiro, quinto etc) representam o0s

nameros inteiros a partir do 1, os quais sdo, respectivamente iguaisa 1, 2, 3, ....

Os termos de ordem par (segundo, quarto, sexto etc) representam os inteiros iniciando

por 0, os quais séo, respectivamente iguaisa0, 1, 2, ....

Como o préximo namero da sequéncia dada é o sétimo, segue que € um termo de ordem

impar e, portanto, é o quarto inteiro a partir do nimero 1, ou seja, é o0 numero 4.

Exemplo 6: Qual nimero corresponde a sequéncia a seguir: 2, 10, 12, 16, 17, 18, 19...?
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Resolucao:

Este € um problema classico, mas também intrigante, pois devido ao
aparecimento dos trés primeiros termos dessa sequéncia, parece que ela ndo possui

qualquer tipo de propriedade caracteristica.

De antemédo, quem ndo conhece este exemplo, pode achar impossivel encontrar
uma légica numérica que sirva para determinar o préximo termo (a saber, ndo é igual a
20). Do ponto de vista conceitual, ¢ um exemplo considerado nivel baixo, mas nos

mostra ideias que podem ser utilizadas em problemas de diversos concursos no Brasil.

Note que todos o0s termos ndo numeros inteiros positivos cuja denominagao
inicia com a letra D e estdo expostos em ordem crescente. Assim, 0 proximo termo é o

namero 200 (verifique!).
Exemplo 7: Qual niumero corresponde a sequéncia a seguir: 77, 69, 61, 53, 45, 37, ...?
Resolucao:

Claramente, cada termo é o anterior subtraido 8 unidades, ou seja, a partir do
segundo termo, a diferenga entre um termo e o anterior é igual a 8. Assim, 0 proximo

termo € igual a 29.

Observacdo: Esta sequéncia é um exemplo de progressao aritmética (PA) decrescente.
Mais exemplos poderdo ser dados para que adiante seja introduzida o conceito formal
de PA. Pode ser solicitado aos alunos que encontrem o décimo quinto termo por

exemplo. Caso analogo pode ser obtido com progressdes geometricas.

. A . 4 8
Exemplo 8: Qual nimero corresponde a sequéncia a seguir: TR .7

N |-
oIN

Resolucéo:

Neste exemplo, espera-se que os alunos respondam que o proximo termo seja

: 1 - .
igual a é talvez por verificar que, a partir do segundo termo, o numerador de cada
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termo é multiplicado por 2 enquanto o denominador por 3. Este raciocinio esta correto

e, neste caso particular, tem-se um exemplo de progressdo geomeétrica.

Observacéo: Peca para que eles dividam um termo pelo anterior e note os resultados
obtidos. O que se conclui disso? Levar para sala de aula problemas que causam
interesse dos alunos €” uma étima estratégia para prepara-los ao tema centrar. Talvez
esta preparagdo pode nédo ser pela aprendizagem direta de tais conceitos, mas sim de

motivacao.

Exemplos como os apresentados acima, podem servir também de um 6timo
passatempo extraclasse, devido a ser desafiante e eles acreditarem que poderéo resolvé-
los a qualquer momento. Os préprios alunos deverdo levar para sala de aula estes tipos
de problemas para desafiarem os colegas e, inclusive, o professor. E uma excelente

oportunidade para que o raciocinio lIégico matematico seja estimulado.

Neste trabalho foram apresentados alguns exemplos sobre o tema desta secdo.
No entanto, cabe ao professor junto com os alunos discutirem outros tipos de problemas
relacionados ao tema, como por exemplo, a Torre de Handi. Neste, é interessante
encontrar 0 nimero minimo de movimentos para transportar todos os discos de uma

haste para outra, respeitando as regras impostas.

Apds uma boa discussdo sobre aplicacbes e problemas de raciocinio logico
envolvendo sequéncias numéricas, sugere-se que possa ser introduzido o estudo de
progressfes aritméticas e, em seguida, progressdes geométricas. Neste Ultimo tema,
aparece o conceito de séries infinitas quando deseja-se calcular a soma infinita dos

termos de uma PG.

Sendo assim, da mesma forma como este trabalho sugere que se faca no estudo
de sequéncias, também acredita-se que antes de iniciar a discussdo sobre soma infinita
de termos de uma PG, deve-se preparar 0 aluno com o conceito de séries numéricas de
um modo geral, levando problemas interessantes e instigando-os a verificar se uma dada
série converge ou diverge. No caso de convergéncia, solicitar o valor de sua soma. Na

préxima sera apresentado estudo sucinto sobre séries numeéricas.
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3. UMA INTRODUCAO AS SERIES NUMERICAS

3.1 SERIE INFINITA

Vimos a definicdo de sequéncia numérica infinita (al, a,, a;, ) Ao
adicionarmos seus termos, obtemos o que denominamos de série infinita, ou

simplesmente, série.

%
Notagdo: D8, =& +8, + 8, +-+-
n=1
Em um primeiro momento pode parecer estranho aos alunos do Ensino Basico
pensar em calcular uma soma infinita, pois provavelmente alguns poderdo pensar que
sempre somando, por exemplo, parcelas positivas, tem-se que sua soma ultrapassa
qualquer valor preestabelecido. Se isso acontecer, sugerimos ao professor que instigue

ao aluno a pensar em algumas sequéncias numéricas, como, por exemplo, progressdes

111

geométricas. Em particular, a progressdo geométrica (an ) = (E 18 j . Se asoma

dos termos desta sequéncia € finita, dizemos que a série associada & convergente,

conforme definicédo a seguir.
Definicéo de Séries Convergentes:

o0
Dizemos que um numero real S é a soma da série Zan , OU que a série
n=1

o0
Zan converge para S, se e somente se, !lin S, =S (o limite da sequéncia das
n=1 0

o0
somas parciais S, S,y S3, .-y S, 6 S ). Neste caso, escrevemos © = Zan .
n=1
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o0
Quando !E)n S, ndo existe, dizemos que a serie Z a, diverge. A divergéncia
» n=1

pode ocorrer S, torna-se infinita ou S, oscila quando N — o

De acordo com a definicdo de série convergente, note que a série associada a
sequéncia citada no parégrafo anterior converge para 1 e, uma no¢do geométrica pode

ser observada pela Figura 2, onde um quadrado de lado 1 u.m. (4rea igual a 1 u.A.) foi
particionado em infinitos retangulos R,, R,, R;, ... cujas areas sdo numericamente
iguais aos termos da sequéncia anterior. Dessa forma, tem-se que

R, +R, +R; +---=1 ou seja,

-1 1 1 1
_n:_+_+_+--.:1
~o" 2 4 8
=1
Figura 2 - llustracdo geométrica da convergéncia da série 22_” .
n=1

Fonte: Elaborado pelo autor no software GeoGebra
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A definicdo de séries geométricas e alguns resultados serdo estudados mais

adiante.

Outra maneira de mostrar aos alunos que a série geometrica acima converge para

1 pode ser dada conforme ilustracdo apresentada na Figura 2. Peca aos alunos que
peguem uma cartolina quadrada; tome os pontos médios M,, M,, M; e M, de cada

lado; ligue estes pontos por segmentos de reta. Assim, a figura obtida é um quadrado
(esta propriedade podera ser explorada por meio de conceitos de geometria plana). Faca
0 recorte com uma tesoura e deixe que eles percebam que o novo quadrado tera area
igual a 1/2 unidade de area. Consequentemente, a area que foi descartada terd a mesma
medida. Este procedimento devera ser feito mais vezes com 0s novos quadrados obtidos
e eles perceberdo que a soma das areas descartadas se aproxima cada vez mais de 1 e
este valor ndo podera ser ultrapassado, o que fica claro pelo procedimento que esta

sendo executado.

O professor pode aproveitar este momento para comentar que a nova sequéncia
(S,)=(0.5,0.75,0.875, 0.9375, 0.96875,...), formada pelas somas das areas sera

chamada de somas parciais e que neste exemplo tal sequéncia é mondtona crescente e
limitada, portanto, isso garante que ela converge. A demonstracdo deste resultado ndo é
necessaria no Ensino Médio. No entanto, € interessante que seja apresentado este

resultado e, possivelmente, utilizado.

=1
Figura 3 — llustracdo geométrica da convergéncia da série Z

‘An por
n=1 2n

meio de recortes em uma cartolina quadrada.

]kle ]\/[4

Mo M,

Fonte: Elaborado pelo autor no software GeoGebra.
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Acreditamos que estes exemplos instigam ao aluno ao interesse no estudo de

séries numéricas infinitas. Neste momento, o professor pode apresentar a série

=1
harmonica ZH e pedir para que os alunos analisem se ela converge ou ndo e, em
=1

caso de convergéncia, qual € a sua soma. Acredita-se que algum aluno pensara que esta
série é convergente e ndo divergente, pois 0s termos estdo decrescendo para zero.
Sugere-se que o professor deixe esta analise para que os alunos a fagam como "dever de
casa”, com o uso também de algum software (ha diversos softwares livres que podem
ser trabalhados no laboratério da escola, se existir, ou extra-classe, inclusive pode ser
instalado no celular, como por exemplo o Geogebra). Espera-se que muitas dividas
ocorram e é este um dos interesses do professor, que gere discussao entre os alunos e

alunos-professor. Esta série sera estudada adiante.

3.2 SOMAS PARCIAIS DAS SERIES NUMERICAS

1 1 1 1
Vimos que a série geométrica > + p + s + Te + --- possui soma igual a 1.

Esta série € dita convergente, pois existe um ndmero real S tal que Y,p—1 @, = S. Mas
nem toda série é convergente, como por exemplo a série Yy n =142+ 3 + -,

Claramente, para todo real S, existe um natural N tal que 1+2+3 +---+ N é

maior do que S. Este tipo de série é classificado como divergente, ou simplesmente, ndo

convergente.

Apds apresentar estas duas séries aos alunos, indague-os para que eles proprios
definam quando uma série converge ou diverge. Provavelmente eles irdo concluir que
uma série numérica é convergente quando é possivel encontrar um valor para a soma
infinita e divergente quando o valor da soma néo for finito. Ao final de tais discussoes,
apresente a seguinte série: Yo (—1D)*"=—-1+1—-1+ -+ (=1)" + . Se
existir, qual é o valor da soma dos termos desta série? Esta série converge ou diverge? E
possivel que alguns alunos digam que converge para O e outros para 1, isso vai depender

Se somarmos um numero impar ou par de termos.
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As discussdes apresentadas nos paragrafos anteriores mostrardo aos alunos que
precisamos encontrar alguma definicdo ou resultado que garante a convergéncia ou nao
de uma série. Neste momento o professor podera apresentar o conceito de somas

parciais e, a partir delas, definir quando uma série é convergente.

Nota-se que é importante que o professor saiba apresentar este estudo de forma
instigante, sem excesso de rigor matematico para ndo tornar o assunto dificil, cansativo

e, consequentemente, desinteressante.
A seguir serd apresentado o conceito de soma infinita.

Numa série infinita }5—, a, = a; + a, + az + -+, se for somado apenas os N

primeiros termos, teremos a soma parcial Sy = YN_, a,,.

Vamos encontrar a sequéncia (S,,) = (5;,5,, 53, ...) das somas parciais das trés
Ultimas séries apresentadas nesta se¢do. Em seguida, apresentaremos a definicdo da

convergéncia de uma série por meio da sequéncia das somas parciais.

, o 11,11 _
Caso 1: Dada a série )y —1 o + 2 + s + -+-. Temos que:
51—a1=1
S N 1+1_3
2T TR =TTy
Si=ataytas=steto="
3T M TR TATITETET Y
1 1. 1 1 15
S4=a1+a2+a3+a4=§+z+§ RZE
1 1 1 1 2"-1 2" 1
Sn=a1+a2+a3+"‘+an=§+Z+§+'“+2—n= on =2_n_2_n
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Veja que a medida que n cresce, S,, se aproxima de 1 ou, utilizando a notagéo

de limite, temos que

limS, =1

n—oo

Caso 2: Dada a série ).y = 1 4+ 2 + 3 + ---. Temos que:
Sl = a1 =

S, =1+2=3
S3=a1+a2+a3=1+2+3=6
S, =ay+a,+az+a,=1+2+3+4=10:

nn+1)

Sp=1+2+3++n=—"

Note que a medida que n cresce, S,, também cresce e lim S,, = co.

n—oo

nn+1)
A expressdo T para o calculo dos n primeiros inteiros positivos pode ser

encontrada junto com os alunos ou deixando como “dever de casa” para eles. Note que

esta soma devera também ser apresentada no estudo de progressdes aritméticas.

Caso 3: Dada a série Yp;(—D)"*"=—-14+1—-14 -+ (—=1)" + ---. Temos

que:
Sl = _1,52 =O,S3 =_1,S4_ =O,SS = _1"56 =0,

Esta série tanto parece ser igual a -1 como igual a zero, dependendo de como ela

é encarada. Veja:
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0

D (1) =—1+1-1+1-1+1-1+1—--=-1+(1-1)+ (1-1)+ 1-1)+ (@1-1)— - =-1.

n=1

Também pode ser escrita da seguinte maneira:

i(—l)” =-1+1-1+1-1+1-1+1----=—(1-1)-(1-1)-(1-1)-(1-1)----=0.

n=1

Veja ainda o que pode ser feito. Como

[>e}

D (1) =—141-1+1-1+1-141— - =—1—(-14+1-1+1-1+1-1+1—--)
n=1
segue que
> (1) ==Y 1y
n=1 n=1
Dai, tem-se

= n 1
Sap--1

n=1

E agora? Z(—l)n é igual a 1, zero ou E ? Essa aparente contradicdo ocorre,
n=1

pois, segundo Avila (2005), somar nimeros, sucessivamente, uns apds outros, é uma
ideia concebida para uma quantidade finita de nimeros a somar. Ao aplica-la a somas
infinitas, por mais que somemos, sempre havera parcelas a somar. O processo de somas
sucessivas nao termina; em consequéncia, ndo serve para definir a soma de uma

infinidade de nimeros.

Vimos nos trés casos anteriores que no primeiro existe o limite, enquanto que
nos dois Ultimos, tal limite ndo existe. Em particular, no Gltimo a sequéncia das somas

parciais oscila e, portanto, ndo existe o limite.
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Uma discussdo como foi apresentada com a ultima série deve ocorrer
cuidadosamente se for feita em turmas do Ensino Médio, visto que ela leva a conclusdes
contraditorias e o professor deve estar bem preparado para debater como os alunos
casos desta natureza. Por outro lado, é imprescindivel que seja feita nos cursos de
calculo e/ou andlise matematica, pois € um exemplo intrigante e isso deve causar a

curiosidade dos académicos em melhor entender este assunto.

Como curiosidade o professor pode ressaltar que matematicos como Gauss e
Euler usaram com sucesso séries infinitas para obter resultados anteriormente
inalcancaveis. Laplace usou séries infinitas para provar a estabilidade do sistema solar.
Passaram-se muitos anos até que analistas cuidadosos como Cauchy desenvolvessem o
fundamento teorico para calculos de séries, mandando muitos matematicos (inclusive

Laplace) de volta para a escrivaninha para verificar seus resultados.

Séries infinitas formam a base para uma técnica notadvel que nos permite
expressar muitas fungdes como "polindmios infinitos" e, ao mesmo tempo, calcular o
erro quando truncamos esses polinbmios para torna-los infinitos. Além de produzir
aproximacdes polinomiais eficazes de fungdes diferenciaveis, esses polindémios infinitos
(chamados séries de poténcias) tem muitas outras utilidades. As séries infinitas
fornecem uma maneira eficiente para avaliar integrais ndo elementares e resolvem
equacOes diferenciais que nos permitem compreender o fluxo de calor, a vibragéo, a

difusdo quimica e a transmissdo de sinais.

Apds essa discussdo, espera-se que os alunos percebam que a existéncia deste
limite esté diretamente relacionada com a convergéncia de uma série. Neste momento o

professor pode apresentar a defini¢do de convergéncia de uma série.

Note que a série apresentada no Caso 1 é convergente, enquanto que as séries

apresentadas nos casos 2 e 3 sdo divergentes.
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3.3 ALGUMAS SERIES ESPECIAIS

3.3.1 SERIES GEOMETRICAS

Antes do professor apresentar em sala de aula o conceito de series geométricas,
sugerimos que verifiquem como os alunos aprenderam a encontrar a geratriz de uma
dizima periodica. Provavelmente a maioria dird que encontravam por meio de um
“macete” ou denotando a dizima periddica de “ X ”, por exemplo, e a partir dai, obtém-
se duas dizimas periodicas diferentes cujas partes decimais eram iguais, para em
seguida subtrair estas novas dizimas, o que eliminava a parte decimal e, a partir dai,

obtinha-se a fracao geratriz da dizima dada.

Vamos apresentar outra maneira de encontrar a sua geratriz, valorizando o

conceito de somas infinitas.

Exemplo 9: Determine a geratriz da dizima periddica 0,171717....
Resolucéo:

Seja a=0171717...

Assim,

a=017+0,0017 +0,000017 +---

17 17 17
2t tage T
10© 10" 10

1 [ 17 17 17 j
=—| 1l +—=+t—F+t——F+-
10 10° 10" 10

:%(17+a)

Dessa forma,
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1
a=—7>(17+a),
102 ( )
Isto implica que
10*’a=17+a.
Logo,
a(ZLO2 —1):17 e, portanto,
17 17
a= 2 = —
10°-1 99

Esta estratégia pode mostrar aos alunos que ndo ha um Unico método ou
algoritmo para resolver este tipo de problema e, aléem do mais, pode instiga-los a ter

curiosidade nas manipulacdes algébricas.

No Exemplo 9 foi mostrado uma proposta para encontrar a geratriz de uma
dizima periddica simples. A ideia utilizada pode ser expandida para o célculo da geratriz

de dizimas periddicas compostas, conforme segue:
Exemplo 10: Determine a geratriz da dizima periddica 0,235555....
Resolucao:

Seja a=0,235555....

Assim,

a =0,23+0,005+ 0,0005+ 0,00005 +- - -

23 5 5 5
=ttt
100 10° 10" 10

23 5 (l 1 1 J
=—t—|
100 10°(10 10° 10
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8,51
100 100 9
. 9-23+5 212
900 900
. - - - 212
Logo, segue que a geratriz da dizima periddica a =0,235555... é igual a 900"

Veja que na resolucdo deste problema foi utilizado o seguinte resultado:

1 1 1 1

—_ + _2 _|_ _3 + v —
10 10° 10 9
Este resultado devera ser proposto em sala de aula. Sua resolugdo podera ocorrer

de modo analogo ao proposto no exemplo anterior. Com isso, 0s alunos perceberdo que

01111...= 1
9

Tendo de anteméo o resultado anterior, o professor podera instigar os alunos a
perceberem que a geratriz da dizima periddica a=0,235555... podera ser obtida da

seguinte maneira:

0,235555... = 0,23 + 0,005555...

=0,23+ S 01111...
100

23 5 1
100 100 9
22
900

Apresentar diversificados tipos de solugcdes em certos problemas sobre series
tambem é uma parte fundamental deste trabalho. Muitas vezes, resolver um problema de
apenas uma forma, mesmo que seja considerada clara e didatica, pode ndo atingir alguns

objetivos, como por exemplo, o de fazer com que o aluno tome gosto pela matematica,
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pela resolugdo de problemas. Por isso, criar novas possibilidades para “atacar” um

problema pode ser muito til no que diz respeito a tomar “gosto” pela matematica.

Na resolucdo dos exemplos 9 e 10 foi utilizado somas infinitas as quais
pertencem a classe das séries geométricas. Até este momento, ndo € necessario que o
professor utilize o conhecimento prévio de sua soma ou mostre a formula para calcula-
la. Tais somas foram encontradas por meio de estratégias também convincentes e de
certo modo interessantes. No entanto, verificar a convergéncia e demonstrar como pode
ser obtida a soma é imprescindivel no estudo das séries geométricas. 1sso se justifica

também pelo fato de sua demonstracao ser de facil compreensao.
3.3.2 ASERIE HARMONICA
. N1 11 , : . -
A serie Z— =1+—+—+Z+'“ e conhecida como série harmonica e seu

termo geral &, = H tende a zero, ou seja, a medida que n cresce, os termos ficam cada

vez mais proximos de zero, o que pode causar uma intuicdo falha quanto a sua

convergéncia ou divergéncia, visto que a contribuicdo na soma se torna cada vez menor.

Apds o estudo das séries geométricas convergentes, € natural que os alunos
concluam que a série harmonica também convirja. No entanto, é preciso uma analise

bem cuidadosa sobre esta série.

O professor pode pedir para que os alunos utilizem algum software e somem o0s
100 primeiros termos desta série. Em seguida, os 1000 primeiros termos. Peca para que
verifiguem se houve um aumento consideravel nesta soma. Eles vao perceber que nao.
Pode ainda solicitar que va aumentando o nimero de termos e tabelando os resultados
obtidos.

O procedimento acima é na verdade, andlogo ao de encontrar a sequéncia (S,)

das somas parciais, mas, devido a lentiddo na soma, &€ menos exaustivo determinar
alguns termos com passos maiores. A Tabela 1 mostra alguns termos encontrados no

software wxMaxima, em que foi considerado truncamento de seis casas decimais.
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Tabela 1: Alguns termos da sequéncia das somas parciais da série harménica

n Sn n Sn
10 2,928968 300 6,282663
20 3,597739 400 6,569929
30 3,994987 500 6,792823
40 4,278543 1.000 7,485470
50 4,499205 5.000 9,094508
60 4,679870 10.000 9,787606
70 4,832836 50.000 11,397003
80 4,965479 100.000 12,090146
90 5,082570 1000.000 14,392726
100 5,187377 10.000.000 16,695311
200 5,878030 100.000.000 18,997896

O uso de um software é uma ferramenta essencial para a obtencdo dos valores

apresentados na Tabela 1. O wxMaxima é um software gratuito e com uma interface

bastante amigavel. Ele pode ser obtido a partir do seguinte endereco na web:

http://maxima.sourceforge.net/download.html.



http://maxima.sourceforge.net/download.html
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Note que o crescimento das somas parciais € muito lento, isso causa a falsa ideia

de que a série harmonica é convergente. No entanto, sera mostrado a seguir que tal série
é divergente.

) ) w1 1 11
Considere a série harmonica Z— =1+ —+§+Z+'“. Seus termos podem ser
n=1
agrupados da seguinte maneira:
=1 1 1 1111 1 1 1
Dol S S [ AT | S [ e
n N 3 4 5 6 7 8 9 16) 17
Note que
11 11 2 1
3 4 4 4 4 2
1111 1111 4 1
—F =t =—>—F ===
5 6 7 8 8 8 88 8 2
1 1 1 8 1
—F e+t — > ——4 e — = = —
9 16 16 16 16 2

e assim por diante, de sorte que

1 l 1 1 1 1
P B e e e
n 2 2 2 2 2

n=1

Visto que esta ultima soma representa uma infinidade de termos constantes
diferentes de zero, segue que a série diverge.

3.3.3 UMA SERIE CURIOSA

Considere a série Z 2n =5 t—+t<5+—+ . AsinformagGes que se seguem

sobre essa série serdo baseadas em AVILA (1996). Segundo AVILA (1996), essa série
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foi considerada, por volta de 1350, por um dos matematicos de Oxford, Richard
Swineshead. O surgimento desta série se deu considerando um movimento de uma
particula que se desenvolve durante o intervalo de tempo [0, 1] da seguinte maneira: a
velocidade da particula permanece constante e igual a 1 durante a primeira metade do
intervalo, ou seja, no intervalo [0, 1/2] de duracdo 1/2. Neste intervalo, o espaco
percorrido é igual a 1/2; durante a primeira metade do intervalo [1/2, 1], a velocidade da
particula permanece constante e igual 2, ou seja, no intervalo [1/2, 3/4] de duracdo 1/4.
Neste intervalo, o espaco percorrido € igual a 2/4; durante a primeira metade do
intervalo [3/4, 1], a velocidade da particula permanece constante e igual 3, ou seja, no
intervalo [3/4, 7/8] de duracdo 1/8. Neste intervalo, o espaco percorrido é igual a 3/8;
Este procedimento ocorre indefinidamente.

Note que 0s espacos percorridos sdo numericamente iguais a area dos retangulos
mostrados na Figura 4. Isto ocorre em virtude deste grafico representar o grafico da

velocidade v em funcdo do tempo t.

Figura 4: Gréfico da Velocidade em funcdo do tempo.

U A
4l-—-—————————— - - - === =9
3
¥
Il
R e Q)
oo
=
Il
) ——— =
X
I
19 © -
I
<
1/2 3/4 7/8 1 t

Fonte: Adaptado de Avila (1996).
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Desta forma, o espaco percorrido pela particula € igual a 2. Richard Swineshead
mostrou que o valor desta soma é igual a 2 por meio de um argumento longo e
complicado. Mas, tempos depois, Oresme apresentou uma explicagdo geomeétrica
interessante para a soma desta série. Vimos que essa soma € igual a soma das areas dos
retangulos verticais que, por sua vez, € igual a soma das areas dos retangulos horizontais

mostrados na Figura 5.

Esta Gltima soma pode ser pensada da seguinte maneira: consideremos uma
sucessao infinita de movimentos, todos com velocidades iguais a 1; o primeiro no
intervalo de tempo [0,1]; o segundo no intervalo de tempo [1/2, 1]; o terceiro no

intervalo [3/4, 1], e assim por diante.

Com este tipo de movimento, fica claro que os espacos percorridos (que sdo

. L , R N e 1 11 1
numericamente iguais as areas dos retangulos verticais) sdo iguaisal, =, =, =, — e
2 4 8 16
assim, sucessivamente. Em consequéncia disso, a soma dos espacos percorridos pode
ser representada pela série geométrica, a qual possui soma 2, que é a soma da série
original, conforme foi mostrado geometricamente igualando as areas mostradas nas

figuras 4 e 5.

Figura 5: Gréfico da Velocidade v em funcdo do tempo t

1
2

Fonte: Adaptado de Avila (1996).
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Acabamos de apresentar a ideia que Oresme utilizou para calcular o valor da

série, mostrando que sua soma é igual a 2.

3.3.4 UMA SERIE TELESCOPICA

. oo 11 1 1 1 1
Os primeiros termos desta série s80 —+ —+—+—+—<+——+---.
2 6 12 20 30 42

uma série também interessante para ser discutida em sala de aula. Em um primeiro

E

momento, pode ocorrer de alguns alunos pensarem que ela diverge, visto que podem

> 1

associar a série harmonica Z—. Por outro lado, se comparada a série geométrica
n=1

1 1+1+1+1+1+1+ 1 ve |

an sttt st 55t &<t -=41, vé-se claramente que para
o " 2428 16 32 64 e p
N 1 !
um natural N fixado, segue que Z— Z 0 que é um bom indicio

< —_—
n
~nn+1) 452
que ela seja convergente. Estas duas conjecturas deverdao ocorrer por parte dos alunos e

isso pode ser instigado pelo professor.

Mais uma vez, vamos usar a ideia de somas parciais para o estudo da

T S -
convergéncia da série ; n(n +1) .
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Raciocinando indutivamente, concluimos que

S = n
" n+1
Como - converge para um, segue que a Série
" n+1l P Jte 4 n=1n(n+1)

também converge para 1, isto €, %+1+i i 1 1 —+---=1.

6 12 20 30 42
A forma como foi abordado este problema provavelmente devera ser analogo ao
dos alunos, visto que neste momento eles j& foram apresentados ao conceito de somas
parciais. Portanto, é esperado que utilizem este conceito. No entanto, o professor devera
tentar leva-los a outra forma de analisar esta série, por meio da decomposicdo em
fracdes parciais, conforme segue:

=
=

Primeiramente, podemos notar qu¢ —F——= = — ———.
nn+1) n n+1

Assim,
1 _1 1
& 1-2 1 2
1 1 1
a2:—:———
2-3 2 3
1 1 1
% 3-4 3 4
1 1 1
a4:—:———
4.5 4 5
Portanto,

em que a medida que N aumenta, S, se aproxima cada vez mais de 1. Dai,

concluimos que a série z ( ) converge para 1.
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1 1
Vimos que apesar de para qualquer natural n, tem-se ———~ < <., as

q p para qualq n(n _|_1) on
.~ 1 - 1 ,
séries — —5 convergem para 0 mesmo valor. Este resultado é

€ n
“~nn+1) 452
bastante curioso e isso mostra como é muitas vezes dificil e a0 mesmo tempo instigante
0 estudo de séries numéricas. A série apresentada acima € um exemplo de uma série

telescopica.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Atualmente o estudo de sequéncias e séries é abordado de modo superficial no
Ensino Médio. Geralmente os livros textos ddo enfoque as progressdes aritméticas e
geométricas, deixando de lado muitos conceitos que dizem respeito as sequéncias e

séries numéricas. Normalmente é feito assim:

O que propomos aqui ndo e que o professor deixe de utilizar os livros didaticos,
nem tdo pouco que deixe de explorar os conceitos e formalidades matematicas
relacionadas ao tema, mas sim, uma maneira pela qual o professor pode introduzir o

tema, para depois partir para um estudo mas formal (se achar necessario).

Neste trabalho ndo foi nossa intencdo apresentar uma proposta didatico-
pedagdgica do ensino de séries e sequéncias, mas houve a preocupacdo de mostrar a
importancia de se abordar o assunto quando se trabalha as progressdes aritméticas e

geomeétricas.

No desenvolvimento desta dissertacdo foi verificado que se pode trabalhar o
tema com alunos utilizando os softwares livres GeoGebra e Maxima. Estes softwares
ajudam a fazer conjecturas e tornar os problemas ainda mais desafiadores e em um
contexto do seu cotidiano, instigando-os a resolvé-los. Isso ocorreu, por exemplo,
quando foi discutido a série geométrica e a harmonica, pois foi concluido que a primeira
converge enquanto que a segunda diverge, no sentido de que sua soma é maior do que
qualquer valor preestabelecido. Dessa forma, acreditamos que isso provocara
inquietacBes e questionamentos por parte dos alunos, estimulara a imaginacdo deles e é

esta a proposta desafiadora que norteia este trabalho.

Esta pesquisa teve grande contribuicdo na minha formacdo, mas também
contribuird com a de outros professores da area para que eles possam abordar melhor
este tema, mostrando aos alunos diferentes formas de se trabalhar um mesmo conteudo,

porém com outra abordagem.
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6. APENDICE

6.1 SEQUENCIAS E SERIES: UMA ABORDAGEM NO ENSINO MEDIO

Nesta secdo serd apresentado de forma concisa um pouco sobre a teoria de
sequéncias e séries que geralmente aparecem nos curriculos de matematica na Educagéo
Basica. As sequéncias costumam ser exploradas no contexto das progressdes aritméticas
e geometricas e as séries aparecem quando se estudam as dizimas periodicas e a soma

dos "infinitos" termos de uma progressao geometrica.

Toda esta discussdo no Ensino Médio aparece de maneira pouco precisa e
intuitiva, pois, nesta etapa de escolarizacdo, os alunos ainda ndo dispéem da teoria de
limites para um estudo aprofundado do tema. Além disso, posteriormente, serad
apresentada algumas propostas de trabalho com somas infinitas e as séries de Maclaurin
das funcdes seno, cosseno e exponencial que se adequam ao trabalho do professor no
Ensino Médio. N&o se tratam de propostas onde o processo de aprendizagem acontece
nos moldes tradicionais com o professor explicando e exemplificando os resultados para
em seguida desenvolver exercicios com a classe. Pelo contrario: ser4d mostrado
propostas de trabalho onde a descoberta por parte dos alunos, o trabalho em grupo e o
desenvolvimento de posturas ativas na busca pelo aprendizado sdo privilegiados e

destacados dentro do processo de ensino e aprendizagem.

6.1.1 PROGRESSAO ARITMETICA

Uma sucessdo aritmética é também chamada de Progressdo Aritmética se a

diferenga entre seus termos consecutivos for constante.

Termo Geral de uma Progressdo Aritmética

Uma progressdo aritmetica genérica € uma sequéncia numerica que pode ser

escrita da forma (al, dy, a3, ..., an, ) cujaarazaoéer.

De acordo com a definicdo podemos escrever:
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a=ar+1lr
a=atr=(@tr)+r=a+2r
au=aztr=(ar+2r)+r=a1+3r

Podemos deduzir das igualdades acima que:

an = a1 + (N — 1).r (denominada termo geral da PA).
Dessa formula, temos que:

an: € 0 termo de ordem n (n-ésimo termo);

r: éarazéo;

ai: é o primeiro termo da Progressdo Aritmética — PA.

Propriedades de uma PA

12 Propriedade: Em toda Progressdo Aritmética (PA), um termo qualquer, excluindo-
se 0s extremos, é media aritmética entre o seu antecedente e 0 seu consequente.

ak—l + ak+1

Desta forma na P.A. temos: (a1, az, ..., ak-1, ak, ak+1, ... , an-1, ) => a, = 5

Exmnm011n2/x:(L3,a7,a11,m):>523;7;9:7+1%em.
2

2% Propriedade: Em toda P.A. limitada, a soma de dois termos equidistantes dos

extremos é igual a soma dos extremos. Na P.A. (ai, az, ..., an-1, an) temos
Exemplo: PA (1, 2, 3, ..., 98,99, 100) => Temos: 2+99=3+98 = ... =1 + 100.

3% Propriedade: Em toda P.A. de nimero impar de termos, o termo central ou termo

médio € a média aritmética dos termos equidistantes a ele.

3+11 5+9

Exemplo: PA(3,5,7,9,11)=> 7 = 5
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Soma dos termos uma Progressdo Aritmética (P.A.):

Soma dos termos de uma P.A. finita (ou limitada) é igual ao produto da

semissoma dos extremos pelo nimero de termos.

Demonstracéo:
Se fizermos a soma dos n termos de uma PA finita ordenando de forma

crescente e decrescente 0s termos teremos:

S,=a,+a,+a;+...+a,,+a,, +a,
_+_
S,=a,+a,,+a,,+..+a;+a,+q

2'Sn = (al +an)+(a2 +an—1)+(a3 +an—2)+"'+(an—2 +a3)+(an—1 +a2)+(an +a1)

Como h& n termos de mesmo valor (a1 + an), pela propriedade 2, temos:

B (a,+a,)n
2

S

Exemplo 12: Calcular a soma dos 20 primeiros termos de uma PA (2,5, 8, ...).

Solucéo:
Ay =2+(20-1)-3=a,,=2+57="59
Portanto,

_(a,+a,)-n_(2+59)-20
B 2 - 2

S =610

Interpolacdo de uma Progressdo Aritmetica (PA):

Interpolar ou inserir “k ”” meios aritméticos entre dois extremos ai e an, significa

formar uma PA de n = k + 2 termos onde ai e an SA0 0S extremos.

Como a1 e an sdo dados, basta determinar a razdo r.
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Exemplo 13: Insira 4 meios aritméticos entre 3 e 38.

Solucéo.

aa=3;an=38;n=6;r="?

an=art+(n-Dr=>r=7.
Logo, PA (3, 10, 17, 24, 31, 38).

Progressao Aritmética de 22 Ordem

A defini¢do de progressdo aritmética utilizada até agora, na verdade é um caso
particular chamado progressdo aritmética de 1* ordem, onde a subtragdo dos termos
consecutivos é constante. No caso da PA de 22 ordem, a segunda subtracdo de termos

consecutivos é que sera constante.

Exemplo 14: (1, 3, 6, 10, ...)
12 subtracdo: 3-1=2;6-3=3;10-6=4, ...

Observe que as diferengas ndo sdo constantes, mas os resultados (2, 3, 4, ...) formam
uma PA de razdo constante igual a 1. Portanto, a sequéncia (1, 3, 6, 10, ...) € uma PA de

segunda ordem.

De forma .., podemos escrever essa situacdo da seguinte forma:
i) a1, az, as, a4, ...., an representando a PA de 22 ordem.

i) b1, b2, ...,bn-1 representando a PA de 12 ordem.

az—ai=b1
az—az=bo
as—az=Dbs

an—an-1 = bn1
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Adicionando os dois membros entre si, observamos que os termos simétricos do 1°
membro se anulam sobrando (an — a1) e no 2° membro forma-se uma soma de PA.

Escrevendo essa expressao, temos:

n—a1=(b1+b”‘12)°(n_l)
Logo,

(bl + bn—l) ) (n _1)
2

a, =a, +

Exemplo 15: “Numeros triangulares” sdo numeros que podem ser representados por
pontos arranjados na forma de triangulos equilateros. E conveniente definir 1 como o
primeiro numero triangular. Apresentamos a seguir 0s primeiros numeros triangulares.
Se Tn representa 0 n-ésimo ndmero triangular, entdo T1 =1, T =3, T3 =6, T2 = 10, e
assim por diante. Dessa forma, qual o valor de T100?

1 3 10
Solucéo:
a, =1+ (2+Dy,).(100-1) 1. (2+Dy,).99

2
bye = 2+(99—1)-1=2+98=100

Assim,

_,, (2+100)-99

A0 =5050.
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Proposta de atividade didatica

Apresentamos agora uma proposta didatica utilizando progressdes aritmeticas
em um problema de matematica financeira; especificadamente serdo abordados juros

simples.
Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio.
Recursos Pedagdgicos: Lousa.

Objetivo Geral: Discutir com os alunos o conceito de juros simples, empregando 0s

conhecimentos prévios sobre progressdes aritmeticas.
Obijetivos Especificos:
1. Ensinar a linguagem bésica de matemaética financeira aos alunos do Ensino Médio;

2. Desenvolver a teoria de juros simples através da aplicacdo do conceito de progressao

aritmética;

3. Aplicar o conceito de juros simples na resolucdo de problemas. Conteldo:

Progressdes aritméticas, matematica financeira (juros simples).

Desenvolvimento: Esta proposta sera realizada em duas aulas. Na primeira das aulas,
apos introduzir a linguagem comum de matematica financeira e definir os conceitos de
juros, tempo, taxa, montante e outros pertinentes, o professor podera motivar os alunos

com o seguinte problema:

Uma pessoa faz um empréstimo de R$2.000, 00 a ser pago segundo uma capitalizacdo
de juros simples em 24 parcelas iguais e a uma taxa de 1,8% ao més. Qual o valor de
cada uma das parcelas?

Em grupos, os alunos trabalhardo na resolucdo do problema. O professor supervisionara
0s grupos verificando as estratégias que os grupos estdo considerando. Apds esta etapa,
o0 professor mediara um debate onde cada grupo socializard as solugdes e estratégias.
Fechando a discussdo, o professor abordard o problema com o uso das progressées,
fazendo depois algumas consideracdes tedricas acerca do tema, como as feitas abaixo:

Sendo C o capital emprestado, decorrido o primeiro més, o saldo devedor seré igual a

C+iC=C(L+i).
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No segundo més, como o sistema € de juros simples, o saldo devedor serd igual a
C+iC+iC=C+2iC.

De modo indutivo, percebe-se que a sequéncia formada pelo saldo devedor més a més
forma uma progressao aritmética de primeiro termo a1 = C e razdo r = iC, onde i é a taxa

de juros e C é o capital inicial.

Assim, para determinar o saldo devedor no tempo t é necessario que se determine o

t—ésimo elemento desta sequéncia.

No problema apresentado, como C = 2.000, i = 0, 018 e o tempo de pagamento € de 24

meses, € necessario que se determine o elemento azs na PA.
Sabemos que:

an =2.000 + (n — 1) * 2.000 = 0, 018 =2.000 + (n — 1) * 36 e, assim, a24 =
2.000 + 23 * 36 = 2.000 + 828 = 2.828.

Como as parcelas devem ser todas iguais, a prestagio mensal é
aproximadamente igual a R$117, 83.

Na segunda das aulas desta proposta, o professor apresentard uma lista de
problemas que deve ser resolvida pelos alunos em grupos com o uso de progressdes
aritméticas. Ao final da aula, o professor deduzira as formulas que geralmente sdo

encontradas nos livros didaticos que tratam do tema.

Avaliacdo: A avaliacdo é um processo continuo e tera inicio na primeira aula, com a
verificacdo da participacdo, interesse e envolvimento com todas as etapas aqui
propostas. Os registros produzidos pelos alunos em grupo serdo importantes elementos
para 0 acompanhamento de todo o processo.

6.1.1 PROGRESSAO GEOMETRICA

Progressdo Geométrica € a sequéncia de numeros ndo nulos, onde qualquer
termo (a partir do segundo), é igual ao antecedente multiplicado por uma constante.

Essa constante é denominada razédo da progressao, sendo indicada por q.
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As progressdes geométricas possuem este nome gragas a seguinte caracteristica
de sua formacdo: Tomando-se 3 termos consecutivos de uma PG, o termo do meio € a

média geométrica dos outros dois termos.

Exemplos simples

(3,9,27, 81, ...) — ¢ uma P.G. Crescente de razao q = 3.

(90, 30, 10, ...) — é uma P.G. Decrescente de razéo q = 1/3.

(-7, 14, -28, 56, ...) — é uma P.G. Oscilante de razdo q = - 2.

(3, 3,3,3,...) » é¢uma P.G. Constante de razdo q = 1.

A razdo de uma PG pode ser calculada pela igualdade abaixo:

g=an/an-1

ou seja:

q=a/a1=az/a2=as/az=an/an1..

Classificacao:

Quando q > 0, a P.G. é crescente. Por exemplo: (3, 6, 12, 24, 48, ...)

g=ax/a a=3
q=6/3 onde @=6(@=a.q—a=3.2—a=6)
q=2 as=12(as=a1.9? > a3=3.22 > a3=3.4 > a3=12)

Note que toda PG crescente, partindo do segundo termo, qualquer elemento é maior que

0 anterior.

Quandoal <0eq>1loual>0e0<q<1,aP.G. é decrescente. Por exemplo:
(48,24,12,6,.., 3)
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q=az/a a1 =48
q=241/48 =24 (a=a1.q—a=48.1/2 — ax=24)
onde
as=12(as=a1.0° > a3=48.(1/2)> > a3 =48 . 1/4 —

=1/2
| az=12)

Note que toda PG decrescente, partindo do segundo termo, qualquer elemento €

menor que o anterior.
Quando g <0, a P.G. é Alternante ou Oscilante. Por exemplo: (- 5, 10, - 20, 40, - 80, ...)

g=ax/a ar=-5

q=10/-5 @2=10(@=a.q—a2=-5.-2—>a2=10)
onde
a3=-20(=a1.0> > a3=-5.(2?—>a3=-5.4—

=-2
| az =-20)

observe que toda P.G. Alternante ou Oscilante, partindo de qualquer termo, ha

uma alternancia sucessiva entre termo negativo e positivo.

Termo Geral da PG.

Como em uma PA, pode se achar todos os seus termos a partir de qualquer
termo e da razdo, em uma PG isso também é possivel, sendo a formula denominada

termo geral da PG. Veja:

R/aa=q—a=a.q
w/aa=qoaz=a.q—oaz=a.q.q—as=ai.
amlaz=q—oas=az.q—oa=ar.q>.q—as=ar.q® (eassim por diante)

Uma PG de razdo g pode ser escrita assim:

PG (a11 a21 a31 a41 EEEY) an'l, an)
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Aplicando a defini¢cdo de PG, podemos escrevé-la de uma outra forma:
PG (a1, a1. q, a1. 29, a1. 3q, a1. 49, ..., a..q™Y

Portanto, o termo geral sera:

a, = al'qn_l, paratodo N € N .

. . n-1 , , ~
Assim, concluimos que &, =@, -~ é a formula que rege a demonstracao

acima, lembrando que, se ndo tivéssemos o primeiro termo da PG, mas tivéssemos

outro como o terceiro, usariamos a seguinte formula:

Exemplo 16: Dada a PG (2, 4, 8, .. ), pede-se calcular o décimo termo.
Temos: a1 =2,q=4/2=8/4=...=2.

Para calcular o décimo termo ou seja aio, vem pela formula: dados ai=2,q=2¢e

n=10, segue que

awn=a1.q ! => a;p=2.2=> ay=1024.

Exemplo 16: Sabe-se que o quarto termo de uma PG é igual a 20 e o oitavo termo é

igual a 320. Qual a razdo desta PG?

Temos a4 = 20 e ag = 320.
Logo, podemos escrever: a; = a, -q8‘4.

Assim, 320 =20-q" e, portanto, g =2.

Exemplo 17: Quantos termos tem na PG (3,6,.....,48)?

Dados a;=3, q=2e a=48.
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Como a, =a,-q"", segue que 48=3-2"",

Portanto, n=5.
Exemplo 18: Interpolar trés termos geométricos entre 3 e 48.

(3, , , , 48)

Dados ai=3,n=5¢e as=48.
De a, =a,-q"", seque que 48=3-0°" ¢, portanto, 4 =+2..

Assim, temos (3, 6, 12, 24, 48) ou (3, -6, 12, -24, 48).

Propostas de atividades didaticas
O paradoxo de Aquiles e a tartaruga

A primeira das propostas que apresentamos é um trabalho com o famoso
paradoxo de Zendo sobre a corrida fantasiosa entre Aquiles e uma tartaruga. Para
mostrar aos seus adversarios no que consistia a unidade ou repouso do ser, evidenciando
que 0 movimento ou pluralidade é impossivel, Zendo inventou os paradoxos (para =
contra; doxa = opinido). Segundo Zendo, numa disputa entre Aquiles e uma simples
tartaruga, se fosse dada uma pequena vantagem a tartaruga, Aquiles jamais a alcancaria.
Isso porque se o espaco fosse divisivel ao infinito (observe os divisores de uma régua,
por exemplo), Aquiles sempre deveria passar por um ponto dividido entre o infinito e o
ponto de partida, ou seja, 0 espaco seria sempre dividido pela metade, impossibilitando
0 movimento. Isso significa que, em tempo finito, jamais alguém poderia percorrer uma
distdncia infinita. A solucdo classica para esse paradoxo envolve a utilizacdo do
conceito de limite e convergéncia de séries numéricas e pode ser satisfatoriamente
trabalhada com alunos do Ensino Médio. O paradoxo surge ao supor intuitivamente que
a soma de infinitos intervalos de tempo € infinita, de tal forma que seria necessario
passar um tempo infinito para Aquiles alcancar a tartaruga. No entanto, os infinitos

intervalos de tempo descritos no paradoxo formam uma progressao geometrica e sua
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soma converge para um valor finito, em que Aquiles encontra a tartaruga. A proposta a

ser desenvolvida com os alunos encontra-se detalhada no plano de aula abaixo:
Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio.
Recursos Pedagdgicos: Laboratério de informatica, Lousa.

Objetivo Geral: Desenvolver com os alunos a nocdo intuitiva de limite de uma

sequéncia.

Obijetivos Especificos:

—%
£—4
ta

1. Apresentar aos alunos os paradoxos de Zendo enfocando especialmente o
problema da corrida entre Aquiles e a tartaruga.

2. Explicar a aparente incapacidade de Aquiles em alcancar a tartaruga usando a
noc¢&o intuitiva de limite e a ideia de soma de infinitos termos de uma progressao

geomeétrica.

Conteudo: Soma de infinitos termos de uma progressdo geométrica; Nogdo
intuitiva de limite.

Desenvolvimento: A sequéncia proposta desenvolver-se-a durante trés aulas.

Para melhor exposicdo do trabalho a ser feito, abaixo estdo descritos
detalhadamente os topicos cobertos em cada uma das aulas e a dinamica das

aulas.
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Na primeira aula, os alunos pesquisardo no laboratorio de informatica sobre
Zendo e seus paradoxos. Em grupos, fardo a exposicdo, ao final da aula, do
resultado da pesquisa feita e, num debate mediado pelo professor, os alunos
entenderdo a importancia do pensamento de Zendo e seus famosos problemas

(Corrida de Aquiles, Arco e Flecha, Fileiras em Movimento, entre outros).

Na segunda aula, o professor trard para a classe uma variante do problema de
Aquiles e da tartaruga pedindo aos alunos que, em grupo, elaborem estratégias
matematicas para explicar a aparente contradicdo existente.

Sugere-se a seguinte variante: "Aquiles, famoso corredor grego era conhecido
por ser invencivel. Os melhores corredores gregos o desafiavam na corrida e
foram incapazes de vencé-lo. Ao ser desafiado por uma tartaruga, Aquiles riu e
disse que daria uma vantagem grande a tartaruga e que mesmo assim, ganharia
facil a corrida. Suponha que Aquiles seja cem vezes mais rapido que a tartaruga
e que sO6 comece a correr apds a tartaruga estar exatos 10.000 metros a sua
frente." Em grupo, os alunos tentardo explicar a contradi¢do aparente. Por que a
I6gica nos sugere que a tartaruga sempre estara a frente de Aquiles, quando na
pratica isso ndo acontece. Apds a discussdo nos grupos, 0s alunos apresentardo
as justificativas encontradas para a contradi¢cdo. Apos ouvir todos os grupos, o
professor argumentara que a aparente contradicdo se explica porque a distancia
entre Aquiles e a tartaruga vai sempre diminuindo e que, apesar de serem
considerados infinitos intervalos de espacos percorridos, a soma destes infinitos
intervalos é finital Na terceira aula, o problema sera abordado de maneira
matematica com os alunos. Quando Aquiles vencer os 10.000 metros que o
separa da tartaruga, esta tera avancada mais 100 metros; quando Aquiles avancar
0s préoximos 100 metros que o separa da nova posi¢do da tartaruga, esta tera
avancada mais 1 metro e assim sucessivamente. Por mais que sejamos capazes
de medir infinitamente a distancia entre Aquiles e a tartaruga, a sensacdo de que
ela esta sempre na frente se desfaz quando se consideram as somas dos espacos

percorridos por Aquiles e pela tartaruga.

Seja (an) a sequéncia dos espacos percorridos por Aquiles. Entéo, a; = 0, a2 =
10.000, az = 100, as = 1, ... . No caso da tartaruga, temos a seguinte sequéncia
(tn) de espacos percorridos: t1 = 10.000, t> = 100,t3=1,t2 =0, 01, ... .
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Basta agora observar que as duas sequéncias sdo idénticas, a menos do primeiro
termo; portanto devem convergir para 0 mesmo valor. Esse valor comum de
convergéncia é dado pela posicdo em que Aquiles efetivamente passa a

tartaruga.

Avaliacdo: A avaliacdo € um processo continuo e terd inicio na primeira aula,
com a verificagdo da participacdo, interesse e envolvimento em todas as etapas

aqui propostas.



