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RESUMO

A matemaética presente no vestibular do Instituto Tecnologico da Aeronéautica (ITA) exige
do candidato um alto nivel de conhecimento. Tao importante quanto conseguir resolver as
questoes é ter dominio dos principais resultados envolvidos nas provas, a fim de resolver
os problemas durante o tempo previsto. Sabendo disso, o presente trabalho apresenta
os conteudos mateméticos mais abordados no vestibular do ITA, e fornece um pequeno
compéndio com teoremas, definigoes, proposicoes e exemplos totalmente baseados nestes
contetdos. A analise das questoes de matematica do ITA compreendem os tltimos 10
vestibulares realizados, tornando assim, a conclusao sobre os contetiidos matematicos de
maior incidéncia mais consistente e segura. Além disso, o presente trabalho traz algumas
informagoes sobre o ITA e resolugoes de questoes dos tltimos anos, cuja explicagao esta
relacionada com os resultados aqui discutidos. O publico alvo esperado sao os candidatos,
treineiros e professores que trabalham com turmas especificas pro vestibular ITA, portanto
espera-se que este trabalho sirva como apoio e norteamento do que deve ser priorizado na

disciplina de matematica a fim de realizar um bom exame.

Palavras-chave: Matematica. ITA. Resultados.



ABSTRACT

The mathematics present in the vestibular of the Technological Institute of Aeronautics
(ITA) requires from the candidate a high level of knowledge. As important as to be able
to solve the issues is to master the main results Involved in the tests, in order to solve
the problems during the scheduled time. Knowing this, the current work presents the
mathematical most covered contents in the ITA exam, and provides a small compendium
with theorems, definitions, propositions and examples fully based on these contents. The
analysis of ITA mathematics questions includes the last 10 vestibular tests performed,
thus making the conclusion on the mathematical contents of higher incidence consistent
and secure. In addition, the current paper brings some information about the ITA and
resolutions of issues of recent years, whose explanation is related to the results discussed
here. The target audience expected are the candidates, trainers and teachers who works
with specific groups for the ITA entrance exam, so it is expected that this work will serve
as support and guidance for what should be prioritized in the discipline of mathematics

in order to perform a good examination.

Keywords: Mathematic. ITA. Results.
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1 INTRODUCAO

Dos vestibulares mais famosos do Brasil, o vestibular do Instituto Tecnologico da Ae-
rondutica (ITA) é um dos mais exigentes do pais. N&o é a toa que os candidatos em
geral, precisam estudar as disciplinas cobradas de forma especifica e diferenciada do que
é encontrada nas escolas de Ensino Basico. A prova de matematica do ITA, como era de

se esperar, é de alto nivel e contempla intimeros contetdos.

Em contrapartida ao alto nivel da prova, o ensino de matemética no Brasil passa por
grandes dificuldades. No Brasil, Santos (1994, p. 14) afirma que a Organizac¢ao das Na-
¢oes Unidas (ONU) considera que as escolas brasileiras possuem o segundo maior indice
de reprovacao na disciplina de matematica em todo o mundo, e isso se torna um fator de
peso para os futuros candidatos, pois terao que corrigir a defasagem de aprendizado para

competir com chances reais de aprovagao.

O foco desse trabalho é propor aos candidatos e professores, um material de apoio
que possa ajudar os interessados na disciplina de matemética. Existem resultados cuja
demonstracao fogem da algada do candidato, e suas respectivas demonstragoes podem ser
omitidas em um primeiro contato, porém existem resultados classicos da matemaética do
Ensino Médio, com demonstragao acessivel, que devem, sim, ser ensinadas aos alunos, pois
além de melhorar a percepgao a respeito do tema, evitam que os estudantes tenham que
decorar determinada féormula, podendo obté-los rapidamente. Temos também o proposito
de resumir e aplicar o que é importante de fato, sem nos estendermos com conteiidos nao
prioritarios buscando simplificar o que sera estudado. Resultados considerados basicos
primordiais, como resolucao de equacao de 2° grau, Teorema de Pit4dgoras e leis dos senos
e cossenos, serao utilizados aqui a partir do principio de que o leitor ou leitora ja possua

um conhecimento prévio sobre estes assuntos.
No capitulo 2 podemos encontrar informagoes sobre o I'TA, seu vestibular e cursos de
graduacao. Ainda nesse capitulo, podemos ver quais contetidos foram mais cobrados nos

tltimos 10 anos e assim determinar o que ¢é prioritario na hora de se preparar para a prova.

No capitulo 3, intitulado "Coletanea de Resultados", faremos um passeio sobre as prin-

11



INTRODUCAO

cipais areas matemaéticas, expondo os teoremas, proposicoes e resultados de relevancia que
sao considerados obrigatorios para todo candidato que pretende concorrer a uma vaga no
ITA. Dividido em 5 seg¢oes, esse capitulo pode ser considerado o coracao desse trabalho, de
forma que tentamos deixar nele a base matematica presente no vestibular. Todos os con-
tetdos contidos nestas se¢oes foram escolhidos a partir do resultado obtido no capitulo 2,

ao analisarmos o que foi cobrado na ultima década, no que se refere & matematica do ITA.

Finalmente, no capitulo 4 fizemos uma selecao de questoes dos ultimos vestibulares
do ITA. Sao questoes que abrangem os contetdos trabalhados anteriormente, com suas
respectivas solucoes mais detalhadas possiveis, pois o objetivo aqui é explicar as solugoes
em paralelo com os resultados expostos no capitulo 3, de forma que nao fiquem dividas a
respeito das resolucoes. As questoes de geometria plana, espacial e analitica estao acom-
panhadas de desenhos e esbocos da situagao pedida, a fim de facilitar o entendimento das

solucgoes.

12



2 O ITA E A BASE MATEMATICA
EXIGIDA

O ITA possui um dos vestibulares mais concorridos e dificeis do Brasil. Em especial,
na disciplina de matematica é possivel perceber que ha uma base de contetidos recorren-
tes, que é o caso, por exemplo, dos ntimeros complexos, trigonometria e geometria. Este
capitulo em questao traz informagoes sobre a instituicao em si, e sobre os contetudos co-

brados em matemaética, percorrendo o que foi aplicado no vestibular nos ultimos dez anos.

No final do capitulo poderemos encontrar quais sao, de fato, os contetidos mateméticos
mais presentes no vestibular do ITA. Com isso, o aluno podera se nortear de quais areas de
estudo da matemaética deverd priorizar em seus estudos. Todas as informagoes necessarias

para escrever este capitulo podem ser encontradas em [12] e [14].

2.1 SOBRE O ITA

O Instituto Tecnologico da Aerondutica (ITA) é uma instituigao publica federal vincu-
lado ao Comando da Aeronautica (COMAER). O Instituto fica na cidade de Sao José dos
Campos, em Sao Paulo, mais precisamente no Departamento de Ciéncia e Tecnologia Ae-
roespacial (DCTA). O ITA possui cursos de graduagao e pos-graduagao em engenharias,
em especial na ramo aeroespacial. E, segundo o Indice Geral de Cursos (IGC) divulgado
pelo Ministério da Educacao, uma das melhores instituicoes de ensino superior do Brasil
[11].

Cursos de graduagao oferecidos pelo ITA:

1. Engenharia Aeroespacial.
2. Engenharia Eletronica.
3. Engenharia Civil-Aeronautica.

4. Engenharia da Computagao.

13



CAPITULO 2. O ITA E A BASE MATEMATICA EXIGIDA

5. Engenharia Mecanica-Aeronéutica.
6. Engenharia Aeronautica.

O curso é gratuito e tem duragao de 5 anos. Os alunos recebem alimentagao gratuita
e tém a opcao de moradia de baixo custo dentro da instituicao. Além disso, h4 também

cursos de mestrado e doutorado.

Fundado em 16 de janeiro de 1950, o ITA matricula os candidatos aprovados em seu
vestibular automaticamente no Centro de Preparacao de Oficiais da Reserva da Aero-
nautica (CPOR), local onde os aprovados prestardo servigo militar de acordo com sua
formacao profissional. No fim desse curso, de duragao de 1 ano, os alunos se tornam aspi-
rantes a oficial da reserva da aeronautica. O aluno, no ato da inscri¢ao para o vestibular,

pode optar pela carreira militar.

Todo aluno de graduacao do ITA deve cumprir, nos dois primeiros anos, o chamado
curso fundamental, e s6 depois dele é que podera cursar as disciplinas no curso profissi-
onal escolhido. As aulas teodricas sao preferencialmente realizadas pela manha, enquanto
as aulas praticas ficam no periodo da tarde. As disciplinas que todos os alunos devem

cursar sao:

1. Introdugao & Computacao;

2. Algoritmo e Estrutura de Dados;

3. Matemaética Computacional;

4. Modelagem Geométrica e Geometria Descritiva;
5. Desenho Técnico;

6. Introducao a Engenharia;

7. Mecéanica dos Soélidos.

8. Termodinamica.

Além dessas disciplinas, todos os alunos devem cursar outras, advindas das seguintes areas

do conhecimento:

1. Matematica;

2. Fisica;

14



CAPITULO 2. O ITA E A BASE MATEMATICA EXIGIDA

3. Quimica;
4. Humanidades.

No vestibular 2019, o ITA resolveu aderir um novo formato, o que antes era realizado
através de uma fase com quatro dias de prova, e a inspecgao de satude, agora seré realizado
em trés fases. A primeira fase serd composta de 60 questoes objetivas divididas em 5
disciplinas, a saber: matematica; fisica; quimica; portugués; inglés. Este exame consta
de 12 questoes cada, aplicadas em um tnico dia, de carater eliminatoério e classificatorio.
Os alunos classificados para a segunda fase, terao mais dois dias de prova com questoes
dissertativas. No primeiro dia farao 10 questoes de matemaética e 10 de quimica, no se-

gundo dia farao 10 questoes de fisica e uma redagao. A terceira fase é a inspec¢ao de saude.

Apos esse pequeno resumo sobre o ITA, analisaremos na se¢ao seguinte quais sao os
contetidos matematicos que rotineiramente sao explorados em seu vestibular, para termos
uma compreensao mais elaborada sobre o que é base para se estudar em matematica, a

fim de se preparar para o vestibular do instituto.

2.2 UM ESTUDO SOBRE 0OS CONTEUDOS MATE-
MATICOS MAIS ABORDADOS

Embora composta de conteudos do Ensino Médio, a prova de matemaética do ITA
possui questoes de um nivel elevado aos padroes das escolas publicas e particulares. Em
geral, os candidatos realizam cursos especificos para competir nesse vestibular. O ITA,
nas instrugoes para o exame, apresenta quais sao os conteudos matemaéticos que devem

ser estudados. Sao eles:

1. Nimeros complexos;

2. Combinatoria;

3. Matrizes e determinantes;

4. Teoria dos conjuntos;

5. Polindémios;

6. Trigonometria;

7. Progressoes aritméticas e geométricas;

8. Geometria plana;

15



CAPITULO 2. O ITA E A BASE MATEMATICA EXIGIDA

9. Geometria espacial;
10. Geometria analitica;
11. Funcoes;

12. Equacoes Algébricas.

O que faremos aqui é uma contagem do que é explorado no vestibular nos tltimos 10
anos a fim de determinar os contetidos mais recorrentes. Com isso teremos embasamento
para, no capitulo seguinte, reunir os principais resultados da matemaética que o ITA exige
dos seus candidatos, de forma que este material possa servir de ajuda para os alunos
interessados em prestar o vestibular, e para os professores que trabalham com turmas

especificas para o ITA.

A tabela a seguir mostra os principais contetidos da matemética e a quantidade de
questoes nos vestibulares do ITA desde o vestibular 2009 até 2018, vale salientar que nesse

periodo as provas de matematica tinham 30 questoes cada.

Tabela 1: Quantidade de questoes de cada area da matematica do vestibular ITA no
periodo 2009-2018

Contetido 2018 2017 2016 2015 2014 2013 2012 2011 2010

2009

Conjuntos
Binoémio
Combinatoria
Equagao/Polinémio
Funcgoes
Geom. Analitica
Geom. Espacial
Geom. Plana
Inequacao
Logaritmo
Matriz/Det.
N°s Complexos
P.A. e P.G.
Probabilidade
Sistemas Lineares
Trigonometria
Total
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Fonte: Autor.

Observando a Tabela 1, percebe-se que algumas areas se destacam mais que outras.

A tabela seguinte apresenta um resumo por conteiido matemaético nos tultimos dez anos,
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CAPITULO 2. O ITA E A BASE MATEMATICA EXIGIDA

e o percentual de cada um deles.

Tabela 2: Total de questoes por contetdo e seu percentual

Conteudo Total Porcentagem
Conjuntos 12 4%
Binomio 3 1%
Combinatoria 8 2,67%
Equagao/Polinomio 29 9,67%
Fungoes 21 ™%
Geom. Analitica 35 11,67%
Geom. Espacial 27 9%
Geom. Plana 26 8,67%
Inequacao 6 2%
Logaritmo 8 2,67%
Matriz/Det. 20 6,67%
N°s Complexos 24 8%
P.A. e P.G. 17 5,67%
Probabilidade 17 5,67%
Sistemas Lineares 12 4%
Trigonometria 35 11,67%
Total 300 100%

Fonte: Autor.

Podemos perceber entao que nos tltimos 10 anos de vestibular os contetidos de ge-

ometria analitica, plana, espacial, trigonometria e niimeros complexos compuseram em

torno de 49% das questoes de matematica do vestibular do ITA. Destaque também para

o contetdo de equagoes e polindmios que, sozinho, tem praticamente um décimo de todas

as 300 questoes de mateméatica dos tltimos dez anos.

A partir desta estatistica, o capitulo seguinte sera dividido em 5 sec¢Oes, onde separa-

mos os principais resultados, teoremas, proposicoes e defini¢oes dos contetdos citados na

tabela, dando énfase aqueles de maior incidéncia.

17



3 COLETANEA DE RESULTADOS

Para realizar uma boa preparagao para o ITA, o aluno deve ter conhecimento de
conteudos que englobam as principais ramificagoes da matematica do Ensino Médio. Um
bom dominio em tais resultados ajuda-o a poupar tempo nas resolugoes das questoes, e
é de suma importancia que sejam trabalhados em sala de aula na preparacao com seus

alunos.

Neste capitulo o leitor pode encontrar uma selecao de teoremas, defini¢oes e exemplos
que, quando unidos, moldam basicamente o que o ITA espera de conhecimentos mate-
maticos de seus vestibulandos. Serao abordados resultados classicos da geometria plana,
geometria analitica, algebra, matematica discreta, trigonometria, fungoes e o que mais for
considerado pelo autor como base para um bom desenvolvimento na prova de matematica

deste vestibular de alto nivel.

Este capitulo oferece ao leitor uma base para a resolucao de questoes, porém ¢é sempre
recomendado o uso de outros materiais de apoio a fim de tornar o aprendizado mais solido.
Toda a teoria escrita neste capitulo pode ser encontrada em [1], [2], [3], [4], [5], 6], [7],
[8], [13], [15], [16], [17], [18], [19], [20] e [21].

3.1 SOBRE FUNCOES, POLINOMIOS, ALGEBRA E
COMBINATORIA

Comecgando com o conceito de fungao, é necessério compreender o significado das
particularidades das fungoes, como também, por exemplo, o que se quer mostrar quando
uma funcao ¢é injetiva ou sobrejetiva. Para tanto vamos definir alguns conceitos basicos

sobre fungoes.

Definicao 1 Dados os conjuntos X e Y. Uma funcao f : X — Y € uma regra que
associa a cada x € X um unico elemento y € Y. Chamaremos o conjunto X de dominio
e Y de contradominio da func¢ao f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y € chamado

de imagem de x pela funcgao f.
Definicao 2 Uma fungao f: X — Y é chamada de injetiva quando para elementos dis-

18



CaPiTULO 3. COLETANEA DE RESULTADOS

tintos em X, a funcao f aplica em elementos distintos em Y. Ou seja:

11 # 22 € X = f(x1) # f(a2).

Definicao 3 Uma funcio f : X — Y € chamada de sobrejetiva quando, para todo ele-

mento y € Y, podemos encontrar pelo menos um elemento v € X tal que f(x) =y.

Definicao 4 Uma funcgao bijetiva € aquela que € injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo.

Também pode ser chamada de correspondéncia biunivoca, funcao bijetora ou bijecao.

Definicao 5 Sejam X e Y subconjuntos de R. Dizemos que f : X — Y ¢é uma fun¢ao

par se
f(=z) = f(z),

para todo x pertencente ao dominio, e dizemos que f € uma funcao impar se
f(=z) = —f(),

para todo x pertencente ao dominio.

O primeiro resultado que sera demonstrado é o teorema das raizes racionais, que forneceréa
uma condicao a respeito das solugbes racionais de uma equacgao polinomial. A principal
utilidade deste teorema ¢é auxiliar a determinagao das raizes racionais de um polinémio,
caso existam. A partir da descoberta de uma raiz racional, o polinomio dado pode ser

fatorado e transformado em um produto de fungoes polinomiais de menor grau.
Teorema 1 (Teorema das Raizes Racionais) Seja p/q uma raiz de

flz) =apa™ + -+ a1x +ap
onde p,q,Qn, ...,a1,00 € Z, e p € q primos entre si. Entao: p divide ag e q divide a,
Demonstracao. Seja p/q uma raiz de f(x) = a,z" + -+ - + a1 + ag, entao

an(p/q)™ + -+ a1(p/q) + ag = 0.

Isolando ag, multiplicando ambos os membros por ¢" e deixando p em evidéncia temos:
n—1 n—2 n—1\ __ n
P(anp™™" + ano1gp™ "+ -+ arg") = —aoq".

Como p,q,a,,--- ,a1,ay sao inteiros, podemos concluir que p divide —ayq™. Como p e ¢
sao primos entre si, da aritmética pode-se concluir que p e ¢" também sao. Logo p divide

agp.
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Se por outro lado o termo lider a, tivesse sido isolado, repetindo o processo anterior, e

com o fator ¢ em evidéncia, ficaria
n—1 n—2 n—1\ __ n
q(anap™ + an2qp™ "+ -+ aoq" ) = —anp™.

Entao pela mesma explicacao feita ha pouco, pode-se concluir que ¢ divide a,,.
|

Outro resultado muito utilizado no vestibular do ITA sao as chamadas relagoes de
Girard para equagoes de segundo e terceiro grau. As quais fornecem uma relagdo entre
a soma e o produto das raizes de uma equagao, e permitirda uma redugao consideravel na
resolucao do exercicio. Apresentaremos apenas o resultado, porém a demonstracao pode

ser encontrada em [15].

Teorema 2 (Relagées de Girard para Equacgées de Graus 2 e 3.)
1. Dada uma equagdao de 2° grau definida como: ax* +bx +c =0, com a # 0 e raizes x;

e ry tem-se:

T + To = ——;
a
c
1.9 = —.
a
2. Se a equacao de 3° grau: ax3+br?+cx+d =0, coma # 0 e raizes x1, Ty exs tem-se que:
1+ T+ 23 =——;
a
c
T1.To + 1.3 + T2.23 = —;
a
Tr1.02.3 = ——.
a

Definicao 6 Chamamos de funcao afim a funcao f: R — R para qual existem nimeros
a, b € R, tais que f(r) = ax + b para todo x € R.

Definicao 7 Uma funcao f : R — R € dita quadrdtica quando existem nimeros reais a,

bec, coma0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € R.

Definigao 8 (Func¢ao Exponencial). Seja a uwm nimero real positivo, diferente de 1.

Chamaremos de fungao exponencial de base a, f: R — RT, e denotamos f(xr) = a”

)

aquela que tiver as propriedades sequintes, para quaisquer x,y € R:
1. a®.a¥ = a*"Y;
2. a' =a;
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3. x<y=a®<a¥ quando a > 1 (crescente) e
r<y=a’<a® quando 0 < a <1 (decrescente).

A funcao exponencial é bijetiva, ou seja, possui uma funcao inversa que é chamada
logaritmo. Devemos dar destaque & funcao logaritmo, pois conhecer suas propriedades
sao cruciais para a resolucao de problemas que envolvam tal conteiido. Comecemos entao

com a definicao de logaritmo.

Defini¢ao 9 (Logaritmo). Sejam x e y nimeros reais positivos com x # 1. O logaritmo

de y na base x € o numero w de tal modo que
log,y =w & 2" =y.

Comzx>0,x#1ey>0.

Com essa definicao ganhamos algumas propriedades interessantes dos logaritmos, que

permitirao resolver muitos problemas deste contetdo.

Propriedade 1 Transformacao de produto em soma:

log,(y - z) =log, y + log, z.

De fato; se u = log, y e v = log, z entao 2" = y e 2" = z, multiplicando ambos temos:

onde pela defini¢ao de logaritmo:
log, z-y=u+v=log,y+log, 2.
Propriedade 2 Transformacao de quociente em subtracao:
log,, <%> =log, y — log, 2.

De fato; Se u =log, y e v = log, z, entao z* =y e ¥ = 2, dividindo ambos temos:

e através da definicao

log, (Q) =u—v=log,y—log, 2.
z
Propriedade 3 Logaritmo da poténcia:
1ng yz =z logz Y.
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Com efeito, seja a = log, y, entao pela definicao temos z* = y. Ora
(xa)z — yZ =

Isso nos diz que
log, y* = az.

Por outro lado temos
a=1log,y & az=zlog,y.
Conclusao:

log, y* = zlog, y.

Propriedade 4 Mudanga de base:

log,, v

]'Og.z‘y = log x'

Comw#1ex# 1.

Com efeito

Agora note que

De 2% = y temos

1 o log,y
g,y =— = .
&V =% log,, =

Outro contetido relevante é o de matrizes e determinantes. Com eles, ganhamos téc-

nicas de se resolver um sistema de equacgoes lineares.

Definicao 10 Dados m e n € N, definimos uma matriz de ordem m X n, como sendo
uma sequéncia formada por elementos de R distribuidos em m linhas e n colunas. Estes

elementos serao chamados de entradas da matriz.

Uma matriz arbitraria m x n pode ser representada como

@11 G2 aiz -+ Qin
@21 Q22 Q23 - Q2p
A= |as azx az -+ as,
Am1 Am2 Am3 - Amn

E possivel realizar transformacoes basicas nas matrizes de acordo com a seguinte defini¢ao:
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Definicao 11 Seja A uma matriz m x n. Para cada 1 < i < m, denotamos por L; a

i-ésima linha de A. E definida transformacoes elementares nas linhas da matriz a saber
1. Permutacao das linhas L; e Lj;, ou seja, L; <+ L;.
2. Multiplica¢ao de uma linha L; por um nimero real x nao nulo, ou seja, L; — xL;.

3. Substituicao de uma linha L; pela adi¢do da mesma linha com x vezes uma outra

linha L;, ou seja, L; — L; +xL;.

Definicao 12 Sejam A e B matrizes de ordem m xn. A matriz A € chamada equivalente
por linhas a matriz B se B pode ser obtida a partir de A e realizando uwm nimero finito

de transformacoes elementares sobre linhas.

Um exemplo de aplicacao das duas ultimas defini¢oes seria:

Exemplo 1 Dada a matriz:

1 0
A= |5 -1
3 2

Vamos realizar transformacgoes elementares.

Comecando fazendo Ly — Ly — 5L1 e Ly — L3 — 3Ly. Obtendo:

Agora, fazendo L — L3 + 2Ly temos

Pela Defini¢ao 12 concluimos que A é equivalente por linhas & matriz B. Note que a
transformacao é reversivel, podendo a partir de B fazer o procedimento por linhas e obter

a matriz A.

Na matematica, o determinante de uma matriz é uma funcao que associa cada matriz
quadrada a um escalar, ou seja, transforma uma matriz em um nimero real, vamos entao
defini-la. Vale ressaltar que este resultado e a definicao de corpo podem ser encontrados
em [7].

Definigao 13 (Determinante) Seja A o conjunto das matrizes quadradas (nxmn) sobre

um corpo K. Chamamos de determinante a func¢ao que seque as propriedades:
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1. f € n-linear e alternada nas linhas das matrizes;

2. f(I,) =1 onde I,, € a matriz identidade.
Denotaremos o determinante de A por det(A) ou |Al.

Para a teoria de determinantes reservamos aqui o teorema de Laplace e a Regra de Cramer,

entretanto se faz necesséria a definicao de cofator.

Definicao 14 O cofator de uma matriz quadrada de ordem n € o mimero A;; tal que
Ay; = (—1)".det[Cij], com det[Cij] o determinante da matriz obtida eliminando a linha

e a coluna da matriz original que contenha Ajj.

De posse dessa definigao podemos entao enunciar o Teorema de Laplace, que nos permitira
resolver, em especial, determinantes de matrizes com ordem maior que 3 x 3, embora sirva

para matrizes de ordens menores também.

Teorema 3 (Teorema de Laplace) O determinante de uma matriz A € M, x, € igual
a soma algébrica dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna pelos respectivos

cofatores.

A demonstragao do Teorema de Laplace pode ser encontrada em [7|. Segue uma

aplicagao pratica deste teorema:

Exemplo 2 Cualcule o determinante da sequinte matriz:

2 6 1 3 2
~1 00 1
A= 2 00 1
-3 01 3

4 2 0 2 1]

O Teorema de Laplace nos permite escolher a terceira coluna. Com esta escolha iremos

reduzir significativamente os calculos. De fato:

det[A] = 1.(—1)"*3. det

N = O O
W = =

E, aplicando o teorema novamente na matriz 4 x 4, na terceira coluna obtemos

-1 11 -1 1 1
det[A] = 1.(=1)**.det | 0 2 1| +2.(-D)*P.det |0 2 1
4 21 5 -3 3
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Como estamos com uma matriz 3 X 3, podemos usar a regra de Sarrus, obtendo como

solugao final:

det[A] =1.(4—2—-8+2) —2.(5—6— 10 — 3) = 24.

Portanto, pelo Teorema de Laplace, det A = 24.

E sempre bom relembrar algumas caracteristicas de determinantes, a saber:

Proposicao 1 Se o determinante nao é zero, entao o sinal inverte se permutarmos duas

linhas ou duas colunas.

Proposicao 2 A multiplicacao de uma linha ou coluna de uma matriz quadrada, por uma

constante real k € equivalente a multiplicar o determinante da matriz por k.

Proposicao 3 Se uma matriz quadrada tem uma linha ou uma coluna nula, seu deter-

minante € zero.

Proposicao 4 Se uma matriz quadrada tem duas linhas ou duas colunas iguais, seu

determinante € igual a zero.

Proposicao 5 Se uma linha ou uma coluna de uma matriz quadrada for combinagao

linear (ou maltipla) de outra seu determinante é igual a zero.

Proposicao 6 O determinante de uma matriz quadrada nao se altera se trocarmos uma

linha pela soma dessa linha com um maltiplo de outra (vale o mesmo para colunas).

Proposigao 7 O determinante da matriz produto AB € igual ao produto dos determi-

nantes das respectivas matrizes, ou seja: det AB = det Adet B.

Proposicao 8 Dadas as matrizes A e B tais que AB = 1, entao BA = 1;, ou seja
A=DB"!

Agora apresentaremos a regra de Cramer, onde sua principal utilidade é resolver um
sistema de equacoes lineares com uso de determinantes. Em particular, vamos trabalhar
com um sistema de trés equagoes lineares e trés variaveis, que é um caso comum para as
provas do ITA. Para o teorema seguinte vamos usar a notagao det|a, b, ¢| para representar o
determinante da matriz formada pelos vetores coluna da matriz dada, onde a = (aq, as, as),
b = (b1,be,b3) e ¢ = (c1,02,c3). Ressaltamos que nem sempre a melhor escolha para
resolucao de sistemas é a regra de Cramer, podendo o candidato escolher outra abordagem

para o problema.
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Teorema 4 (Regra de Cramer) Dado o sistema linear:

a1+ by +crz=dy
Az + boy + 2z = dj
asr + b3y + c3z = d3

Sejam

aq b1 C1
D =det |ay by cp| = deta,b,];
az bz c3

dl b1 C1
D, =det |dy by cy| =det[d,b,d];

d3 b3 C3

-Cll dl Cl-
Dy =det |ay dy | = detfa,d,cl;
| a3 ds C3 |

aq bl d1
D, =det |ay by dy| = det|a,b,d].

| 43 b3 d3_

Se D # 0, entao o sistema linear € determinado e sua unica solu¢ao € dada por:

Demonstracgao. Resolver o sistema imediatamente anterior é equivalente a determinar

os numeros z, y, € z € R tais que

aq b1 C1 X dl
az by o yl = |do
as b3 C3 z dg

Que pode ser escrito também como

xa + yb+ zc = d.
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onde d é uma combinagao linear dos vetores a, b e c. Usando as propriedades de determi-

nantes temos:

det[d, b, c] = det[za+yb+ zc, b, c] = xdet[a, b, ] +y det[b, b, c| + z det]c, b, ¢] = xdet[a, b, c]

Logo, se det|a, b, ¢] # 0 entao

__ detfd,bd]
~ det[a, b, ]’
_ detfa,d, ]

Y detla, b, c]’

L det[a, b, d]
~ det|a, b, (]

Para finalizar essa sec¢ao, vamos definir progressao aritmética e geométrica, expor o
termo geral e abordar a base da analise combinatoria, descrevendo alguns resultados muito
uteis e dando algumas dicas de como resolver problemas de contagem. No entanto se faz

necessario o uso do principio da inducao.

Axioma da Indugao: Seja P(n) uma propriedade relativa ao niimero natural n. Supo-
nhamos que:

i) P(1) é valida;

ii) Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1), onde n +1 é o
sucessor de n.

Entao P(n) é véalida para qualquer que seja o nimero natural 7.

Definicao 15 Uma progressao aritmética PA é uma sequéncia na qual a diferenca entre
um termo qualquer e seu anterior € constante. FEssa constante leva o nome de razao,

denotado por r.

O termo geral de uma progressao aritmética é
an =ay; + (n—1)r.

Isto é simples de se verificar pois, pela propria definicao de PA:
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4
a; = aq

Ao = a1+ 7
as =ag + 71

Qp—1 = Qp_o+7T

\an = Qp_1+7T
Somando membro a membro, teremos:
a, =a; +r(n—1).
Por indugao matemaética como P(1) é vélida,
a; =a;+r(l—1)=a.
Suponha que a,, = a; + r(n — 1) para todo n natural. Agora note que

Unp1 =ap+r=a;+r(n—1)+r=a; +r(n).

Ou seja, ¢é valido para todo n € N, segundo o principio da inducao finita.
Teorema 5 A soma S, dos n primeiros termos de uma PA é

(a1 + ax)n

Sy = 5

Demonstracao. De fato, a soma S,, de uma PA é escrita assim:
S, =a1+ay+ -+ ap_1+ ay,.
Porém, note que S,, também pode ser escrito como:
Spn=ap+ ap_1+ ...+ as+ ay.
Somando membro a membro:
25, = (a1 + a,) + (ag + ap—1) + -+ + (ap—1 + a2) + (@, + a1).

Observe que a soma dos indices dos termos dentro de cada parénteses sao iguais, ou seja,
dentro de cada parénteses a primeira parcela aumenta r enquanto a segunda parcela di-

minui, tornando todos os parénteses iguais ao primeiro, como eles aparecem n vezes temos:
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(a1 + ay).n

28, = (a1 + ap)m = S, = 5

Definicao 16 Uma progressio geométrica PG € uma sequéncia numérica na qual cada
termo, a partir do sequndo, € igual ao anterior multiplicado por uma constante, chamada

de razao da PG e denotada por q.

O termo geral de uma progressao geométrica é:

an = a;.q" "
Pela definicao de PG:
¢
a; = aq
as = a1.q
as = as.q

Qp—1 = An—2.4

\an = Qp-1.94

Multiplicando membro a membro, teremos

n—1
an = a1.9q .

A demonstragao segue por indu¢do matematica, temos P(1) valida pois

1-1
ap = ay.q =dai.

Suponha que a, = a,.¢" ! para n natural, entao
ap+1 = An.4 = (a1-qn_1).q =a,.q".

Logo, pelo principio da inducao, vale para todo n € N.

Teorema 6 A soma dos n primeiros termos de uma PG, de razdao q, com q # 1, é

1—q"
1—q

Sn = a.

Demonstracgao. De fato, podemos escrever .S, assim:

Sp=a1+ay+az+ -+ ap_1+ ay,.
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Multiplicando todos os termos pela razao ¢, obtemos
qSn =qa1 +qaz+qaz+ -+ qan-1 +qa, =az+az+as+---+an+ api1.

Agora, realizando a subtracao S,, — ¢Sy:

Sn - QSn = a1 — Ap41-

Ou melhor, como ¢ # 1

Sn(l—¢q)=a; —a1.¢" = S, = ay.

Em analise combinatoria destacaremos os principais resultados.

Principio Fundamental da Contagem. Se existem m formas de tomar uma deci-
sao D1, e depois de tomada a decisao D1, existirem n formas de tomar uma decisao D,

entao, o nimero total de modos de tomar essas decisoes é o produto mn.

Permutagao Simples. Problemas de ordenag¢ao ou anagramas levam o nome de permu-

tagao, sendo uma permutacao simples, temos:

P, =nl!
Porém, se a permutacao for com repeticao de objetos, faremos

n!
av/Bv’YV" I
P _

al Bl

Combinacgao. Para problemas em que é preciso selecionar p objetos distintos dentre n

objetos distintos, onde n > p, usamos uma combinacao simples, a saber:

n!

Defini¢ao 17 (Permutac¢do Circular) Chamamos de permutagao circular, e denota-

Cmn,p) =

mos por PC', uma permutac¢ao em que os n elementos em questao estejam organizados

em ordem ciclica. Para realizar essa contagem usamos
(PC), =(n—1)!

Com o que foi apresentado aqui, ja é possivel resolver varias questoes do tema, porém ¢é

sempre conveniente aumentar o repertorio das técnicas de resolver problemas de conta-
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gem, por isso damos o resultado a seguir.
Para determinar o niimero de solugoes inteiras e nao-negativas de um problema do tipo:
x1+x9+ -+ x, = p, representando a resposta por C' R, faremos:

CRP = (P

+p—1

Exemplo 3 Uma loja possui & tipos de doces. Pirulito, bala, chiclete, doce de leite e
cocada. FEssas guloseimas sao vendidas em pacotes com 20 tipos de doces, de um so tipo

ou sortidas. Quantos tipos de pacotes diferentes € possivel montar?

Solugao. A chave para uma resolucao eficiente e eficaz é abordar a melhor estratégia a
ser realizada. Note que temos um problema do tipo xy + x2 + 3 + x4 + x5 = 20, logo é

s usar o resultado anterior, entao:

CRZ = C2,_, = C3) = 10626.
Exemplo 4 Quantas sao as solucoes inteiras e nao-negativas de v +y+ 2z < 67

Solucao. Uma estratégia seria contar, uma por uma, as solugoes de x + y + 2z = 0,
r+y+z=1Lzxz4+y+2=2,..,r+y+ 2z =06, porém daria um trabalho absurdo. Aqui
a estratégia é perceber que todas as solugoes de z + y + 2 < 6 sao também solucoes de

r+y+ z+ w =6, tornando o problema muito mais simples. A resposta entao é

CR =C§ 4, =C§ =84

3.2 A BASE TRIGONOMETRICA DO ITA

A Trigonometria figura para o ITA como um dos pilares do seu vestibular. Tal con-
tetdo tem seu uso na fisica, biologia, quimica, medicina, engenharias, astronomia, dentre
outras. O objetivo primordial dessa se¢ao é construir os principais resultados que o vesti-
bular exige, contemplando uma pequena volta no mundo trigonométrico. Como o publico
alvo do I'TA sao os alunos do Ensino Médio, as demonstracgoes dessa secao e suas dedugoes
serao feitas de uma forma mais simples, pois o principal objetivo é reunir os resultados
bésicos da Trigonometria. Iniciaremos esta secao com a Relagao Fundamental da Trigo-
nometria, construindo alguns resultados, e encerraremos com as transformacgoes da soma

e diferenca em produto .

Teorema 7 (Relagao Fundamental da Trigonometria) Dado o tridngulo retdngulo

a sequir
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Figura 1: Triangulo Retangulo

A

Fonte: Autor

Temos que sen®c + cos®a = 1.

Demonstracgao: Inicialmente pelo teorema de Pitagoras temos
b =a® + 2.

Dividindo todos os lados por b?;

Note que

Substituindo, chegamos em

sen’a + cos® o = 1.

(1)

T
A relagao foi deduzida para 0 < a < 5 mas sabemos que é vélida para todo o € R.

A partir da relagao trigonométrica fundamental podemos chegar nas chamadas relages

derivadas, ora dividindo ambos os membros por sen?

e1:

1+ Cotg2a = csc a.

tg*a + 1 =sec® a.
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Para as transformacoes trigonométricas, vamos inicialmente mostrar a adigao e subtra-
¢ao de arcos. A partir dessas transformagoes seré possivel calcular, por exemplo,o seno e
o cosseno de alguns angulos nao notaveis, como o de 15° e o de 75°. Essas transformagoes
trigonométricas auxiliam na resolucao de questoes, porém os alunos possuem dificuldade
em lembra-las devido o fato de serem extensas. Para as proximas equagoes que virao,
vamos abordar as demonstragoes de uma forma mais simples, de modo que nao se exija

um raciocinio muito elaborado para sua compreensao.

Para a seguinte demonstragao, vamos usar apenas o conceito de area de um triangulo
qualquer, e as areas serao calculadas em fung¢ao de dois lados e do seno do &ngulo entre eles.
Na se¢ao seguinte desse capitulo, podemos encontrar uma demonstracao simples da area

do triangulo em funcao dos lados e do seno do angulo entre eles. Dado o triangulo a seguir

Figura 2: Triangulo CDE

c

0

C

Fonte: Autor

Como a érea do triangulo CDE ¢ igual a soma das areas dos triangulos CEH e CDH,

calculando a area em funcgao do seno temos

1 1 1
§desen(a +0) = édhsen(a) + §ehsen(0).

Dividindo ambos os membros por d.e, e cancelando as fragoes, obtemos

sen(a + 0) = gsen(a) + gsen(Q),
ou melhor,
sen(a + 0) = sen(«) cos(#) + sen () cos(a). (4)

Chamamos esta ultima relagao de seno da soma.
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Para o seno da diferenca fazemos
sen(a — 0) = sen(a) cos(—0) + sen(—6) cos(c).
Sabendo que seno é uma fungao impar e cosseno é uma funcdo par, obtemos
sen(a — 0) = sen(a) cos(f) — sen(f) cos(a). (5)

A partir do seno da soma é possivel determinar também o cosseno da soma, para isso

usaremos que cos(a) = sen(90° — «), logo
cos(a+6) = sen(90°—(a+46)) = sen((90°—a)—0) = sen(90°—a). cos(#)—sen(d) cos(90°—av).
Portanto

cos(a + 0) = cos(a) cos(f) — sen(a)sen(d). (6)

Para o cosseno da diferencga fazemos

cos(av — ) = cos(a) cos(—0) — sen(a)sen(—0).

Logo
cos(a — @) = cos(a) cos(6) + sen(a)sen(d). (7)

A tangente de um angulo é a razao entre o seno e o cosseno desse angulo. Assim, é
possivel gerar uma equagao que nos permita calcular a tangente da soma a partir do seno
e cosseno da soma. Para tanto, fagamos

sen(a+6)  sen(a)cos(f) + sen(f) cos(w)

tgla+0) = cos(a+0)  cos(a) cos(f) — sen(a)sen(6)

0
Agora, multiplicando por M, obtemos:
cos(a) cos(6)

sen(a) 4 sen
N _ sen(a). cos(#) + sen(d). cos(a) cos(a). cos(d) _ cos(a)  cos
tgla+6) cos(a). cos(f) — sen(ar).sen(f) cos(a). cos(6) 1— fﬁﬁgfg e

—~|
>
~—

—~
5
—

—~
)
~—~

Logo
: e ) — 19(0) +1900) N
g "1 tg(a)tg(0)

Para a tangente da diferenca podemos repetir os passos anteriores, usando o seno e o
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cosseno da diferenca. Logo

ol —g) — 19(0) ~ 19(6)

= 1+ tg(altg(0) )

Com o seno, cosseno e tangente da soma é possivel chegar em equagoes do arco metade,

duplo e triplo, contetidos recorrentes no I'TA. Para tanto note que
sen(a + 6) = sen(«) cos(6) + sen(f) cos(w).
Fazendo o = 6
sen(a + «) = sen(«) cos(a) + sen(a) cos(a).
Logo
sen(2a) = 2sen(«) cos(a). (10)
cos(a + 0) = cos(a) cos(f) — sen(a)sen(f).

Fazendo o = 60

cos(a + a) = cos(a) cos(ar) — sen(a)sen(a).

Logo

cos(2a) = cos?(a) — sen’*(a). (11)

t(0) + 19(0)

0 = T gt 0)
Fazendo o = 6, obtemos (©) ()
tgla) +tg(a
et T atg(a)
Portanto ) 2tg(a)
tg(2a) = = tg(a)’ (12)

Para o arco metade, comegamos a partir da relagao fundamental da trigonometria,
como sen?(a) + cos?(a) = 1, como sen?(a) = 1 — cos?(a) e substituindo no cosseno do

arco duplo, temos
cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) = cos?(a) — (1 — cos?(a)) = 2 cos?(a) — 1.
Fazendo 2a = 6 chegamos em

cos(f) = 2cosz(g) —1.
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cos? <Q> 1 —f—COS(@)'
2 2

Portanto,

cos <€) == 1+ costd) COS(Q).
2 2

Ao isolar cos?(a) = 1 — sen?(«) e repetindo o processo anterior, teremos

0 1 — cos(0)
— | =3\ —.
en(0) =

E para concluir arco metade, a tangente é

Ou seja

0(5) == Treny

(13)

(15)

As funcgoes trigonométricas do arco triplo nada mais sdo que consequéncias do que ja foi

feito até aqui, comegando pelo seno do arco triplo. Note que,

sen(3a) = sen(2a + ) = sen(2a) cos(a) + sen(a) cos(2a)
= 2sen(a) cos?(a) + sen(a)(cos?(a) — sen?(a))
= 2sen(a)(1 — sen?(a)) + sen(a)(1 — 2sen?(a))
= 2sen(a) — 2sen?®(a) + sen(a) — 2sen®(a)
= 3sen(a) — 4sen®(a).

O cosseno do arco triplo segue das relagoes

cos(3a) = cos(2a + a) = cos(2a) cos(a) — sen(2a)sen(a)
= (2cos?(a) — 1) cos(a) — 2sen?(a) cos(c)
= (2cos?(a) — 1) cos(a) — 2 cos(a)(1 — cos?(ar))
= (2cos?(a) — cos(a) — 2 cos(a) + 2 cos® ()
= 4cos®(a) — 3cos(a).
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A tangente do arco triplo vem de

tg(2a) + tg(a)
1 —tg(2a)tg(a)

tg(3a) = tg(Ra+ a) =

2tg(a)
e +tg(a)
L 2tg(e)
1 —tg*(a)

_ 2g(a) + ty(a) - tg()
I~ 1g%(a) — 2t*(a)
_ 3tg(a) — tg()

 1-3tg*(a) (18)

Para concluir a se¢ao sobre trigonometria vamos deduzir as féormulas de Prostaférese,
também conhecidas como transformagao de somas e subtracoes de razoes trigonométricas
em produto. Essas formulas sdo excelentes para problemas do tipo: sen(a) + sen(#) = 0,
pois elas transformarao o problema em uma multiplicagdo como ab = 0, e isso implica
a=0oub=0.

Para tanto precisamos usar o seno e cosseno da soma e subtragao de arcos. Para comegar,

montamos um sistema com o cosseno da soma e da subtragao, logo:

{ cos(a + 0) = cos(). cos(#) — sen(a)sen(h)
cos(a — ) = cos(a) cos(6) + sen(a)sen(d)

Somando as equacoes chegaremos em uma relagao, subtraindo teremos outra, sao elas

{ cos(a + 0) + cos(a — 0) = 2 cos(a) cos(0)
cos(a + 0) — cos(a — 0) = —2sen(a)sen(f)

Agora fazendo uma substituicao onde oo + 6 = 6 e a« — 6 = p, teremos

5 - cost) = 25 (1) s (1), ”

cos(8) — cos(p) = —2sen ((‘5 ; p)) sen ((5 5 p>> . (20)

Que sao as formulas de Prostaférese para a soma e diferenca de cossenos.

E também

O raciocinio é analogo para o seno:
sen(a + ) = sen(a) cos(6) + sen () cos(a)

sen(a — ) = sen(«) cos(f) — sen(f) cos(«)
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Somando e subtraindo como feito anteriormente, obtemos

{ sen(a + 0) + sen(a — 6) = 2sen(«) cos(6)
sen(a + 0) — sen(a — 0) = 2sen(f) cos(a)

Agora fazendo a substituicao a +6 =9 e a — 0 = p, temos

sen(d) + sen(p) = 2sen (M> . cos (@) . (21)

2

E também

sen(d) — sen(p) = 2sen (M) . cos

Y e (052). -

Concluindo aqui as féormulas de Prostaférese para a soma e diferenca de senos.

3.3 SOBRE AREAS E VOLUMES

Um dos conceitos mais abordados no que se refere a geometria do Ensino Médio é
o calculo de areas e volumes. Nesta se¢ao faleremos sobre as areas e volumes e formas
alternativas para se calcular as areas de um tridngulo qualquer. Comegando em triangulos,
podemos calcular sua drea de formas diversas. O teorema a seguir trata da famosa Formula

de Heron que permite calcular a drea de um triangulo em funcao de seus lados.

Teorema 8 (Formula de Heron) Dado um tridngulo de lados a, b e ¢ e seja p =
a+b+c

5 o semiperimetro do mesmo. A drea A do tridngulo é:

A= /plp—a)(p—0b)(p—c).

Demonstragao. Considere um triangulo qualquer.

Figura 3: Triangulo qualquer

Fonte: Autor
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. 1 . :
Sabemos que a area desse triangulo é A = §ch, vamos entao determinar o valor de h.

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
a2 = h? 4 22

v’ =h?+ (c—x)?

Fazendo h? = a? — 22 da primeira equacao e substituindo na segunda, ao mesmo passo

realizando o produto notéavel:

A +a? -1
2¢ )

Recorrendo entao a primeira equagao equagao, e determinando o valor de h:

h? =a% — M 2:>h: a2 — M ;
2¢ 2c '

Portanto a area do triangulo pode ser calculada por

2 2 12\ 2
Azlc\/ag_ (M) _
2 2c

Agora o que falta é utilizar fatoracao para ajustar a equacao e chegar ao resultado espe-
rado. De fato:

V=a?—2>+P+2>— 20 = 1=

Azlc\/&2_(cg+a2—b2)2: 2a? _c_2(cz+a2—b2)2'
2c 4 4 4c?

Cancelando os termos possiveis, e usando a diferenca dos quadrados, temos

A ca+02—|—a2—b2 ca_'_—c2—a2—|—b2 B
N 2 4 2 4 N
A_\/(02+26a+a2—b2) (—02—a2+20a+b2)
n 4 4 '

Como ¢ +2ac+a?) = (c+a)* e ¢ —2ac+ a* = (¢ — a)?, chegamos na seguinte igualdade

) :\/<(c+ai2—b2) (b2—(z—a)2)

_\/(c—ira—l—b)(c—l—a—b) (b+c—a)(b—c+a)
B 4 4

b+c—a_a+b+c—2a
2 N 2

Note que = p — a, chegamos em
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A=/plp—a)(p—b)(p - o).
a+b+c
2
Teorema 9 A drea de um tridngulo qualquer € igual a metade do produto de dois lados

Onde p =

, como queriamos demonstrar.

quaisquer pelo seno do dngulo entre eles.

Demonstracgao: E simples de se verificar esse teorema, observe a figura a seguir.

Figura 4: Triangulo

Fonte: Autor

Sabemos que

h h
A= % e que sen(f) = — = h = asen(0).
a

Substituindo o valor de h na férmula da area, chegamos em

1
A = —acsen(6).
2
De forma analoga, podemos chegar na férmula da area do triangulo em funcgao do angulo

oposto ao lado a e ao lado c.

A seguir veremos como determinar a area de um tridngulo em funcao das medidas de

seus lados e da medida do raio da circunferéncia inscrita.

Teorema 10 Se um tridngulo tem medidas de lados a, b e c, e raio da circunferéncia

mscrita r. Entao:

A = pr,

a+b+c

onde p = 5
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Demonstragao: Acompanhe a figura

Figura 5: Triangulo com circunferéncia inscrita

Fonte: Autor

Note que OT', OP e OR sao as alturas dos triangulos AAOC, ANAOB e ABOC respec-
tivamente, onde todas elas tem comprimento igual ao raio r da circunferéncia inscrita. A
area do triangulo AABC é a soma das areas dos triangulos AAOC, AAOB e ABOC.
Sabendo que uma férmula da area de um triangulo é a metade do produto da base pela

altura, temos,
A(NABC) = A(ANAOC) + A(AAOB) + A(ABOC).

Logo,

A(AABC’):%I)+%+%:T(_G+S+C> ~

Para finalizar as diversas formas de se calcular as areas dos tridngulos, vejamos como
calcular a area em funcao das medidas dos lados e da medida do raio da circunferéncia

circunscrita.

Teorema 11 Dado um tridngulo de lados a, b e ¢, e de raio da circunferéncia circunscrita

r, a drea A pode ser calculada por

abc
A=—.
4r
Demonstragao: Para demonstrar este resultado utilizaremos o Teorema de Tales. As-

sim, a demonstracao se tornara simples e de facil entendimento. Analise a figura seguinte
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Figura 6: Triangulo com circunferéncia circunscrita

B

Fonte: Autor

bh
Sabemos que a area do triangulo AABC' = TR Note que fizemos o tridngulo ABDC' de
modo que BD = 2r e o angulo BDC com medida 6. Os triangulos AABH e ABCD sao

semelhantes, pois possuem respectivamente os mesmos angulos, portanto pelo Teorema

de Tales:

BC  BD a 2r 9

Substituindo esse valor de h na férmula da drea do AABC, temos:

ac
bh b3 abe
A = — = — = —,
2 2 4r

Por completude, vale ressaltar as areas das principais figuras planas.
1. Area do retangulo A = bh.

2. Area do paralelogramo A = bh.

o B+b)h
3. Area do trapézio A = %, onde b é a base menor, B a maior e h a altura.
4. Area do losango A = T Onde D é a diagonal maior e d é a menor.

. L o I*V3 -
5. Area do tridAngulo equilatero A = 1 Com [ sendo o lado do triangulo.

6. Area do circulo A = .72, onde r o raio do circulo.

7. Area da coroa circular A = 7(R? —r?), onde R raio do circulo maior e r raio do

menor.
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o o
8. Area do setor circular A = mmj. A saber « é 0 angulo central e r raio da

circunferéncia.
9. Area do segmento circular A = A ., — AA.

Para facilitar o entendimento temos a figura a seguir

Figura 7: Principais areas

Fonte: Autor

Em termos de geometria espacial, para encerrar a se¢ao, separamos aqui informagoes

que sao sempre importantes de relembrar.

1. Paralelepipedo reto retangulo. Ver a figura 8:
Volume: V' = abc.
Diagonal: D = +/a? + b? + 2.
Area total: A = 2(ab+ ac+ bc). Para o cubo, faca a = b = c.

Figura 8: Paralelepipedo reto retangulo

..................

Fonte: Autor
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2. Esfera. Ver a figura 9:
Volume: V = §7TT3'

Area da superficie: A = 4772
3

) Trio
Volume da cunha esférica: V, = 2705 com (v em graus.
. . mrla
Area do fuso esférico: Ay = 905’ com ¢ em graus.

Figura 9: Esfera

Fonte: Autor

3. Cilindro. Ver a figura 10:
Area da base: A4, = 7r2.
Area lateral: A, = 27rH.
Area total: A; = A, + 2A,.
Volume: V = AbH.

Area da seccdo meridiana: A, = 2rH.

Figura 10: Cilindro

-

B
N
v
1
1
.
’

.

PY—

\
- — — R

Fonte: Autor
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4. Tetraedro regular. De acordo com a figura 11

Altura: H = %6

Area total: A, = [2V/3.
32

| : = .
Volume: V 15

Figura 11: Tetraedro regular

Fonte: Autor

5. Cone. De acordo com a figura 12:
Area da base: A, = 7.2
Area lateral: A; = m.r.g.
Area total: A, = A, + A,.
Volume: V = gAb.H.

Area da seccao meridiana: A, = rH.

Figura 12: Cone

Fonte: Autor

45



CaPiTULO 3. COLETANEA DE RESULTADOS

6. Piramide regular.
Area da base: A, = Area da poligono que estiver na base.
Area lateral: A; = Soma de todas as 4reas das figuras laterais.
Area total: A, = A, + A,.
Volume: V = %Ab.H.
A partir da figura 13, vamos destacar:
V H = h altura da piramide.
HC = R raio da circunferéncia circunscrita.
HE = r raio da circunferéncia inscrita.
VE = g apétema da piramide.
VA=VB=V(C=V(C =1 arestas.
h? + R? = I2.
B2 42 = g2

Figura 13: Piramide quadrangular regular

Fonte: Autor

3.4 NUMEROS COMPLEXOS

E alto o indice de questdes do ITA que abordam o contetido de nimeros complexos.
Porém, nao é todo livro didatico que traz para os alunos o estudo sobre esse tipo de

conjunto, exigindo do estudante que recorra a outros meios para aprender.

Sabendo disso, nesta se¢ao, vamos apresentar um breve resumo do que o vestibulando

deve saber sobre ntimeros complexos.
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Definicao 18 E definido como unidade imagindria, e denotado como i, o niumero:

i?=—1.

Note que a principio, problemas como a equacao

?4+1=0.
podem ser resolvidos a partir dessa simples defini¢ao.

Definicao 19 Um nimero complexo z € um nimero da forma z = a + bi. De modo que

a € a parte real e b € a parte imagindria do nimero z.

Denotamos: Re(z) = a e Im(z) = b. As operagbes com nimeros complexos sdo bem

definidas. Considere os complexos z; = a + bi e zo = ¢ + di, temos:
Defini¢ao 20 (Adigcao/Subtracdo.) Obtida através da adi¢io/subtragcao da parte real

com parte real e parte imagindria com parte imagindria:

21 £ 20 =(a£c)+ (bxd)i.

Defini¢ao 21 (Multiplicag¢do.) Aplicacao da distributividade e agrupamento das par-

tes reais e 1magindrias:
2129 = (a4 bi).(c + di).

2129 = ac + adi + bei — bd.

2122 = (ac — bd) + (ad + be)i.

.~ Lo .2 . .
Definicao 22 (Divisd@o.) Resolvemos a razao —, multiplicando numerador e denomi-
22

nador pelo conjugado de zy (Veja a defini¢cao 24):

21 a+bi atbic—di

2 c4+di c+dic—di

z1  ac—adi+bct +bd  ac+ bd be —ad) .
= Sy i.

29 c? + d2 _02+d2+

Todo nimero complexo z = a+bi nao nulo, tem inverso multiplicativo. Assim se z = a+bz,

o Inverso é
-1 a b

= —~ i.
a +0% a2+ b2

De fato, dado z = a + bi, vamos determinar 2z’ = o' +b'i tal que zz’ = 1”7, substituindo

temos
1=2z2' = (ad’ — bb') + (ab’ + ba')i.

47



CaPiTULO 3. COLETANEA DE RESULTADOS

De onde podemos concluir que
aa’ — b =1
abl —bb' =0

Ao resolver esse sistema chegamos em:

/ a / —b

a2+b2e a? + b?

Garantindo assim que
1 a b

_aQ—i—bQ_a?—i—bQZ‘

Apenas com essa breve teoria ja é possivel resolver algumas questoes sobre niimeros com-

(23)

plexos.

. 14 .
Exemplo 5 Resolva a equacgao: 7 Z =2z +1.

Solugao. Como 1 — i # 0, multiplicando ambos os membros por 1 — ¢ teremos:

I+i=0+0)(1—-1i)=(z+i—2zi+1).

Onde, somando os termos semelhantes temos:

0=2z(1—1).
Permitindo entao concluir que z = 0.
Exemplo 6 Mostre que:
1, sen = 4q
” i1, sen =4q + 1
1 _=
—1,sen =4q + 2
—i,sen = 4q + 3

Solugao. Se n = 4¢q com q € N, segue que

Se n =4q + 1, temos
it = = = 15 =
Se n = 4q + 2, temos
it = = NP = (1) = —1.
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Se n = 4q + 3, temos

i =it = 43 = 1) (i) = —1i = —i.

Como queriamos mostrar.
Os ntimeros complexos possuem representacao geométrica, que é a mesma base do
conhecido plano cartesiano, onde o eixo das abcissas ficard com a parte real, e o eixo das

ordenadas ficarda com a parte imaginiria do nimero complexo dado. A figura seguinte

ilustra a representacao.

Figura 14: Plano Complexo

A Eixo Imaginério

z=a+b

Eixo Real
>

»

IS}

Fonte: HEFEZ, A.; VILLELA, M. L. T. 2012.

Definicao 23 O conjugado de um nimero complexo z = a + bi é o numero complexo

Z = a — bi, que representa geometricamente ao simétrico de z nem relagao ao eixo real.

Propriedades do conjugado complexo

—_
|
Il
o
IS
I
o

bo
|

Z = z, para todo z € C.

3. 2=z 2z R.

49



CaPiTULO 3. COLETANEA DE RESULTADOS

Essas propriedades sao faceis de serem verificadas. Facamos a demonstracao do item 6:

Dado z = a + bz, seu conjugado é Z = a — bi. Note que:

z+7Z=2a= Re(z) = z—;z
Agora perceba que B
z—z=2bi= Im(z) = Z;Z

i

A representacao geométrica de um ntmero complexo e seu conjugado pode ser vista na

figura logo abaixo

Figura 15: Conjugado de um ntmero complexo

Eixo Imaginario

Eixo Real

v

a

Fonte: HEFEZ, A.; VILLELA, M. L. T. 2012.

O modulo |z| de um namero complexo z = a + bi é um numero real nao negativo definido
por |z| = va? + b?. Geometricamente o moédulo de um nimero complexo z é a distancia
da origem até o ponto z.

Propriedades do médulo.
1. 2.z = |z|?, para todo z € C.
2. |z| = |Z|, para todo z € C.
3. |z.w| = |z|.|w]|, para quaisquer z, w € C.

E interessante notar que o moédulo de niimeros complexos possuem a propriedade chamada

de desigualdade triangular:
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|2+ w] < |z] + |w].

Para quaisquer z, w € C. Este resultado nos permite reesolver questoes no campo das

inequagoes.

A figura a seguir ilustra geometricamente a desigualdade triangular. Note também a

representacao da soma de dois niimeros complexos

Figura 16: A desigualdade triangular

Eixo Imaginario
A

tw=a+c+ (b+d)i

2
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

»
>

Eixo Real

1
1
1
1
® ®
c

Fonte: HEFEZ, A.; VILLELA, M. L. T. 2012.

Segue entao dois exemplos para reforgar os conceitos de conjugado e médulo dos ntimeros

complexos:

Exemplo 7 Se z € C e z # 0, mostre que 2! = :

—_ W;
Solugao. Suponha que z = a + bi, entao observe que

1
a+bi

1
2_1:—:
zZ

Agora, multiplicando a fragao por 1, usando a ideia de conjugado, temos:

1 1 a—-bi a—b z

atbia—bi a2+ |z

Como queriamos mostrar.
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Exemplo 8 Represente no plano o conjuntos dos niumeros complexos que satisfazem a

desigualdade

|z +1i] < 4.

Solugao. Suponha que z = a + bi, entao:
|z 4+ =la+ (b+ 1)i| < 4.

Pela definicao de médulo temos:

va?+ (b+1)2 <4

Isso nos diz que:
a’+ (b+1)* < 16.

Observe a representacao no plano dos niimeros complexos que satisfazem a inequacao

Figura 17: Regiao

e

Fonte: Autor

Logo, temos como resposta todos os pontos interiores ao disco de centro C' = (0,—1) e
raio 4 ou que estao no circulo de centro C' = (0, —1) e raio 4. Note que os pontos z1, 22, 23

e z4 sao sO alguns dos infinitos pontos que satisfazem a inequacao dada.

Existe outra representagao dos nimeros complexos denominada de forma trigonomé-
trica ou polar. De grande importancia, esta maneira de representar os niimeros complexos
permitirao calcular a poténcia, o produto e a extracao de raizes de forma mais simples,
facilitando também a interpretagao geométrica das operacoes citadas. Muito 1til para

resolucao de questoes, a forma polar também nos permitird conhecer a férmula de De
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Moivre, que utilizaremos para calcular poténcias de niimeros complexos.

De uma forma mais simplificada, pense no nosso plano complexo. Dado um z = a+ bi
onde z € C, o segmento que parte da origem e vai até o ponto (a, b) representa o modulo
do complexo z. Este segmento determina com o eixo real um angulo # onde em radia-
nos se situa entre [0, 27). 6 sera chamado de argumento principal de z e denotado como

arg(z) =40.

Observe também que, por trigonometria bésica, a = |z|cosf e b = |z|senf. A Figura

seguinte ilustra a situacao.

Figura 18: Argumento principal de z

eixo imaginario
A

z=a+bi

|z|sin@

>

a eixo real

|z| cos @

Fonte: HEFEZ, A.; VILLELA, M. L. T. 2012.

Definicao 24 A forma polar de um nimero complexo nao nulo z = a + bi, com mddulo
|z| = Va? + b2 e argumento principal arg(z) = 0, é definida por

z = |z|(cos @ + isend).

Exemplo 9 Determine o modulo e o argumento principal do nimero complexo z = 2—2i

e o escreva na forma polar.

Solugdo. O moédulo de z é /22 + (—2)2 = v/8 = 2V/2.

Como a = |z| cos @ e b = |z|send, para o célculo do argumento principal temos:

2
2 = 2v2cos) = cos) = §
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E
2
—92 = 2¢/2senf = senf = —g.
T L o @ :
Portanto, arg(z) = e pois é o angulo simétrico de 1 com seno negativo e cosseno
positivo.

A forma polar de z é:

z = 2\/5 (cos % + isen%) .

Proposicao 9 Dados nimeros complexos z1 = |z1|(cos@ + isenf) e zo = |2a|(cosa +

isenc), o produto de nimeros complexos na forma polar é dado por

21.29 = |21]||22|(cos(0 + ) + isen(f + «)).

Demonstragao:

21.29 = |z1|(cos 6 + isenf).|z|(cos a + isencv).
21.29 = 21.22((cos 0 cos v — senfsenar) + i(cos fsena + senf cos «v))

Note que temos aqui as identidades trigonométricas do cos(f + «) e sen(f + «). Usando

essas identidades, temos:

21.29 = |21]| 22| (cos(0 + a) + isen(f + «)).

Exemplo 10 Determine na forma polar o produto z1.z3, onde

5345 32+ 3V2i
= s =

€ 29
2

21

Solugao. Calculando inicialmente os modulos de z; e 2:
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E:
3v2
5 V2
cosq = —2— = —;
3 2
3v2
5 V2
seny = —%2— = —.
3 2
Concluindo assim que 6 = % e a = —. Logo

T T T T om om
2 =1 =+ ) +isen(= + —)) = 15(cos — +isen—).
21.29 5((308(6 + 4) + 4 sen(6 + 4)) 5(cos g T isen 12)

Como queriamos determinar.

Proposicao 10 (Férmula de De Moivre) Dado z = |z|(cos € + isenf), um nimero

complexo, nao nulo, na forma polar, entao para cada inteiro n, temos:
2" = |z|"(cos(nd) + isen(nd)).
Demonstracao: Para n = 0 é valido, pois teremos
2% = |2]%(cos(0) + dsen(0)) = 1.(1 + 0) = 1.

Para n = 1, também é verdadeiro, pois é a propria forma polar. Tome n > 1 e suponha
que a igualdade é vélida para n. Entao,
n+1 1. n

z =z Z .

Usando a hipoétese de indugao, obtemos:
2" = |2|(cos @ + isend).(|2"|(cos(nd) + isen(nd))).
Aplicando agora a multiplicagao de nimeros complexos na forma polar;
2" = | 2" (cos(6 4 nB) + isen(6 4 nd)).

2" = 12" (cos((n + 1)8) + isen((n + 1)0)).

Concluindo assim que vale para n + 1, portanto para todo n > 0.

Para n < 0, faremos o seguinte:

Se n < 0, entao —n > 0; Como ja provamos que a férmula vale para ntmeros inteiros
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positivos, entao
2" = (27" = (|z| ™(cos(—nb) + isen(—nf))) "

Usando o fato de seno ser funcao impar e cosseno funcao par, entao

2= (]z]7™(cos(nf) — isen(nfd)))=*

=T (121 '(cos(ne) — isen(nd )>)

n |z|" cos(n#) + isen(nd)
cos(nf) — isen(nd) cos(nd) + isen(nfd)’

n |z|"(cos(nB) + isen(nfh))

cos?(n#) + sen?(nh)

Pela relacao fundamental da trigonometria, concluimos que
= |z|"(cos(nf) + isen(nd)),

onde n < 0, como queriamos mostrar.
Exemplo 11 Calcule a poténcia (2 + 2i)°, usando a forma polar do mimero complezo.

Solugao. Calculando inicialmente o médulo do ntimero complexo (2 + 2i), temos:

2| = V22 + 22 = 2V/2.

Determinando o angulo 6:

2 V2

cosf) = —— = — = send.

2v/2 2

Isso nos diz que 6 = % Agora usando a formula de De Moivre:

= (2V2)° (608(54 )+z’sen(%7r)).

2 2
(128\/5)(—% - i%) = —128 — 128i.
Como queriamos calcular.

Exemplo 12 Determine os valores do nimero natural n > 2, para os quais (\/§—|- \/5@)”

seja;
1. um niumero real;

2. um 1magindrio puro.
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Solugao. Pela férmula de De Moivre, temos:

(V2 +V2i)" =2 (cos(n%) + isen(n%)) :

Para que tenhamos um numero real, a parte imaginaria precisa dar igual a zero. Para

tanto:

sen (n%) =0 n% = k.

:%:k@n:élk.

Ou seja, n deve ser um miltiplo do niimero 4.

Para que tenhamos um imaginario puro:

T T om
cos(nz> —0(:)711—54—]@‘71

n 1
—=—+ ke n=2+4+4k.
:>4 2—1— n +

Ou seja, n deve ser um numero que deixa resto 2 na divisao por 4. Como queriamos

determinar.

Para calcular raizes complexas n-ésimas usaremos a proposi¢ao a seguir:

Proposicao 11 Dado um nimero complexo z # 0, para cada natural n existem exata-

mente n raizes complexas, que sao:

0+ 2.l 0+ 2m.l
21 = /|z|(cos (i> +isen (i))
n

n

Ondel=0,1,2,....n—1, e 8 argumento de z.
Definicao 25 Sdio chamadas de raizes da unidade as raizes complexas n-ésimas de 1.

A raiz 1-ésima da unidade é 1. Quando n > 1, teremos 6 = 0, logo

2.l . 2wl
Z] = COs — +1sen——,
n n

onde [ =0,1,...,n — 1, onde cada valor de z; serd uma raiz n-ésima da unidade. E muito
importante saber que as raizes n-ésimas da unidade sao vértices de um poligono regular

de n lados inscrito num circulo de raio 1 e centro na origem em C.

13 —1—\/§¢>
2 ' 2 ‘

Exemplo 13 Sao raizes cubicas da unidade os numeros (1,
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3.5 O RESULTADO DA GEOMETRIA ANALITICA

Nesta tltima secao vamos expor alguns dos principais resultados da Geometria Ana-
litica, de forma que torne possivel resolver o maximo de questoes do ITA. To6picos envol-
vendo este assunto como coordenadas, vetores e equacoes da reta no plano, assim como
posicoes relativas, distancias e as formas candnicas das conicas serao trabalhados nesta
secdo. E importante saber reconhecer uma conica através da sua equacio, e determinar

seus pontos notéaveis.

Geometria Analitica figura entre os contetidos mais presentes no vestibular do ITA.
Ela fornece uma conexao entre a algebra e a geometria, portanto usaremos artificios al-
gébricos para resolugao de problemas deste contetido. Iniciaremos a partir da distancia

entre dois pontos distintos.

Dados dois pontos distintos P; = (a,b) e P» = (¢,d) a distancia entre eles é obtida

através do teorema de Pitagoras. Vejamos a figura seguinte

Figura 19: Distancia entre dois pontos
V' N

v

/ : d—1b
'

/ i
P = (a,b) O L EEEE] EEF TP, [}

Fonte: Autor

Note que a distancia de P; até P, é a hipotenusa do triangulo retangulo, ou seja:

AP, Py) = /([d— 02 + (c —a).

Definigao 26 Dados os pontos A = (ay,a3) e B = (b, by), definimos o vetor v, onde as

coordenadas desse vetor sio by — ay e by — ag, e escreveremos U= (by — ay, by — as).

Proposicao 12 Dado um tridngulo ABC' de vértices A,B e C, a drea desse tridngulo é:
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-

Area(ABC) = %|det(%)|.
Proposicao 13 Dadas as equacoes reduzidas das retasry iy =ax +b ery:y=cx+d.

1. Entao elas serao paralelas se e somente se a = c e b # d.

2. Dadas as mesmas retas, elas serao perpendiculares se e somente se ac = —1.

Teorema 12 Dada a reta r : ax + by +c = 0 e um ponto P = (xg,y0) do plano, a

distdncia do ponto P até a reta r é:

laxo + byo + ¢
d(P,r) = .
(F:7) Va2 + b?
~ ) ar c
Demonstragao: Dada aretar : ax+by+c = 0, se b # 0, ao isolar y temos: y = 3

Sabemos que o coeficiente angular da reta é a tangente do angulo, logo

Dado um ponto P fora da reta r, queremos a distancia de P até um ponto M pertencente
a r de modo que o segmento PM seja perpendicular a reta r. A figura seguinte ajudara

a seguir o raciocinio

Figura 20: Distancia do ponto a reta

P(z0.40) rrax+by+c=0

Fonte: DELGADO, J; FRENSEL, K; CRISSAFF; L. 2013.
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PM
Por trigonometria, cos(f) = N implicando que PM = PN.cos(0).
Observe a partir da figura que PN = |yo — |, em modulo pois se trata de uma distancia.

Como o ponto N pertence a reta r, ela obedece a equacao da reta, ou seja:
axy + by, +c=0.
Isolando y,, e substituindo na féormula de PN, temos:

arg+ ¢ axg + byg + ¢

PN =

Yo +

b

Vimos neste capitulo que

Como 6 é um angulo agudo, entao cosf > 0. Pra finalizar, como PM ¢ a distancia do
ponto a reta, e PM = PN.cos(), entao:

d(P . ax0+by0+c |b| _|ax0+byo+c|
PO=1"" | Vesr - Jorw

Como queriamos demonstrar.

Proposicao 14 Sejam ri :ax +by = c ery : ar + by = d duas retas paralelas ou coinci-

dentes. A distdncia entre elas é

e —d|

Demonstragao: De fato, tome um ponto P = (xg,yo) da reta r;. Entao, usando a

d(’l“l, T’Q) =

distancia de um ponto a uma reta:

- ‘CL.Z'O + byo — d’

d(ri,m) = d(P,re) = N

Porém, axq 4 byg = ¢ é a reta r; aplicada no ponto P, logo temos que:

Definicao 27 (Circulo): Chamamos de circulo C' de centro no ponto A pertencente ao
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plano w e raio r > 0 o lugar geométrico dos pontos equidistantes do centro A, de tal modo

que essa equidistincia tenha comprimento igual a r. Ou seja:
C={Pen/dPA) =r}.

Determinemos a equacao do circulo.

Figura 21: Circulo de raio r e centro A.

A
Y

™

O EEEEEEELER] EEEE L

LI T
v

I3 R

=
=)

Fonte: DELGADO, J; FRENSEL, K; CRISSAFF; L. 2013.

Através da definicao tem-se
P=(zr,y) e C<=dPA)=r

= d(P,A)? =r* <= (x —20)° + (y — yo)* = r°.

Portanto, a equacao do circulo C' sera
C:(x—x0)’+ (y— ) =1

A partir desta equacao, as propriedades geométricas do circulo podem ser algebricamente
deduzidas.

Para concluir esta segao, vamos agora falar sobre as conicas, definindo-as e apresen-
tando suas formas canonicas, que permitirao identificar e determinar pontos notaveis.
Vale ressaltar que conicas sao curvas que foram geradas na intersec¢ao de um plano que

intersecta um cone. Comecemos definindo a elipse:

Definicao 28 Levard o nome de elipse de focos Fy e Fy, e serd denotada pelo simbolo
E, o conjunto dos pontos P do plano nas quais as distincias de cada um desses pontos

ao foco Fy somada com as distancia ao foco Fy seja igual a um valor constante 2a > 0,
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de tal forma que seja maior que a distdncia entre os focos, denotados aqui de 2¢ > 0.

Resumidamente, sendo 0 < ¢ < a e d(Fy, F») = 2¢,

E = {P/d(P, F\) + d(P, Fy) = 2a}.

Fy e F5 sao os focos da elipse.

A reta r; que contém os focos serd chamada de reta focal.

Intersectando a elipse com a reta focal 71, encontraremos dois pontos, A; e As, que serdao
chamados de vértices da elipse sobre a reta focal. Com o auxilio da figura seguinte, com-

pletaremos as informacoes a respeito da elipse.

Figura 22: Elipse e seus pontos notaveis

By

a
a

a
a

By

Fonte: Autor

Note que o centro C' é o ponto médio do eixo focal A1 Ay, também é ponto médio do

segmento F}Fy determinado pelos focos e do segmento By By da reta nao focal.

1. O eixo nao focal é o segmento B; B, de comprimento 2b, no qual v* = a? — %

2. O nimero a é a distancia do centro ao vértice que esta sobre a reta focal, ¢ é a
distancia do centro aos focos e b é a distancia do centro ao vértice que esta sobre a

reta nao focal.
3. O segmento A;As é o eixo focal da elipse e tem comprimento 2a.

4. A reta focal r; é perpendicular a reta nao focal 7.
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.. . ~ &
5. Chamamos de excentricidade da elipse a razao e = —, onde 0 < e < 1.
a

A forma canoénica de uma elipse, de centro C' = (g, yo) e eixo focal paralelo ao eixo
OX é:

(z —x0)® | (y—yo)?
Sty =L

Onde os focos sao: Fy = (zg — ¢, yo) € Fo» = (x0 + ¢, yo).

E :

A reta focal: r1 @y = yo.

A reta nao focal: r] : z = xy.

Vértices sobre a retal focal: A; = (29 — a,y0) € Az = (xo + a, yo).
Vértices sobre a reta nao focal: By = (xg,y0 — b) e By = (29, Y0 + b).

Se a elipse tiver eixo focal paralelo ao eixo OY, a equacao seréa:

(& —w0)*  (y=yo)

E : 72 2

E os elementos da elipse sao:

Os focos s@o: Fy = (z9,yo — ¢) € Fy = (x0, Y0 + ¢).

A reta focal: vy : x = xg.

A reta nao focal: 7] : y = yo.

Vértices sobre a retal focal: Ay = (zg,y0 — a) e Ay = (z0,yo + a).

Vértices sobre a reta nao focal: By = (xg — b,yo) € By = (2o + b, 4o)-
N2 N2

(x 2960) L W=yo)
a b?

§Rf — {(:c,y) c R2/<‘T _azxo)z + (y _beO)z < 1}'

Dada uma elipse em que E : = 1 seja sua equagao, temos:

Ros = {(z,9) € R/ _a,f“)Q LW _be)Q > 11,

Onde R, é chamada regiao focal e R,y ¢ a regiao nao focal da elipse. Observe a seguir

um esbogo dessas regioes
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Figura 23: Regiao focal e nao focal da elipse

A

Y
Ry

£ I~ —' - Co0 o000 1 C

v

Fonte: DELGADO, J; FRENSEL, K; CRISSAFF; L. 2013.

Definicao 29 Serd Chamada de Hipérbole de focos Iy e Fy, e denotada por H, o conjunto

de todos os pontos P do plano nos quais o modulo da diferenca de suas distdncias a Fy e

Fy € igual a uma constante 2a > 0, porém menor que a distdncia entre os focos 2¢ > 0,

ou melhor:

H = {P/[d(P, F) — d(P, F»)| = 2a}.

Com 0 < a<ced(F,Fy)=2c.

Alguns detalhes sobre a terminologia:

1.

I e F, sao os focos da hipérbole e a retal focal é a reta que os contém.

. O segmento A; Ay é chamado de eixo focal, de comprimento 2a.

. A intersecao da hipérbole com a reta focal r; resulta em dois pontos, A; e A,

chamados de vértices da hipérbole.

Ai+Ay  Fi+ fy

O ponto C' é o centro da hipérbole, onde C' = 5 =3

. A reta |, que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal r1, é a reta nao

focal da hipérbole.

O segmento BjBs, perpendicular ao eixo focal, com ponto médio em C e compri-

mento 2b, é denominado eixo nao focal da hipérbole.

.. ., , & .
A excentricidade de uma hipérbole é e = —, onde e > 1, pois ¢ > a.
a
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8. O retangulo de base da Hipérbole é aquele que possui Ay, As,B; e By como pontos
médios. As retas que passam por suas diagonais sao chamadas de assintotas da

hipérbole.

A figura seguinte ilustra genericamente a situacgao

Figura 24: Hipérbole e seus pontos notéaveis

A
Y

By

B,

Fonte: Autor

A forma canoénica de uma hipérbole com centro no ponto (zg, yo) e reta focal paralela
ao eixo OX ¢é dada por
2 )2
. @ 21170) Cmw)r
a b2

Onde b? = ¢ — a%,com as seguintes particularidades:

Os focos: Fy = (zg — ¢, y0) € Fo = (x¢ + ¢, 4)-

Vértices: Ay = (xg — a,yp) € As = (zo + a,yo)-

Vértices imaginarios: By = (xg,y0 — b) e By = (z9,yo + b).

Reta focal: r1 : y = yo.

Reta nao focal: 7| : x = x.

Assintotas: y — yo = j:g(:v — Ip).

Se a hipérbole tiver eixo focal paralelo ao eixo OY', a equacgao seréa:
(v =) (v —x)?

H : o — 72 =1.
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E os elementos da hipérbole serao:
Os focos: Fy = (g, yo — ¢) € Fy = (g, yo + ¢).
Vértices: Ay = (20,50 — a) e Ay = (z0, Y0 + a).
Vértices imaginarios: By = (xg — b,yo) € By = (zo + b, yo).
Reta focal: r1 : x = x.
Reta nao focal: r| : y = yo.

) b
Assintotas: = —xg = +—(y — vo)-

a

(z — 330)2 (y — 90)2

Dada uma hipérbole em que H : T R = 1 seja sua equagao, temos que:
a
T — 3)? y — yo)?
Ry = {(ay) e R0 WpOl gy
T — x0)? y — 10)?
8?mf:{(:zc,y)eIRQ/( a2°) . = ) <1}

Onde R ¢ chamada regiao focal e i, ¢ ¢ a regiao nao focal da hipérbole. Observe a figura

Figura 25: Regiao focal e nao focal da hipérbole
A

Y
§Rn‘f

§Rn f

Je
o )

v

Fonte: DELGADO, J; FRENSEL, K; CRISSAFF; L. 2013.

Definicao 30 Dada uma reta vy e F' um ponto do plano nao pertencente a r1. Chamare-
mos de pardbola P de foco F' e diretriz r1, o conjunto dos pontos do plano cuja distdncia

a I seja igual a sua distdncia a ri, ou seja:

P={P/d(P,F)=d(P,m)}.
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Chamaremos de parametro da parabola a distancia do foco até a reta diretriz, deno-
tando por 2p = d(F,r).

A reta focal 7] da parabola é a reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz
r1. Considere que a interse¢ao da reta focal com a diretriz seja o ponto A. Entao o ponto
médio do segmento que parte de A e vai até o foco F' sera chamado de vértice da parabola.

Vale salientar que toda parabola é simétrica em relagao a sua reta focal. Observe a figura

Figura 26: Parabola e seus pontos notéaveis

A

l

Y
™1

Fonte: Autor

A forma canonica de uma parabola com vértice V = (¢, 1), reta focal paralela ao

eixo OX e foco a direita da diretriz sera dada por:

P:(y—yo)? = 4p(z — x0).

Onde diretriz: r : x — xg = —p.
Vértice: V = (9, o).

Reta focal: r] : y — yo = 0.
Foco: F = (xo+ p, o).

Se o foco estiver a esquerda da diretriz:

P:(y—yo)? = —4p(x — x0).

Onde a diretriz: r : z — xg = p.
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Vértice: V = (zo, yo)-
Reta focal: r] 1y —yo = 0.
Foco: F' = (xo — D, Y,)-

Se a parébola de vértice V' = (xg, yo) tiver reta focal paralela ao eixo OY e foco acima

da diretriz, a forma candnica sera:

P (z—20)® = 4p(y — vo).

Onde a diretriz: r : y —yo = —p.
Vértice: V' = (0, o).

Reta focal: v} 1z — 2o = 0.

Foco: F' = (zo,yo + Pp)-

Se o foco estiver embaixo da diretriz:

P:(z —20)* = —4p(y — wo)-

Onde a diretriz: 71 : y — yo = p.
Vértice: V = (0, o).

Reta focal: v} : z — 2y = 0.
Foco: F' = (x0,y, — p)-

Para concluir a se¢ao e por consequéncia o capitulo, vamos abordar as regioes focais

e nao focais da parabola, assim como foi feito com a elipse e a hipérbole.
Com essas ferramentas poderemos ir para o capitulo seguinte, sobre resolucao de ques-
toes, munidos de uma boa fundamentacao tedrica que nos permitira abordar os problemas

de uma forma mais fidedigna.

Dada uma parébola em que P : (y —yo)? = 4p(x — x¢) seja sua equagao, onde o vértice

¢V = (x,10) e reta focal paralela ao eixo OX, temos que:
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Ry = {(z,y) € R*/(y — %0)* < 4p(x — o) };
Ror={(z,y) € Rz/(y - yo)2 > 4p(x — x0)},

onde R, é chamada regiao focal e R, ; é a regiao nao focal da parébola.

Observe a seguir um esbogo dessas regioes.

Figura 27: Regiao focal e nao focal da parabola

T
A !

Y

§Rnf

§Rn f

Fonte: DELGADO, J; FRENSEL, K; CRISSAFF; L. 2013.

69



4 TRABALHANDO QUESTOES

O objetivo deste capitulo é abordar questoes de mateméatica presentes nos vestibula-
res do Instituto Tecnologico da Aeronautica nos tltimos anos. Decidimos por deixar as
solugoes mais completas e explicadas, sem omitir etapas. A ideia principal é usar os resul-
tados do capitulo anterior para resolver as questoes. As principais referéncias fortemente
utilizadas neste capitulo foram [2], [8], [9], [10], [14], [15], [21] e [22].

Questao 01. (ITA 2015, q. 4) Seja C' uma circunferéncia tangente simultaneamente
asretasr:3r+4y—4=0es:3x+4y — 19 =0. A area do circulo determinado por C'
é igual a:

Solucao. Note que as retas r e s sao paralelas. Como a circunferéncia é tangente as
retas, temos que a distancia do centro da circunferéncia a qualquer uma das retas é per-
pendicular as mesmas, logo o diametro da circunferéncia tem o mesmo comprimento da

distancia entre as duas retas.Veja a figura a seguir

Figura 28: Distancia entre duas retas

d=2r L4

Fonte: Autor

Para calcular a area do circulo precisamos somente do raio que, a partir da figura 28,
a distancia entre as retas é igual ao diametro. Entao a estratégia é somente calcular a

distancia entre as retas, dividir por 2, assim determinar a area e concluir a questao.

70



CAPITULO 4. TRABALHANDO QUESTOES

Calculando a distancia entre as retas temos:

e—d _ Ja-19] -8,
VAR V3Fre 5T

Logo r = % Entao a area do circulo é

d(r,s) =2r =

Questao 02. (ITA 2017, q. 5) Considere a reta r : y = 2z. Seja A = (3,3) o vértice
de um quadrado ABC D, cuja diagonal BD esta contida em r. A area deste quadrado é:

Solucgao. Uma ilustracao do problema pode ser vista no esbogo a seguir

Figura 29: Esbog¢o da questao 2

7

o3

A=(3,3)

24 e

,\,.___________________
S

Fonte: Autor

Como o ponto A é vértice do quadrado, a diagonal BD esta contida em r e sabendo que
as diagonais de um quadrado se intersectam perpendicularmente em seus pontos médios,
a distancia do ponto A até a reta r é igual a metade da diagonal do quadrado. Calculando

a distancia temos:

C23-13)-0] 3

d(p,r —.
(p.7) 224+ (=12 V5
6
Entao a diagonal do quadrado é D = % Agora é s6 aplicar o teorema de Pitagoras,
6
para um triangulo retangulo isoésceles com hipotenusa D = — e catetos L, lembrando

V5

que a area de um quadrado de lados iguais a L ¢ A = L?. Temos:
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6\ 18
2L = | —= | = L*=—.
/5 5

Concluindo a questao.

Questao 03. (ITA 2016, q. 2) Se x é um namero natural com 2015 digitos, en-
tao o namero de digitos da parte inteira de /z ¢ igual a:

Solucao. O primeiro nimero de 2 digitos é 10, o de 3 digitos é 100, e por ai vai. Note que
o primeiro niimero de n digitos é 10"~!. A ideia aqui é montar uma inequacao simultanea

com x e utilizar algebra para determinar um intervalo para v/z. Temos:

102014 S T < 102015.

Note que é conveniente "cancelar"a base 10, para isso vamos utilizar a funcao loga-

ritmo na base 10 a qual é crescente. Assim:

2014 < logx < 2015.

Logo
2014 < 11 - 2015
Sz ogx -

Realizando uma divisao e deixando os valores aproximados:

1

987,71 < logx<7> — log /7 < 287, 86.

Voltando para a base 10 temos:

10287 < 10287,71 < \7/E< 10287,86 < 10288.

0287 0288

Como 1 ¢ o primeiro niimero que possui 288 algarismos, e 1 ¢ o primeiro a ter 289

algarismos, entao a parte inteira de /& possui 288 digitos.

Questao 04. (ITA 2013, q. 24) Quantos tetraedros regulares de mesma dimensao
podemos distinguir usando 4 cores distintas para pintar todas as suas faces? Cada face
s6 pode ser pintada com uma tnica cor.

Solugao. Essa questao precisa ser abordada em casos para que a contagem seja realizada.
Vamos dividir a contagem pelo ntimero de cores que sera utilizada desde uma cor até 4

cores.

72
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O desenho que segue é somente para ilustrar um tetraedro regular e sua planificagao

Figura 30: Tetraedro e sua planificagao

Fonte: Autor

Vejamos Uma cor. Temos 4 formas diferentes de pintar o tetraedro.

Duas cores. Vamos separar em dois casos:

Caso 1. Uma face de uma cor e as outras faces de outra:

Para essa situacao, fixamos uma cor em uma face, temos 3 escolhas de cor para as faces
restantes. Como existem 4 cores que podem ser fixadas, pelo principio fundamental da
contagem temos: 4.3 = 12.

Caso 2. Duas faces de uma cor e as outras duas de outra:

Aqui podemos usar uma combinacao Cy o = 6.

Trés cores. Usando trés cores obviamente duas faces terao a mesma cor, ao fixar duas
faces pra uma mesma cor, temos 3.2 = 6 modos de colorir, porém é necessério tirar os
casos repetidos através de uma rotacao, como sao duas faces, dividindo por 2, temos:
5= 3 formas de pintar. Como podemos fixar em duas faces qualquer uma das 4 cores, a
contagem fica em 4.3 = 12.

Quatro cores. Podemos fixar duas cores sobrando apenas duas possibilidades para as
outras, ou seja, 2.

Somando tudo existem S =4+ 12+ 6 + 12 4+ 2 = 36 formas de distinguir os tetraedros

regulares de acordo com as especificacoes da questao.

Questao 05. (ITA 2017, q. 27) Determine todos os valores reais de a para os quais o
seguinte sistema linear é impossivel:

X +ay +z=2

-X -2y + 3z = -1

3X + az = d

Solugao. A ideia aqui é usar o teorema de Cramer, pois se o sistema linear é impossivel,
D=0eD,,D,ouD,# 0. Portanto:
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1 a 1
D=det|—-1 —2 3| =0.
3 0 a

—9a—2a+a’+6=0=a’>+Ta+6=0.

De tal modo que as raizes sao: a; = —1 e ag = —6. Calculando entao D,:
1 2 1
Dy=det |-1 —1 3| #0.
3 5 a

— 18—a—-5+2a+3—-15=a+1#0=a# —1.

Logo, de acordo com as possibilidades podemos afirmar que a = —6.

Questao 06. (ITA 2018, q. 18) Uma progressao aritmética (aq, as, ..., a,) satisfaz
a propriedade: para cada n € N, a soma da progressao ¢ igual a 2n? + 5n. Nessas condi-

coes, calcule o determinante da matriz

aq a9 as
aq as Qg

CL7+2 ag dag

Solugao. Vamos inicialmente determinar os termos da matriz e a razao da PA. Veja por

hip6tese que 2n? + 5n para todo n € N. Assim,

S =a; =2(1)*+5(1)=T1.
Sy =ay +ay = 2(2)* +5(2) = 7T+ ay = ay = 11.

Portanto temos uma progressao aritmética de razao 11 —7 = 4 e os termos que precisamos
sao (7,11,15,19,23,27,31,35,39). Agora o problema se resume em calcular o determi-

nante:

7 11 15
det| 19 23 27
33 35 39

Embora determinantes de matrizes 3 x 3 sejam simples de resolver, os ntmeros dessa
matriz estao muito grandes e tornaria os calculos cansativos. Entao vamos diminuir os
valores das entradas da matriz fazendo combinacoes entre as colunas. Faremos inicial-

mente co = ¢y — ¢; € ¢3 = ¢c3 — €1, teremos:
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CAPITULO 4. TRABALHANDO QUESTOES

7 11 15 7 4
det| 19 23 27 |=|19 4
33 35 39 33 2

Agora faremos c3 = c3 — 2c5 e entao calculamos o determinante:

—_

Nej

S
I

7(4)(2) — 2(4)(19) = 56 — 152 = —96.

~ 3 N .
Questao 07. (ITA 2016, q. 4) Se tgz = /7 e x € [x, 5]7 entao sen(3z) é igual a:
Solucao. Usando uma das relagoes trigonométricas, temos:

1 1

sec(z) = tg*(x) + 1 = (V7)2 + 1 = 8 = cos?(x) = s = cos(x) = — 3

Note que a solugao é negativa, pois o angulo pertence ao terceiro quadrante. Como

1
sen?(x) + cos?(z) = 1 = sen’(x) = 1 — 3= g — sen(x) = — g

O valor é negativo pois no terceiro quadrante o seno é negativo. Vimos que:

sen(3z) = 3sen(z) — 4sen’(z).

sen(3zx) = 3(—\/2) —4(- g)?’ = g

Questao 08. (ITA 2017, q. 9) Sejam S} = {(z,y) e R? : y > ||z| = 1|} e So = {(z,y) €
R?: 22 + (y + 1)? < 25}. A area da regiao S; N Sy é:

Solugao. Perceba que S, é a regiao delimitada pela circunferéncia de centro C(0,—1) e

Logo

raio = 5. A figura seguinte mostra um esboco das duas regioes

Figura 31: Intersecao das regioes

Fonte: Autor
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Assim a éarea da regiao S; N Sy é a diferenga entre a area do setor circular A/C-’\B e do
quadrado CEDF. Como todo quadrado é losango, vamos calcular a area dele usando a
formula do losango, pois é possivel perceber pela figura 30 que cada diagonal tem compri-
mento 2. Note também que o angulo central ACB ¢ 90° devido CEDF ser um quadrado.
Entao a area pedida é

7.52.90° 2.2 257w

2o

360° 2 4

A(S1 N S,) =

1+\/§i)10

uestao 09. (ITA 2015, q. 3) Se z =
Q ( 0. 8) Sez = (1

, entao o valor de 2arcsen(Re(z)) +

barctg(2/m(z)) ¢ igual a:
Solucao. Note que para resolver o problema é necessario descobrirmos o valor da parte

real e da imaginaria. Comecemos eliminando o ntimero irracional do denominador:

T+v3i\  [1+V3i 1+V3i)  [—2+42V3i) —_1+@
1-v3i) \1—-v3i1+v3) 4 \ 2 2 |

A ideia agora é passar esse nimero complexo para a forma polar e depois usar a férmula

de De Moivre. Note que:

- 3
0059:—<Oesen9:7>0.

Logo o angulo pertence ao segundo quadrante, e assim a medida do angulo vale 120° ou

T
3 Perceba também que o médulo do niimero complexo vale

pz\/<§>2+<§>2= ita=1

Agora usando a formula de De Moivre tem-se que:

10
-1 V/3i 110 20m oy 207 2T seon 2T
z = —_— —_— = COS —— sen——-— = | COS — wsen— ) .
2 2 3 3 3 3

Segue entao que:

2 1 2
Re(z) = cos?7T =—ge Im(z) = seng = ?
Portanto
-1 - 4
2arcsen(Re(z)) + barctg(2/m(z)) = Qarcsen(T) + 5arctg(2.\/7§) = 2(%) 5(%) = ?ﬂ

Questao 10. (ITA 2018, q. 29) Seja p(x) um polinémio nao nulo. Se z —4z% + 51 — 2

e x3 — 5x? + 8z — 4 sdo divisores de p(z), determine o menor grau possivel de p(z).
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Solugao. Dado ¢(x) = x3—4x?+5x—2 através do teorema das raizes inteiras (pois a,, = 1)
uma rafz inteira é 2 e a outra é 1, de simples verificagao. Temos (z—2)(z—1) = (z*—32+2)

e fatorando através do dispositivo de Briot-Ruffini concluimos que
q(z) = 2% —42® + 55 — 2 = (v — 1)*(z — 2).

Dado 7(x) = 2% — 52% + 8z — 4, usando o mesmo argumento anterior concluimos que
r(z) =2 —52* +8r —4 = (v — 1)(z — 2)%

Como ¢(z) e r(x) sao divisores de p(z), implica que o mesmo admite no minimo 4 raizes

que sao as raizes duplas 1 e 2 de ¢(z) e r(x). Logo o menor grau possivel é 4.

Questao 11. (ITA 2018, q. 19) Sao dadas duas caixas, uma delas contém trés
bolas brancas e duas pretas e a outra contém duas bolas brancas e uma preta. Retira-se,
a0 acaso, uma bola de cada caixa. Se P; é a probabilidade de que pelo menos uma bola
seja preta e P, a probabilidade de as duas bolas serem da mesma cor, entao P, + P, vale:
Solucao. Para que aconteca P; temos 3 situacoes para contar. Tirar uma bola preta da
caixa um e uma bola branca da caixa dois, tirar uma bola branca da caixa um e uma bola
preta da caixa dois, ou tirar duas bolas pretas.

Probabilidade de tirar duas bolas pretas:

Somando todas as probabilidades temos:

2 4 3 9

1= 7¢ 1 T I1F

15+15+15 15

Pro céalculo de P, basta contar a chance de escolher duas brancas e depois duas pretas

Probabilidade de tirar duas bolas brancas:
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Probabilidade de tirar duas bolas pretas:

21

53 15

Somando todas as probabilidades temos:
6 2 8
715 715 15

Para concluir 0 . 17
PP+P=—+—=—.
I A AT

Questao 12. (ITA 2014, q. 29) Trés circunferéncias Cy, Cy e C3 sdo tangentes entre si,
duas a duas, externamente. Os raios rq, 79 € r3 destas circunferéncias constituem, nesta
ordem, uma progressao geométrica de razao 3 A soma dos comprimentos de C, Cy e C3
é igual a 26w cm. Determine:

a) a area do triangulo cujos vértices sao os centros de Cy, Cy e Cs.

b) o volume do sélido de revolugao obtido pela rotacao do tridngulo em torno da reta que
contém o maior lado.

~ ) . . ) 1 .
Solugao. a): Como os raios estao em progressao geométrica de razao 3 temos a seguinte

reor
PG (r, 31, 31) Sabendo que o comprimento de uma circunferéncia é igual a 27.r e que

a soma dos comprimentos ¢ igual a 267 cm, entao

Ci+0Cy+C5=2mr + 2#.% + 2%.% = 267.

T T
T1+§1+§1:13:>7“1:9.

Logor; =9, =3er3=1.

Figura 32: Circunferéncias tangentes entre si

A
)

Fonte: Autor
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A partir da figura anterior temos que a area do tridngulo pode ser calculada através da

formula de Heron, onde os lados sao 12,10 e 4 e semiperimetro 13. Calculando a area:

A=/13(13 —12)(13 — 10)(13 — 4) = 1/39(9) = 3V/39.

Portanto a area do triangulo ¢ 3v/39cm?.

b): O solido é a unido de dois cones

Figura 33: Uniao entre dois cones
A

Fonte: Autor

Note que AB =12, AH = hy e BH = hy. A area do triangulo AACB possui como base
12 e altura igual ao raio da circunferéncia, como ja sabemos o valor da area do triangulo,

temos:

A(AACB) = 3/39 = %mn L,V

O volume total é a soma dos volumes dos cones. Portanto:

2
1 1 1 1 39
V= §7rr2h1 + §7r7“2h2 = §7rr2(h1 + ho) = 3" (g) (12) = 39mem?.

Questao 13. (ITA 2014, q. 28) Seis esferas de mesmo raio r sdo colocadas sobre uma

superficie horizontal de tal forma que seus centros definam os vértices de um hexagono
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regular de aresta 2r. Sobre estas esferas é colocada uma sétima esfera de raio 2r que
tangencia todas as demais. Determine a distancia do centro da sétima esfera a superficie
horizontal.

Solugao. Para realizar o desenho numa prova seria algo muito trabalhoso, por isso a saida
aqui é perceber que, ao ligar todos os vértices das esferas menores teremos um hexagono
regular de lado 2r. Podemos formar um prisma regular de base hexagonal, tal como o

desenho a seguir.

Figura 34: Prisma hexagonal regular

h

I & D

Fonte: Autor

Onde A é o centro da esfera maior, C' é o centro do hexagono, os vértices da base superior
do prisma sao os centros das esferas menores, tal qual o comprimento de cada aresta da
base superior seja igual a 2r (pois representam a distancia do centro de uma esfera menor
para o centro de uma das esferas tangentes a mesma). Logo, a distancia que queremos
calcular é o comprimento do segmento AC' somado com DE. Perceba também que o
comprimento BC' tem o mesmo tamanho das arestas do hexagono regular, pois um hexa-
gono regular ¢ a juncao de 6 tridngulos equilateros. Aplicando o teorema de Pitagoras no

triangulo retangulo AC B, obtemos

(3r)2 = B + (2r)? = h = rV5.

Para finalizar:

AC+DE=h+r=rV5+r=r(1+5).

Questao 14. (ITA 2017, q. 10) Sejam a,b,c,d nimeros reais positivos e diferentes de

1. Das afirmacgoes:

80



CAPITULO 4. TRABALHANDO QUESTOES

I) alogcb — blogca;
II) (g)logdC(l_))logda(f)logdb =1;
c a
I11) log,,(bc) = log, c.
Quais afirmacoes sao verdadeiras?
Solugao.
I): Tome log,b = x e log.a = y. Isso significa, por defini¢do de logaritmo que ¢* = b e

¥ = a. Assim devemos mostrar que a® = bY. De fato

a® =c" = ()Y = 1.

Portanto I) é verdadeira.
IT): Tome log,c = x, log;a = y, log,;b = z, tem-se que: d* = ¢, d¥ = a e d* = b.

Substituindo temos:

ogyc logg a ogy ;c y . T s ENY gz 2
G O =60 O -(F) (&) (F)
a b c ﬁdyzd“

Nloggcr\loggas ~\logyb —
— ()R Q) 4o dov 4o

Portanto II) é verdadeira.
IIT): Suponha que log,,(bc) = log, ¢ seja verdade. Usando propriedades de logaritmos

podemos fazer:

log,, (bc) = log,bc  log,b+log,c  log,b+log,c
gab - ]_Oga a,b - ]_Oga a —|— loga b - 1 + ]_Oga b .

Usando nossa suposi¢ao temos:

log, b+ log, c

=1 .
1+log, b ©8a €

logab(bc) =
Resolvendo temos:

log, b+ log, c

1+ 1oz, b = log, ¢ = log, b + log, ¢ = log, c + log, b. log,, c.

= l=log,c<=a=c

Ou seja, s6 é verdadeiro se, e somente se, tivermos a = ¢, logo basta a # ¢ e a afirmagao
torna-se falsa.
Portanto III) ¢é falsa.

Questao 15. (ITA 2015, q. 7) Considere o polinomio p dado por

p(z) = 22° + ax® + br — 16
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com a, b € R. Sabendo-se que p admite raiz dupla e que 2 é uma raiz de p, entao o valor
de b — a é igual a:

Solugao. Resolver esse problema pode ser feito caso usemos as relagoes de Girard. Em
especial, que o produto das raizes de uma equacdo de 3° grau é igual a —D/A, onde
D = —16 ¢ A = 2. Como p admite raiz duplam entao as raizes (x1, T2, x3) sdo respectiva-

mente iguais a (1,21, 2). Pelas relagoes de Girard:

, 16
T1Toxy = T1112 = 2(11)° = 5 = 8 — 1 = +2.
Temos entao que x; = —2, pois se x1 = 2 ela nao seria raiz dupla e sim tripla, o que nao

ocorre de acordo com a questao. Podemos entao escrever p na sua forma fatorada:

p(x) =2(z — 2)(z +2)(x + 2) = 22° + 42® — 8z — 16.

Podemos entao concluir que a = 4 e b = —8, finalmente:

b—a=-8—-4=-12.

Questao 16. (ITA 2018, q. 30) No plano cartesiano sao dados o ponto P = (0,3) e
o triangulo de vértices A = (0,0),B = (3,0) e C' = (3,2). Determine um ponto N sobre
o eixo dos x de modo que a reta que passa por P e N divida o triangulo ABC em duas
regioes de mesma &rea.

Solugao. Observe a figura que ilustra a situacao descrita, onde A; = A,

Figura 35: Triangulo com duas regioes de mesma area

A

P=(0.3)

Y C=(3.2)

Fonte: Autor

Com os pontos (0, 3) e (n,0) chegamos na equacdo da reta r1, e com os pontos (0,0) e (3, 2)

chegamos na equagao da reta ry. Sendo assim as equagoes reduzidas das retas ficam sendo
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-3
rl:y:Tx 3
2x
Tglyz—?).

Note que ry Nry = Z, e isso nos permitird determinar as coordenadas do ponto Z, que

sao as solucoes do sistema

—3x
Yy = T + 3
2z
V=73
) In 6n . .
Resolvendo o sistema chegamos em Z = , . A area de A; é metade da
942n" 9+ 2n
area do triangulo ABC, logo
3
A(A) = Fua-

Podemos também calcular a area de A; utilizando a base de comprimento n e altura
6n

94+ 2n

. Logo

3 1( 6n
— = —(n.
2 9+ 2n

5 )= 2n*—2n—9=0.
14+ /19
2

As raizes de 2n?2 — 2n — 9 = 0 séo

N sao:

, como n > (0. Assim as coordenadas do ponto

1++19 0

N=(—

).

Questao 17. (ITA 1995, q. 20) Um dispositivo colocado no solo a uma distancia d de
uma torre dispara dois projéteis em trajetorias retilineas. O primeiro, lancado sobre um
angulo 6 € (0, %), atinge a torre a uma altura h. Se o segundo disparado a um angulo 26,
atinge-se a uma altura H, qual sera a relacao entre as duas alturas?

Solucao. Vejamos a figura

Figura 36: Trajetoria dos projéteis e alturas atingidas na torre

Fonte: Autor
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Facilmente por trigonometria podemos concluir que

h H
tgh = — e tg20 = —.
t
Ademais, vimos no capitulo anterior que tg20 = ] i 29’ ou seja, temos:
— g
2h
2tg0 d 2hd?
H =d.tg20 = d. =d. = .
g 1—tg20 2 h
e
Questao 18. (ITA 2017, q. 11) Sejam:
1 00 70
D=10 2 0|eP=1]01 0
00 3 2 0

Considere A = P~'DP. Calcule o valor de det(A? + A).

Solugao. Usando propriedades de matrizes e determinantes temos:

A*=P'DPP'DP =P 'D’P = A*+ A= P 'D*P+ P'DP = P"Y(D? + D)P

= det(A* + A) = det(P~'(D* + D)P) = det(D* + D).

Note que:
100l [1 0O 100 20 0
D*+D=10 2 0|l.l0 2 0| +1]0 2 0l=10 6 0
00 3| |00 3 00 3 00 12
Para finalizar
2.0 0
det(D*+D)=|0 6 0 |=26.12=144.
0 0 12

Questao 19. (ITA 2013, q. 28) Determine a area da figura plana situada no primeiro

quadrante e delimitada pelas curvas (y — z — 2) (y + g — 2) =0ex?—20+y>—-8=0.

Solucgao. Fatorando 22 — 2z + y? — 8 = 0 descobrimos que

x2—2x+y2—820:x2—2x+1+y2:9:(x—1)2+y2=32.

A equagao de uma circunferéncia de raio 3 e Centro C' = (1, 0).
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Se (y—x—2)<y+%—2>=0,

entdo (y —x —2) =0 ou <y+g—2:0>.

Que sao duas retas que se intersectam no ponto B = (0,2). Um esbogo da figura, com a

area em destaque no primeiro quadrante, a seguir

Figura 37: Representacao da area pedida

Fonte: Autor

Note que a area M pedida é igual soma da area do triangulo AC'DFE com o quarto de

circulo, e depois subtraido da area do triangulo AEBA. Logo:

. 6.2 3 (3 3
M=— (B - == —-1)=>3Br-2).
> T 2(2 ) 1872

Questao 20. (ITA 2018, q. 8) As raizes do polinémio 1+ z+ 22423+ 214+ 25+ 26 + 27,
quando representadas no plano complexo, formam os vértices de um poligono convexo
cuja area é:
Obs: Vamos resolver essa questao de duas formas diferentes, usando raizes da unidade, e
na outra solucao usando extracao de raizes n-ésimas.
As duas solugoes sao validas, porém na primeira os célculos sao reduzidos. Ja na segunda
solucao, embora seja maior e exija que aluno saiba como calcular raizes n-ésimas, é um
método natural de pensamento, fatorar e depois analisar a situacao final.
Solugao 1. Comece percebendo que

8 —1

z—1

1424224224+ 425426427 =
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com z # 1. Sabemos de raizes da unidade que z® = 1 tem como solucao os pontos que
formam um octégono regular inscrito numa circunferéncia de raio 1 e centro na origem.
Um esbogo segue na figura a seguir. Note que 1 nao faz parte da solugao do nosso polino-

mio, entao devemos desconsiderar esse vértice

Figura 38: Poligono convexo no plano complexo

A

>
Re(z)
Fonte: Autor
o : : 2, )
Primeiramente, por trigonometria, note que AB = BD = —. A &area do octégono regu-

lar ¢ igual a oito vezes a area do triangulo AACD, entao

S

122 —92v2.

Area do triangulo ACDJ = 5\/5(1 - \/75) = %(\/ﬁ— 1).

A area pedida é a subtragao da area do octoégono pela do triangulo AC'DJ:

A=28.

DN | —
N N

. 1 241
Area final = 21/2 — 5(\/5 —1)= ?)\/_TjL

Solucao 2. Note que:
l+z4+ 22+ 22+ 28+ 22+ 204+ 2T =11+ 2) + 22(1 + 2) + 24 (1 + 2) + 2°(1 + 2).
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— (1+2)1+22+ 24+ =1+ 2) 1+ 2+ 21 +2%) = 1+ 2)(1+22)(1+ 2% =0.

Entao nossas solugoes decorrem de:

l+2=0=—= 2z =—1.
1422=0= 2 = +i.
1+2'=0= 2'=—1.

Para resolver essa tltima equacao vamos usar as raizes complexas n-ésimas.

Temos que |z] =1 e § = 7. Logo as raizes complexas quartas de z sao:

_9+27r.l_9 !l 7w wl

o= ity ity

Onde [ € 0,1,2,3. Portanto as raizes quartas zg, z1, 2o € z3 sao obtidas assim:

T V2 V2.

20 = 1(003% + isenz) =5 t5t

2 = 1(0053277T + z'sen?%) = —\/75 + \/752
2y = 1(003% + isen%) = —g - %ﬁz
23 = 1(003% + isen%) = \/75 - gz

Agora resta fazer um esbogo do poligono e calcular a area de maneira semelhante a

solucao 1.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho se preocupou em ser um apoio para alunos e professores envolvidos no
vestibular do Instituto Tecnologico da Aeronautica, sejam como candidatos, docentes ou
treineiros. Desde o principio, o objetivo era separar contetidos, analisar os mais impor-
tantes pelo grau de recorréncia no vestibular, montar um pequeno compéndio com os
principais resultados e abordar as questoes dos ultimos anos da forma mais simplificada

possivel, procurando sempre manter o elo com o capitulo sobre a teoria matematica.

A matematica possui uma vastidao de contetdos e, por vezes, os alunos nao tém expe-
riéncia suficiente para filtrar o que precisa, de fato, saber para construir uma base sélida
que lhe permita resolver questoes. Por esse motivo, montamos uma tabela que constata

o que é exigido na prova de matemaética do vestibular ITA com frequéncia.

Para concluir, ressaltamos que nesse trabalho os resultados selecionados, nao com-
preendem 100% de tudo que ¢é indicado para estudar afim de fazer uma boa prova de
matemética no vestibular do ITA, de modo que outros materiais devem sim ser utilizados
como apoio. Nas referéncias bibliograficas é possivel encontrar diversos livros e sites con-
sultados para elaboracao deste trabalho, e que possuem mais informagoes, demonstracoes
aqui omitidas e contetidos mateméaticos que nao foram tratados nessa dissertacdo. E reco-
mendavel que o estudante ou professor procure alguns desses materiais para compreender

as demonstracgoes aqui omitidas e assim complementar a sua formacao.
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