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NO PROCESSO DE ENSINO E APRENDIZAGEM: Aplicagao do Software Geogebra no Es-

tudo das Fungoes Trigonométricas 2013. 69 p. Trabalho de Conclusao de Curso de Mestrado,
Universidade Federal de Goias, Goiania-GO.

Resumo

Com o intuito de melhorar o ensino e a aprendizagem dos alunos do Ensino Médio, este trabalho
faz uma aplicacao das novas tecnologias em consonancia com a interdisciplinaridade para o
ensino das Fungoes Trigonométricas, aplicando o software Geogebra na resolugao de questoes
de Matematica do dia-a-dia e em questoes de Fisica, em especifico o Movimento Harmonico
Simples. Este trabalho mostra ao professor a importancia da capacitacao docente e do uso
das novas tecnologias em sala de aula, pois nos dias de hoje onde o mercado de trabalho exige
cada vez mais a capacitacao das pessoas, para que se tenha sucesso na vida profissional. Mas
se as aulas nao forem interessantes, os alunos nao vao ter interesse em aprender, com iSso o
objetivo de ensinar nao sera alcancado. Este trabalho tem o objetivo de melhorar o ensino da
Matematica e da Fisica com o uso das novas tecnologias, este objetivo foi atingido no capitulo
4, com a aplicagao do software Geogebra na resolucao dos problemas propostos. O trabalho é
divido em quatro capitulos. No primeiro capitulo foi feito uma descricao da reforma curricular
nacional atendendo a Lei 9.394/96 e os PCNs, no segundo capitulo foi feito uma breve descri¢ao
do que é o software Geogebra e algumas de suas ferramentas, no terceiro capitulo foi definido
as Funcgoes Trigonométricas e algumas de suas propriedades e no quarto capitulo foi feito uma
aplicacao do software em trés situagoes-problemas de Matematica e de Fisica. Nestes problemas
ficou claro a importancia do uso das novas tecnologias e da interdisciplinaridade em sala de
aula e na melhoria da didatica do professor, com isso o ensino e a aprendizagem ¢é alcancada
de forma mais eficiente.

Palavras-chave: Geogebra, Ensino, Aprendizagem, Matemadtica e Fisica.
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PERSICANO, Hélio Evangelista A IMPORTANCIA DO USO DAS NOVAS TECNOLOGIAS
NO PROCESSO DE ENSINO E APRENDIZAGEM: Aplicagao do Software Geogebra no Es-

tudo das Fungoes Trigonométricas 2013. 69 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of
Goias, Goiania-GO.

Abstract

How to improve the teaching and learning of high school students, this study made an applica-
tion of new technologies in line with the teaching of interdisciplinary Trigonometric applying
the software Geogebra in resolving issues of Mathematics of the day-to-day and in matters of
physics, in particular the Simple Harmonic Motion. Soon this work shows the importance of
the teacher to teacher training and use of new technologies in the classroom, because these
days where the job market increasingly requires the empowerment of people, in order to have
success in life, but if the classes are not interesting, students will not be interested in learning,
with the goal of teaching that will not be achieved. This work aims to improve the teaching
of mathematics and physics with the use of new technologies, this objective was achieved in
Chapter 4, with the application of software Geogebra in solving the problems posed. The work
was divided into four chapters. In the first chapter is a description of the national curriculum
reform attending Law 9.394/96 and NCPs, the second chapter is a brief description of what the
software Geogebra and some of its tools, in the third chapter was defined Trigonometric and
some of their properties and the fourth chapter is a software application in three situations-
problems of Mathematics and Physics. In these problems became clear the importance of using
new technologies and interdisciplinarity in the classroom and in improving teaching the teacher,
with that teaching and learning is achieved more efficiently.

Key-words: Geogebra, Teaching, Learning, Mathematics and Physics.
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Introducao

Segundo os [7], o mundo globalizado necessita de pessoas cada vez mais capacitadas, para
desenvolver as atividades profissionais. E a educacao tem papel importante nesse processo,
pois, se nao houver ensino e aprendizagem, o individuo nao se capacitara e por isso ele estara
fora do mercado de trabalho.

Preocupado com essas mudancas e necessidades que vem ocorrendo em todo o mundo, o
governo percebeu que ja era hora de mudar o ensino. Com esse intuito, a Lei de Diretrizes
e Bases da Educagao (LDB) 9.394/96 foi criada para dar um novo suporte a educagao e em
consequéncia foram criados os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), estes com o objetivo
de reformular o ensino no Pais. A proposta dos PCNs consiste em se fazer a capacitagao do aluno
para o mundo globalizado em que se vive hoje. Para atingir este objetivo, o governo propoe
que os professores se atualizem profissionalmente, facam o uso de novas tecnologias dentro da
sala de aula, desenvolvam o processo de interdisciplinaridade entre as matérias, dentre outros
aspectos.

A fim de atender o que é proposto pelos PCNs, este trabalho mostra a aplicacao do software
Geogebra no ensino das Fungoes Trigonométricas aplicadas em situagoes-problemas do dia-a-
dia em Matematica e em Fisica, para o estudo do Movimento Harmonico Simples. A utilizacao
desse software visa demonstrar que o uso das novas tecnologias dentro da sala de aula torna
as aulas muito mais interessantes para os alunos, os contetidos ficam de melhor compreensao,
melhora-se a didatica do professor e atinge-se o principal objetivo, que é o processo de ensino
e aprendizagem. Além disso, mostra ao aluno que o conteudo estudado possui uma aplicacao
pratica e que a utilizacao deste conteiido por parte do aluno na sua vida rotineira dependera
de que atividade profissional ele vai seguir.

O objetivo geral deste trabalho é fazer pensar sobre o uso das novas tecnologias dentro da
sala de aula pelos professores, a fim de se melhorar o processo de ensino e aprendizagem.

Os objetivos especificos deste trabalho sao: utilizar o software Geogebra no ensino da Ma-
tematica e da Fisica, propiciar a interdisciplinaridade entre as matérias, inovar as aulas com o

uso de novas tecnologias, melhorar a didatica do professor e capacitar melhor o aluno para o



mercado de trabalho.

Para a realizacao deste trabalho foram feitas vérias pesquisas bibliograficas, bem como a
utilizagao da experiéncia em sala de aula por parte do autor, de colegas de trabalho e do
Mestrado.

Este trabalho é divido em quatro capitulos. O primeiro centra-se em uma discussao sobre
a pratica docente; para tanto, traz uma exposicao dos Parametros Curriculares Nacionais e da
LDB 9.304/96, no que se refere ao Ensino Médio. No segundo capitulo, é feita uma breve apre-
sentacao do software Geogebra e de alguns comandos desse software utilizados nesse trabalho.
No terceiro, ¢ realizado um estudo das Funcgoes Trigonométricas, de algumas propriedades e
teoremas, segundo [4]. E, no quarto e ltimo capitulo, é feita uma aplicagao do software Geoge-
bra na resolucao de problemas que envolvem as Funcgoes Trigonométricas, tanto na Matematica
quanto na Fisica.

Ap6s desenvolver as seis atividades, tanto na Matematica quanto na Fisica, percebe-se que
o software Geogebra ajuda muito na interpretacao dos exercicios. De uma forma geral, este
trabalho mostra que a implantacao das novas tecnologias e a interdisciplinaridade entre as
disciplinas é muito importante no ensino e na aprendizagem de qualquer disciplina. Fica claro
que as atividades desenvolvidas neste trabalho ajudam, e muito, no ensino da Matematica, em

especifico as Fungoes Trigonométricas e da Fisica no estudo do Movimento Harmonico Simples.

Hélio Evangelista Persicano

Goiania-GO, 01 de marco de 2013.



Capitulo 1

A PRATICA DOCENTE NO
CURRICULO ESCOLAR

Neste capitulo, faz-se uma exposicao de como deve ser a pratica docente dentro do curriculo

escolar, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs).

1.1 Introducao

A formacao do aluno visa a aquisicao de conhecimentos basicos, a preparacao cientifica e a
capacidade para usar as diferentes tecnologias relativas as areas de aplicacgao.

De acordo com o Ministério da Educacao, o Brasil e os demais paises da América Latina
apresentavam grande desvantagem em relagao ao nivel de conhecimento e aos indices de escola-
rizagao. Empenhado em promover um avango no nivel de ensino, o Brasil, através do Ministério
da Educacao, apresentou um projeto de reforma do Ensino Médio seguindo os passos feitos no
Ensino Fundamental.

Os fatores de maior relevancia a serem observados dentro das necessidades de mudanca
foram as diretrizes gerais e os parametros curriculares que orientam o nivel de ensino.

O fator economico da década de 80 com um importante avanco da micro-eletronica, chamado
de revolugao informatica, promoveu mudangas radicais na area do conhecimento em geral, o
que levou nas décadas seguintes a uma transformacao radical na compreensao tedrica sobre o
papel da escola, do professor como transmissor de conhecimento e do uso das novas tecnologias.
Essas alteracoes deram origem a necessidade de mudar, a fim de se melhorar o conhecimento,
a producao e as relagoes sociais de modo geral.

Segundo os [7], nas décadas de 60 e 70, considerando o nivel de desenvolvimento da industri-
alizacao na América Latina, a prioridade foi o Ensino Médio, como a formagao de especialistas

capazes de utilizar maquinarias ou dirigir processos de producao. Essa tendéncia levou o Brasil,



nos anos 70, a propor a profissionalizagao compulséria e de maneira indireta aliviava a pressao

sobre o Ensino Superior.

Jé na década de 90, o desafio era outro devido ao volume de informacgoes produzidas com as
novas tecnologias, pois naquele momento foram colocados novos parametros para a formacao

dos cidadaos, o que nao resultou em actimulo de conhecimento.

Segundo os [7](1999, p. 15),

A formagao do aluno deve ter como alvo principal a aquisicao de conhecimentos
bésicos, a preparacao cientifica e a capacidade de utilizar as diferentes tecnologias
relativas as areas de atuagao. Propoe-se, no nivel do Ensino Médio, a formagao geral,
em oposicao a formacao especifica; o desenvolvimento de capacidades de pesquisar,
buscar informacoes, analisi-las e selecioné-las; a capacidade de aprender, criar,
formular, ao invés do simples exercicio de memorizagao.

Os principios acima citados sao os que orientam a reformulacao curricular do Ensino Médio

e que estao também na Lei de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB) 9.394/96.

Quando se fala em reforma curricular, deve-se levar em conta a sociedade como um todo,
pois a mudanga do curriculo de ensino impacta de forma direta na economia e em como é

desenvolvido o sistema educacional brasileiro.

De acordo com os PCNs, no Brasil, o Ensino Médio foi o que teve a maior expansao desde
a década de 80. Nos anos de 1988 a 1997, o nimero de matriculas cresceu cerca de 90 % em

relagdo ao que se existia.

Dessa constatacao destaca-se que, apesar do alto crescimento no ntimero de matriculas,
o indice de escolarizacao da populacao entre 15 e 17 anos nao ultrapassou os 25 %, o que
continuou deixando o Brasil em uma situacao muito a quem, mesmo comparado com os paises
da América Latina, enquanto que nos paises chamados do cone sul o indice de escolarizacao

fica entre 55 % e 60 % e em outros paises chega a 70 %.

Para o Instituto Nacional de Pesquisas Educacionais (INEP), o crescimento das matriculas
no Ensino Médio no Brasil se dd devido as mudancas na sociedade e elas se concentram nas
redes publicas estaduais e no periodo noturno por alunos originarios de familias com renda de
até tres salarios minimos. Essa situacao leva a pensar, segundo o INEP, que o retorno a escola
se da devido a necessidade atual da economia, onde se é cobrada por demais a escolaridade do

individuo.



1.2 Importancia da LDB 9.394/96 na Reforma Curricu-
lar

Segundo os [7](1999, p. 18),

A reorganizagdo curricular em areas de conhecimento tem o objetivo de facilitar
o desenvolvimento dos contetidos, numa perspectiva de interdisciplinaridade e
contextualizagao, logo o Ensino Médio é a etapa final de uma educacao de carater
geral que situa o educando como sujeito produtor de conhecimento e participante do
mundo do trabalho.

A LDB 9.394/96 apud [7|tem uma importancia sem precedentes no Ensino Médio, pois
ela definiu que o Ensino Médio é Educacao Basica. Diante dessa definicao e amparada pela
constituicao de 1988, ele passou a ser obrigatério e gratuito, ou seja, o Ensino Médio passou a
ser direito de todo cidadao.

A LDB 9.394/96 apud [7] confere carater de norma legal a condi¢ao de Ensino Médio Bésico,
pelo Artigo 21, [7] (1999, p. 21)estabelece que:

Art. 21. A educagao escolar compoe-se de:

1. Educagao Baésica, formada pela educagao infantil, ensino fundamental e ensino
médio;

2. Educacgao Superior.

De acordo com o Art. 21 da LBD 9.394/96 apud [7], o Ensino Médio passou a integrar o
processo educacional que a Nagao considera como bésica para o exercicio da cidadania, porta
de acesso aos niveis mais elevados e complexos do ensino, fornecendo aos cidadaos meios para
progredir no trabalho.

A LDB 9.394/96 apud [7] considera o Ensino Médio como a etapa final da educagao bésica,
assegurando aos cidadaos a oportunidade de consolidar e aprofundar os conhecimentos do En-
sino Fundamental, o aprimoramento humano, prosseguimento de estudos, preparacao para o
trabalho etc.. Portanto, o Ensino Médio é a etapa final de uma educagao de cardter geral, que

constréi o sujeito como apto ao mercado de trabalho e produtor de conhecimento.

1.3 O Papel da Educacao na Sociedade Tecnolégica

Segundo os [7], as novas exigéncias colocadas pelo desenvolvimento tecnolégico e social so-
brepoem regras estabelecidas para uma inclusao social. Isso ocorre devido a centralidade do
conhecimento nos processos de producao e organizacao da vida em comunidade. A nova socie-

dade pautada nas novas tecnologias assegura a educagao uma autonomia ainda nao alcancada,



em decorréncia do desenvolvimento das competéncias cognitivas e culturais exigidas nessa nova
sociedade.

De acordo com Tedesco apud [7], o novo paradigma de educacao estabelece que as com-
peténcias e habilidades desejaveis ao pleno desenvolvimento humano aproximam-se das ne-
cessarias a inser¢ao no processo produtivo.

Ainda segundo esse autor, Tedesco apud [7] (1999, p. 23).

Uma circunstancia histérica inédita, na qual as capacidades para o desenvolvimento
produtivo seriam idénticas para o papel do cidadao e para o desenvolvimento
social, ou seja, admitindo tal correspondéncia entre as competéncias exigidas para
o exercicio da cidadania e para as atividades produtivas, recoloca-se o papel da
educagao como elemento de desenvolvimento social.

Deve-se lembrar que a aproximacao entre as competéncias desejaveis nao garante uma igual-
dade de oportunidades sociais, pois ainda se tera individuos excluidos. A expansao da economia
pautada em conhecimentos também nao atinge seus objetivos, por ainda continuar havendo
problemas, tais como: desemprego, pobreza, violéncia, intolerancia.

Segundo [7] (1999, p. 23).

Essa tensao, presente na sociedade tecnoldgica, pode se traduzir no ambito social pela
definicdo de quantos e quais segmentos terdo acesso a uma educagao que contribua
efetivamente para a sua incorporagao.

A sociedade tecnolégica deve considerar que o individuo tem a necessidade de desenvol-
ver as suas competéncias basicas tanto para a sua cidadania, quanto para as suas atividades
profissionais. Essas competéncias se referem a sua capacidade de abstracao, desenvolvimento
de pensamento sistémico, criatividade, curiosidade, capacidade de trabalhar em equipe, entre
outras.

A intervencao no Ensino Médio se faz necessaria, para nao deixar a escola tradicional como
objeto de simples cumprimento de passagem (transmissao) de conhecimentos e sim como um
sujeito transformador de opinides, capaz de prender o aluno em um novo mundo que esta
surgindo com as novas tecnologias, tornando-o critico, incluso na sociedade e no mercado de
trabalho.

Segundo os [7], a revolugao tecnoldgica cria novas formas de socializagao, processos de
produgao e, até mesmo, novas defini¢oes de identidade individual e coletiva. O relatério da Co-
missao Internacional sobre Educacao do século XXI, diz que entre outros caminhos a educacao e
o desenvolvimento tecnologico sao uma via que conduz a um desenvolvimento mais harmonioso,

mais auténtico, de modo a recuar a pobreza, a exclusao social, as incompreensoes e guerras.



Tal contexto busca construir uma nova organizacao curricular para o Ensino Médio em
nivel de Brasil e a cada Estado compete a adaptacao e sua implementacao, dando um novo
significado a educagao dentro do contexto da globalizacao. Com isso, tera a ruptura dos modelos
tradicionais, que levard o aluno a uma perspectiva de aprendizagem permanente e continuada,
considerando a formacao de cidadania como elemento central.

De acordo com as consideragoes feitas pela Comissao Internacional de Educacao sobre o

século XXI, dentro da LDB 9.394/96:

a) A educagao deve cumprir um triplo papel: O econémico, o cientifico e o cultural;

b) A educac@o de ser estruturada em quatro alicerces: Aprender a conhecer, aprender a
fazer, aprender a viver e aprender a ser.

¢) E o surgimento da proposta de interdisciplinaridade é para se estabelecer ligagdes de

complementaridade, convergéncia, interconexoes e passagens entre os conhecimentos.

1.4 A Reforma Curricular e a Organizacao do Ensino
Médio

O curriculo deve contemplar contetidos e estratégias de aprendizagem que capacitem o aluno
para a vida em sociedade, atividade produtiva e experiéncias subjetivas.
Pela Organizagao das Nagoes Unidas para a Educagao, a Ciéncia e a Cultura (UNESCO),

as diretrizes gerais e orientadoras da proposta curricular seguem quatro premissas:

e Aprender a conhecer: Garante o aprender a aprender e constitui o passaporte para a
educacao permanente, na medida em que fornece as bases para continuar aprendendo ao

longo da vida.

e Aprender a fazer: consiste em privilegiar a aplicacao da teoria na pratica e enriquecer a
vivéncia da ciéncia na tecnologia e destas no social; passa a ter um significado especial

no desenvolvimento da sociedade contemporanea.

e Aprender a viver: consiste em viver juntos, desenvolvendo o conhecimento do outro e
percepcao das interdependéncias, de modo a permitir a realizacao de projetos comuns ou

a gestao inteligente dos conflitos inevitaveis.



e Aprender a ser: aprender a ser e viver decorre das duas aprendizagens anteriores e deve

constituir agdes permanentes que visem a formagao do educando como pessoa e cidadao.

Diante desses principios gerais, o curriculo deve ser articulado em torno de eixos bésicos
orientadores da selecao de contetdos significativos, tendo em vista as competéncias e habilidades

que se pretende desenvolver no Ensino Médio.

1.5 A Base Nacional Comum

De acordo com a LDB 9.394/96 apud [7], a Base Nacional Comum (BNC) do Ensino Funda-
mental e Médio deve ser contemplada em cada sistema de ensino e estabelecimento escolar, por
uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura,
da economia e da clientela. Essas caracteristicas estao contempladas no Artigo 26 dessa lei.

A Base Nacional Comum nao contempla acimulo de resolucées prontas e sim operar com
algoritmos na Matematica ou na Fisica, sabendo que estes algoritmos possuem uma linguagem
adequada, uma regra definida e qual a sua real aplicagdo no dia-a-dia. A BNC traz também a
preparacao para o trabalho, a formacao geral do educando e deve assegurar que as propostas
da lei estao sendo cumpridas.

Segundo a BNC apud [7], o desenvolvimento de competéncias e habilidades basicas comuns
a todos os brasileiros é uma garantia de democratizacao e a definicao destas competéncias e
habilidades servira de parametro para a avaliacao da Educagao Bésica em nivel nacional.

O Artigo 26 da LDB 9.394/96 apud [7] (1999, p. 31) determina a obrigatoriedade nessa
BNC de:

Os estudos da Lingua Portuguesa e da Matematica, o conhecimento do mundo Fisico
e natural e da realidade social e politica, especialmente do Brasil, o ensino da arte
[...] de forma a promover o desenvolvimento cultural dos alunos, e a Educagao
Fisica, integrada a proposta pedagogica da escola.

O destaque das diretrizes curriculares e especificas do Ensino Médio pela LDB 9.394/96
visa a preocupacgao com o planejamento e o desenvolvimento do curriculo, colocando-o nao por
disciplinas estanques, mas revigorando a integragao e a articulacao dos conhecimentos, num
processo permanente de interdisciplinaridade e transdisciplinaridade.

Esse destaque estd no Artigo 36 da LDB 9.394/96 apud [7](1999, p. 31), conforme se segue:

Destacara a educacao tecnoldgica bésica, a compreensao do significado da ciéncia, das
letras e das artes; o processo histérico de transformacao da sociedade e da cultura;
a lingua portuguesa como instrumento de comunicacao, acesso ao conhecimento e
exercicio da cidadania.



A organizagao dos conhecimentos fica mais evidente quando o Artigo 36 da LDB 9.394/96
apud [7] (1999, p. 31) estabelece, em seu paragrafo 1°, as competéncias que um aluno no final

do Ensino Médio deve ter:

Os contetdos, as metodologias e as formas de avaliagao serao organizados de tal forma
que ao final do Ensino Médio o educando demonstre:

1. Dominio dos principios cientificos e tecnoldgicos que presidem a produgao mo-
derna;

2. Conhecimento das formas contemporaneas de linguagem;

3. Dominio dos conhecimentos de Filosofia e de Sociologia necessarios ao exercicio
da cidadania.
O perfil de saida do aluno do Ensino Médio estd diretamente relacionado as finalidades desse

ensino, conforme determina o Artigo 35 da Lei LDB 9.394/96 apud [7] (1999, p. 31).

O Ensino Médio, etapa final da Educacao Bésica, com duragao minima de trés anos,
tera como finalidade:

1. A consolidacao e aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no Ensino
Fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

2. A preparagao basica para o trabalho e a cidadania do educando como pes-
soa humana, incluindo a formagao ética e o desenvolvimento da autonomia
intelectual e do pensamento critico;

3. A compreensdo dos fundamentos cientificos tecnoldgicos dos processos

produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

Vale ressaltar que a Base Nacional Comum (BNC) néo constitui um travamento da capaci-

dade dos sistemas, dos estabelecimentos de ensino e do educando. Eles tém uma flexibilidade

que a lei nao s6 permite como estimula. A flexibilidade estd assegurada tanto nos contetidos

quanto na metodologia do ensino.

De forma geral, a Lei preocupa-se com a construcao de novas alternativas de ensino voltadas

a atender, de um lado, a globalizacao economica através do trabalho e, do outro lado, o sujeito
que vai se apropriar desse conhecimento.

Ressalva-se que uma base curricular nacional organizada por areas de conhecimento nao

implica na desconsideracao ou esvaziamento dos conteiidos, mas sim na selecao e integragao

dos contetdos validos, para o desenvolvimento pessoal e a participagao social do individuo na

sociedade.

1.6 As Trés Areas de Conhecimento da Lei

A reforma curricular do Ensino Médio é estabelecida em areas, uma vez que os conhecimen-

tos estao cada vez mais imbricados aos conhecedores, seja no campo técnico-cientifico, seja no
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cotidiano da vida social. A organizacao da reforma curricular foi feita em trés areas:

a) Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias: a linguagem aqui é considerada como capacidade
humana de articular os significados coletivos em sistemas arbitrarios de representacao, onde a

principal razao de qualquer ato de linguagem ¢é a producao de sentido.

b) Ciéncia da Natureza, Matemadtica e suas Tecnologias: contempla formas de apropriacao
e construcao de sistemas de pensamento mais abstratos e ressignificados, que as trate como

processo cumulativo de saber e de ruptura de consensos e pressupostos metodologicos.

c¢) Ciéncias Humanas e suas Tecnologias: deve-se desenvolver a tradugao do conhecimento
das Ciencias Humanas em consciéncias criticas e criativas, capazes de gerar respostas adequa-

das a problemas atuais e a situacoes novas; ressalta-se que a Filosofia esta nesta area também.

Segundo os [7], a interdisciplinaridade e contextualizacdo dos contetidos dentro das trés
areas se dao através da compreensao da concepcao transdisciplinar e matricial da Filosofia, das
ciéncias naturais e humanas, lembrando que as tecnologias contribuem gradativamente para o

conhecimento escolar.

De acordo com [7](1999, p. 33).

A producdo contemporanea é essencialmente simbdlica; o convivio social requer
o dominio das linguagens como instrumentos de comunicagao e negociacao de sentidos.

Segundo [6], para completar as mudangas curriculares do Ensino Médio, foi estabelecida a es-
trutura de novas habilidades e competéncias, a fim de atender a nova sociedade. Abaixo, seguem

as competéncias e habilidades sugeridas pela Resolucao do Conselho Nacional de Educacao

(CNE, 1998):

Para [6] apud (PCNEM, pp. 12-13).

Representagao e comunicagao: Desenvolver a capacidade de comunicacao.
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e Ler e interpretar textos de interesse cientifico e tecnolégico.
e Exprimir-se oralmente com correcao e clareza, usando a terminologia correta.

e Interpretar e utilizar diferentes formas de representacdo (tabelas, gréficos, ex-
pressoes, icones...).

e Utilizar as tecnologias basicas de redagao e informagao, como computadores.

e Identificar variaveis relevantes e selecionar os procedimentos necessarios para
a produgao, andlise e interpretacao de resultados de processos e experimentos
cientificos e tecnoldgicos.

e Identificar, representar e utilizar o conhecimento geométrico para aper-
feicoamento da leitura, da compreensao e da agao sobre a realidade.

e Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de varidveis, repre-
sentados em graficos, diagramas ou expressoes algébricas, realizando previsao
de tendéncias, extrapolacoes, interpolagoes e interpretagoes.

e Analisar qualitativamente dados quantitativos representados grafica ou alge-
bricamente relacionados a contextos sécio-econdémicos, cientificos ou cotidianos.

Investigacao e compreensao: Desenvolver a capacidade de questionar processos naturais
e tecnoldgicos, identificando regularidades, apresentando interpretacoes e prevendo evolugoes.

Desenvolver o raciocinio e a capacidade de aprender.

e Formular questoes a partir de situagoes reais e compreender aquelas ja enun-
ciadas.

e Desenvolver modelos explicativos para sistemas tecnoldgicos e naturais.
e Utilizar instrumentos de medicao e de calculo.

e Procurar e sistematizar informacgoes relevantes para a compreensao da situagao-
problema.

e Formular hipdteses e prever resultados.
e Elaborar estratégias de enfrentamento das questoes.
e Interpretar e criticar resultados a partir de experimentos e demonstragoes.

e Articular o conhecimento cientifico e tecnolégico numa perspectiva interdisci-
plinar.

e Entender e aplicar métodos e procedimentos préprios das Ciéncias Naturais.

e Compreender o carater aleatorio e nao deterministico dos fenémenos naturais
e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinagao de
amostras e cagulo de probabilidades.

e Fazer uso dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia para explicar
o mundo natural e para planejar, executar e avaliar intervengoes praticas.

e Aplicar as tecnologias associadas as Ciéncias Naturais na escola, no trabalho
e em outros contextos relevantes para sua vida.

Contextualizacao sécio-cultural: Compreender e utilizar a ciéncia como elemento de inter-

pretacao e intervencao, e a tecnologia como conhecimento sistemético de sentido pratico.
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e Utilizar elementos e conhecimentos cientificos e tecnoldgicos para diagnosticar
e equacionar questoes sociais e ambientais.

e Associar conhecimentos e métodos cientificos com a tecnologia do sistema pro-
dutivo e dos servigos.

e Reconhecer o sentido histérico da ciéncia e da tecnologia, percebendo seu papel
na vida humana em diferentes épocas e na capacidade humana de transformar
0 meio.

e Compreender as ciéncias como construgbes humanas, entendendo como elas
se desenvolveram por acumulacao, continuidade ou ruptura de paradigmas,
relacionando o desenvolvimento cientifico com a transformacao da sociedade.

e Entender a relacao entre o desenvolvimento de Ciéncias Naturais e o desenvol-
vimento tecnolégico e associar as diferentes tecnologias aos problemas que se
propuser e se propoe solucionar.

e Entender o impacto das tecnologias associadas as Ciéncias Naturais, na sua
vida pessoal, nos processos de produgao, no desenvolvimento do conhecimento
e na vida social

De acordo com [6], a estruturagao das habilidades e competéncias sao referenciais tedricos
para uma readequagao de toda organizacao curricular discutida, pois o conhecimento especifico

e as competéncias gerais devem sempre se correlacionar.

1.7 Interdisciplinaridade

Quando se fala em interdisciplinaridade, fala-se no ensino de uma disciplina ou area do saber
envolvendo o contetido de outras, esse envolvimento se dd a fim de homogeneizar a educacao
como um todo, essa relacao vem em resposta a uma reivindicagao do Estado, na medida em
que os grandes problemas da educacao e nao poderiam ser resolvidos por uma unica disciplina

ou area do saber.

No final da década de 60, a interdisciplinaridade chega ao Brasil e logo exerce uma influéncia
na elaboracao da Lei de Diretrizes e Bases 5.692/71. Desde entao, sua presenga no cenério edu-
cacional brasileiro tem se intensificado e, recentemente, mais ainda, com a nova LDB 9.394/96

e com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs).

Além de sua forte influéncia na legislacao e nas propostas curriculares, a interdisciplinaridade
ganhou forca nas escolas, principalmente no discurso e na pratica de professores dos diversos

niveis de ensino.

Apesar disso, estudos tém revelado que a interdisciplinaridade ainda é pouco conhecida.
E é com o objetivo de contribuir para o entendimento desse tema que apresentaremos uma

aplicacao das Fungoes Trigonométricas na Matemaética e na Fisica.
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1.8 O Ensino da Matematica de Acordo com os Parametros
Curriculares Nacionais

A Matematica dentro do ensino bésico goza de certos privilégios, devido a sua importancia

como ciéncia exata e importancia na vida dos individuos como um todo.

Segundo os [8] (1999, p. 9) a Matematica se dd da seguinte forma nesse nivel de ensino:

No Ensino Médio, quando nas ciéncias torna-se essencial uma construgao abstrata
mais elaborada, os instrumentos matematicos sdo especialmente importantes. Mas
nao é s6 nesse sentido que a Matematica é fundamental. Possivelmente, nao
existe nenhuma atividade da vida contemporénea, da musica & informaética, do
comércio a meteorologia, da medicina & cartografia, das engenharias as comunicagoes,
em que a Mateméatica ndo compareca de maneira insubstituivel para codificar,
ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensoes,
freqiiéncias e quantas outras varidveis houver. A Matematica, ciéncia, com seus
processos de construcao e validagao de conceitos e argumentos e os procedimentos
de generalizar, relacionar e concluir, que lhe sao caracteristicos, permite estabelecer
relacoes e interpretar fenomenos e informacoes. As formas de pensar dessa ciéncia
possibilitam ir além da descricao da realidade e da elaboracao de modelos.

Conforme [6], existe uma necessidade de conexao dos contetidos a serem ministrados, de
modo que o raciocinio ocorra de forma coordenada e permita ao aluno uma construcao abs-
trata matematica, sem se preocupar apenas com a decoragao de algoritmos e sim com o real
conhecimento e a aplicacao desse conhecimento. Com isso, o aluno adéqua elementos a Ma-
tematica, a fim de ter motivacao para aprender e estruturar seu pensamento, bem como seu

raciocinio dedutivo.

Ainda por [6], a Matematica deve ser vista como uma ferramenta para enfrentar diversos
problemas, como um sistema de codigos e regras, permitindo a modelagem da realidade com o
intuito de melhorar a condicao humana, sem perder as estruturas especificas que a Matematica

possui.

Ao envolver a Matemadatica na resolucao de problemas, o aluno desenvolve a capacidade
de abstrair uma ideia, investigar e analisar um contexto, a fim de definir conexdes entre eles.
Assim, o aluno aprende a aprender e passa a ter autonomia e capacidade de pesquisa, para
confiar no seu proprio conhecimento. Nessa linha de raciocinio, este trabalho deseja mostrar
ao aluno e ao professor a importancia que a Matematica tem dentro de todas as areas do

conhecimento.

Segundo os [8] (1999, p. 42), as finalidades da Matemética para esse nivel é levar o aluno a:
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e Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemaéticas que per-
mitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica
geral;

e Aplicar seus conhecimentos matemaéticos a situagoes diversas, utilizando-os na
interpretagao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

e Analisar e valorizar informagoes provenientes de diferentes fontes, utilizando
ferramentas matemaéticas para formar uma opiniao propria que lhe permita
expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras areas do
conhecimento e da atualidade;

e Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolugao de problemas, de comu-
nicagao, bem como o espirito critico e criativo;

e Utilizar com confianca procedimentos de resolucao de problemas para desen-
volver a compreensao dos conceitos matmaticos;

o Estabelecer conexodes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e
o conhecimento de outras dreas do curriculo;

e Reconhecer representagoes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando
procedimentos associados as diferentes representagoes;

e Promover a realizagao pessoal mediante o sentimento de segurancga em relacao
as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia
€ cooperacgao;

e Expressar-se oral, escrita e graficamente em situacoes matemaéticas e valorizar
a precisao da linguagem e as demonstragoes em Matematica.

De acordo com [6], além de todas essas exigéncias, é preciso explorar atividades de fixacao,
pois a repeticao também desenvolve o cognitivo do aluno. Tais atividades devem estar associa-
das a criatividade das metodologias de ensino elaboradas ou escolhidas pelo professor em seus

planos de aula.

1.9 Processo de Ensino e Aprendizagem

Segundo [6], o professor é o responsavel por levar as propostas da educagio para a sala de
aula. Diversas pesquisam mostram que a formagao de professores, mesmo que seja em qualquer
area, nao acompanha as necessidades da populacao. Com o intuito de modificar esse quadro, o
uso das novas tecnologias vem de encontro a essa falta ou a necessidade que a populagao tem
de se capacitar. E o professor e a escola devem ser os responsaveis por isso.

De acordo com as pesquisas de Shulman apud [6], a formacao docente estd voltada para a
sala de aula, a organizacao de atividades, os planejamentos de tempos e turnos, a estruturacao
de tarefas, o comportamento do professor em sala, o planejamento de atividades e o julgamento
do entendimento dos alunos. Com isso, o ponto essencial, que nao é abordado, é a auséncia de
foco na matéria a ser ensinada. Tal situacao se da pelo fato de que o contetido a ser ministrado
nao estd sendo levado em consideracao. E o que se deve saber é como essa matéria pode ser

ensinada a partir do conhecimento do professor.
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Shulman apud [6](2010, p. 27) explica que:

Formuladores de politicas educacionais de ensino deixam de compreender que existe
uma inevitavel restricao em qualquer peca de pesquisa em qualquer disciplina. Para
conduzir uma pega de pesquisa, estudiosos tém que estreitar a abrangéncia, colocar
em foco suas visoes, e formular uma questao bem menos complexa do que a forma
em que o mundo se apresenta na pratica. ...Nessa necessaria simplificacao das
complexidades do ensino em sala de aula, investigadores tém ignorado um aspecto
central: o assunto a ser ensinado.

Esse autor afirma que a primeira base do conhecimento é o conhecimento do contetudo a ser
ensinado e o professor é o responsavel por isso, sabendo ainda a forma com que o aluno vera
e entenderd os contetidos ministrados. O conhecimento do contetido refere-se ao montante e a
organizagao do conhecimento na mente do professor.

Segundo Shulman apud [6](2010, p. 27).

Pensar adequadamente no conhecimento do conteido requer ir além do conhecimento
dos fatos ou conceitos de um dominio. Requer entender as estruturas dos assuntos,
que incluem estruturas substantivas e estruturas sintaticas. As estruturas substan-
tivas constituem a variedade de modos em que os conceitos e principios basicos da
disciplina sao organizados. As estruturas sintaticas constituem o conjunto de modos
pelos quais veracidade ou falsidade sao estabelecidas.

Segundo Shulman apud [6], um segundo tipo de conhecimento é o conhecimento pedagdgico
do conteudo, que vé o conteudo ensinado como o conhecimento além da matéria ensinada e
refere-se aos modos de representacao e formulacao dos contetidos que sao compreendidos pelos
alunos.

Devido a diversidade dos seres humanos, nao hé apenas uma forma de representagao e
formulacao dos conteidos a serem ensinados, pois eles dependem de varios fatores, tais como:
contexto social do aluno, formagao prévia, recursos instrucionais e institucionais disponiveis etc..
Assim, o professor deve-se munir de instrumental alternativo de representacao e formulacao dos
contetidos a serem ensinados.

Ve, nesse capitulo, a importancia da selecao dos conteidos a serem ministrados, a im-
portancia de sua organizacao didatico-pedagogica, o papel da Matemaética e a pratica docente.

No capitulo seguinte, veremos como o software Geogebra funciona e sua relevancia nesse tra-

balho.



Capitulo 2

O GEOGEBRA

Neste capitulo, faz-se uma breve apresentacao do software Geogebra e das ferramentas que

usamos nesse trabalho.

2.1 Geogebra

O software Geogebra é um software livre, de Geometria Dinamica, criado em 2001, na Uni-
versidade Americana Flérida Atlantic University, por Markus Hohenwarter, para ser utilizado
em sala de aula. E escrito em Java e por isso pode ser utilizado em varias plataformas. Observa-
se que esse software apresenta continua atualizacao. Neste trabalho, utilizamos a versao 4.2,
baixada em abril de 2012.

A caracteristica mais acentuada do Geogebra é a de manipular objetos, permitindo o mo-
vimento quase continuo deste, além de permitir que os vinculos estabelecidos inicialmente na
sua construcao sejam mantidos.

Como a Geometria Tradicional dispoe apenas de quadro, giz, régua e compasso, a inter-
pretacao das figuras fica prejudicada por parte do aluno, pois nao se consegue movimenta-las.
Com o Geogebra, as aulas de Geometria tornam-se mais interessantes, dinamicas. A partir do
movimento das figuras pelo Geogebra a abstracao por parte dos alunos passa a ser muito maior.

Nesse trabalho, é feita uma aplicacao do software Geogebra, no estudo das Fungoes Trigo-
nométricas, da Fisica e da propria Matematica, a fim de mostrar ao aluno a importancia das
duas disciplinas no seu dia-a-dia e para que o mesmo nao fique com perguntas como: Para que
serve isso? Ou, onde eu vou usar isso?.

Com o Geogebra, é possivel construir pontos, vetores, graficos de fungoes, conicas, dentre
uma série de objetos e pode-se alterar todos esses objetos dinamicamente apds a construgao
feita. Assim, o Geogebra é capaz de lidar com variaveis para numeros, vetores e pontos,

derivar e integrar funcoes e ainda oferecer comandos para encontrar raizes e pontos extremos
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de uma funcao. Essas funcionalidades fazem do Geogebra um programa que utiliza ferramentas
tradicionais da Geometria Tradicional com outras aplicadas a Algebra e ao Célculo, trazendo
ao aluno duas representacoes distintas de um mesmo objeto, a representacao geométrica e a
algébrica.

Na Figura 2.1, a seguir, tem-se uma interface do Geogebra pronta para receber qualquer

£7 GeoGebra [E=TE
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgdes Femamentas Janela Ajuda |
A ERlil PRl Wover
J ///v ) @v /) L] AECV "Pv Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) 2
Janela de Algebra (B0 [Janela de Visualizagio EEE

[| Obietos Livres 3
| Objetos Dependentes

5

11 (004, 1.28)

Entrada: <]

Figura 2.1: Interface do Geogebra
Fonte: Autor

2.2 Ferramentas do Geogebra

Na sequéncia, fazemos uma breve descricao das ferramentas do Geogebra utilizadas neste
trabalho. A escolha dos aplicativos do Geogebra descritos no trabalho segue a necessidade deles
na resolucao e demonstracao dos resultados, que serao propostos no capitulo 4. Subentende-se
com isso a nao necessidade de se colocar mais aplicativos ou todos. Caso o professor ou o aluno
tenha interesse em estudar o software todo, basta acessar o site www.geogebra.org e baixa-lo,

assim como o seu tutorial de instrucao.

2.2.1 Alterar Valores

Os objetos livres podem ser alterados diretamente, mas os objetos dependentes nao. Para

manipular o valor de um objeto, reescreva-o, inserindo o novo valor no campo de entrada.

Exemplo: Se desejar alterar o valor de um existente niimero a = 3, escreva a = 5 no campo

de entrada e pressione a tecla enter.
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Nota: Alternativamente, isto pode ser feito na janela de algebra, escolhendo Redefinir no
menu de Contexto ou fazendo um duplo clique sobre o objeto com o modo mover.
2.2.2 Animacao

Para fazer variar um nimero ou um angulo de forma continua, selecione o modo mover.
Entao, clique sobre o nimero ou angulo e pressione as teclas - ou +. Mantendo uma destas

teclas pressionada permite-lhe realizar animacoes.

Exemplo: Se as coordenadas de um ponto dependem de um nimero k como em P(2k, k),
o ponto P move-se ao longo de uma reta quando k varia continuamente. Com as teclas de

movimento (setas), pode-se mover qualquer objeto livre com o modo mover.

Nota: Pode-se ajustar o incremento (ou passo) usando o Didlogo de Propriedades desse

objeto.

Atalhos:
e Ctrl 4 seta define um passo de 10 unidades (lento);
e Alt + seta define um passo de 100 unidades (rapido).

Nota: Um ponto numa reta também pode ser movido ao longo dessa reta usando as teclas

+ ou -.

2.2.3 Entrada Direta

O Geogebra pode tratar niumeros, angulos, pontos, vetores, segmentos, retas, conicas,
fungoes e curvas paramétricas. Vamos, agora, explicar como ¢é que tais objetos podem ser

introduzidos através de coordenadas ou de equacoes no campo de entrada.

Nota: Também se pode usar indices nos nomes dos objetos; por exemplo, A; ou Syp escreve-

se A; ou Syp.
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2.2.4 Numeros e Angulos

Com nimeros e angulos, use o simbolo (.) como ponto decimal.
Exemplo: Obtém-se um nimero r introduzindo r = 5, 32.

Nota: Também se pode usar a constante 7 e o nimero de Neper (e), em expressoes ou em
calculos, selecionando-os no menu situado logo a direita do campo de entrada. Os angulos sao
inseridos em graus ou em radianos. A constante 7 é ttil para valores em radianos. Tanto se
pode escrever m como pi.

s

Exemplo: Um angulo a pode ser expresso em graus a = 60° ou em radianos o =

w

Nota: O Geogebra realiza todos os cdlculos internos em radianos; o simbolo (°) representa

T

150> utilizada para converter graus em radianos.

apenas o valor da constante

2.2.5 Seletores e Teclas de Movimento

Os ntimeros e os angulos livres podem ser representados como seletores na zona grafica
(veja o modo Seletor). Através das teclas de movimento (setas), pode-se alterar esses nimeros

e angulos também na janela de dlgebra (veja Animagao).

2.2.6 Limites de Intervalo

Os numeros e os angulos livres podem ser limitados a um intervalo [minimo, méximo]. Tal
intervalo também ¢é usado para seletores. Para cada angulo dependente pode-se especificar se

ele é um angulo reflexo (ou reentrante).

2.2.7 Pontos e Vetores

Pontos e vetores podem ser expressos em coordenadas cartesianas ou polares.

Nota: Letras maitusculas denotam pontos, ao passo que as mintsculas denotam vetores.
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Exemplos:

Para inserir um ponto P ou um vetor v em coordenadas cartesianas escreva P(1,0) ou
v(0,5).

Se desejar exprimir P e v em coordenadas polares, entao escreva P(1,0) ou v(5,90).

2.2.8 Reta

Uma reta ¢é inserida como equacgao linear em z e y ou na forma paramétrica. Tanto num

caso como no outro podem ser usadas variaveis pré-definidas (ntimeros, pontos, vetores, etc.).

Nota: Pode-se inserir o nome de uma reta no inicio da entrada, seguido por dois pontos (:).

Exemplos:

a) Escreva 3x 4+ 4y = 2 para inserir a reta g como equagao linear.

b) Defina um parametro ¢, t = 3 antes de inserir g na forma paramétrica e escreva X (—5,5)+
t(4,-3).

¢) Primeiro defina os parametros m = 2 e b = —1. Entao pode inserir a equagao y = mx +b

para obter g na forma reduzida.

2.2.9 FEixo X e EixoY

Os dois eixos coordenados podem ser usados como comandos através dos nomes Eixo X e

Eixo Y.

Exemplo: O comando Perpendicular [A,EixoX] constréi a reta perpendicular ao eixo = pas-

sando por um dado ponto A.

2.2.10 Funcao de x

Para inserir uma fun¢ao pode-se usar também varidveis pré-definidas (nimeros, pontos,

vetores, etc.) e fungoes internas.

Exemplos:

a) Funcao f(x) = 322



b) Funcao g(z) = tan(f(z)).

c¢) Fungao interna: sen(3z) + tan(x).
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Todas as fungoes internas (sen, cos, tan, etc.) sao descritas na seccao relativa as operagoes

aritméticas.

2.3 Operacoes Aritméticas

Para inserir nimeros, coordenadas ou equagoes, deve-se usar expressoes aritméticas com

parenteses.

As seguintes operacoes, descritas na Figura 2.2, podem ser realizadas no Geogebra:

OPERACAO INSERIR
Adicio +
Subtragio -
Multiplicaco ou Produto Escalar *
Divisdo
Exponenciacio * ou 2
DParéntese ()
Abscissa x()
Ordenada v()
Cosseno cos ()
Seno sen ()
Tangente tan ()
Maior intefro menor ou igual floor ()
Menor inteiro maior ou igual cei ()

Figura 2.2: Operacoes Aritméticas
Fonte: Manual do Geogebra

Vale lembrar que o Geogebra possui muito mais comandos, aplicagcoes e relagoes, mas como

o objetivo deste trabalho é utilizar apenas a parte desse software relacionada as fungoes, entao

se restringe a descricao somente ao que se faz necessério.

No préximo capitulo, sera apresentada a definicao das Funcoes Trigonométricas e alguns de

seus teoremas, a fim de se fazer uma integragao dos capitulos 2 e 3, no capitulo 4, através de

problemas propostos.



Capitulo 3

Funcoes Trigonométricas

Neste capitulo, é definido o conceito, segundo [4], das Fun¢ées Trigonométricas, alguns de

seus Teoremas e suas Demonstracoes.

3.1 Introducao

Como este trabalho fara, no capitulo 4, uma aplicacao das Funcgoes Trigonométricas, esse
capitulo 3 é dedicado a um estudo das mesmas. Trabalhar-se & com situacgoes-problemas da
Fisica e da Matematica, a fim de mostrar ao aluno a importancia da Trigonometria em seu
dia-a-dia, podendo responder lhe a varias dividas, bom como mostrar ao professor uma forma
de usar as novas tecnologias para melhorar as suas aulas e como consequéncia o ensino e a
aprendizagem.

Vale lembrar que este trabalho parte do principio de que outros conteiidos que antevéem
as Funcoes Trigonométricas ja tenham sido estudados pelos alunos e que conteidos posteriores
serao também trabalhados. O conteido a ser abordado aqui utilizara de seis aulas do Ensino
Médio. Fazendo a interdisciplinaridade entre a Fisica e a Matemaética, o contetido todo utilizara

em torno de dez aulas.

3.2 Funcoes Trigonométricas: Introducao

Segundo [4], as Fun¢oes Trigonométricas constituem um tema importante na Matemaética,
tanto por suas aplicagoes (que vao desde as mais elementares, no dia-a-dia, até as mais com-
plexas, na Ciéncia e na alta Tecnologia) como pelo papel central que desempenham na Anélise.

O estudo da Trigonometria teve seu inicio na Antiguidade, quando se admitia que os planetas
descreviam orbitas circulares ao redor da Terra, momento no qual surge a relacao entre o
comprimento da corda de uma circunferéncia com angulo central por ela submetido. Sendo ¢ o

&

comprimento da corda, o é o angulo e r o raio da circunferéncia, tém-se que ¢ = 2.r.seng
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De acordo com [4], a proposta inicial da Trigonometria era determinar os seis elementos
que compoem um triangulo retangulo e, posteriormente, o estudo do Calculo Infinitesimal até a
Anadlise Matematica. Surge entao a necessidade de atribuir as nogoes de seno, cosseno, tangente,
cotangente, secante, cossecante o status de funcao real de uma variavel real.

Assim, ao lado de cos A, o cosseno do angulo A, tem-se também cos x, o cosseno do niimero
real x, isto é, a funcao cos : R — R. De maneira analoga, as fungoes sen, tg, cotg, sec e cossec
completam as Funcgoes Trigonométricas.

Segundo [4], uma propriedade fundamental das Fungoes Trigonométricas é que elas sao
periddicas, o que torna a sua adaptacao para descrever os fenomenos de natureza periddica,
oscilatéria ou vibratéria, como, por exemplo, o movimento de planetas, som, corrente elétrica
alternada, circulagao do sangue, batimentos cardiacos, entre outros.

Dado um triangulo retangulo qualquer, de hipotenusa a e angulos agudos B e C, opostos

respectivamente aos catetos b e ¢, temos as seguintes definigoes:

__ ¢ __ catetoadjacente
cos B = a ~ hipotenusa
tet 14 . ’
senB = b = €alcloonosto - e ypaneira andloga, senC = € e cos C' = 2.
a hipotenusa ’ a a

Logo cos B = senC' = £ e senB = cos C' = g.

A Figura 3.1, abaixo, mostra o triangulo retangulo ABC"

Figura 3.1: Triangulo Retangulo ABC'
Fonte: Lima, 2006.

Para [4], as relagdes de seno e cosseno obtidas no triangulo da Figura 3.1 servem para
qualquer angulo agudo, pois todo angulo agudo é um dos angulos de um triangulo retangulo.
Observa-se que cos B e senB dependem apenas do angulo B e nao do tamanho do lado do

triangulo retangulo do qual B é um dos angulos agudos. Logo, qualquer dois triangulos
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retangulos que tenham um mesmo angulo agudo sao semelhantes, pois o seno e o cosseno
pertencem ao angulo e nao ao triangulo.

[4] afirma que a base de sustentagdo da Trigonometria se dd pela semelhanca de dois
triangulos retangulos. Diante desse fato, a determinacao da medida dos catetos b e ¢ de um
triangulo retangulo qualquer fica facil, se for dado um angulo agudo e a medida da hipotenusa.
Ressalta-se que o Teorema de Pitdgoras também é fundamental para essa determinacao e a
construcao de uma tabela com todos os valores de seno ou cosseno desse angulo agudo.

Vale lembrar que num triangulo ABC qualquer, a altura h, pelo vértice C relativa ao
lado AB ¢é obtida pela expressao h = BC.senB. Esta relacao simples mostra a eficiéncia da
Trigonometria como instrumento de calculo na Geometria, permitindo relacionar angulos com
comprimentos de segmentos.

Veja na Figura 3.2 a relagao da altura h em fungao de senB:

C

B

Figura 3.2: Triangulo ABC
Fonte: Lima, 2006.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras a® = b* + 2, em um triangulo retangulo ABC da Figura
3.1, com AB = ¢, AC'=0be BC = a, temos diretamente que:

(cos B)? + (senB)?* = Z—z + 2_2 — bQGLQCQ — Z_z — 1

Daf surge a relacao fundamental (cos)?(B) + (sen)*(B) = 1 e que o seno e o cosseno de

angulo agudo sao nimeros compreendidos entre 0 e 1, entao 0 < sin <1 e 0 < cos < 1.

3.3 A Funcao de Euler e a Medida de Angulos

Segunda [4], a relagao fundamental (cos)?(B) + (sen)?(B) = 1 sugere que, todo angulo «,
os nimeros cos a e sena sao as coordenadas de um ponto P = (z,y) de uma circunferéncia de

raio 1 com centro na origem O = (0,0). Logo P = (cos «, sena).
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Indica como C' a notacao dessa circunferéncia, que serd chamada de circunferéncia unitaria,

ou circulo unitério, a equacao de C' é x? +y* = 1.

A Figura 3.3 mostra a circunferéncia C":

Figura 3.3: Circunferéncia C'
Fonte: Lima, 2006.

Como o raio de C' é unitério, tem-se entao que para todo ponto P = (z,y), com P € C,
-1 <r<le-1<y<1.

Para se definir as funcoes cos e sen, ambas de R — R, deve-se associar a ntmero real ¢,
um angulo e considerar o cosseno e o seno daquele angulo, onde ¢ é a medida do angulo, este
angulo pode ser medido em graus ou em radianos.

De acordo com [4], para definir as Fungdes Trigonométricas, o ponto de partida é a funcado
de Euler £ : R — C, que para cada numero real t o ponto E(t) = (z,y) da circunferéncia

unitaria é obtido do seguinte modo:

E(0) = (1,0).

Se t > 0, percorre-se sobre C, a partir do ponto (1,0), um caminho de comprimento ¢, no
sentido positivo até o ponto (0, 1). Dai o ponto final do caminho sera chamado de E(t).

Se t < 0, E(t) sera a extremidade sobre C', de comprimento |¢|, que parte do ponto (1,0) e

que percorre C' no sentido negativo.

Logo, a funcao de Euler £ : R — C pode ser imaginada como processo de enrolar a reta,
identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C, de modo que o ponto 0 € R caia
sobre o ponto (1,0) € C.

De acordo com [4], o ponto t descreve na reta um intervalo de comprimento L. Logo, a
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sua imagem FE(t) percorre sobre a circunferéncia C' um arco de igual comprimento L e tem
comprimento igual a 27. Entao, para todo ¢t € R, tem-se E(t + 2m) = E(t), para todo k € Z e
teR.

A Figura 3.4 mostra a circunferéncia C' na fun¢ao de Euler:

- ,o
N

Figura 3.4: Circunferéncia C'
Fonte: Lima, 2006.

Para [4](2006, p. 219),

Reciprocamente, t < t' em R sao tais que E(t) = E(t'). Isto significa que, quando
um ponto s da reta varia de ¢t a ' sua imagem E(s) se desloca sobre C, no sentido
positivo, partindo de E(t), dando um nimero inteiro k de voltas e retornando ao
ponto de partida E(#') = FE(t). A distancia total percorrida é igual a 2km, logo
t' = t + 2km, pois o comprimento do caminho percorrido por E(s) é, por definicao,
igual & distancia percorrida por s sobre a reta R. Resumindo: tem-se E(t') = E(t)
se, e somente se, t' =t 4 2km, com k € Z. (Quando t' > t, vale k € N; quando ' < t
tem-se k < 0).

Se A= (1,0) e O = (0,0), entao para cada t € R, temos B = E(t). Neste caso que o angulo

AOB mede t radianos, a Figura 3.5 mostra a representacao de B e de t.

Y
C B=E(t) E -t
T~
t
0[~05 0
20, A X
E(-O,S) T '0?5

Figura 3.5: Circunferéncia C'
Fonte: Lima, 2006.
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[4] faz algumas observagdes:

e Se B = FE(t) comt < 0, entao esta forma de medida é orientada, o que permite um angulo

ter medida negativa.

e A medida do angulo AOB é determinada por um multiplo inteiro de 27, pois se B = E(t),
entdo B = E(t + 2k7) para todo k € Z. De modo geral B = E(t) entdao B = E(t — 2m)
pois ha dois arcos que vao de A = (0,1) até B, um de comprimento |t| e outro de com-

primento |t — 2m|.

A Figura 3.6 mostra o comprimento do arco |t| e |t — 27|:

Y
C B=E(t) E -t
A/-'___-\‘
t
- L0
o055 A X
E(-0,5) 1+-05

Figura 3.6: Circunferéncia C'
Fonte: Lima, 2006.

e O angulo AOB mede 1 radiano se, e somente se, o arco AB da circunferéncia C, tiver
comprimento igual a 1, ou seja, igual ao raio da circunferéncia. Mas numa circunferéncia
de raio r, a medida de um angulo central em radianos é igual a %, onde L é o comprimento

do arco por esse angulo.

e Sendo S a area do setor circular AOB da circunferéncia de raio r, entao a medida do

angulo AOB em radianos também pode ser expressa por 21%.

A area S do setor circular AOB ¢é uma fungao crescente do comprimento L do arco AB.
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A Figura 3.7 mostra que o arco AB’ tem o comprimento n vezes maior do que o arco AB,

onde n € N, entao a drea do setor AOB’ é igual a n vezes a drea do setor AOB.

A Figura 3.7 mostra a relacao do comprimento do arco AB e do arco AB:

v
Bf
B
0 A %
AB=3.AB

Figura 3.7: Circunferéncia C'
Fonte: Lima, 2006.

Pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, a area S é uma funcao linear do com-

primento L, logo S = cL, onde ¢ é uma constante. Se o comprimento do arco for méximo, entao:
L=2rreS =r?nm, logo r’r = c2rrm, daf ¢ = 5

Portanto, a drea S do setor AOB se relaciona com o comprimento L do arco AB pela
igualdade S = % Segue-se entao que: % = i—g

Se % ¢ a medida do angulo AOB em radianos, conclui-se entao que esta medida também
vale 3—?, onde S é drea do setor AOB e r é o raio da circunferéncia C'.

Para [4], pode-se definir a fungao G : R — C pondo G(0) = (1,0) e estipulando para u > 0 e
G(u), seja o ponto da circunferéncia unitéria obtida a partir do ponto (1,0) quando se percorre,
ao longo de C, no sentido positivo, um caminho de comprimento %S e para u < 0, G(u) serd
definido de forma andloga, com o percurso no sentido negativo de C.

Segundo [4], a fun¢do G : R — C tem as mesmas propriedades de E, logo G(t) = E(34)
para todot € R. Se A= (1,0),0=(0,0) e B = G(u), entdo o angulo AOB mede u graus. O
angulo AOB mede 1° quando B = G(1), ou seja, quando o arco AB tem comprimento igual a
2

50+ Dal lgrau = 1° e lradiano = lrad, como a circunferéncia inteira tem 27 radianos e 360

graus, entao 2(m)rad = 360°, ou seja, 1rad = (32)° = 57,3° e 180° = (m)rad, 90° = Zrad, etc..
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A Figura 3.8, abaixo, deixa claro que se: E(t) = (z,y), entdo E(t + 7) = (—=z,—vy),
Et+73)=(~y ), E(~t) = (v,y), E(-t+ %) = (y,2) e E(—t +7) = (—x,y). Estas relacoes
exprimem algumas simetrias da funcao de Euler £ : R — C, que se traduzem em propriedades

das funcoes seno e cosseno, como sera visto a seguir.

Figura 3.8: Relagao de E(t)
Fonte: Lima, 2006.

3.4 Funcoes Trigonométricas

Segundo [4], as fungoes cos : R — R e sen : R — R sao definidas pondo-se para cada t € R:
E(t) = (cost, sent), ou seja, x = cost e y = sent sdo respectivamente a abscissa e a ordenada
do ponto E(t) da circunferéncia unitdria C. Logo, a relagio fundamental (cost)? + (sent)? = 1,
para todo ¢t € R ¢é valida pela definicao acima.

As fungoes seno e cosseno sao periddicas, pois existe um nimero 7" # 0, tal que f(t+T) =
f(t) para todo t € R, entao f(t+ kT) = f(t) para todo t € R e todo k € Z. As fungbes seno e

cosseno tém periodo 27.
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A funcdo cosseno é uma funcdo par, pois cos(—t) = cos(t) e a fungao seno é uma funcao
impar, dado que sen(—t) = —sen(t), para todo t € R. Logo, para todo t € R, tem-se que
E(t) = (cost, sent), E(—t) = (cos(—t), sen(—t)). Isto significa que valem as seguintes relagoes:

e cos(t+m) = cost e sen(t + m) = —sent;

o cos(t + %) = —sent e sen(t + §) = cost;

e cos(5 —t) = sent e sen(§ —t) = cost;

e cos(m —t) = —cost e sen(m —t) = sent.

As Figuras 3.9 e 3.10 mostram os graficos de f(x) = cosz e f(x) = senx, respectivamente.

As figuras mostram também que possuem periodo 27 e imagem I'm = [—1,1].

'
-4m <2 -2m -3n2 ] w2 ™ 3m2 2 Sm2 3 3 Aam onr2 14

3 smi2 - 2

Figura 3.9: Grafico da funcao seno
Fonte: Autor.

Figura 3.10: Grafico da fungao cosseno
Fonte: Autor.

Segundo [4], alguns valores das fungoes seno e cosseno podem ser obtidos por argumentos

geométricos que servem como exercicios e a forma mais eficiente de se obter os valores dessas
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funcoes sao com o uso de calculadora. E independentemente de calculadoras, deve-se saber

quais os valores de t que satisfazem as equacoes abaixo e outras semelhantes.

o sent =0,
e cost =0,
e sent =1,
e cost =1,
o sent = —1,
e cost = —1,

® sent = cost,

o sent =

N |—=

® cost =

N =

Outras Funcoes Trigonométricas sao derivadas das funcoes seno e cosseno. Sao elas: a

1
cos T

Cos T

SRt - a funcao cotangente cotx =
> senx

funcao tangente tanx =
> COosS T

, a funcao secante secx =

1

—,=, onde a mais importante é a fungao tangente. Deve-se

e a fungao cossecante cossecx =

lembrar que todas essas fungoes possuem restri¢oes em seu dominio.

senx
cosx’

A funcao tangente, tanz = tem como dominio o conjunto dos numeros reais x que
sao formados pela reuniao dos intervalos abertos (5* + k7, km + 7), para todo k € Z.Logo o
dominio D(x) é:

D(f) =z € R/x # BT

Dai, em cada um desses intervalos (5, 7) a funcdo tangente é crescente e tem periodo 7 e
imagem o conjunto dos nimeros reais y € R. A Figura 3.11 mostra o grafico de f(x) = tanz:

Para todo ponto P(z,y) em R?, com x # 0, se « é o angulo de semi-eixo positivo O‘X} com
a semi-reta &%, entao tana = %

Por definicao tana = ¥, para todo ponto P(z,y) em R2, # # 0 e a sendo o angulo de
semi-eixo positivo O—Xk com a semi-reta O? quando P pertence a circunferéncia unitaria.

Entao, tem-se que se y = a.x + b é uma reta nao-vertical, o coeficiente a é a tangente do
angulo a que o semi-eixo positivo 07 faz com essa reta. Para tal fato, toma-se x; # w5 e

A — — ! 4+A _ Y2—y2 __
poem-se y; = a.x1 + b e ys = a.x5 + b, dai tém-se que a = = tan o.
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Figura 3.11: Gréfico da funcao tangente
Fonte: Autor.

A Figura 3.12 mostra claramente essa relagao:

Figura 3.12: Relacao da funcao tangente com a equagao da reta
Fonte: Lima, 2006.

Neste capitulo, foi trabalhado o conceito das Fungoes Trigonométricas, algumas proprie-
dades e particularidades. Essas defini¢oes serao aplicadas em situagoes-problemas no capitulo
4, com o intuito de mostrar ao professor a aplicacao pratica das Funcgoes Trigonométricas no

dia-a-dia da Matematica e da Fisica.



Capitulo 4

APLICACAO DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS EM
PROBLEMAS DE MATEMATICA
DO DIA-A-DIA E EM FISICA

Neste capitulo, trabalha-se com situagoes problemas da Matematica do dia-a-dia e da Fisica

que utilizam Fungoes Trigonométricas.

4.1 Estudo de Caso

Pretende-se aplicar o software Geogebra, nessas situagoes problemas, para facilitar a inter-
pretacao da solugao por parte dos alunos e possibilitar o uso das novas tecnologias nas aulas de
professores do Ensino Médio, com o objetivo de atender as propostas dos Parametros Curricu-
lares Nacionais (PCNs), levando-se em conta ainda a interdisciplinaridade entre a Matemaética
e a Fisica.

Com isso, pretende-se minimizar alguns pontos importantes de dificuldades que os profes-
sores e alunos enfrentam nas salas de aulas. Sao eles:

a) A implantagdo das novas tecnologias em sala de aula;

b) O fazer aprender e compreender o contetido ministrado de forma mais clara e objetiva;

¢) Responder aos alunos as perguntas frequentes: Para que serve isso? Onde eu vou usar
isso?

d) Desenvolver o ensino e a aprendizagem dos alunos.

4.2 Metodologia

Esse estudo de caso é dividido em duas partes. A primeira toma trés problemas, (questoes

de vestibulares e/ou outras situagdes) sobre Fungdes Trigonométricas aplicadas em questoes do

33
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dia-a-dia, para os quais sao apresentadas a solucao algébrica de cada um deles e a geométrica
através do software Geogebra. Isso é feito de forma clara, para o professor aplicar em sala
de aula. Também mostra ao aluno e ao professor a importancia de se aprender as Fungoes
Trigonométricas no contexto da Matemaética.

Na segunda parte, é exposto o conceito de Movimento Harmoénico Simples (MHS). Na se-
quencia, sao apresentadas trés situacoes-problemas sobre o assunto, as quais envolvem direta-
mente as Fungoes Trigonométricas e em seguida sao desenvolvidas as solucoes como na primeira
parte.

Deve ser lembrado que os conteidos aqui abordados sao especificos e leva-se em conta que
o aluno ja estudou todos os conceitos basicos de Trigonometria que antecedem as Fungoes
Trigonométricas e, na parte da Fisica, tenha visto todos os contetidos que também antecedem
ao Movimento Harmonico Simples.

Haja vista que a parte que envolve Movimento Harmonico Simples pode ser trabalhada
tanto nas aulas de Mateméatica quanto nas aulas de Fisica ou ao mesmo tempo, isso reforcara
perante os alunos a importancia comum das disciplinas e a interdisciplinaridade entre elas.
Ressalta-se também que se deve haver um planejamento prévio entre os professores de ambas

as disciplinas.

4.3 Primeira Parte: Aplicacao na Matematica

Para a realizagao desta parte do trabalho, foram feitas pesquisa em livros, em apostilas e em
sites, a procura de exercicios que envolvessem em seus enunciados, ao mesmo tempo, Fungoes
Trigonométricas e situagoes do dia-a-dia. Abaixo, sao listados trés exercicios nessas condicoes,
sendo que para cada um deles sao colocadas as solugoes algébrica e geométrica, tirando-se as
conclusoes e tecendo-se as andlises, dentro do contexto que atenda a orientagoes dos Parametros

Curriculares Nacionais (PCNs).

4.3.1 Questao 1 (ACAFE - 2008/1)

As marés sao fenomenos periddicos que podem ser descritos, simplesmente, pela fungao seno.
Suponhamos que, para determinado porto, a variacao da altura h da lamina d‘agua em funcao
das horas ¢ do dia seja dada pela funcao trigonométrica h(t) = 10 + 4.sen(4%). Considerando
a equacao acima, o periodo do dia em que um navio com 12 metros de casco pode permanecer

no porto é de:
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a) Entre 3 e 11 horas.
b)

c) Entre 2 e 10 horas.
d) Entre 1 e 2 horas.
e) Entre 10 e 11 horas.

Entre 4 e 10 horas.

Solugao:

Lendo o exercicio, tem-se que a altura da lamina d‘adgua varia de acordo com a funcao
h(t) =10 + 4.sen(%5). E como o exercicio pede para encontrar o intervalo de horas do dia em
que o navio pode permanecer no porto, entao se deve proceder da seguinte maneira para se
resolver o exercicio:

No modo tradicional, pega-se a funcao e faz-se uma analise da mesma através dos conceitos
de Funcoes Trigonométricas aprendidos até entao, o que consiste em fazer um grafico da funcao
de forma mais simples possivel e analisa-lo. Isso deverd ocasionar um monte de duvidas nos
alunos e criar com isso uma dificuldade de didéatica pelo professor. Nessa construcao grafica
parte-se do uso da tabela dos angulos notaveis. Veja como ficaria a solugao:

Utilizando a Figura 4.1 dos angulos notaveis, tém-se:

(t.m)/12| t (horas)| h(t) = 10+4.sen(t.7/12) (h em metros)
0 0 10,00
/2 b 14,00
T 12 10,01
Im2 18 6.00
In 24 9.99

Figura 4.1: Angulos Notaveis
Fonte: Autor.

A imagem de h(t) é [6,14], ou seja, varia entre 6 ¢ 14 metros de altura e ndo mostra a
solugao esperada do exercicio. Logo, fazendo a construcao do grafico com os dados da Figura
4.1, também nao sera possivel identificar a solucao do exercicio de forma simples.

Diante dos resultados obtidos e nao satisfatorios, deve-se fazer o exercicio de outra forma.
Tome uma tabela feita no software Geogebra contendo todas as horas do dia ou até mesmo
manualmente, mas nesse caso ird demorar demais. A Figura 4.2 abaixo traz todos os resultados,
com as horas variando de 0 hora até as 24 horas. Com isso, pode-se ver de forma direta a
solugao do exercicio, pois a Figura 4.2 mostra que o intervalo considerado ideal para que o

navio permaneca no porto esta entre 2 e 10 horas, o que corresponde a alternativa letra C'.
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Com a funcao trigonométrica, o aluno nao visualiza o comportamento do aumento e dimi-
nui¢ao da maré ao longo de todo o dia. Com isso a Figura 4.3, apresentado abaixo da Figura
4.2, mostra o comportamento da func¢ao h(t) em todo o intervalo considerado. Dafi a abstracao

e compreensao por parte do aluno ficar muito melhor.

t (horas)| h(t) = 10+4.sen(t.m/12) (h em metros) |t (horas)| h(t) = 10+4.sen(t.7/12) (h em metros)
0 10,00 13 897
1 11,03 14 8.01
2 12,00 15 7.18
3 12.83 16 6,54
4 13.46 17 6,14
3 13.86 18 6,00
6 14.00 19 6,13
7 13.86 20 6.53
g 13 47 21 7.16
9 12.83 22 7.99
10 12,00 23 895
11 11,04 24 9.99
12 10,01

Figura 4.2: Todos os valores de t no periodo de 24 horas
Fonte: Autor.

-14.-131-12-11.-10/-9 -8 17 (-6 5 -4 3 2 0 /1:2/3 4:5 678 910111213 /14 15,16 /17 181920 212223 24 25 26 27 128 29 30 31 3233 /34 35 36 /37 38 39 40 41 42 43

Figura 4.3: Gréfico de h(t)
Fonte: Autor.

A Figura 4.4 mostra a fungao h(t) e o gréfico de f(t) = sent, no dominio dado. Com isso o
aluno visualiza a variacao do periodo e da imagem da funcao h(t) em relacao e funcao f(¢).

Olhando a Figura 4.4, percebe-se a diferenga entre a imagem e o periodo das duas fungoes.
Com isso pode-se calcular juntamente com os alunos o periodo e a imagem de cada uma das

funcoes, fazendo a verificacao geométrica das mesmas.
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-14.-131-12-11.-10/-9 -8 |7 (-6 5 -4 3 2

01 2Ws 708 9N 1 1213141W192021\2&23‘242526272829303132333A353537363940414243

Figura 4.4: Gréfico de h(t) e f(t)
Fonte: Autor.

4.3.2 Questao 2 (UFBA)

Supoe-se que em um determinado local a intensidade média I da radiagao solar possa ser ex-

pressa em fungao do tempo s, em semanas, pela férmula a seguir: I(s) = 400—1—200.3671[%].

Em um periodo inferior a seis meses, quando ocorre a intensidade maxima de radiacao solar?
a) Na vigésima sexta semana.
b) Na vigésima semana.
c¢) Na vigésima quarta semana.

d) Na vigésima sétima semana.

e) Na vigésima terceira semana.
Solucao:

O exercicio pede para se determinar em qual semana em um periodo inferior a seis meses,
ou seja, 26 semanas, em que a radiacao ¢ a maxima. Para determinar em qual semana isto
ocorre, basta encontrar o angulo em que o seno da funcao atinge o valor maximo. Em seguida
constroi-se o grafico da funcao, para que o aluno visualize graficamente a relacdo do angulo

com a resposta esperada no exercicio.

2.7.(s—11) _

Logo, o angulo em que sen assume o valor maximo ¢ 7, entao =

5. Resolvendo
esta equacao tem-se:

27.(s—11) _ x
52 )

2.(s—11) _ 1
52 2



38

s=11 __ 1
52 2
_ 52
8_11_T
s=13+11

s = 24 semanas.

Portanto, na vigésima quarta semana, a radiacao serd a maxima alcancada, o que corres-
ponde & letra C' no gabarito da questao. A Figura 4.5, abaixo, mostra o ponto M, maximo da

fungao.

Figura 4.5: Gréfico de I(s)
Fonte: Autor.

A Figura 4.6 mostra a mesma fungao para um intervalo de 80 semanas. O objetivo deste
grafico é de mostrar ao aluno que a fun¢ao possui outros pontos de maximo para um dominio

maior e mostrar também o periodo da funcao.

Figura 4.6: Grafico de I(s) em outro dominio
Fonte: Autor.
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4.3.3 Questao 3 (UNESP)

Ha familias que sobrevivem trabalhando na coleta de material para reciclagem, principal-
mente em cidades turisticas. Numa tal cidade, uma familia trabalha diariamente na coleta de
latas de aluminio. A quantidade (em quilogramas) que essa familia coleta por dia varia, au-
mentando em finais de semana e feriados. Um matematico observou a quantidade de aluminio
coletada por essa familia durante dez dias consecutivos e modelou essa situacao através da
seguinte funcao f(z) = 10 + (z — 1).cos(%),onde f(z) indica a quantidade de aluminio,
em quilogramas, coletada pela familia no dia z, com 1 < x < 10, x inteiro positivo. Sabendo
que f(x), nesse periodo, atinge seu valor méximo em um dos valores de z no qual a funcao

xr—2). 7
( 3) )

cos( atinge seu maximo, determine o valor de x para o qual a quantidade coletada nesse

periodo foi maxima e calcule quantos quilos de aluminio foram coletados pela familia nesse dia.

Solucao:

(z—2).7
3

Para resolver esta questao, basta calcular os valores de z para que o cos( ) seja maximo,

ou seja, cos(%) = 1. Logo, tém-se:

(z—2).7 (z—2).7

-— =0ou = 2.7, assim:
(35—32).7r 0o
(—2+z)7m=0—
(—2+2)=0—2=2
Para w = 2.7, logo: (—23+m) 9y 94 =6 =8

Portanto, os valores de = que a fungao f(z) atinge o valor maximo sao z = 2 e x = 8. Logo,

a quantidade de quilos de aluminio que esta familia conseguiu foi de:

Sex=2— f(2)=13kgesex =8 — f(8) =19 kg.

Essa questao é facil de resolver apenas pelos conceitos de fungao, mas o objetivo deste
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trabalho é melhorar a didatica do professor com o uso de novas tecnologias. Diante disso,
propoe-se que se faga com o Geogebra uma tabela com os dados da questao e posteriormente o

grafico da funcao.
A Figura 4.7 mostra a quantidade de quilos de aluminio que a familia conseguiu coletar e

deixa claro que os valores maximos sao 13 kg e 19 kg, para x = 2 e x = 8, respectivamente:

x (dias)| f(x) = 10+(x+1).cos(m(x—2)/3) (h em metros)
1 11,00
13,00
12,00
7.50
4,00
6,49
13,98
19,00
15,03
454

el N--0 E s N QUCT QNESY NIV O]

[
=]

Figura 4.7: Todos os valores de f(z), dentro do dominio dado
Fonte: Autor.

Conforme colocado, a Figura 4.7 mostra claramente a resposta do exercicio e também, na
prépria resolucao da questao, anterior a tabela, reforca o objetivo de se construir o grafico com
o Geogebra, com o intuito de mostrar aos alunos a solucao da questao de forma geométrica,
atendendo a objetivos deste trabalho.

A Figura 4.8 mostra os pontos de maximo da fungao e é possivel de forma bem simples

mostrar aos alunos a relacao proposta pela questao e a solucao obtida:

11110 1-9 -8 (-7 -6 -5 4 -3 -2 -1|0 (1.2 /3 /4 5.6 /7 8 9 10 11 1213 14 15 16 17 18 (19 120 21 122 123 24 125 126 27 128 129 30 (31 32 133 34 135 36 37 3

Figura 4.8: Gréfico de f(x)
Fonte: Autor.
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A Figura 4.9 mostra que o dominio da funcao tem que ser respeitado, pois se o dominio da
funcao for alterado para um intervalo maior, a quantidade de aluminio coletado sera negativa, o
que é impossivel. Essa comparacao é valida, pois mostra ao aluno a importancia do dominio de

uma fungao. Na Figura 4.9, abaixo, o dominio da funcdo f(x) foi alterado de [1, 10] para [1, 20].

261-24 =22 -20 -18 -16-14 12410 . -8 -6 -4

R
P A A

N paaN
0 NS4 T8 =] 12 14013 20 22 24 26 26 30 32 34 36 3B 40 42 44 46 45 50 52 54 56 58 60 62 64 66

1“‘1 né’x IAI

nax

A

Figura 4.9: Gréfico de f(x) para o dominio [1,20]
Fonte: Autor.

4.4 Segunda Parte: Aplicacao na Fisica

Nesta segunda parte do trabalho, sao apresentadas trés questoes sobre Movimento Harmonico
Simples (MHS), que tem como base as Fungoes Trigonométricas. Antes de se colocar as questoes

a serem trabalhadas, serd feita a definicao do que é o MHS e as suas aplicacoes.

4.5 Movimento Harmoénico Simples (MHS)

Movimento Harmonico Simples é o movimento periédico descrito por um movel de forma
periddica, onde o movel ocupa a mesma posi¢ao numa trajetoria, sempre com a mesma veloci-
dade e aceleragao, levando em conta que o intervalo de tempo também é sempre o mesmo.

Ressalta-se que as equagoes de um movimento periddico sao expressas a partir de funcoes
seno e cosseno. Por isso, ele é chamado de harmonico.

Alguns exemplos de movimentos peridédicos sao: o movimento de um péndulo, o movimento
de uma lamina vibrante, o movimento circular e uniforme, o movimento da Terra em torno do

Sol e 0 movimento de um corpo preso na extremidade de uma mola.
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A Figura 4.10, a seguir, mostra o movimento oscilatério de um corpo preso a uma mola.
Neste caso, pode-se estudar o Periodo T, a Frequéncia f, a Amplitude A do movimento e
varias outras coisas, mas nao ¢ objetivo deste trabalho fazer o estudo do Movimento Harmonico

Simples e sim a aplicacao das Funcoes Trigonométricas no movimento.

O QN IO

Figura 4.10: Movimento de um corpo preso a uma mola.
Fonte: Fisica.

4.6 Problemas de Fisica que Utilizam as Funcoes Trigo-
nométricas

4.6.1 Questao 1 (Fisica)

O movimento de um corpo sobre o eixo x obedece a equacao abaixo:

x = 4. cos(3%). Determinar:

a) A amplitude, a pulsagao e a fase inicial;

b) O periodo e a frequéncia do movimento;

¢) A equagao da velocidade;

d) A equagao da aceleragao;

e) O médulo da velocidade maxima e da aceleracao maxima,

f) Representar, num mesmo grafico, a elongacao, a velocidade e a aceleracao em fungao do

tempo.
Solucao:

A equagao dada é do tipo x = A.cos(w.t + ¢¢) e o movimento do corpo sobre o eixo z

obedece & equagao x = 4. cos(%t 4 7), entdo temos:

A Figura 4.11 é feita usando a expressao para a elongacao dada no problema, dai tém-se.
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t(s) |x=4.cos((m t)/2+m) X
0 4.cos((m_0)/2+m) -4

1 4.cos((m.1)/2+1) 0
2 4.cos((m_2)/2+1m) 4
3 4.cos((m_3)/2+m) 0
4 4.cos((m_4)/2+m) -4

Figura 4.11: Elongacao dada no problema
Fonte: Autor.

Colocando os pontos encontrados num grafico de  em funcao de ¢, x = f(t) e, ligando os
pontos, obtemos o grafico de uma cossendide.

A Figura 4.12 mostra o gréfico de f(t) no dominio dado.

Figura 4.12: Gréfico de f(t) para o dominio [0, 4]
Fonte: Autor.

Diante do esbogo do grafico da funcao f(¢) temos uma melhor forma de resolver o problema

nas alternativas que se segue.

a) A amplitude A é igual a 4m A = 4m.

< o
A pulsacao é w = 7 rad/s e a fase inicial ¢ ¢ = 7 rad.

b) A pulsacio é dada por w = 27 logo § = ZT”%%:%%Tzéls, logo o periodo T é de 4 s.

Como a frequéncia é f = %, entao f = % — f=0,25 Hz.
¢) A equagao da velocidade de um corpo é V = —w.A.sen(w.t + ¢), logo a equacao da

velocidade do corpo sobre o eixo x é:
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V = —Z.4.sen(5.t + m), dai temos que:
V = —2.m.sen(%t + 7).

Construindo a Figura 4.13, usando a expressao para a velocidade obtida no item (c), tem-se:

t v =-2.m.sen{m.t)/2+m) v

0 -2.1_sen(mw._0)/2+1) 0

1 -2, _sen(mw._1)/2+1) In

2 -2, _sen(mw_2)/2+1) 0

3 2omsen(m.3)2+m) |(-1)*2In
4 -2, _sen(mw_4)/2+1) 0

Figura 4.13: Velocidade dada no problema item (c)
Fonte: Autor.

Colocando os pontos encontrados num grafico de v em fungao de ¢, v = f(¢) e, ligando os

pontos, obtém-se o gréafico de uma senéide. Figura 4.14 mostra f(¢) no dominio dado:

Figura 4.14: Gréfico de V(t) para o dominio [0, 4]
Fonte: Autor.

d) A equagao da aceleracao do corpo é dada por: a = —w.2.A cos(w.t + ¢y), dai temos que

a equacao da aceleracao do corpo sobre o eixo x é dada por:
__ _ T2 t.w
a=—3"4.cos(F +m) =
_ w2 t.m
a=—"r4.cos(F +m) =

a=—mn? cos(4 + )
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Construindo a Figura 4.15, usando a expressao para a aceleracao obtida no item (d), tém-se:

a=-2.mcos((mt)2+m)] a
-2, cos((m.t)/2+m) 2
-2, _cos((m_t)/2+m)
2. cos{(m_t)2+m) |(-1).m2
-2.1t_cos{(m_t)/2+m) 0
-2t cos{(m.t)/2+m) 2

lwltk]l=]o]™

Figura 4.15: Aceleragdo dada no problema item (d)
Fonte: Autor.

Colocando os pontos encontrados num grafico de a em fungao de t, a = f(t) e ligando os
pontos, obtém-se finalmente o grafico de uma cossendide.

A Figura 4.16 mostra f(¢) no dominio dado:

72,

512,

Figura 4.16: Gréfico de a(t) para o dominio [0, 4]
Fonte: Autor.

e) O médulo da velocidade méxima do corpo sobre o eixo & ocorre quando sen(%t+7) = 1,

portanto:
Vi = | —2.m.sen(5t + )| —
Vi|m=|-2m7| —
Vim =27 2.

s

O médulo da aceleragao méaxima do mével ocorre quando cos(%‘t + ) = 1, portanto:
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|a|m = | — 2. cos(Et + )| —
|a| = | = 7% =
|a|y, = 7% 5.

A Figura 4.17, abaixo, mostra a intersec¢gao dos gréaficos de: aceleracao, velocidade e da

elongacao. O objetivo deste grafico é mostrar a relacao entre as trés fungoes.

Figura 4.17: Gréfico da intersecgiao das fungoes para o dominio [0, 4]
Fonte: Autor.

4.6.2 Questao 2 (Fisica)

Um ponto material de massa m = 0,04 kg oscila em torno da posicao O de equilibrio,
com Movimento Harmonico Simples. A energia total mecanica do sistema é 32.107* J. Sendo
a constante elastica da mola k£ = 0, 16 % e desprezando-se acoes dissipativas, determine:

a) O periodo de oscilagao;

b) A pulsacao;

¢) A amplitude da oscilagao;

d) A fungao horaria da posigao, velocidade e aceleragao, adotando-se o eixo OX orientado
para a direita e instante inicial £ = 0, quando o movel esta na posicao extrema P indicada na
figura.

e) O gréfico da posigao x em fungao do tempo ¢, a partir de t = 0 até ¢t = 27", onde T' é o

periodo.
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A Figura 4.18 mostra a representacao geométrica do problema.

=
Il
=

L

-4 0 +A x

Figura 4.18: Representacao geométrica do problema
Fonte: Fisica.

Solucao:

a) O periodo de oscilagao é dado por T' = 2.7.

T = Q.W.\/% —

T=2m.,/%%

0,16
T =2m. %—)
T:2.7T.%—>
T'=m—
T=314s

b) A pulsagao é obtida através de w = 2% Usando o periodo T' do item anterior, tém-se:

i

-A 0 +A

Figura 4.19: Representacao geométrica do problema no item b
Fonte: Fisica.
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¢) A amplitude depende da energia mecanica total, que é a soma da energia cinética com a
energia potencial (EM = EC + EP). Nos pontos de maxima amplitude +A e —A, a particula
para e inverte o sentido da velocidade. Neste momento a sua velocidade é nula (v = 0), entao
nestes pontos de maxima amplitude a energia cinética é zero e a energia mecanica é igual a

energia potencial.

2
EMIEPI%—)

321074 = 2104

A2 =4-10"2 =
A=2-10"" >
A=0,2m.

d) As fungoes horarias da posicao (z), velocidade (v) e aceleragao (a) serdo dadas por:

r = A.cos(w.t + ¢p)

V = —w.Asen(w.t + ¢p)

a=—w?A. cos(w.t + ¢g)

Como a pulsagdo w e a amplitude (A) foram obtidas nos itens (b) e (c), respectivemente,

entao para a obtencao de ¢q, tém-se:

r =0,2.cos(2.t + ¢p).

Observando a Figura 4.19, tem-se que em ¢t = 0 a particula estd em * = —A = —0,2 m.

Substituindo estes valores na expressao acima para a posi¢ao, tém-se:
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—0,2=0,2co8(2-0+ ¢g) —

cos(2.0+ ¢p) = —1 —

¢o = arccos(—1) —

¢o = 7 rad.

A Figura 4.20 mostra a representagao geométrica do problema no item d.

MC.Uu

Figura 4.20: Representacao geométrica do problema no item d
Fonte: Fisica.

Comparando a posicao inicial da particula em ¢ = 0 com uma outra particula P em Mo-
vimento Circular Uniforme (MCU), girando em sentido anti-hordrio e com o espac¢o angular
medindo a partir do eixo O‘} , vé-se que quando a particula oscilante estd na posicao inicial
A— a particula P descreve um angulo de 7 rad. Este angulo sera a fase inicial da particula

oscilante (¢g), portanto:
w:2%i,A:O,2m, ¢o = 7 rad.
Substituindo estes valores nas equagoes de x, de v e de a, tém-se:
r=0,2.cos(2.t + ),
v=—0,4.sen(2.t + ),

a = —0,8.cos(2.t + ).

Tem que se fazer o grafico de zero até 2.7, no item (a) tem-se que 7' = 7 rad. Assim, os

valores da posicao sao dados pela expressao para x no item anterior, entre t =0 e t = 27T
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A Figura 4.21 mostra todos os valores de = neste intervalo:

t x =02.cos(2.t + ) X
0 0.2.cos(2.0+ m) 0.2
/4 0.2.cos(2.m)/4 + 1) 0
2 0.2.cos(2.m)/2 + 1) 0.2
3mi4 0.2.cos(2.3m)/4 + )

T 0.2.cos(2_m + 1) -0.2
Smi4 | 02.cos(2.5m)/4 + 1) 0
32 | 02.cos(23m)2+m)| 0.2
T4 | 0,2.cos(2.7m)/4+ m)

2 0.2.cos(2.2m+ ) 0.2

Figura 4.21: Valores de x no intervalo de [0, 27]
Fonte: Autor.

Colocando os pontos encontrados num grafico de « em funcao de ¢, x = f(t) e, ligando os

pontos, obtém-se uma cossendide.

A Figura 4.22 mostra f(¢) no dominio dado:

Figura 4.22: Gréfico da fungao para o dominio [0, 27]
Fonte: Autor.

4.6.3 Questao 3 (Halliday, 1996)

Um bloco de 0,10 kg oscila para frente e para tras, ao longo de uma linha reta, numa
superficie horizontal, sem atrito. Seu deslocamento a partir da origem é dado por z =
10. cos(10.t + 7).

a) Qual a frequéncia de oscilagao?

b) Qual a velocidade méxima alcangada pelo bloco? Em que valor de x isto acontece?

¢) Qual a aceleragdo méaxima do bloco? Em que valor de x isto ocorre?
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d) Que forga, aplicada no bloco, resulta nesta dada oscilagao?
Solucao:

A equagao geral do Movimento Harmonico Simples é x = A. cos(w.t+ ¢p) e 0 movimento do
bloco é descrito pela equagao = = 10.cos(10.t 4+ 7). Logo, a amplitude é A = 10 cm, a pulsacao
éw =10 %1 e a fase inicial é ¢y = § rad.

a) A frequéncia f ¢ dada por: f = 5%, entao:

f=a%—

f=1,5915s —

f=1,6 Hz.

b) A velocidade da massa m vale v = —w.A.sen(w.t + ¢y), logo:
v=—0,110.sen(10.t + 7) —

v = —sen(10.t + §).

A velocidade escalar maxima serd atingida quando sen(10.t + 7) = 1, portanto:

|V|m =1|—sen(10.t + 7)| —
ViIm =1=1] =
V]m =12

s

A Figura 4.23, a seguir, mostra o comportamento da velocidade no intervalo considerado,

apontando o valor méaximo de v:

Figura 4.23: Grafico da velocidade para o dominio [—10, 10]
Fonte: Autor.
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c) A aceleragao da massa m vale: a = —w?. A cos(w.t + ¢y), logo:

a = —10.cos(10.t 4 7).

A aceleragao maxima serd atingida quando cos(10.t 4 7) = 1, portanto:

|a|m = | —10.cos(10.t 4+ Z)| —

|alm = | = 10[ =

lal,, =10 =

A aceleragao maxima (|al,,) é atingida nos extremos da trajetéria da massa m, ou seja, em

r = =+10 cm.

A Figura 4.24 mostra o comportamento da funcao da aceleracao no dominio considerado:

Figura 4.24: Gréfico da aceleragao para o dominio [—10, 10]
Fonte: Autor.

d) A forca vale: F = —k.x, mas k.x— = m.a, entao:

kaox—=-mw?x) —

kaox— = —w?m.ox —
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E=w?>m —

k =10%0,10 —

k=10

logo: F' = —10x %

Ap6s desenvolver as seis atividades, tanto na Matematica quanto na Fisica, percebe-se que
o software Geogebra ajuda muito na interpretacao dos exercicios. De uma forma geral, este
trabalho mostra que a implantacao das novas tecnologias e a interdisciplinaridade entre as
disciplinas é muito importante no ensino e na aprendizagem de qualquer disciplina. Fica claro
que as atividades desenvolvidas neste trabalho ajudam, e muito, no ensino da Matematica, em

especifico as Fungoes Trigonométricas e da Fisica no estudo do Movimento Harmonico Simples.



Conclusao

O objetivo deste trabalho foi o de se fazer uma aplicagao de novas tecnologias no processo de
ensino e aprendizagem, através do estudo de situagoes-problemas que envolvessem as Fungoes
Trigonométricas na Matematica do dia-a-dia e na Fisica, no estudo do Movimento Harmonico
Simples.

No capitulo 1, foi feito um estudo sobre os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)
do Ensino Médio, onde foi identificada a preocupagao do Estado com o processo de ensino
e aprendizagem, a implementacao das novas tecnologias, a interdisciplinaridade, mostrando
que a escola de hoje nao é a mesma de héd vinte anos, ou seja, a globalizacao fez com que as
necessidades mudassem e com isso a educagao também teve que mudar, porém este processo é
lento e se estd tentando correr atras do prejuizo, como colocam os proprios PCNs.

No capitulo 2, foi trabalhado o software Geogebra, identificando o seu surgimento e sua
importancia para o ensino. Foi descrita parte das ferramentas do software, por nao haver
necessidade neste trabalho de descricao das demais. Porém, caso o leitor tenha interesse no
software, basta entrar no site www.geogebra.org. O acesso ¢é livre por se tratar de um software
gratuito e livre.

No capitulo 3, foi feito um estudo sobre as Fungoes Trigonométricas, alguns de seus Teoremas
e Propriedades. O autor pesquisado foi [4], que trata a definicao das Fungoes Trigonométricas
e como elas surgiram. Vale ressaltar que, a todo momento, o trabalho abordou apenas os
conteudos que sao pertinentes a aplicacao no capitulo 4, levando em conta que contetudos
anteriores aos aqui expostos ja foram trabalhados em sala de aula e que podem ser trabalhados
da mesma forma como é proposta neste estudo.

No capitulo 4, foi feita uma aplicagao do software Geogebra em trés questoes de Matematica
e em trés de Fisica. O estudo se preocupou em mostrar que a resolucao de exercicios pode ser
feita a fim de atender o aluno, com o objetivo de facilitar o entendimento da matéria e responder
a perguntas colocadas por ele, tais como: Para serve isso? Porque eu estou aprendendo isso?
Essas perguntas foram indiretamente respondidas com as solugoes propostas.

Ressalta-se que este trabalho fez o uso de novas tecnologias, utilizou a interdisciplinaridade

o4



95

e mostrou que um contetido a ser ministrado pelo professor nao precisa ficar apenas no quadro
e no giz e nao atender as novas necessidades que o mercado de trabalho exige. Hoje é essencial
que o professor inove, sem perder o objetivo, que é o ensino e a aprendizagem.

Logo, este trabalho atinge o seu objetivo, que é o de fazer pensar sobre o uso das novas
tecnologias no processo de ensino e aprendizagem, em especifico o estudo das Fungoes Trigo-
nométricas com o software Geogebra e responde a perguntas que os alunos sempre fazem em
sala de aula, principalmente quando as aulas nao estao interessantes.

Espera-se que este trabalho contribua muito para novas pesquisas, que sirva como consulta
a professores que procuram mudangas e inovam as suas aulas, sem ter medo de perder o foco (o
ensino e a aprendizagem), ressaltando também a importancia da capacitagao profissional. Fica
entao uma ultima consideracao: Se nao houver por parte do professor o interesse em buscar
a atualizacao profissional e a inovacao na arte de ensinar, nao adianta o governo investir em

educacao e vice-versa.
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