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Resumo

Neste trabalho, fazemos um breve historico sobre o uso da modelagem matematica na
antiguidade, bem como seus percursores no Brasil; demonstramos as etapas do processo
de modelagem matemética utilizando como tema, o servico de transporte de passageiro
nao convencional em Teresina "UBER" e alguns modelos: lineares que utilizamos para
estimar o comprimento em funcao do tempo de cultivo de uma espécie de peixe cul-
tivado aqui no Brasil, a "Tilapia do Nilo", o modelo quadratico que utilizamos para
estimar o peso em funcao do tempo de cultivo da "Tilapia do Nilo" e os modelos deter-
ministicos de Malthus e de Verhurst que aplicamos para estimarmos o crescimento da
populacao piauiense e ao compararmos os dois modelos, verificamos que o Modelo de
Verhurst se mostrou mais eficiente. Com o intuito de diminuir a dicotomia que existe
entre o que é ensinado e o que é aprendido pelos alunos, estudamos a possibilidade
da utilizagdo da modelagem matemética como estratégia de ensino, fazendo uso dos

modelos aplicando-os em situacoes reais.

Palavras-chave

Modelagem matematica, Ensino, modelo matematico.



Abstract

In this work, we make a brief history about the use of mathematical modeling in
antiquity, as well as its precursors in Brazil; we show the steps of the mathematical
modeling process using as theme the unconventional passenger transport service in
Teresina "UBER" hspace 0.2cm and some linear models that we use to estimate the
length as a function of the time of cultivation of a the Nile Tilapia, the quadratic
model we used to estimate the weight as a function of the time of cultivation of the
"Nile Tilapia"and the deterministic models of Malthus and Verhurst model that we
applied to estimate the growth of the Piaui population and when comparing the two
models, we verified that the Model of Verhurst was more efficient. In order to reduce
the dichotomy between what is taught and what is learned by students, we study the
possibility of using mathematical modeling as a teaching strategy, making use of the

models by applying them in real situations.

Keywords

Mathematical modeling, teaching, model mathematics.
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1 Introducao

Como descrever o movimento dos planetas por meio da matematica? Como descrever
matematicamente o custo e o lucro de uma empresa para analisar o melhor caminho
para uma certa producao? Como utilizar a matemética para descrever a dinamica
populacional de certa regiao para um melhor controle de qualidade de vida? Para
responder a essas perguntas e outras num contexto matematico, buscamos uma maneira
de representar esses problemas em uma linguagem matematica procurando relacionar

o mundo real com a matematica. Para Bassanezi (2014, p.15):

"Ao contrario dos que acreditam ser a matemética aplicada uma matema-
tica inferior onde os problemas sao abordados com técnicas modestas ou
métodos computacionais que desvalorizam esta ciéncia, pensamos que, para
o desenvolvimento de um modelo de educagao menos alienado e mais e mais
comprometido com as realidades dos individuos e sociedades, necessitamos
langar mao de instrumentos matematicos inter-relacionados a outras areas

do conhecimento humano."

Neste trabalho temos como linha de pesquisa a "Modelagem Matematica", que se
mostra uma boa ferramenta no processo de ensino-aprendizagem. Tive contato com
o tema, no ano de 2015, quando tive a oportunidade de participar de um programa
desenvolvido pelo Ministério da Educacao, onde eu exercia a funcao de orientador de
estudo da escola onde trabalho. Dentre minhas atribuicoes, uma era orientar os profes-
sores nas atividades que eram propostas pelo programa e dentre os contetidos estudados
como: Parametros Curriculares, Avaliacao e Metodologias e que na metodologia propus
um projeto que consistia em: Reunidos com todos os professores, n6s tinhamos que
eleger um tema qualquer e a partir dai que esses elaborassem problemas relacionada

com esse tema e posteriormente ir em busca de solucoes juntamente com os alunos
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sendo dessa forma uma metodologia semelhante a utilizada no processo de Modelagem
Matematica.

Ao analisarmos a importancia do uso da modelagem matemaética no processo de
ensino aprendizagem, buscamos mostrar que o processo de modelagem matematica,
propicia ao aluno um contato direto com os contetidos que sao expostos nos livros
didaticos, e ao verificar que a modelagem matematica, pode ser usada como ferramenta
no processo de ensino aprendizagem, e apresentamos a modelagem matemaética através
da resolucao de problemas reais como uma forma do estudante compreender melhor os
contetidos de matemaética.

O ser humano sempre buscou entender, explicar o mundo e seus fenémenos, logo
a busca por modelos que explicassem, pelo menos descrevessem esses fenémenos se
manisfesta desde os tempos mais remotos.

A modelagem matemaéatica como é conhecida hoje, tem estado presente na vida
didria do ser humano desde os tempos mais primitivos, surgindo de aplicagoes na ro-
tina dos povos antigos. A expressao se deu no Renascimento, quando se construiram
as primeiras ideias da Fisica apresentadas segundo uma linguagem e tratamentos ma-
tematicos. Hoje, a modelagem matematica se apresenta como um ramo préprio da
matematica, que em sua esséncia, tenta traduzir uma situacao real para uma lingua-
gem matematica, possibilitando assim uma melhor compreensao, previsao, simulagao
ou ainda, mudar determinadas estratégias de acao nas mais variadas areas do conheci-
mento. Na educacao brasileira, a modelagem matematica é mais recente, somente nas
ultimas quatro décadas, ela veio a ganhar adeptos como Aristides Camargo Barreto,
Rodney Carlos Bassanezi, Maria Salett Biembemgut entre outros.

Varios desafios que encontramos hoje, ao tentarmos educar nossos alunos para que

esses sejam capazes de seguirem em seus estudos nas diversas areas do conhecimento,
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tem tornado crescente um movimento em prol da educagao matematica, pois para
alguns estudiosos nessa area, os alunos aprendendo matemética, desenvolverao seu
raciocinio loégico e embora nao apliquem os conceitos mateméaticos aprendidos durante
0 processo na profissao que escolherem, esses possuirao uma melhor capacidade de

aprendizagem. Conforme Biembengut e Hein (2009, P.9):

"Desafios como esse tém tornado crescente o movimento em prol da edu-
cagao matemadtica, em especial, nas ultimas décadas. Tém gerado reestru-
turagoes no curriculo e nos métodos de ensino que fornecem elementos que
desenvolvam potencialidades, propiciando ao aluno a capacidade de pensar
critica e independentemente. Nao é dificil perceber que o futuro da civi-
lizagao e da propria sobrevivéncia dependem da qualidade de imaginacao
criadora dos homens e das mulheres do nosso tempo e das futuras gera-
¢oes. [...]. A matematica, alicerce de quase todas as areas do conhecimento
e dotada de uma arquitetura que permite desenvolver os niveis cognitivos
e criativo, tem sua utilizagdo defendida, nos mais diversos graus de esco-
laridade, como meio para fazer emergir essa habilidade em criar, resolver

problemas, modelar."

Atualmente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nas suas diversas abor-
dagens dos contetidos de matematica ja traz em uma das areas a serem estudadas com
obrigatoriedade, a Modelagem Matematica usando modelos em forma de algoritimos,
reafirmando a ideia do uso dessa estratégia como alternativa para amenizar os proble-
mas que encontramos hoje no ensino da matematica. Para Bassanezi (2014 pag.18),
"quando se propoe analisar um fato ou uma situacao real cientificamente, isto é, com o
proposito de substituir a visao ingénua desta realidade por uma postura critica e mais
abrangente, deve-se procurar uma linguagem adequada que facilite e racionalize o pen-
samento". Ainda segundo Bassanezi (2014, pag.18), o objetivo fundamental do uso de

matematica é de fato extrair a parte essencial da situagao-problema e formaliza-la em
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um contexto abstrato onde o pensamento possa ser absorvido com uma extraordinaria
economia de linguagem.

Este trabalho, consiste em uma proposta do estudo da matematica de maneira
significativa visando um melhor processo de ensino e aprendizado. Assim, como as
aulas quase sempre sao ministradas apenas utilizando contetdos pré definidos onde,
defini-se o contetido e vai-se em busca de exercicios onde esses contetdos sao aplica-
dos, buscamos com esse trabalho uma forma de melhorar o ensino de matemética, com
base na modelagem matemaética, onde, o aluno pode escolher um tema e a partir dai
elaborar problemas e s6 depois vai-se em busca de contetidos que resolva esses proble-
mas, problemas esses que sao encontrados no nosso cotidiano e nessa busca por uma
solucao, trabalha-se com os modelos matematicos que podem ser escolhidos ou criados
dependendo da natureza do problema, e assim o aluno entra em contato direto com os
contetidos expostos nos livros didaticos que sao ensinados em sala de aula e mediado
pelo professor, e dessa forma a modelagem mateméatica pode ser usada como uma fer-
ramenta bastante 1til para amenizar a dicotomia que existe entre o que ¢é ensinado e
o que ¢é aprendido nas aulas de matematica e para isso detalhamos e aplicamos alguns

modelos matematicos preferencialmente os deterministicos de populacoes isoladas.
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2 Fundamentacao tedrica

Nessa secao, descrevemos as referéncias que utilizamos em nosso trabalho bem como

os métodos e modelos aplicados.

2.1 Breve historico

Nessa secao descrevemos a trajetéria do processo de modelagem matematica, par-
tindo de alguns fatos ocorridos na antiguidade e descrevendo o seu surgimento no Brasil

citando os seus percursores até os dias atuais.

2.1.1 A modelagem matematica na antiguidade

Para Biembengut e Hein (2009, p.7), a modelagem matematica é tao antiga quanto
a matematica, surgindo de aplicacoes na rotina diaria dos povos antigos. A modelagem
matematica vem sendo estudada desde a antiguidade, quando matematicos, filésofos
e fisicos tiveram a necessidade de resolver problemas relacionados a sua vida diaria,
utilizando-se de experimentos e de observacoes, tentando transpor uma situacao real
para um problema matemaético, que s6 mais tarde receberia o nome de modelagem ma-
tematica e assim esses estudiosos, tentavam criar um modelo matemaético para explicar
essas situacoes através de uma linguagem diferente.

Para mostrar a veracidade das afirmagoes feitas por Biembengut e Hein (2009),
apresentamos algumas situagoes da histéria da matematica em que observa-se clara-
mente o uso da modelagem matematica para resolver situagoes problemas.

Na antiguidade, Arquimedes de Siracusa nascido em 287 A.C que, dentre seus tra-
balhos que contribuiram para fisica e matematica, publicou um tratado intitulado Sobre
0s corpos flutuantes, onde Arquimedes apresenta o principio fundamental da hidrosté-

tica e onde é encontrado o Teorema ou Principio de Arquimedes. Segundo a histoéria,
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Arquimedes foi convidado pelo rei Hieron para resolver um problema: descobrir se a
coroa que o0 Tel enviou para ser confeccionada por um ourives era de ouro maci¢o ou
se tratava de uma mistura de outro metal. Arquimedes ao tomar banho percebeu que
ao mergulhar, o volume de agua que era derramado da banheira, era igual ao volume
do seu corpo mergulhado e assim através de experimentos descobriu a solucao do pro-
blema proposto pelo rei. Além disso verificando que se tratava de um principio geral,
enunciou o Teorema de Arquimedes que afirma: "todo corpo mergulhado em um fluido
recebe um empuxo de bairo para cima, igual ao peso do volume do flurdo deslocado”.
Nesse trabalho Arquimedes comeca com um postulado sobre a natureza da pressao dos

fluidos, obtendo grandes resultados como os do teorema citado.

Ptolomeu! no século II DC, dentre suas obras destaca-se, O Almogesto, que é uma
enciclopédia composta por treze livros que dentre eles no livro I, Ptolomeu marca a
posicao da terra usando resultados de Hiparco? e considerando-a imével. Em seguida
com a terra como centro do universo, distribuiu os corpos celestes que giravam em
torno dela criando assim seu modelo planetario.

Na figura 1, vemos a representacao do Sistema Planetirio de Ptolomeu, onde, ele

utilizou-se de um diagrama como modelo para representar uma situacao real.

LClaudio Ptolomeu, (90 - 168), foi um cientista grego que viveu em Alexandria, uma cidade do
Egito. Ele é reconhecido pelos seus trabalhos em matemética, astrologia, astronomia, geografia e

cartografia. Realizou também trabalhos importantes em Optica e teoria musical.

2Hiparco, foi um astréonomo grego, construtor de maquinas, eximio cartégrafo e mateméatico da

escola de Alexandria, nascido em 190 a.C. em Niceia, na Bitinia, hoje Iznik, na atual Turquia.
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Figura 1: Modelo Geocéntrico do sistema planetario de Ptolomeu

{1 Terra ' Iﬁﬁimt
I' . Fua ] -f;?: I
N |
Merciirio® ;’eﬂu.r_.-' |
Sol (@
Lol Saturno

Fonte: XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica, (ENEM)

Para Biembengut ¢ Hein (2009), a modelagem matematica consiste em transformar
problemas da realidade em problemas mateméticos e resolve-los interpretando suas so-
lucdes na linguagem do mundo real, assim podemos citar: O problema das Pontes de
Konigsberg, onde os habitantes de Konigsberg na Prissia, hoje Kaliningrad, Russia,
costumavam passear atravessando as sete pontes que ligavam o Rio Pregél a cidade.
Durante essa caminhada um fato intrigava aos que ali faziam tal percurso: "Seria pos-
stvel, partindo-se de qualquer uma regiao, margem ou ilha, atravessar as setes pontes
do Rio Pregel, sem passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao ponto de par-
tida? "Essa situacao problema, tratada por muitos pesquisadores como lenda, enigma,
recreacao ou ainda como "charada matemaética", ficou conhecida como: O Problema

das Pontes de Konigsberg e coube a Lenhard Euler® resolvé-lo.

3Lenhard Euler, foi um matematico e fisico suico de lingua alema que passou a maior parte de sua

vida na Russia e na Alemanha, fez importantes descobertas em véarias areas da matemaética como o
célculo, teoria dos grafos e andlise matemaética.
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Figura 2: Cidade de Konigsberg por volta do ano de 1700

Fonte: XI Encontro Nacional de Educacdo Matematica, (ENEM)

Na figura 2, temos a ilustracao das sete pontes sobre o Rio Prejél na cidade de
Konigsberg ligando a cidade &s ilhas.

Euler apresentou a solucao do problema a academia de Ciéncia Rissa de Sao Pe-
tersburgo no ano de 1736. Em uma linguagem moderna, podemos dizer que Euler criou

um modelo matematico representado por um diagrama como o da figura seguinte:

Figura 3: Diagrama matemaético de Euler das pontes de Konigsberg

(5
o
7

Fonte: XI Encontro Nacional de Educagdo Matematica, (ENEM)
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Onde:

i) A, B, C e D Sao os pontos associados as partes que contem terra firme, onde A e
C sao as duas margens e B e D sao as ilhas. Os pontos sao chamados atualmente de
vértices.

ii) 1, 2, 3, 4, 5, 6, e 7 sdo as linhas que representam as sete pontes que ligam as ilhas
as margens e as ilhas entre si, aqui chamadas de arestas.

A solucao consiste em partindo de qualquer vértice, tentar atravessar todas as ares-
tas uma unica vez e retornando ao vértice de origem. Assim considerando que de um
vértice parte um ntimero par ou impar de arestas, Euler fez as seguintes descobertas:
1) Um diagrama pode ser atravessado comegando e acabando num mesmo ponto sem
passar duas vezes na mesma aresta, se, e somente se, todos os vértices forem par.

2) Um diagrama que contém no maximo dois vértices impares também pode ser atra-
vessado, entretanto sem voltar ao local de partida.

3) Se o diagrama contém 2n vértices impares, onde n é um namero inteiro qualquer,
para atravessa-lo serd necessario n passagens distintas por uma mesma linha.

Observe que no diagrama que representa o passeio pela cidade de Konigsberg, de
todos os vértices partem um nimero impar de de arestas, portanto, podemos concluir
que de acordo com Euler, nao é possivel fazer todo o percurso retornando ao local de

partida sem passar duas vezes pela mesma ponte, a demonstragao ver (SAMPAIO).

2.1.2 A modelagem matematica no Brasil

Segundo Biembengut e Hein, o surgimento da modelagem matemética no Brasil
deveu-se a um grupo de professores, dentre eles destacamos, Aristides Camargo Barreto,
Ubiratan D’Ambrosio e Rodney Carlos Bassanezi, com uma forma de trabalho diferen-

ciada procurando romper com os métodos tradicionais de ensinar matemaética e reafir-
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madas por Biembengut (2009, p.7) ao afirmar que a modelagem mateméatica no Brasil
tem como principais referéncias Aristides Camargo Barreto, Ubiratan D’Ambrosio e
Rodney Carlos Bassanezi na época professores do Instituto de Matematica, Estatistica
e Ciéncia da Computacao -IMECC da Universidade Estadual de Campinas -UNICAMP,
no final da década de 70 e inicio da década de 80, os quais iniciaram um movimento pela
modelagem matematica e com isso incentivaram a linha de pesquisa em modelagem

matematica no ensino brasileiro.

Figura 4: Aristides Camargo Barreto

Fonte: Centro de Referéncia em Modelagem Matematica no Ensino (CREMM)

De acordo com o centro Referencial de Modelagem Matematica no Ensino -CREMM,
Aristides foi o precursor da modelagem matematica no Brasil. Tomou conhecimento
sobre modelagem matematica em 1960 quando cursou engenharia, foi o representante
do Brasil em varios congressos internacionais. Como académico, foi coordenador de
cursos de formacao continuada e pés-graduacao em Modelagem Matematica em varias
instituigbes brasileiras. Em 1970, como professor da PUC/Rio, utilizava nas suas aulas
de célculo diferencial integral na graduacao e pos-graduagao a modelagem matematica
criando véarios modelos aplicados nas areas de biologia, linguistica e ecologia conforme

(FERREIRA, 2013). Em 1976, como professor da PUC/Rio foi o primeiro orientador
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de dissertacoes em modelagem matemaética.

Figura 5: Rodney Carlos Bassanezi

Fonte: Centro de Referéncia em Modelagem Matemética no Ensino (CREMM)

Adepto de Aristides, Bassanezi teve o primeiro contato com o termo e o tema mo-
delagem matemaética através de uma palestra proferida por Aristides na UNICAMP.
Na década de 1980 coordenou um curso na IMECC-UNICAMP, para 30 professores de
Calculo Diferencial Integral de diversas universidades do sul do Brasil com duracao de
uma semana. Nesse curso, Bassanezi nao pretendia fazer uso da metodologia tradici-
onal, sem um tema pré estabelecido foi proposto aos alunos que eles se reunissem por
2 horas e elaborassem problemas que envolvessem célculo diferencial integral para a
solucao, ao término do tempo, Bassanezi verificou que a maioria do problemas elabo-
rados pelos alunos era igual aos ja apresentados nos livros textos, entao esse momento
foi crucial para Bassanezi propor a utilizacdo da modelagem matemaética.Foi coordena-
dor do primeiro curso de pos-graduagao em modelagem matematica da Universidade
de Guarapuava-PR voltado para professores do IMECC-UNICAMP onde veio a ser
professor mais tarde.

Outro adepto a modelagem matemaética, doutor em matematica, D’ Ambrosio desen-
volveu suas pesquisas em etnomateméatica. Foi marcante para a Educagao Matematica
brasileira, quando fez ser implantado nos cursos de graduacao, o componente curricular

"Tendéncias Atuais na Educacao Matematica".

25



Figura 6: Ubiratan D’Ambrosio

Fonte: Centro de Referéncia em Modelagem Matematica no Ensino (CREMM)

Em 1960, D’ Ambrosio professor e pesquisador de diversas universidades internacio-
nais, tomou conhecimento de um movimento que vinha ocorrendo nos Estados Unidos
em relacao ao ensino e a aprendizagem de matematica, que objetivava preparar mo-
dulos de aprendizagem de matemética por temas procurando preparar um material de
apoio didatico com aplicagoes desse tema nas mais diversas areas do conhecimento,
com o fim de melhorar a aprendizagem matematica de alunos da Educacao Superior,
materiais semelhantes a modelos matematicos.

Em 1972, retorna ao Brasil para ser professor na UNICAMP, tendo a oportunidade
de implantar no Brasil uma metodologia semelhante as aplicadas nos Estados Unidos.
Dentre as propostas feitas por D’Ambrosio duas foram bastante relevantes para a nova
perspectiva do ensino mateméatico nas escolas;

1) A criagdo de novos materiais didaticos-pedagogicos de apoio para o ensino
fundamental com varios temas matematicos;

2) A implantacdo do primeiro mestrado de Ensino em Ciéncias e Matematica
pela UNICAMP no ano de 1975, em que foram desenvolvidos diversos trabalhos em

Etnomatematica e Modelagem.
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Em 1984 inseriu a etnomatematica® no primeiro curso de pos graduagao da UNESP
em Rio Claro-SP. Em 2001 a Sociedade Brasileira de Educacao Matematica, SBEM,
cria o Grupo de Trabalho (GT) de Modelagem Matematica. Em Blumenau-SC, a
professora Maria Salett Biembengut funda, em 2006, o Centro de Referéncia de Mo-
delagem Mateméatica no Ensino, CREMM onde estao a disposicao um vasto acervo de
materiais referentes a modelagem mateméatica. E assim a modelagem matematica no
Brasil, vem conquistando cada vez mais adeptos a essa metodologia de ensino onde
professores e pesquisadores estao empenhados em melhorar a qualidade do ensino de

matematica no Brasil.

2.2 Modelagem matematica

A Modelagem Matemética tem como principal objetivo, estimular a criatividade e
o raciocinio matematico, dar uma maior compreensao da aplicacao da matemaética em
outras areas, e desenvolver habilidades na resolucao dos problemas, a fim de que os
estudantes se sintam motivados a aprender de forma continua.

Desde o surgimento da matematica, o ser humano sempre se utilizou dos mode-
los, tanto para se comunicar com seus semelhantes como para preparar suas acoes
vivenciais, nesse sentido, Biembengut e Hein (2009, p.11), entende que A modelagem,
arte de modelar, € um processo que emerge da propria razao e participa da nossa vida
como forma de constituicao e de expressoes do conhecimento. Ainda segundo Biem-
bengut e Hein (2009, p.12), Um modelo pode ser formulado em termos familiares,

utilizando-se expressoes numéricas ou formulas, diagramas, graficos ou representagoes

4Etnomatemética é a matemaética praticada por um grupo cultural, surgiu na década de 1970,
com base em criticas sociais acerca do ensino tradicional da matematica, como a andlise das praticas
matematicas em seus diferentes contextos culturais. Mais adiante, o conceito passou a designar as

diferencas culturais nas diferentes formas de conhecimento.
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geométricas, equagoes algébricas, tabelas, programas computacionais etc. No entanto,
quando se propoe um modelo ele nao representa fielmente a realidade, ele é proveniente
de aproximagoes e buscamos assim aperfeicoa-lo para obter uma melhor representacao
da realidade, e com isso podemos dizer que a modelagem é um meio de aproximar
a matematica da realidade fazendo dessa forma uma contextualizacao daquilo que é
ensinado em sala de aula.

A modelagem matematica é um processo que envolve a obtencao de um modelo,
onde a elaboracao desse modelo, requer do pesquisador um bom conhecimento de ma-
tematica pois quanto mais conhecimento o pesquisador tiver, melhor sera o seu modelo.
Para Biembengut e Hein (2009, p.13), a modelagem matemética é uma arte, ao formu-
lar, resolver e elaborar expressoes que valham nao apenas para uma solucao particular,
mas que também sirvam, posteriormente, como suporte para outras aplicacoes e teorias.

Numa perspectiva diferente de encarar a matematica, a modelagem pode ser vista
como um meétodo cientifico ou como uma estratégia de ensino-aprendizagem que se
mostra bastante eficaz, para Bassanezi (2014, p.16), a modelagem matematica consiste
na arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los
interpretando suas solucdes na linguagem do mundo real. A modelagem matematica
pressupoe multidisciplinaridade e nesse sentido, indo ao encontro das novas tendéncias
pedagogicas buscando contextualizar aquilo que é ensinado em sala de aula. Assim,
podemos dizer que é um processo que avalia teoria e pratica e que motiva os individuos
envolvidos a procura do conhecimento da realidade que os cercam e na busca de meios
para agir sobre ela e transforma-la. Nesse sentido, ¢ também um método cientifico
que ajuda a preparar o individuo para assumir seu papel na sociedade: A educacao
inspirada nos principios da liberdade e da solidadriedade humana tem por fim o preparo

do individuo e da sociedade para o dominio dos recursos cientificos e tecnologicos que
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lhe permitem utilizar as possibilidades e vencer as dificuldades de meio, (Lei 4024-
20/12/61) artigo 1°, que fixava as Diretrizes e Bases da Educagao Nacional".

No processo de modelagem, segundo Bassanezi (2014, p.19), quando se procura
refletir sobre uma porcao da realidade na tentativa de explicar, de entender, ou de
agir sobre ela, o processo usual é selecionar no sistema, argumentos ou parametros
considerados essenciais e formaliza-los através de um sistema artificial: o modelo, e

assim:

"Modelagem Matemética é um processo dindmico utilizado para a obtencao
e validacdo de modelos matematicos. E uma forma de abstracio e genera-
lizagdo com a finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste,
essencialmente, na arte de transformar situacoes da realidade em problemas
matematicos cujas solugoes devem ser interpretadas na linguagem usual".

(BASSANEZI, 2014, p.24)

Ainda segundo Bassanezi (2014, p.24), a modelagem ¢é eficiente a partir do momento
que nos conscientizamos que estamos sempre trabalhando com aproximacoes da reali-
dade, ou seja, que estarmos sempre elaborando sobre representacoes de um sistema ou

parte dele.

2.2.1 Modelo matemaéatico

Na procura por uma representacao de uma situacao-problema encontrada no dia-a-
dia, buscamos sempre associar essa situacao a um problema matematico e assim vai-se
em busca de um modelo que represente essa situagao, para Biembengut e Hein (2009,
p.12), Modelo Matematico "é um conjunto de simbolos e relagbes mateméticas que
procura traduzir, de alguma forma, um fenémeno em questao ou problema de situagao
real". A palavra modelo pode ter varios tipos de interpretacdes, com isso consideramos

apenas o que concerne a representacao de um sistema, assim nos limitamos a dois tipos
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de modelos:

1) Modelo Objeto, & a representacao de um objeto ou fato concreto; suas caracte-
risticas predominantes sao a estabilidade e homogeneidade das variaveis tais como:
pictogramas, um desenho, um mapa e etc. Nesse modelo as representacoes sao parciais
podendo deixar de considerar algumas variaveis, por exemplo, em um modelo epidemi-
ologico formado por equagoes diferenciais.

2) Modelo Tedrico, ¢ um modelo vinculado a uma teoria geral existente, é sempre cons-
truido em torno de um modelo objeto, devendo possuir as mesmas caracteristicas que
o sistema real e assim chamamos de modelo matematico, um conjunto de simbolos e
relagoes mateméticas que representam de alguma forma o objeto estudado Bassanezi,
(2014, p.20).

Os modelos matematicos podem ser formulados de acordo com a natureza dos feno-
menos ou situacoes analisadas e classificados conforme o tipo de matemaética utilizada
na sua formulacao.

i) Linear ou ndo linear;

Sao modelos baseados em equacoes que tenham essas caracteristicas. Sao exemplos
de modelos lineares: Os ajustes Lineares e de nao lineares: Os ajustes quadraticos.

ii) Estatico ou dinamico;

Sao estaticos quando representam a forma do objeto, como a forma geométrica
de um alvéolo que sao cavidades diminuida de um orgao vegetal e dindmicos quando
simulam variacoes de estagios dos fenomenos como crescimento populacional de uma
cultura de bactérias.

iii) Educacional ou Aplicativos;

Educacional quando é baseado em um nimero pequeno de suposicoes tendo quase

solucoes analiticas. Nesse modelo ha o envolvimento de uma ou duas variaveis. Geral-
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mente esses modelos nao representam a realidade fielmente e assim nao se pode fazer
previsoes futuras, contudo adquiri-se experiencia e ideias para a formulacao de outros
mais adequados.Por outro lado, sao baseados em hipdteses realistas onde ha um grande
numero de variaveis.

iv) Estocastico ou Deterministico.

Sao deterministicos, quando ha suposi¢ao de que existam informagoes suficientes no
processo em um determinado instante, podendo assim haver uma previsao do futuro
do sistema como, os modelos utilizados para prever o crescimento populacional. E
estocéstico quando descrevem a dinamica de um sistema em termos probabilistico como

o modelo binomial que podemos ver em (BUSSAB, 2004).

2.2.2 FEtapas da modelagem mateméatica

Como caracteristica da modelagem matematica, temos o fato de que o problema
vem de uma situacao real e que depois de formulado, escolhido o modelo e resolvido o
problema, esse modelo possa ser aplicado posteriormente em outras situacoes problemas

e assim no processo de modelagem matematica, seguintes uma sequéncia.

"A elaboracdo de um modelo depende do conhecimento matemaético que se
tem. Se o conhecimento matemaético restringe-se a uma matematica ele-
mentar, como aritmética ou medidas, o modelo pode ficar delimitado a
esses conceitos. Tanto maior o conhecimento mateméatico, maiores serao as
possibilidades de resolver questoes que exijam uma matemética mais sofisti-
cada. Porém o valor do modelo nao esta restrito & sofisticacao matematica.

(BASSANEZI, 2014, p.12)."

No processo de modelagem, ha uma interacao da situacao problema e a situacao

real, e para isso utiliza-se de alguns procedimentos, conforme o esquema a seguir:
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Figura 7: Etapas do processo de modelagem matemaética.

Interacao -+=—»| NMatematizacao -+—#| Analise do Modelo
| [} A
Y \ Y
Situagdo Formulagao Interpretagao
[ ! |
Y | | |
Familiarizagao Resolugao Validagao

Fonte:Biembengut e Hein (2009)

Interacao

E nessa fase que o tema é escolhido e pode ser feito pelo aluno ou pelo professor,
porém quando escolhido pelo aluno, havera uma desvantagem, pois nem sempre o
aluno escolhe um tema relacionado com o contetdo estudado, porém sendo escolhido
pelo aluno, havera assim uma participacao mais efetiva por parte deles e o professor
atuando apenas como mediador. Essa fase é caracterizada pela pesquisa, e é nela
onde busca-se investigar a situagao- problema para entende-la, tornando-o familiar
e também é nela onde sao selecionados os dados que serao relevantes na solucao da
situacao-problema.

Matematizagao

Esta é a fase que se mostra mais desafiadora, pois é nela onde o problema é formu-
lado e é nela onde procura-se a solucao do problema aplicando o modelo escolhido, ou
seja, € nesta fase que o pesquisador traduzird a situacao problema para a linguagem

matematica, passando a situagao real para o modelo matematico podendo solucionar

ou nao o problema.
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Nessa fase, o pesquisador deve obter um conjunto de expressoes, formulas, equacoes,
graficos ou esquemas que darao suporte para a obtencao da solucao do problema e isso
requer do pesquisador um dominio do contetido matemético envolvido no modelo.

Analise do modelo

E o processo de aceitacdo ou ndo do modelo proposto, nessa fase, ocorre a inter-
pretacao e a verificagao da aplicabilidade do modelo e assim, o modelo podera ser
validado ou nao, dependendo do grau de confiabilidade e sua aplicacao em outras situ-
acoes problemas, verificando se é viavel ou nao comparando suas solucoes e previsoes
com os valores obtidos no sistema real, caso nao ocorra a validade, o processo deve ser
retomado da fase anterior.

Essa fase consolida o trabalho da modelagem matematica, que mostrara a modela-
gem como uma ferramenta bastante 1til no processo de ensino-aprendizado resolvendo
problemas do dia-a-dia, permitindo uma visao mais analitica dos fendmenos de nossa

realidade.

2.2.3 Modelagem matematica no ensino

No que se refere ao ensino de matematica, h4 um consenso entre os pesquisadores
dessa area, em que o ensino precisa voltar-se para a promoc¢ao do conhecimento ma-
tematico e da habilidade em utiliza-lo, que significa ir além da simples resolucao de
questoes matematicas, muitas vezes sem nenhum significado para o aluno, e leva-lo
a uma melhor compreensao tanto da teoria quanto da natureza do problema a ser
resolvido.

Dessa forma a modelagem matematica no ensino pode ser uma alternativa para
despertar no aluno o interesse pelos conteiidos de matematica que ele desconhece até

mesmo os ja conhecidos, ao mesmo tempo que aprende a modelar matematicamente,
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dando ao aluno a oportunidade de estudar temas diversos por meio de pesquisas, de-

senvolvendo assim seu interesse e seu senso critico.

"A modela¢do matemética norteia-se por desenvolver o contetido progra-
mético a partir de um tema ou modelo matematico e orientar o aluno na
realizacao de seu proprio modelo-modelagem. Pode valer como método de
ensino-aprendizagem de matematica em qualquer nivel escolar, das séries
iniciais & um curso de pos-graduagio.". (BIEMBENGUT e HEIN, 2009,

p.18)

Usada como estratégia de ensino-aprendizagem, o processo de modelagem mateméa-

tica tem como objetivos:

i) Aproximar uma outra area do conhecimento da matematica;

ii) Enfatizar a importancia da matematica para a formagao do aluno;
iii) Despertar o interesse pela matemaética e sua aplicabilidade;

iv) Melhorar a apreensdo dos conceitos matematicos;

v) Desenvolver a habilidade para resolver problemas; e

vi) Estimular a criatividade.

O desenvolvimento de novas teorias matemaéticas e suas apresentagoes como algo
acabado e completo, acabaram conduzindo seu ensino nas escolas de maneira desvin-
culada da realidade, nota-se uma separacao entre "Mateméatica Pura"e "Matematica
Aplicada". Essa separacao pode ter tido como causa, o desinteresse pela matematica
por parte dos alunos, com isso no processo evolutivo da educacao matematica, a inclu-
sao de aspectos e resolucoes de problemas e modelagem, tem sido defendida por varios
pesquisadores da area onde defendi-se que, essa matéria deve ser ensinada de um modo
significativo matematicamente, considerando as proprias realidades do sistema educa-
cional, Bassanezzi (2014, p.36), cita alguns argumentos que justificam tal inclusao.

i) Argumentos formativos
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Enfatiza aplicagoes matemaéticas e a performance da modelagem matematica e re-
solucao de problemas como processo para desenvolver capacidade em geral e atitudes
dos estudantes, tornando-os explorativos, criativos e habilidosos na resolucao de pro-
blemas.

ii) Argumentos de competéncia critica

Focaliza a preparacao dos estudantes para a vida real como cidadaos atuantes na
sociedade, competentes para ver e formar juizos proprios, reconhecer e entender exem-
plos representativos de aplicacoes de conceitos matemaéticos.

iii) Argumentos de utilidade

Enfatiza que a instrucao matematica pode preparar o estudante para utilizar a
matematica como ferramenta para resolver problemas em diferentes situacoes e areas.
iv) Argumentos intrinsecos

Considera que a inclusao de modelagem, resolucao de problemas e aplicacoes for-
necem ao estudante um rico arsenal para entender e interpretar a propria matematica
em todas suas facetas.

v) Argumentos de aprendizagem

Garante que os processos aplicativos facilitam ao estudante compreender melhor os
argumentos mateméaticos, guardar os conceitos e os resultados, e valorizar a propria
matematica.

vi) Argumentos de alternativa epistemolégica

A modelagem também se encaixa no Programa Etnomatemética, indicado por
D’Ambrosio, "que propoe um enfoque epistemologico alternativo associado a uma his-
toriografia mais ampla, Parte de realidade e chega, de maneira natural e através de
um enfoque cognitivo com forte fundamentacao cultural, a acao pedagogica', atuando,

dessa forma, como uma metodologia mais adequada as realidades socioculturais.
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2.3 Modelo linear

Uma regressao ou ajuste linear de uma curva ¢ um recurso utilizado para expressar
a tendéncia da variavel dependente y, quando relacionada com a variavel independente
x. Ao analisar fenomenos através de dados numeéricos, estamos interessados, além da
descricao e tendéncias locais fornecidas por uma curva de regressao, em saber se a
relagdo y = f(z) é também adequada para fazer previsdes de y quando = ndo esté no
intervalo pesquisado.

Na modelagem matematica de processos dinamicos, a formulagao dos modelos quase
sempre exigem andlise de dados experimentais, tornado assim o método de ajuste
linear, fundamental na verificacao da aproximacao dos dados obtidos no modelo com
a realidade, sendo indispensavel para a validacao do modelo.

Em geral esses modelos dependem de parametros onde sao estimados de forma que
0 ajuste represente o mais proximo possivel da realidade.

Ajuste linear

Um ajuste é linear quando é da forma: y(x) = f(x;a,b) = ax + b, onde o gréfico
fica representado por uma reta, ou seja representa uma funcao afim.

Nesse caso a reta que melhor se ajusta aos dados, é uma reta de parametros a e b
que tornam minimo a soma dos quadrados dos desvios:

S =8(a,b) =370 (v — 9)° = Xy — (azi + 0)* = 200 [y — az; — ]
Como queremos minimizar a fungao S(a,b), calculamos as derivadas parciais de S em

relagao a a e b.
=2 2w (g —aw —b) = =230 (y; —azi —b) -

@ = i —2- (yi —ax; —b) = =232 (y; — az; — b)
Utilizando as derivada para obter os valores dos parametros a e b nos quais a funcao

S(a,b) possua valor minimo.
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=257 (yi—az; —b) -2, =0
—23" (v —az;—b) =0

Logo,
( n n n
Zyi.xi:afo—i—bei (1)
i=1 i=1 i=1
iyi:aixi—knb (2)
i=1 i=1

Do i
n

\

Multiplicando a equacao (3) por — e somando com a (2) obtemos:

n Do . n Y n n 2
Zi:l Yi-Xy — =5 —. Zi:l Yi = —=%; 'aZizl T + aZizl Ty

Z?:1 Yy = a Z?:l x; +nb
4
- Do Tt D Vi 1 1 x,)
;yiwi— " =a Zx (3)
S = aisnb (4)
i=1 i=1

\

Da equacao (3) obtemos:

M i Vit T — i it D Vi - o i T — (i i)
n n
ne Y iy — (i ) Qi vi)
ne o wr— (O wi)?

Substituindo a expressao correspondente ao valor de a na equagio (4) obtemos:

o it T ima Yi — Dt Ti 2 T

n. Yy i T — (i )?
b Z?:1 Yi a. Z?:1 T

n n

a

b = y—azx
Onde 7 e y, sao as médias dos z; e y; respectivamente.
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2.4 Modelo Quadratico

Os modelos quadraticos sao representados por funcoes onde os graficos dessas fungoes
definem uma parabola, ou seja, sao da forma: y(x) = ax? + bz + ¢, onde a,b,c € R e
a # 0.

Este modelo possui como principal caracteristica o fato de possuir pontos de maximo
e minimos locais para a varidvel independente y, em um determinado intervalo de
variacao de .

Para determinamos os valores dos parametros a, b e ¢, utilizamos o método dos
minimos quadrados para minimizar a expressao a seguir, pois estamos interessados em
encontrar a melhor pardbola que se ajusta aos dados.

S =8(a,b,c) =320 (i — 4:)* = 2204 [yi — (aa? + bz + o) = 30, [y — axf —bay — ],

Como queremos minimizar a fun¢ao S = S(a, b, ¢), calculamos as derivadas parciais
de S com relacao a a, b, e c e igualamos a zero para encontrar os valores dos parametros

a, b e c, ou seja:

& =20 2.(yi — axf — by — o).(—af) = =231, (yi — axf — bx; — ¢).(aF) =0

W =" 2.(y — ax? —ba; — o). (—x;) = =231 (yi — ax? — br; — ¢).(z;) = 0.

\% =30 2.(y —axi —bx; —e).(=1) = =237 (y; — ax? — bx; — ¢).(x)) = 0.
Z?:l yzxf - Z?:l axf - Z?:I bx? - ZZ’L:I cx? =0
2?:1 Yili — Z?:l ax? - Z?:l bx? - Z?:l cx; = 0.

Yoy i) = Yoy axd = 30 by — 301 cad = 0.

\

Assim,
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(

Z?:l x?yi =c Z?:I x? +b Z?:I T t+a Z?:l xf
2?:1 LYy = C Z?:l z; + 0 Z?:l xf +a Z?:l xf

\ Z?:l xfyi = Z?:l 122 +b Z?:l 35? +a Z?:l x;'l

2.5 Meétodo dos Minimos Quadrados

Utilizamos este método quando temos uma distribuicao de pontos e queremos ajustar

a melhor curva a este conjunto de dados.

Para que esta seja a curva que melhor se ajusta aos dados, devemos minimizar
a soma das diferencas entre os valores pertencentes a curva de ajuste e os valores
observados na distribuicao mas esta diferenca pode ser tanto positiva quanto negativa,
o que pode ocasionar em uma soma nula das diferencas mesmo com os valores muito
distantes da curva.

Uma forma de evitar esse anulamento, ¢ minimizar o quadrado da diferenca.

Considerando um conjunto de valores de n observagoes {z;,y;},i=1,2,3,--- ;ne
uma funcao y(z) = f(x;a1,a9,as, - ,a;), onde a; (j =1,2,--- ,k) sdo os parametros,
"o método dos minimos quadrados"” consiste em determinar esses parametros de modo

que minimize o valor da expressao:

S = Z(% —§;)° = Z[f(mi%ala a, - ar) — 1% (5)

Ou seja, devemos minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre os valores obser-

vados y da distribuicao e os valores estimados g da curva de ajuste.

2.6 Modelos deterministicos de populacoes isoladas

Na dinamica populacional usamos os modelos deterministicos, que sao baseados na

suposicao da existéncia de informagoes suficientes no instante ou estagio do processo
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de modelagem, onde o futuro do sistema pode ser previsto.

Mesmo que em nosso estudo, as populacoes nao sejam isoladas, pois podem sofrer
influéncia de fatores como, espago, tempo, emigragao, imigracao, guerra entre outros,
considerando que as populagoes interagem para persistirem, e para tal necessitam au-
mentar e que nao sofrem influéncia de fatores externos.

A ideia de usar a matematica para estabelecer um modelo para o crescimento da
populacao humana, comecou com Thomas Malthus® em 1798, onde seu modelo era
baseado em dois postulados:

i) "O alimento é necessario & subsisténcia do homem";
ii) "A paixao entre os sexos é necessario e devera permanecer aproximadamente em seu
estado permanente".

Na Europa por volta de 1700, na época da revolucao industrial as pessoas passaram
a ver o progresso da humanidade e algumas comecaram a dizer que a humanidade
poderia continuar melhorando para sempre, acabando com a pobreza e surgiria uma
sociedade utopica, sem guerras, sem fome, sem conflitos de nenhum tipo, mas existiam

algumas pessoas dentre elas Thomas Malthus, que afirmava que:

"O poder de crescimento da populacao é tao superior ao poder do solo para
produzir a subsisténcia para o homem que a morte e epidemias de uma
maneira ou de outra, ataca a espécie humana. Os vicios da humanidade
sao tao ativos e habeis agentes de despovoamento. Eles sao os antecessores
do grande exército da destruicdo e frequentemente eles proprios executam
pavoroso trabalho. Entretanto, quando eles fracassam nessa guerra de ex-
terminio, periodos de enfermidades, epidemias, pestes e pragas entram em
acao com uma terrivel disposicao e eliminam milhares e dezenas de milhares

de homens. Quando o sucesso fosse ainda incompleto: a fome gigantesca e

5Thomas Malthus foi um economista inglés que desenvolveu uma teoria sobre o crescimento popu-

lacional e a producao de alimentos conhecida como Teoria Neomalthusiana.(1766 - 1834)
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inevitavel espreita a retaguarda e com um possante sopro varre a populacao

e o alimento do mundo."(MALTHUS, T.R, 1798, C. VII, P.61).

Para Thomas Malthus, se a populagao pudesse se reproduzir e aumentar como de
fato aconteceu, ela iria aumentar tanto que os alimentos produzidos nao iriam ser o
suficiente para alimentar essa populacao, entao esse crescimento tinha um limite, limite
esse baseado na quantidade de alimentos que a terra podia produzir e se a populacao
passa-se desse limite os mais diversos problemas da sociedade comecariam a aparecer
como epidemias, guerras e uma competicao por alimentos e a partir dai o nimero de
habitantes poderia oscilar em torno desse limite e mesmo que esse limite fosse atingido,
todo o processo seria retomado.

Atualmente em dinamica populacional convencionou-se a chamar de modelo de
Malthus, um modelo em que a taxa de crescimento a cada instante é proporcional a po-
pulacdo total, (progressdo geométrica ou crescimento exponencial), assim a populagao
cresce sem influéncia de nenhum fator inibidor, sendo assim um crescimento otimizado
considerando que todos os individuos sao idénticos e com o mesmo comportamento..

Na evolucao dos modelos, ao longo do tempo, buscando uma melhor previsao do
crescimento das populacoes, em 1838 um socidlogo belga chamado Pierre Francois
Verhurst, propds um modelo "Modelo Continuo de Verhurst", em que toda populacao
sofre uma inibicao natural em seu crescimento, devendo atingir um limite populacional
com o passar do tempo e que a taxa de crescimento populacional é proporcional a
populacao em cada instante.

Tanto os modelos de Malthus quanto o de Verhurst, foram formulados considerando
o tempo continuo onde se supoe que os elementos da populagao se reproduzam a todo
instante sem sofrer influéncia de outros fatores, mas na realidade poucas populagoes

possuem essa caracteristica.
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2.6.1 Modelo discreto Malthusiano

Na formulacao dos modelos matematicos, a variacao de uma populacao pode ser
traduzida por:

Variacao da populagao P para tempos discretos, (variacao discreta).
P(ty) — P(t1)

, onde t; é o tempo inicial e 5 é o tempo final em um intervalo de tempo. Variacao da

populacao P para tempos continuos, (variagdo continua).

ar
dt

Variacao média da populagao P em um intervalo de tempo.

P(ty) — P(ty)
to — 11

Se tivermos como hipotese que a variacao populacional é proporcional a propria popu-

lacao, temos para uma variacao continua:

dp
— =aP
- = aP()

Sendo P o niimero de individuos de uma populacao, esse nimero dependendo do tempo
temos que:

dP
i P(t) (6)

Considerando o niimero de individuos em fungao do tempo sendo P(t) e assumindo

apenas valores inteiros, isso para uma populagao pequena, se o niimero de individuos da

populagao for suficientemente grande podemos aproximar P(t) para valores continuos.

P(t+1) - P(t)
P(t)

=
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A variacao relativa da populacao é constante, ou seja, a variacao da populacao
¢ proporcional a propria populacao em cada periodo de tempo. Sendo o a taxa de

crescimento especifico da populagao P(t), e considerando-a constante.

P(t+1)—P(t) = aP(t)
Pt+1) = aP(t)+ P(t)

P = (a+ 1R

Considerando a populagao inicial P(0) = P, a solugao é obtida através da recorréncia

da expressao:

Py —F = ab

Piyo — Py1 = a.Py
Pys =Py = aPo
Pt+n - Pt+n—1 = 05~Pt+n—1

Somando membro a membro na equagao temos:

Pyn—FP = a-B+a-Pypit+a-Pota-Pyz+-+a- P

Pin—P = a-P+a-(a+D)P+a-(a+1)*P+a-(a+1>*P+---+a - (a+1)" 'R
Pyn—P = a-(a+1)°P+a-(a+1DP +a-(a+1)?P+a-(a+1PP+ - +a-(a+1)"
Pin—P = a-Blla+1)’+(a+1)+(a+ 1)+ (a+1)* 4+ + (a+1)"1]

= a-fla+ 1)’ +(a+ D+ (a+ 1) +(a+ 1)+ + (a+1)"]
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Somando os termos da Progressao Geométrica de razao (o + 1) temos:

Pt—i-n_Pt _ a(a—l—l)”—l
I (a+1)—1

Pt—f—n_Pt

St 0t -1
2 (a+1)

Usando a condigao inicial de que P(0) = Py temos:
Poyn — Io
P

= (a+1)" =1,

Pn—PQ = P()(O./—f—l)n—Po,

Pn = Po(Oé+1)n

Assim:
P = (a+1)h,
(a+1)" = %
o = \’/g—l.
Como:

a+ 1)t = enlat))’

Pt — Poeln(lJra)-t

(7)

E assim obtemos o Modelo Discreto Malthusiano que pode ser usado para para estimar

o crescimento populacional de populagoes isoladas e assim, utilizamos para estimar o

crescimento populacional piauiense.

2.6.2 Curva Logistica

Uma curva logistica é a representacao grafica de uma funcao que possui as seguintes

caracteristicas:

44



1) A tendéncia da variavel de y é de estabilidade, isto &, ¥ — Yoo, quando x cresce.
Yoo € denominado valor maximo sustentavel ou capacidade de suporte.

2) Sendo ¥, o valor inicial da sequéncia dos y;. Isto é, y = y;, quando z = 0, tem-se:
y € crescente se Yy < Yoo € Yy € decrescente se Yo > Yoo

3) A taxa de crescimento relativo de y; é linear, isto é, A = % = A=ay+b

4) Se yo < %=, a curva y(r) muda de concavidade quando, y = %=, o que implica na

existéncia de um ponto de inflexdo na curva.

onde @ = Yoo, b =22 —1 e X\ = ay, € a taxa de

Assim temos a equacao y = =

a
b.erT 417
variacao maxima.

Onde:
A € a taxa de crescimento.
y € a variavel dependente e x a varavel independente.
a e b sao constantes.
Na curva logistica, como podemos observar na figura 8, a taxa de crescimento
populacional em cada instante se torna cada vez menor a medida que o tamanho da

populagao se aproxima de um méximo imposto por recursos limitantes no ambiente,

conhecido como capacidade de suporte.
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Figura 8: Curva Logistica

Fonte: Bassanezi, (2014)

2.6.3 Modelo Logistico continuo (Verhurst)

No Modelo de Malthus temos que quando o ntimero de individuos é suficientemente
grande podemos aproximar a popula¢ao P(t) por uma fungao continua e assim podemos

considerar que:

P _ lim P(t+ At) — P(t)

dt  At—0 At
e que P(t+ At)— P(t) = 5(t)At, quando temos um intervalo discreto. Assim podemos
escrever quando o intervalo for continuo:
4 _ B(P)P

dt

P(0) = P,

No modelo de Verhurst, supoe-se que uma populacao, vivendo num determinado
meio, devera crescer até um determinado limite mdxrimo sustentdvel, isto é, ela tende
a se estabilizar.

Na equacao é introduzido um fator inibidor de proporcionalidade do crescimento

populacional e considerando a taxa de crescimento como sendo proporcional & popula-
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cao em cada instante e assim podemos escrever:

dpP
e B(P)P (8)
ﬂ(P):r(POOP;P),r>O (9)

P, & o limite da populagao (capacidade suporte) e r é a taxa méxima relativa e
(1 — %) funcionando como fator inibidor de crescimento.

Dessa forma ((P) tende a zero quando P — P...

Substituindo 3(P) na equagao (8) temos:

Modelo continuo de Verhurst ou Modelo Logistico.

£:7"P<1—L>

dt P

(10)
P(O) :P(],T’>0.
Se observarmos na equagao (10), P(t) = 0 e P(t) = P4 sdo solugoes dessa equagao.
Utilizando integragdo por partes para obter as solu¢oes analiticas de (10) temos:

Separando as varidveis temos:

T
[y - I

[e'S]

= rdt.

Usando a técnica das fracOes parciais temos:



A °

1
Poo

/p<_§>:/5@dp

/# = /%dp+/<;%;>dp
/# — ln\P\Jr/@dP

_|_

ol

oo (oo}

Fazendo a mudanga de variavel na integral temos:

P du 1
—(1- 2 L S dp=(—Pu)d
U ( Poo):>dp — dp = ( )du

1

L L
/LdPH/P&.(—Pw)du:/—ldu: —In]ul
I :

/Lp = In|P|—In
P(1-£)
/rdt = rt+ec.

P

E calculando a integral [ rdt, temos:

ln|P‘—ln 1—P— = rt+ec
P(t)
In [ 7@ = rt+c
Peo
Py .P(1)
In|———~—| = rt .
H‘POO—P(t) rt + ¢
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Usando a condicao inicial de que P(0) = P, temos que:

P,
In 1_013& = r0+c¢
_ P. B
c = In —Poo )
P..P(t) P. B
| = rt+in|———
H‘POO—P(t) e R,
P..P(t) P. B
In|l————| —In|——| = 1t
“‘Poo—m)‘ ”‘Poo—Po "
In = rt
(Poo-Fo).(Poo — P(1))
P(t).(Py — P)
In = rt
PO (Poo - P(t))
PP P)
PO'(POO - P<t))
ert' PO — P(t)
(P — o) (P — P(1))
(Po—P) _ (Pu—P(t)
P().ert P(t)
P —PH) _ Po
P(t) ~ P(1)
P
P@) - %
( ;Z-e’"tO) + 1
P
P(t) = Poo—P, =
( ooPO 0) _efrt_i_l
Py
P(t)

Poo —T
<?0—1>-e L1

Multiplicando e dividindo por Fy, temos o Modelo Logistico de Verhurst a seguir:.

P(t) =

Py Fy

Com r fixo.
Considerando a equacao:

% =rP <1 — Pi>, temos que:

a) Se Py < P, entdo Py < P(t) < P, com P(t) — P, crescendo pois

(Poo—Po)'e_rt—f—Po
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b) Se Py > P, entdo Py, > P(t) > Py, com P(t) — Pa, decrescendo pois 2 < 0.

¢) Da equacao ‘fi—f =rP (1 — %) =rP — r%, temos que ‘il—];, como funcao de P é

uma parabola com concavidade voltada para baixo e raizes P =0 e P = P, que sao

~ 11 . ~ - dP
as solugoes de equilibrio da equagao pois - = 0 nesses pontos.

Figura 9: Grafico da taxa de crescimento %’ em fungao da populagdo P(t).

dP
dit

olgo
g°
2

Fonte: Bassanezi, (2014), p. 336

d) Como r > 0, temos que %2 ¢ crescente se 0 < P(f) < = e decrescente se

P < P(t) < Px, assim o valor méximo de %2 ¢ quando P = £=.

e) Se considerarmos a equacao P(t) = (Pf;;‘;%, para P(t) = 1%“’, determinamos

o instante t,, em que a variagao sera maxima.

Py P...Py
2 (Py—PRy))em+ Py
Ttm P — 1
Fy
1. Po— P
tm = —ln———
T " P()
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Figura 10: Gréafico da evolucao da populacao P(t) em fung¢ao do tempo ¢.

F .
Fo
R
2
i
tm

Fonte: Bassanezi, (2014), p. 336

Na equagao P(t) = (pﬁj%: estimamos os valores de P, e r e ajustamos os
~—Fo).

valores r; médios com as respectivas populagoes médias P; que sao estimados através
de um modelo exponencial onde:
tip1—l

ri = 1@0/% —1le P =P(*™) = P(t;).e" =, para um periodo de 10 anos.

Como a taxa decai linearmente em fungao da populagao, ajustamos os r; com os P;

através de uma equacao de reta.
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3 Metodologia

Apresentamos uma aplicacao da modelagem matemética com o intuito de demons-
trar as etapas que envolvem esse processo, para isso foi escolhido um tema, feito a
investigacao da situacao, selecao dos dados relevantes, formulacao do problema, tradu-
¢ao da situacao problema para linguagem matematica, escolha e aplicagao do modelo
encontrando a solugao do problema e posteriormente analisado a solucao e validado o
modelo. Aplicamos um Modelo Linear para estimarmos o comprimento em func¢ao do
tempo de cultivo de uma espécie de peixe conhecida como Tildpia do Nilo e o Modelo
quadratico para estimarmos o peso em funcao do tempo de cultivo dessa espécie de
peixe. Utilizamos os modelos deterministicos de Malthus e de Verhurst para estimar-

mos a populacao piauiense ao longo dos censos.

3.1 Aplicacoes da Modelagem Mateméatica

Nessa subsegao, aplicamos alguns modelos matematicos na resolucao de algumas

situagoes-problemas.

3.1.1 Aplicagao da modelagem demonstrando suas etapas

Para demonstrarmos as etapas da modelagem matemaética, utilizamos um modelo linear
multivariado.
1) Interacgao

Escolha do tema:

Transporte de taxi nao convencional em Teresina, Uber.

Investigacao da situagao:

Uber é um servigo de condugao de passageiros particular que atualmente opera em

77 paises e em mais de 545 cidades em todo mundo. A palavra "Uber", é uma giria que
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significa super, mega, ultra, muito, melhor, cool. E utilizada para expressar admiracao,
surpresa, espanto ou para salientar que alguma coisa é excepcional, é 0 maximo, ¢ tudo
de bom. Para contratar um servico Uber, o usuario precisa instalar um aplicativo em
seu aparelho celular e fazer um cadastro. Existem varias categorias, como: UberX,
Uber Select, Uber Black entre outras, dependendo da cidade onde se deseja o servico.
Em Teresina, contamos apenas com a categoria UberX.

Os valores a pagar por esse servico depende da cidade onde o servico é oferecido.

Os valores a pagar por esse servico em Teresina é composto por:

i) Tarifa base: Uma taxa fixa cobrada no inicio da viagem;

ii) Custo por minuto: Valor cobrado por minuto do inicio ao fim da viagem;

iii) Custo por quilometro: Valor cobrado por quilometro percorrido;

iv) Taxa de reserva: Taxa fixa cobrada para cobrir custos operacionais, ndo incluso em
algumas categorias;

v) E pedagio quando existir.

No célculo do valor ainda incide um fator moderador, que é chamado de "dinamica",
que depende da simulacao da procura feita pelos usuarios e da quantidade de veiculos
disponiveis na regiao de procura em um determinado perimetro, ou seja, quando exis-
tem muitos usuarios simulando a procura pelo servico e poucos veiculos disponiveis, a
dinamica sobe aumentando assim o valor do servico, e quando o ntimero de simulacoes
de procura feita pelos usuarios é menor ou igual ao nimero de veiculos disponiveis, a

dinamica volta para 1, ou seja, o valor normal do servigo.
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Tabela 1: Tarifas cobradas pelo servico Uber na cidade de Teresina-PI.

Categoria UberX
Tarifa base R$ 2,50
Custo por km R$ 1,18
Custo por min R$ 0,14

Taxa de cancelamento | R$ 6,00

Taxa minima R$ 6,00

Custo fixo R$ 0,00

Fonte: https://www.uber.com

2) Matematizagao
Formulacao do problema:
Qual o valor a pagar por uma viagem utilizando o servigo Uber, tendo como partida

o bairro Promorar e destino o bairro Saci em Teresina com tarifa normal? E qual o

valor a ser pago quando a dindmica for 1,57

Figura 11: Percurso do bairro Promorar, Teresina-Pi ao bairro Saci, Teresina-Pi.
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Fonte: https://www.google.com
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Tradugao da situagao problema para linguagem matematica

O valor a pagar ¢ obtido através da equacao:

Valor = [(Tarifa base) + (Custo por km) + (Custo por min) + (Custo fizo)] -k
Onde k é o valor da dinamica.

Escolha e aplicacao do modelo:

Sendo = a distancia em km e y a duragdo em minutos da viagem e k o fator
moderador da dinamica temos:

Valor =[(2,50) + (1,18 - ) + (0,14 - y) + (0)] - k

O tempo estimado da viagem é de 10 mun.

A distancia estimada da viagem é de 5 km.

Com tarifa normal temos k = 1

Valor = ((2,50) 4+ (1,18 -5) + (0,14 - 10) 4+ (0)) - 1
Com dinamica de 1,5 temos k= 1,5

Valor = ((2,50) + (1,18 -5) + (0,14 - 10) 4+ (0)) - 1,5

Solucao do problema
Com tarifa normal temos que o valor da viagem sera: Valor = R$ 9,80
Com dinamica de 1,5 temos que o valor da viagem serd: Valor = R$ 14, 70.

3) Analise do modelo.

Interpretacao do modelo:

Verificando os valores reais obtivemos para kK = 1 R$ 10,00, e para k = 1,5 obti-
vemos R$ 15,00 e utilizando o modelo para estimarmos os valores, obtivemos R$ 9, 85
para tarifa normal e com dinamica de 1,5 obtivemos R$ 14, 80, obtendo assim um erro
bem préximo do real podendo assim ser um erro aceitavel, pois esse calculo depende

exatamente do ponto de partida e do ponto de chegada.
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Tabela 2: Comparacao dos valores observados com os valores estimados da viagem

utilizando o servico UBER
k | V. observados | V. estimados | |Erro| | Erro(%)

1 R$ 10,00 R$ 9,80 0,02 2%

1,5 RS 15,00 RS 14,70 0,02 2%
Fonte: Autor

Validacao do modelo:

Com a comparagao dos valores estimados com os valores reais, através da diferenca
modular, obtemos um erro de aproximadamente 2% e observando que o grau de apro-
ximacao ficou bem pequeno, e assim podemos validar o modelo obtido e aplica-lo para
estimar o valor de outras viagens usando o aplicativo Uber.

Consolidacao do modelo:

Chegando nessa fase visto que o modelo foi validade e com a possivel viabilidade
e aplicabilidade, podemos utilizar esse modelo como uma ferramenta de auxilio no

processo de ensino-aprendizagem.

3.1.2 Modelo Linear

Para aplicar o modelo linear, escolhemos o cultivo de uma espécie de peixe chamada
Tilapia do Nilo onde sera analisado o seu crescimento no decorrer de 13 semanas, pois
esse ¢ o periodo de abate considerado por alguns criadores.

Segundo os Niucleos de Pesquisas Aplicadas em Pesca e Aquicultura do Brasil, a
tilapia do Nilo é a espécie de peixe de dgua doce mais cultivada no Brasil. Vamos ana-
lisar a evolucao do cultivo de 800 peixes em taques de alvenaria durante um periodo de
91 dias, onde esses atingem um peso médio de 179,6g e comprimento 20,7cm. O cultivo

foi realizado em tanque de alvenaria com area de 200 m?, com renovacao de agua de
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10% semanalmente, foram realizadas biometrias para a coleta dos dados sobre compri-
mento médio (cm) e peso médio (g), para posterior analise de dados trabalhando as
caracteristicas de ganho de peso médio, consumo médio de ragaoo, conversao alimentar
aparente, taxas de crescimento em peso e comprimento. Os peixes foram alimentados
com racao balanceada seguindo o programa alimentar: uso de racao 40% de PB em po
de 0,05 até 50 g; racao 32% de PB de 50 a 300g, com frequéncia alimentar de 3 vezes
ao dia. Foram utilizados 1000 alevinos, revertidos sexualmente, com peso médio inicial
de 0,5 g e comprimento médio inicial de 1em, a densidade de estocagem utilizada de 4
peixes m?.

Os dados obtidos sobre peso e comprimento dos peixes referentes aos dias de cultivo

foram:

Tabela 3: Resumo dos dados referente ao periodo de cultivo da tilapia do Nilo.

n°semana | Comprimento médio (cm) | Peso médio (g)

0 1,0 0,5

6 12,4 40,0
9 15,7 86,0
10 17,0 108, 1
11 18,4 130,0
12 19,5 1393
13 20,7 179,6

Fonte: Niucleo de pesquisa aplicada em pesca e aquicultura

Na tabela 3, observamos os valores do comprimento em ¢m e do peso em kg refe-
rentes as 13 semanas de cultivo da Tilapia do Nilo.
Na figura 12, temos a dispersao das variaveis. Observamos que a medida que o niimero

de semanas cresce, aumenta o comprimento das Tilapias do Nilo.
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Figura 12: Grafico de dispersao do comprimento em funcao do tempo de cultivo da

Tilapia do Nilo.

25

10

Comprimento médio (cm)
°

2 4 6 8 10 12 14
Semanas

Fonte: Autor

Para analisarmos a correlacao entre periodo de cultivo e comprimento das tilapias,
utilizamos o coeficiente de correlacao de Pearson que é determinado utilizando a for-
mula seguinte e onde sua demonstra¢ao pode ser encontrada em (BARROSO, 1987) e

(BUSSAB, 2004):
Zi:1 TilYi — 1 n 1

\/ (z:;l P >) | (zz-;l P y>)

n n
Onde:

x; representa o nimero de semanas de cultivo das Tilapias;
y; representa o comprimento meédio em centimetros das Tildpias na semana z;;

n representa o nimero de observacoes feitas durante o experimento.
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Tabela 4: Dados sobre comprimento e tempo referente ao periodo de cultivo da Tilapia

do Nilo.

. 2
? Z; Yi TilYi Z; Yi

<N

110 1,0 0 0 1

2 | 6| 12,4 | 1,44 | 36 | 153,76

319|157 | 141,3 | 81 | 246,49

4 |110| 17,0 | 170,0 | 100 | 289,0

5 |11 18,4 | 202,4 | 121 | 338,56

6 | 12| 19,5 | 234,0 | 144 | 380,25

7113 20,7 | 269,1 | 169 | 428,49

Z 61 | 104,7 | 178,82 | 651 | 1837,55
Fonte: Autor

Assim o coeficiente de correlacao sera:

175,52 _ 0L 1047

\/(651 _ (6;)2> . (1837, 55 — GL77)2>

r = 0,9930.

r =

Ha uma correlacdo de aproximadamente 99, 3%, isso significa que 95,3% da varia-
cao do comprimento y, é explicada pelo nimero de semanas x. Observando o gréafico
de dispersao Tempo/Comprimento, podemos estimar o comprimento das tilapias em
funcao do periodo de cultivo através de uma equacao da reta.

Uy = ax + b, ode y é o valor estimado do comprimento.

Utilizando o Método dos minimos quadrados,
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e = (yi— i)
¢ = Z(yz — i)
i=1 i=1

n. Z?:l LilYi — (Z?:l xz)(ZL Yi)

3

CI/ - n n
n. Zi:l x? - (Zizl ;)?
b = y—azx
y = axr—+Db
T = 8,714285

j = 14,957143
7.(1091,2) — (61)(104, 7)
7.(651) — (61)2
a = =1,497249

b = 14,957143 — (1,497249).(8, 714285) = 1, 909689

y = 1,497249z 4 1,909689

Figura 13: Equacao da reta de ajuste do comprimento em fun¢do do tempo de cultivo

da Tilapia do Nilo.

Tendéncia

N
o}

¥y =1,4972x+ 1,9097'“,'

N
S
L2

>—~
@
[ )

Comprimento médio (cm)
S
.

Semanas

Fonte: Autor

Na figura 13, temos o grafico da reta de ajuste do comprimento da Tilapia em

funcao do niimero de semanas.
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Tabela 5: Comparacao dos valores estimados com os valores observados referentes ao

comprimento e tempo de cultivo da Tilapia do Nilo.

U T | Y Yi e=(yi — Ui
110 ] 1,0 | 1,909689 | —0,909689
216 |12,4 ] 10,893183 1,506817
319 | 15,7 ] 15,38493 0,315070
4110 | 17,0 | 16,882179 0,117821
5111 | 18,4 | 18,379428 0,020572
6|12 1] 19,5| 19,876677 | —0,376677
7113 (20,7 |21,373926 | —0,673926

Fonte: Autor

Observando a diferenca entre os valores estimados e os valores observados utili-
zando a diferenca e = (y; — y;) como sendo o erro, obtemos um baixo percentual de
erro podendo ser aceitavel, tornando assim o modelo viavel e aplicavel para estimar o

comprimento da Tilapia do Nilo em funcao do tempo de cultivo.

3.1.3 Modelo Quadratico

Para aplicarmos o modelo quadratico, usamos os dados referentes ao peso em funcao
das 13 semanas de cultivo da Tilapia do Nilo citados no item anterior. Observando a
curva de tendéncia do peso das tilapias em funcao do nimero de semanas, percebemos

uma tendéncia de crescimento descrito por uma parabola.
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Figura 14: Gréfico de dispersao do peso em funcao do tempo de cultivo da Tilapia do

Nilo.

Peso médio (g)
g

6 3
Semanas

10 12 14

Fonte: Autor

Tabela 6: Dados referente ao peso e tempo de cultivo da Tildpia do Nilo.

| Yi vy | a? y?
110/ 05 0 |o00]| 025

2 16 40,0 240,0 | 36 1600
319 86,0 774,0 | 81 7396, 0
4 | 10| 108,1 | 1081,0 | 100 | 11685,61
5 |11 ] 130,0 | 1430,0 | 121 | 16900,0
6 |12 ] 139,3 | 1671,6 | 144 | 19404, 49
7 | 13| 179,6 | 2334,8 | 169 | 32256, 16
> | 61| 7531,4 | 178,82 | 651 | 89242, 51

Fonte: Autor

Analisando o grafico de dispersao na figura 14, escolhemos ajustar os dados através

de uma equagdo de uma parabola, § = az?+ bz + c e utilizando o Método dos minimos

quadrados para estimar os parametros da equacao da parabola.
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(

Z?:l Yi = CZZ‘L:l ) +b Z?:l T +a Z?:l 7
Z?:l TilY; = C Z?:l z; +0 Z?:l %2 +a Z?:l xf’

\Z:’L:l x?yz = CZ:'L:l 953 +0b Z:'L:l xf’ +a Z?:l 3521

Tabela 7: Dados referente ao peso e tempo de cultivo da Tildpia do Nilo.

: 2 3 4
? Z; Yi Ti;Yi Z; Z;

110 0,5 0 0 0

2 | 6| 40,0 1440 216 | 1296

3 19| 86,0 6966 729 | 6561

4 |10 | 108,1 10810 | 1000 | 10000

5 | 11| 130,0 15730 | 1331 | 14641

6 |12 | 139,3 | 20059,2 | 1728 | 20736

7 |13 ] 179,6 | 30352,4 | 2197 | 28561

Z 61 | 7531,4 | 85357,6 | 7201 | 81795
Fonte: Autor

.

753,4 = ¢. 7+ b.61 4 a.651

178,82 = ¢.61 + 0.651 4 a.7201

K85357, 6 = c.651 + 0.7201 + a.81795

Resolvendo o sistema temos:

a=0,9626, b= 0,8731, c = 0,5089 com isso § = 0,9626x> + 0, 8731z + 0, 5089
71 = 0,9626.0% + 0,8731.0 + 0, 5089 = 0, 5089

7o = 0,9626.62 + 0,8731.6 + 0, 5089 = 40, 4011

75 = 0,9626.9% + 0,8731.9 + 0, 5089 = 86, 3374

7, = 0,9626.10% + 0, 8731.10 + 0, 5089 = 105, 4999

s = 0,9626.112 + 0,8731.11 + 0, 5089 = 126, 5876
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Y6 = 0,9626.12% + 0,8731.12 + 0, 5089 = 149, 6005

g7 = 0,9626.13% + 0,8731.13 + 0, 5089 = 174, 5386

Tabela 8: Comparacao dos valores estimados com os valores observados referentes ao

peso em funcao do tempo de cultivo da Tilapia do Nilo.

T Y Yi e=(yi— ) | €= (yi —4)°
110 0,5 0, 5089 —0,0089 7,9210
216 40 40,4011 —0,4011 0, 1608
319 86 86,3374 —0,3374 0,1138
4110 | 108,1 | 105,4999 2,6001 6, 7605
5111 | 130 | 126,5876 3,4124 11,6444
6|12 | 139,3 | 149,6005 —10, 3005 106, 1003
7113 179,6 | 174,5386 5,0614 25,6177

Fonte: Autor

Figura 15: Gréfico da pardbola de ajuste do peso em fungao do tempo de cultivo da

Tilapia do Nilo.

Considerando esse periodo de 91 dias em um tanque de 200m

I
o
‘@
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200
180
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100

60
40
20

¥ = 0,9626x + 0,8731x + 0,5089 .

6 8 10
Semanas

12 14

Fonte: Autor

2

com 800 tilapias,

esse modelo é viavel para estimar o peso das tilapias em funcao do tempo de cultivo,

j& que obtivemos uma boa aproximacao dos valores reais.
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3.1.4 Modelo discreto Malthusiano

Para aplicarmos o modelo Malthusiano, escolhemos estudar o crescimento populaci-
onal piauiense no decorrer dos censos de 1940 a 2010.
Vamos estimar o crescimento populacional piauiense através do modelo discreto de
Malthus. Apos fazer uma investigacao da populacao piauiense através dos censos de
1940 a 2010 obtivemos os dados:

Na tabela 9, estao os valores da populacao piauiense nos censos de 1940 a 2010. Vamos

Tabela 9: Numero de habitantes do Piaui nos seus respectivos censos (1940 - 2010).

Censo | Populacao

1940 817601

1950 1045696

1960 1242136

1970 1680573

1980 2139021

1991 2582137

2000 2843278

2010 3118360
Fonte: IBGE: Censos demograficos de 1940 & 2010.

utilizar o Modelo de Malthus para estimar a populacao piauiense. Usando os dados da
tabela 9 calculamos a taxa média a do crescimento populacional piauiense de 1940 a
2010:

t =70, P(70) = 3118360 e P(0) = 817601.
a=(/H—1=a= /30 —1=0,0193081523
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Substituindo na equacao (7) o valor calculado de « e a populacao inicial Py = 817601
temos:
P, — Pyeln(1+0,0193081523)¢
P(t) — 8176016(0,019121151)t
Vamos estimar a populagao piauiense através do Modelo de Malthusiano:
P t) _ 8176016(0’019121151)t

P(0) = 817601e(%:019121151)0 — 817601

P(10) = 817601¢(0:019121151)10 — 989882

P(20 17601(0-019121151)20 — 1198466

17601(0:019121151)30 — 1451001

P(51 17601¢(0:019121151)51 — 9167984

8
8
817601e(0:019121151)40 — 1756749
8
8

P(60 17601¢(0:019121151)60 — 95751()()

P(70) = 817601¢(0:019121151)70 — 37117713

(
(
(10)
(20)
P(30)
P(40)
(51)
(60)
(70)

Para o ano de 2020 temos:
P(80) = 817601e(0:019121151)80 — 3774663 5147344.

Adotando o Modelo Malthusiano para estimar a populacao piauiense no ano de
2020, estimas-se que essa populacao sera de 3774663 habitantes.

Observando na tabela 10 como os valores estimados nao ficaram bem proximos dos
valores reais, talvez esse modelo nao seria adequado para estimar o crescimento po-
pulacional piauiense, pois utilizando diferencas modular para encontrar o erro quando
comparados os valores e assim como prevé o processo de modelagem matemética, bus-

camos outro modelo para estimar o crescimento da populacao piauiense.
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Tabela 10: Comparagao dos valores estimados e dos valores observados da populagao

piauiense.

Censo | V. observados | V. estimados | |Erro| | Erro(%)
1940 817601 817601 0 0
1950 1045696 989882 55814 5,33
1960 1242136 1198466 43670 3,01
1970 1680573 1451001 229572 13,66
1980 2139021 1756749 382272 17,87
1991 2582137 2167984 414153 16,03
1996 2673085 2385488 287597 10,75
2000 2843278 2575100 268178 9,43
2010 3118360 3117713 647 0,002

Fonte: Autor
3.1.5 Modelo Logistico continuo (Verhurst)

Com o intuito de melhorar a estimativa do crescimento populacional piauiense, usa-
mos 0 Modelo Logistico de Verhurst.

Na equacao P(t) = oo Py

= PRy e—rtim Vamos estimar os valores de P, e r e vamos

ajustar os valores r; médios com as respectivas populacoes médias P; que serdao esti-
mados através de um modelo exponencial com ¢ = 1,2,3,--- onde:
ro= 9P 16 B = Pty = P(f).en

Como a taxa decai linearmente em funcao da populacao, ajustamos os r; com os P;
através de uma equacao de reta.

r= Y/ o —1=10,02491 = P; = 817601.¢%0%491*5 = 926046

ry = W/ Paess —1=0,01736 = P, = 1045696.*"1736*5 = 1140518

rs = /1o — 1 =0,03069 = Ps = 1242136."%30%5 = 1448143
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= Y02 g — 02441 = P; = 1680573.¢%0441%5 = 1898729

rs = W/ — 1 =0,01726 = P5 = 2139021."01726*5 = 2331818

re = {/ a2l —1=0,01076 = P; = 2582137.¢%01076+> = 2724860

rp= W/3US0 g — 0 00927 = P; = 2843278.¢%0%9275 = 2978165

Tabela 11: Valores das taxas médias r; e populagoes médias P; do Piaui em cada censo

considerado.

1 T Di

110,02491 | 926046

210,01736 | 1140518

3 10,03069 | 1448143

41 0,02441 | 1898729

5 10,01726 | 2331818

6 | 0,01076 | 2724860

71 0,00927 | 2978165
Fonte: Autor

Na tabela 11, temos os valores estimados das taxas médias r; com suas respectivas
populagoes médias p; dos censos de 1940 a 2010.

Na figura 16, temos o grafico da reta de ajuste da taxa média de crescimento, em
funcao da populacdo média r(p) = —0,000000007421588P + 0, 0334953697634.

Com 1isso:

—0,0334953697634
—0,000000007421588

Quandor — 0, P — Py, — P, =
P, = 4513234
G =rpPp

% = (—0,000000007421588 P + 0, 0334953697634) P
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% = —0,000000007421588 P2 + 0, 0334953697634 P

Colocando 0, 0334953697634 P em evidéncia temos:

aP __ 0,000000007421588 P
4P — (), 0334953697634 P (1 — Q0000000072108 )

9P _ (), 0334953697634P (1 — L)

T 1513134
ar _ _ P
= rP <1 P@)

Concluimos que:

r = 0,0334953697634

Figura 16: Reta das médias populacionais P; em funcao das taxas médias r; da popu-

lacao piauiense em cada censo considerado.

0,035 y =-0,000000007421588x + 0,033495369763493

0,03 (]
0,025 o .

0,02

el ° " )
0,015 .
e

0,01 P

0,005
0
0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 3000000 3500000

P
Fonte: Autor
(%;—1) eyl

)
) - (45132344,1)ﬁiigig§49(r71940)+1
)

817601
4513234

4752009_670,03349@71940) +1

4513254 = 1048893

= 4,52009.6_0703349(1950_ 1940) +1

= 4’52009'670,03349(196071940) +1

(
(
(
P(1940) = 4752009.6,0%053{33?;‘;,40,MJ)H = 817601
(
(
(

)
1960) aolsasd = 1243489
)

_ 4513234 _
~ 4,52009.¢—0,03349(1970—-1940) | | = 1688348
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P(1980) = 4752009.670?053%’33?;4980*1940>+1 = 2198325
P(1991) = 4752009.6_0%02%523?;4991_1940)H = 2498555
P(2000) = 4,52009.504,1053%333?;)00—1940)+1 = 2875530
P(2010) = 4752009.6,0%053{33?;;0,194O> — = 3119644

Para os proximos censos até 2050 utilizando o Modelo Continuo de Verhurst, temos

que a estimativa da populacao piauiense sera:

P(2020) = 4752009.6,0%02{9,23?;20,194@ — = 3444796
P(2030) = 4752009.6_0%(33523?;%)30_1940)H = 3693646
P(2040) = 4752009_6_0%0532335’;340_1940) — = 3894939
P(2050) = 4,52009.670%0%?13?;%50*1940>+1 = 4052954

Tabela 12: Comparacao dos dados observados e os dados estimados da populagao

piauense usando o modelo de Verhurst.

Censo | V. observados | V. estimados | |Erro| | Erro(%)
1940 817601 817601 0 0
1950 1045696 1048893 20325 0,30
1960 1242136 1243989 119966 0,14
1970 1680573 1688348 19294 0,46
1980 2139021 2198325 72560 2,77
1991 2582137 2498555 101213 3,23
2000 2843278 2875530 33053 1,13
2010 3118360 3119644 29950 0,04

Fonte: Autor

A seguir, temos o grafico de dispersao dos valores da evolucao da populagao piaui-

ense obtidos através do Modelo de Verhurst.
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Figura 17: Grafico de dispersao da evolugao da populacao piauiense obtido através do
Modelo de Verhurst.
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Fonte: Autor

Observando na tabela 12 o erro obtido utilizando as diferencas modulares, conclui-
mos que o Modelo de Verhurst se mostrou mais eficiente que o Modelo de Malthus
onde essa diferenca poder ser justificada pelo fato de que, na estimativa das taxas de
crescimento, no Modelo de Malthus a taxa é proporcional a populacao total enquanto
que no Modelo de Verhurst, a taxa de crescimento é proporcional a populacao em cada
instante.

Ao analisarmos o grafico de dispersao da evolucao da populacao piauiense na figura
17 obtido através do Modelo de Verhurst, percebemos que com esse modelo, houve
uma melhor aproximagao dos valores estimados com os valores observados a respeito
do crescimento populacional piauiense se comparado com o Modelo de Malthus, e
assim podemos utilizar esse modelo para estimar a populagao piauiense no decorrer
dos proximos censos. Percebemos nitidamente de como seria o comportamento da
curva que se ajustaria a esses dados, com taxa crescente até cerca do ano 2000 e a
partir de entao um decréscimo dessa taxa com uma tendencia de estabilidade por volta

do ano de 2060, sendo essas as caracteristicas da Curva Logistica.
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4 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

A modelagem matemaética ndao é apenas uma forma de estudar matematica aplicada,
a escolha de modelos matematicos no ensino, seja na forma de apresentacoes ou seja em
aplicacoes adequando problemas matemaéticos a realidade dos alunos, é uma forma de
propicia ao aluno melhorar seu desempenho escolar tornando-o sujeito parte do processo
de ensino. O aluno participando do processo de modelagem, no qual o contetido é
associado a realidade havera uma ligacao direta do que se aprendeu com o que se
trabalhou na modelacao e com isso professores e alunos ficarao mais entusiasmados
com os conteidos de matematica. Com o ensino de matematica através desse processo,
acreditamos que o processo de eensino aprendizagem, se tornard mais gratificante, uma
vez que aluno passa a estudar assuntos que le interessam e fazendo com que ele embora
indiretamente, seja responsavel pelo seu aprendizado. O professor também se beneficia,
pois aprimorara seus conhecimentos sendo levado a ensinar contetidos imprevisiveis com
a escolha dos temas feito pelos alunos.

O que propomos nao é uma metodologia que vai acabar com as dificuldades de
ensino-aprendizagem, e sim,, uma forma de amenizar essas dificuldades embora tenha
algumas resisténcia quanto ao uso dessa metodologia. Com o intuito de ensinar bus-
cando metodologias alternativas, propomos para trabalhos futuros como: oficinas, a
utilizacao da modelagem matemética em sala, pois para o processo se tornar com-
pleto, o pesquisador tem que conhecer, saber como funciona e aplicar a modelagem

matematica.
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