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Resumo

O presente trabalho abrange a relevancia histérica acerca de bases numéricas e seus conceitos:
grande mudanca no modo de registrar os niimeros depois dos sistemas numéricos posicionais,
mais especificamente no que tange ao sistema decimal, a verificacao que as operacoes ma-
tematicas tém os mesmos algoritmos em todas as bases. Investigamos alguns critérios de
divisibilidade, na base decimal e em uma base n qualquer. Estes estudos também apresen-
tam propostas de situagao de aprendizagem de Matemaética, composta por cinco atividades,
em que discutimos procedimentos matematicos e uso das tecnologias que colaboram com
o ensino-aprendizagem, através do desenvolvimento de metodologias que enfatizem a cons-
trucao de estratégias abstraidas do contexto e generalizar. Propomos aplicagoes das bases
numéricas: jogo do nim, cédigo de barras, armazenamento de textos em computador, pro-

blema com balanca e truques de adivinhacao.

Palavras chave: sistema posicional numérico, bases numéricas, critérios de divisibilidade.



Abstract

The present work encompasses the historical relevance of numerical bases and their concepts:
great change in the way to register the numbers after the positional numerical systems, more
specifically in what concerns the decimal system, the verification that the mathematical ope-
rations have the same algorithms on all bases. We investigated some divisibility criteria, in
the decimal base and in any n base. These studies also present proposals for learning situati-
ons in Mathematics, composed of five activities, in which we discuss mathematical procedures
and use of technologies that collaborate with teaching learning, through the development of
methodologies that emphasize the construction of strategies abstracted from the context and
generalize. We propose applications of the numerical bases: nim game, bar code, computer

text storage, scales problem and tricks of divination.

key words: numerical basis system, numerical bases, divisibility criteria.
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INTRODUCAO

Segundo Andrini (Andrini, pdg. 7)[1] na maior parte da histéria da humanidade, as pessoas
nao sabiam contar, e a humanidade levou centenas de milhares de anos para construir a ideia
de nimeros. Também [1] lembra que é provavel que a ideia de niimeros tomou sentido devido
a necessidade de se formalizar a quantidade, de algum modo. A maneira inicial de contagem
foi a correspondéncia um a um. Os dedos foram instrumentos para indicar os primeiros sinais,
usando-os para contar até dez, para valores maiores eram usadas pedras, ossos e todo tipo
de objetos a mao. Segundo Boyer ( Boyer, pag. 2) [2] alguns povos passaram a agrupar de 5
em 5, outros de 10 em 10, de 12 em 12, de 20 em 20 ou de 60 em 60. Aristoteles é citado por
Boyer [2], por ter observado hd muito tempo, que o sistema decimal é apenas o resultado da
anatomia humana. Historicamente a contagem pelos dedos, ou o uso de contar por cinco e

dez parece ter surgido depois da contagem por dois e trés.

Os sinais para nimeros nos adverte Boyer [2] que provavelmente precederam as palavras
para numeros, pela facilidade de marcar bastoes ao invés de modular uma palavra para
identificar um numero. Como a socializacao por palavras é tao dificil por isso o sistema

decimal teve progresso, por ser facil de se observar e entender.

Também Boyer (Boyer, pdg. 2) [2] observa que as linguagens modernas sao construidas
quase sempre, sem excecao, em torno da base dez, de modo que alguns niimeros, sao descritos
por multiplos de dez. A demora no desenvolvimento da linguagem para abstragoes, como o
numero, ¢ percebido pela necessidade do uso de cole¢oes concretas para identificar niimeros.
Exemplos: dois peixes ou dois bastoes, mais tarde os ntimeros foram abstraidos, e usados

para identificar todo tipo de conjunto.

Boyer [2] lembra que usualmente, supoe-se que a matemética surgiu em resposta a neces-

sidades praticas, mas estudos antropoldgicos sugerem que a contagem teve inicio em rituais



religiosos primitivos e que o aspecto ordinal precedeu o conceito quantitativo. Note que,
nas encenacoes religiosas era necessario seguir uma ordem de apresentacao, surgindo assim
o aspecto ordinal antes do cardinal. Esses estudos nao tem provas fortes, mas estaria em
harmonia com a divisao ritual dos inteiros impares e pares, os primeiros considerados como
masculinos e os ultimos, como femininos. Tais distingoes eram conhecidas em civilizagoes
em todos os cantos da terra, e mitos relativos a nimeros masculinos e femininos sempre tem

muita consisténcia.

Basta criar uma linguagem gestual (ntmeros) para atingir um ntimero desejado como
reflete os pensamentos de Ifrah [6]: antes de tudo essa linguagem precisa da concepgao da
nocao de unidades distintas e da capacidade de realizar sua sintese. Numa ordem de sucessao
invariavel obedecendo o principio da recorréncia, alem disso, dispoe de uma “base” ,que per-
mite repartir os nimeros segundo niveis sucessiveis chamados de unidade de primeira ordem,
unidade de segunda ordem, e assim por diante. Ou seja, para que os sinais substantivos

constituam um sistema de numeracgao é preciso que:

e 0s sinais devem ser estruturados de tal maneira que o pensamento de seu utilizador

possa construi-lo como um sistema de unidades hierarquizadas sucessivamente.
e exista um numero determinado de elementos que indica o numero de unidades (base).

Resumindo, tendo uma notacao numérica em que dois individuos se compreendam, logo
o sistema de numeracao ¢ um sistema de comunicacao humano que deve ser regido pelo

principio da recorréncia e pelo principio da base (Ifrah [6], pag. 502).

Ao longo dos 5000 anos de histéria da numeracao, os povos nao trabalharam com um

unico sistema de numeragao, por isso € feita uma classificacao das numeracoes na histéria.

Classificacao Das Numeracoes Escritas

Baseado nos estudos de Ifrah [7] essa classificagao revela trés grandes categorias dos sistemas

de notagoes numeéricas:

e Categoria das numeracoes aditivas: apoiam-se sobre o principio de adi¢ao e cujos al-

garismos possuem, cada um, seu valor proprio, independentemente de sua posi¢ao nas



representacoes numéricas. De acordo com a Figura 1.

Algarismos de base

i g P iﬁﬂkﬁ

1 10 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000
(=109 (=10) (=107 (=10°) (=109

Exemplo: 7.659 AN n IR
W2 s

1
9

7.000 600 50

Figura 1: Numeracao Hierogréfica Egipcia. Fonte: pdg. 521 [7].

Representacao usada no principio aditivo, segundo a decomposi¢ao:

7659 = (1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + 1000)
+ (100 + 100 + 100 + 100 4 100 + 100)

+ (10 + 10+ 10 + 10 + 10)

+

(Q+1+1+1+1+1+1+1+1).

e (Categoria das numeragoes hibridas: apoiam-se sobre o principio em que a adicao e
a multiplicacao intervenham ao mesmo tempo nas representacoes e cujos algarismos
possuem, cada um, seu valor préprio, independente de sua posicao nas representacoes

numéricas. De acordo com as Figuras 2 e 3.
Representacao do principio hibrido, segundo a decomposigao:
7659 = (1+1+1+1+1+141)x 1000
+ (1+14+14+14+1+1)x100
+ 1+14+141+1)
+ 1+14+14+14+1+1+1+141).
e (Categoria das numeracoes de posicao: apoiam-se sobre o principio de que o valor dos

algarismos de base é determinado por sua posi¢ao na escrita dos nimeros, tem como

uma das principais diferencas a necessidade do zero.

3



: Algarismos de base
e -
1 10 100 1.000*
(=109 (=109

* Sinal composto pelo algarismo 100 e pelo algarismo 10.

e e

Exemplo: 7.659

Figura 2: Numeracao comum Assirio Babilonio. Fonte: pdg. 536 [7].

< <p— — <= <Pp—<P—

10.000 100.000 1.000.000
(=10 x1.000) (=100 x 1.000) - (=1.000 x 1.000)

Exemplo: 305.412 m TP—W ‘(Tp_ ngv__ e TT

___.—.__..,_..__.__...______._..____>

Figura 3: Notagao dos grandes niimeros Assirios Babilonios. Fonte: pag. 536 [7].
Representacao do principio posicional, segundo a decomposicao:

7659 = 7.10° + 6.10% + 5.10" +9.10°.



CapiTULO 1

Historia das Bases

Neste capitulo faremos uma breve descricao da histéria das bases, informando a respeito do

uso delas por alguns povos.

1.1 Base 2

E bem comum encontrar quem diga que o calculo bindrio nasceu com a filosofia do yin e
do yang. Pois, segundo Ifrah [7], até mesmo o matemdtico Leibniz !, um dos inventores do
sistema bindrio se convenceu dessa ideia, quando lhe mostraram as 64 figuras formadas pelos
hexagramas do tratado chinés do “yijing”. Segundo a doutrina chinesa, esses principios nada
mais seriam do que a aparéncia bipolar do “Ultimo Supremo”, (céu e a terra), o yin-yang

estd fundamentado em uma concepgao que opoe em alternancia, duas energias:

e uma, feminina, o yin, representada graficamente por um trago descontinuo — —;

e ¢ outra, masculina, o yang, representada graficamente por um traco continuo ——.

Tirando o fato de que o sistema binario e a filosofia chinesa, ambos trabalhem com dois
simbolos, nao ha mais em comum, sabe-se que o niimero binario é fundamentado no principio
posicional e utiliza-se do zero. Ora, os chineses usaram muitos outros sistemas de numeracao
e todos com base decimal, sabe-se que os chineses demoraram a utilizar o zero na sua historia.

Entao temos como época de nascimento da numeragao binaria o século XVII.

Podemos observar, pela histéria, que o que impulsionou o desenvolvimento e a reflexao

progressiva do sistema binario (base 2), como também o octal (base 8) e o sistema hexade-

!Gotfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716).



cimal, foram as discussoes pelos estudiosos europeus, que devido a ponto de vista tedrico,
voltaram-se para possibilidades do sistema numeérico posicional e propuseram a substituicao
do sistema decimal. Tentativas frustradas ja que o sistema decimal ja fazia parte da tradicao

humana. (Ifrah, pag. 578) [7]

Na historia contemporanea os computadores digitais utilizam o sistema de numeracao de
base 2. Como foi comentado, Leibniz, foi um dos primeiros defensores do sistema binario e
propunha que todo pensamento racional se tornasse matematico e defendia na sua aritmética
binaria que 1 representava Deus e 0 o nada, em outras palavras, uma espécie de linguagem ou
escrita universal. Suas ideias foram deixadas de lado e s6 foram retomadas no século XIX por
George Boole que criou um sistema de légica simbdlica conhecido como Algebra Booleana.
Essa Algebra Booleana e o sistema binario foram usados um século depois para a criacao do

computador digital eletronico.

No sistema de numeracao base b = 2, muito utilizado em computagao, devido a vin-
culacao direta com o funcionamento dos circuitos eletronicos digitais, que utilizam a repre-
sentagao de sinais digitais: ligado/desligado, aceso/apagado, presente/ausente, alto/baixo,

verdadeiro/falso etc. temos que o conjunto S:
S =1{0,1},

e todo nimero natural é representado por uma sequéncia de 0 e 1. Por isso é utilizado para
o armazenamento, a manipulacao e a troca de informagoes entre computadores, pois permite

que a informacao seja validada e conferida.

1.2 Base 5

A mitologia Grega segundo Lintz (Lintz, pag. 85) [9] tem de forma empirica o conceito
de ntimero; como sistema de numeracao, sistema de pesos e medidas, e cita que Homero?,
usa com frequéncia a frase “contar de cinco em cinco”, que esclarece que mesmo nos tempos
homéricos, nessa época ja estabelecido o sistema decimal, ainda existiam tracos do sistema de

contar de cinco em cinco, ou seja, “de mao em mao”, evidenciando sua origem antropomorfica.

2Homero, poeta grego, do século VIII a.C .



Essa é a mesma origem do sistema de contar de vinte em vinte, isto é, as duas maos e os dois

pés, deixando vestigios no francés onde oitenta é “quatre-vingts”.

Boyer [2] diz que “Quando o homem primitivo usava tal método de representacao, ele fre-
quentemente amontoava as pedras em grupos de cinco, pois os quintuplos lhe eram familiares

por observagao das maos e pés humanos”.

A técnica digital quinaria, ainda é usada pelos povos de Bombaim na fndia, segundo
Ifrah [6]. Essa técnica consiste inicialmente da contagem das cinco primeiras unidades pela
extensao sucessiva dos dedos da mao esquerda. Uma vez atingido esse nimero, eleva-se, em
seguida, o polegar direito, depois continua-se a contar até dez, estendendo-se novamente os

dedos da mao esquerda. Assim, pode se contar até 30, de acordo com a Figura 1.1.

MAO ESQUERDA

Figura 1.1: Técnica digital quinaria (base 5). Fonte: pag. 87 [6].

Parece pertinente a pergunta: por que a base 5 nao substituiu a decimal sendo essa base
de origem antropomorfica como as outras? Nao se sabe a resposta a essa pergunta. O que

sabe-se é que a base 5 foi utilizada, deixando tragos em quatro continentes. (Ifrah, pag. 71).



1.3 Base 10

Boyer [2] fala sobre o surgimento do sistema de numeragao hindu arébico, surgido no século
VII. Define como um dos marcos iniciais, quando a obra astronomico matematica, conhecida
pelos arabes como Sindhind, foi trazida a Bagda da [ndia. Essa obra foi traduzida para o
arabe e estimulou o interesse dos conquistadores arabes, estimulando a absorverem a cultura
de seus vizinhos. O astronomo e matematico Mohammed ibu-Musa al-Klowarizmi baseado
nas traducoes das obras Sindhind, escreveu dois livros sobre aritmética e adlgebra que tiveram
papéis muito importantes na historia da matematica. Nessa obra al-Khowarizmi deu uma
exposicao tao completa dos nimeros hindus que foi provavelmente responséavel pela impressao
falsa de que o nosso sistema de numeracao é de origem arabe, mesmo assumindo como fato
a origem hindu desse sistema de numeracao. Mesmo assim os leitores distraidos comecaram
a atribuir o sistema de numeracao como de autoria de al-Khowarizmi. Surgindo uma nova
notacao conhecida inicialmente como al-Kho-warizmi, depois algorismi, e finalmente o es-
quema de numeragao usando numerais hindus veio a ser chamado simplesmente de algorismo
ou algoritmo, palavra que, originou-se do nome al-Khowarizmi, e que significa, um modo de

resolucao de operagoes matematicas.

1.3.1 Principio da Base Decimal

Segundo Andrini [1], pdg. 21, quando os povos antigos iniciaram a criacao de animais e
a plantar, contar passou a ser importante para que pudessem controlar o que possuiam,
langaram mao da contagem univoca, quando os animais desfilavam. Desse fato nos vem a
pergunta. E quando a criagao aumentava? Para isso precisou-se definir uma nova tecnologia
para contar, porque a quantidade de dedos é limitada. De acordo com Ifrah [6], pag. 48, um
exemplo vem do povo de certas regioes da Africa, onde os pastores enumeravam rebanhos
fazendo colares. O primeiro animal era representado por uma concha em um colar, o segundo
animal por outra concha e assim por diante. No décimo animal era trocado o colar por outro,
e uma concha era colocada nesse segundo colar, associado as dezenas. Depois recomecava-se
a enfiar as conchas novamente no colar anterior até a passagem do vigésimo animal, ocasiao

em que se trocava novamente o colar pela segunda concha no colar dos decimais, quando



essa também continha dez conchas, trocava-se essa por uma concha que era enfiada em um

terceiro colar, associado as centenas. E assim sucedia até o final da contagem dos animais.

A ideia fundamental desse procedimento reside, demasiadamente, na predominancia do
agrupamento de coisas de dez em dez: das unidades em dezenas (conjuntos de dez), das
dezenas em centenas (conjuntos de dez dezenas), das centenas em milhares (conjuntos de dez
centenas) e etc. Essa técnica concreta é o que se chama principio da base dez. Essa técnica
além de ser aplicada com objetos, pode ser aplicada tanto a palavras quanto a sinais graficos

de base dez. Nossa enumeracao atual é escrita com os seguintes simbolos graficos:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,0.

Nessa numeracao, todos os problemas foram superados pelos hindus que criaram um

sistema de numeracao que tinha trés grandes caracteristicas:

e de base dez ou decimal;
e posicional;

e define o zero como nimero, isto é, um simbolo para o nada.

No entanto, o sistema posicional ja tinha sido usado em outros sistemas numéricos, como
o dos babilonios, por exemplo. Mas, foi na numeracao hindu em que ele ganhou eficacia,

gragas a criagao de um simbolo para o nada (zero).

1.3.2 Resenha Sobre as Vantagens da Base Dez

A base dez é a mais difundida da histéria e sua adoc@ao é hoje quase universal. A base dez
tem vantagem de memorizacao em relacao a base sessenta, trinta ou vinte, ja que os nomes
dos niimeros ou os simbolos de base sao relativamente poucos e uma tabela de adicao ou uma
tabela de multiplicacao, pode sem dificuldade ser aprendida. Portanto, as dificuldades sao

bem maiores nos outros casos.

Numa base grande os nimeros com valor maior do que a base terao como vantagem sua

representacao reduzida, mas imagine a grande dificuldade de uma pessoa tendo de memorizar



sessenta algarismos, ou ainda mais, memorizar uma tabela de adicao com 60 x 60 entradas,

por exemplo.

Com bases menores, como a binaria, bem mais restrita que a decimal é mais facil de
memorizar seus elementos, ou tabelas de multiplicacao por ter, nesse caso, apenas 2 X 2
entradas. Por outro lado, ha dificuldades adicionais para representar grandes quantidades

usando essa base quando comparada com o sistema decimal de base dez. Observe a Tabela 1.1:

Numeros
base 10 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
base 2 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Tabela 1.1: Representacao dos niimeros na base 10 e na base 2.

Considere como exemplo o nimero um mil cento e dez, que s6 se escreve com quatro
algarismos na base 10; 1110, este se exprimiria no sistema bindrio (linguagem computacional)

com onze digitos:

11101101100 = 1.2"9 +1.27 + 1.2 + 02" + 1.2 +1.2° + 0.2* + 1.22 + 1.22 + 0.2 +0.2°.

Pensando, ainda mais, qual base pode substituir a decimal? A base doze poderia substituir
bem, levando em conta a limitacao da memoria humana, ja que essa base ainda é usada em
alguns momentos pontuais do nosso comércio (dizia de ovos), essa base tem mais divisores:
2, 3,4 e 6. Enquanto a decimal s6 tem dois divisores: 2 e 5. Seria muito mais vantajoso no
uso de fragoes, tendo facilidade de se usar como consequéncia a metade, o terco, o quarto ou
o sexto. Tais fracGes ja sao usadas, o que nem nos provoca estranheza. As divisées de tempo
seriam facilitadas, pois os anos tem doze meses, os dias vinte quatro horas, ou seja, o dobro

de doze, as horas e os minutos sendo conjuntos de sessenta seriam multiplos desta base e etc.

Outro nimero com caracteristicas especificas para base seria um dos nimeros primos,
qualquer um deles, sua vantagem principal é que suas fragoes seriam irredutiveis, nao exis-
tindo ambiguidade entre fragoes equivalentes, o que acontece muito no sistema decimal entre
as fragoes pertencentes ao conjunto dos nimeros racionais, sendo cada fracao unica nesse

sistema com base de nimero primo.
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Ifrah [6], na pagina 81, menciona que existiram partidarios da ideia de trocar a base do
sistema decimal pelo duodecimal. Um desses partidéarios foi J. Essig em 1955, um inspetor
geral de financas, que tentou impor uma reforma nesse sentido. Perda de tempo, pois o hdbito
de contar por dezenas ja se tornara tradicao, e o que realmente aconteceu foi a estruturacao
do sistema de pesos e medidas em um sistema mais homogéneo, perfeitamente mais adaptado

ao decimal. Que aconteceu durante a Revolucao Francesa.

E fato que a troca da base dez por outra nao muito maior, nao traria grandes dificuldades
de memorizacao de seus simbolos, pois seriam aproveitados os dez simbolos ja existentes, e
forneceriam ordens de grandeza tao satisfatérias para a escrita quanto a atual. Em relacao
as operacgoes aritméticas, seriam executadas usando os mesmos algoritmos que se usa atual-

mente.

A substituicao da base decimal por outra nao nos parece viavel, pois hé a tradi¢gao humana
de contar usando os dez dedos, ou seja, a anatomia de nossas maos definiu que a base dez

fosse absorvida na sociedade durante séculos.

1.4 Base 12

Segundo Lintz [9], na cultura grega como tantas outras as civilizagdes nascem do cardter
mitologico, manifesta-se os primeiros conceitos sobre a origem do Universo, a interpretacao
de fenomenos naturais e consequentemente, do nimero, que é um dos mais poderosos e
primitivos simbolos de toda a humanidade. Também segundo Lintz [9], Homero descreve
muitas passagens da Odisséia onde o nimero doze aparece. Assim, a base doze surgiu de
um apanhado da mitologia e da realidade. Isso se deu motivado a relagao de nimeros
pela influéncia nos feitos hericos e cerimonias religiosas: por exemplo, os doze trabalhos de
Hércules, doze sao os signos do Zodiaco, como também era o niimero de prisioneiros troianos
sacrificados nos funerais Patroclo, sendo doze o nimero de faces do dodecaedro regular,
que desde muito tempo se relaciona com uma série de mitos e sempre teve importancia nas

consideragoes dos matematicos gregos.

Mas o sistema duodecimal, hoje ainda usado na contagem de duzias tem seu ponto fi-

11



Figura 1.2: Técnica digital duodecimal. Fonte: pég.188 de [6].

loséfico. De fato, o dodecaedro de doze faces pentagonais regulares sempre foi venerado pelos
gregos como possuindo poderes mégicos. Isto se reflete no “Timeu”? onde ele é o simbolo do
Cosmo, sendo um dos cinco sélidos de Platao e também pela consideracao entre os pitagéricos

cujo simbolo representativo era o pentagono regular, uma de suas faces.

H&a também a hipotese da base duodecimal ser antropomérfica, como descrita por Ifrah
[6], ou seja manual. Como cada dedo tem, trés falanges (ou articulagoes) e como o polegar
que marca as operacgoes, entao é excluido, podendo contar-se de 1 a 12 utilizando os dedos
de uma unica mao. Basta para tanto apoiar o polegar, sucessivamente, em cada uma das
trés falanges dos quatro dedos opostos da mesma mao. Seguindo os mesmos passos desde o
inicio, em seguida contar 13 a 24, depois 25 a 36 e assim por diante. De acordo com a Figura
1.2. Observando que usando essa técnica a dezena impoe-se como a base auxiliar do sistema
de numeracao. Hoje ainda existe esse procedimento de contagem: e é usado no Egito, Siria,

Iraque entre outros paises. Dando forca a essa conjectura sobre o sistema duodecimal.

3E um dos didlogos de Platao, principalmente na forma de um longo mondlogo do personagem-titulo,
escrito por volta de 360 a.C. O trabalho apresenta a especulacao sobre a natureza do mundo fisico e os seres

humanos.
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1.5 Base 20

Ifrah [6] sintetiza a origem da base vigesimal (20) na sua adoc@o pelos Astecas, facil de

entender observando a Figura 1.3, onde, nesse idioma:

e 0s cinco primeiros nomes de numeros podem ser associados aos cinco dedos de uma

mao;
e 05 cinco seguintes, aos cinco dedos da outra mao;
e 0s cinco outros, ainda, aos cinco artelhos (dedos) de um pé;

e ¢ 0s cinco ultimos, aos cinco artelhos do outro pé.

1. polegar direito 11. pequeno artelho direito
2. indicador direito 12. artelho seguinte

3. médio direito 13. artelho seguinte

4. anular direito 14. artelho seguinte

5. minimo direito 15. grande artelho direito

6. minimo esquerdo 16. grande artelho esquerdo
7. anular esquerdo 17. artelho seguinte

8. médio esquerdo 18. artelho seguinte

9. indicador esquerdo 19. artelho seguinte

10. polegar esquerdo 20. pequeno artelho esquerdo

Esse método de contagem com base vinte fica evidente também em outros povos quando
observamos suas expressoes para o 20 e seus multiplos, Ifrah [6] cita que segundo C. Zaslavsky,

o povo “banda”da Africa central, diz o nimero 20 como “dobrar um homem”, entendendo-se
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>
1415 16 17

Figura 1.3: Técnica de contagem vigesimal (base 20). Fonte: pag. 86 [6].

por isso que quando um individuo flexiona as pernas, e fica facil contar os dedos da mao e
dos pés juntos . Tracos desse sistema vigesimal também sao encontrados nos povos de origem

indo-europeu?.

4Povos origindrios da Asia central ou dos planaltos iranianos que, a partir do final do perfodo Neolitico,

se expandiram para a Europa.
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1.6 Base 60

O sistema de base sexagesimal usado na Grécia, segundo Lintz [9], foi certamente importado

do Oriente, em seu periodo de empirismo, para medir angulos e usado na astronomia.

Sabemos que a base sessenta, nao chegou a ser usada na Grécia como sistema numérico
corriqueiro, tendo seu uso estritamente geométrico e astronomico, devido a afirmacao de
Ifrah [6] que “Os sumérios sao os unicos da histéria a terem inventado e usado um sistema
sexagesimal”. Essa exclusividade técnica provocou uma grande curiosidade, e muitos auto-
res pesquisaram e inventaram varias hipdteses sobre esse acontecimento histérico. Porém,
aqui vamos relatar a hipdtese descrita e aceita por Ifrah [6], que nos parece estruturada e

determinante nos dias de hoje.

Do fato que os sumérios tem origem em dois povos estrangeiros, provavelmente no século
IV a.C., se supoe que essas duas culturas, antes de se encontrar, tinham sistemas de contagem
diferentes, ambas diferentes do sistema sexagesimal, um usando a base cinco e o outo usando
a base doze. Noutras palavras, a numeracao suméria de base sessenta tinha sido o resultado

da combinacao da base 12 e da base 5.

A [ =
‘ MAO ESQUERDA } ‘ MAO DIREITA

483524

M1z r{; |10

" je 1/M/218]7
Contagem dos dedos, 60 !J ,':_ ‘| 2| Erf"ji‘l“‘ ’ Contagem das falanges pelo polegar
cada um valendo uma ’5\ RIRS N 3| JS 112 oposto, cada uma tendo valor de
dezena X ' I

o ~| ! i unidade.

Figura 1.4: Sistema de contagem manual da Peninsula Indochina. Fonte: 189 [6].

Como ja descrito a origem das bases 5 e 12 devem ser antropomoérficas, o que fortifica a
hipétese, pois a vantagem de contar com os dedos, facilita a dificil obrigagdo de memorizar

os sessenta simbolos, dai em diante se torna natural, uma vez adquirido o principio da base
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60. Ifrah [6] fala do sistema de contagem manual, ainda utilizada na peninsula indochinesa
para fortalecer sua hipdtese, onde a base 60 aparece sendo a base principal, e os niimeros 12

e b como bases auxiliares.

Segundo Ifrah [6], pagina 189, a contagem é feita da seguinte maneira. Conforme Figura
1.4: Na mao direita, conta-se de 1 a 12 apoiando o polegar sucessivamente em cada uma
das trés falanges dos quatro dedos opostos. Surge a duzia com essa mao, dobra-se entao o
minimo esquerdo. Volta-se em seguida a primeira mao e prossegue-se a contagem de 13 a 24
repetindo a técnica. Depois, uma vez atingindo o nimero 24, dobra-se o anular esquerdo e
continua-se a contar da mesma maneira de 25 a 36 com a mao direita. Abaixa-se em seguida
o médio esquerdo e procede-se igualmente até 48, em que se dobra o indicador esquerdo.

Repete-se a operagao, completando sessenta dobrando o tltimo dedo da mao esquerda.

Os vestigios dessa aritmética sao evidentes e estao incorporados a cultura contemporanea,
por exemplo, no habito de exprimir o tempo em horas, minutos e segundos e na medida de

angulos em graus, minutos e segundos.
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CapriTULO 2

O Principio da Base e o Nascimento

dos Sistemas de Numeracao

Depois da abstracao dos nimeros e de diferenciar sutilmente a cardinalidade e a ordinalidade
dos ntimeros, surgiu a necessidade de ampliar as suas concepgoes em relacao aos seus antigos
métodos de agrupamentos em conjuntos (pedras, conchas, colares de conchas, etc). Devido
a essa nova necessidade é que esses instrumentos numéricos tornaram-se simbolos numéricos,

bem mais simples para lembrar, reter, diferenciar e combinar.

Em seguida, os nimeros se estruturaram um pouco com as técnicas corporais, por exem-
plo, o uso dos dedos da mao. A necessidade que persistia de distinguir o préprio simbolo
do nimero e o nome do objeto de que se servia, até que a ligacao entre o nome do objeto
e do nimero desaparecesse completamente da memoéria. A medida que a humanidade foi se
apropriando da linguagem articulada os sons substituiram pouco a pouco os objetos pelos

quais tinham sido criados.

2.1 A Descoberta do Principio da Base

Ifrah [6] define dois principios titeis para que a humanidade simbolize os nimeros:

e 0 primeiro, qualificou de cardinal, que consiste em adotar desde o inicio um simbolo
padrao como representando a unidade e em repetir este tantas vezes quantas o ntimero

considerado contém unidades;

e 0 segundo, qualificou de ordinal, que consiste em atribuir a cada niimero um simbolo



original e, portanto, em considerar uma sucessao de simbolos que nao tém nenhuma

relacao uns com os outros.

Principio cardinal: sao representados por uma simples repeticao tantas vezes quanto
o nome do nimero 1, ou ainda por alinhamento, justaposicao ou superposicao de tantas
pedras, dedos, entalhes, tracos ou seja qualquer simbolo que represente a unidade. Conforme

Figura 2.1.

1 2 3 4
um um-um um-um-um um-um-um-um

o QH ALA o Yo YA YA

Figura 2.1: Representagoes cardinais dos quatro primeiros nimeros. Fonte: pag. 47 [6].

Principio ordinal: os mesmos ntimeros sao representados por palavras, objetos, gestos ou

sinais, todos diferentes uns dos outros. Conforme Figura 2.2.

O préximo passo para a humanidade foi aprender a conceber conjuntos cada vez mais ex-
tensos. Para representar niimeros cada vez maiores, nao se podia multiplicar indefinidamente
os objetos, nem contar as partes do corpo infinitamente, muito menos repetir a mesma pala-
vra de maneira ilimitada, ou sempre criar palavras novas quando necessario. Seria inaceitavel

nos dias de hoje repetir o mesmo simbolo para simbolizar os centavos de um real.

Conforme Ifrah [6], pagina 48, a solucao encontrada foram os “agrupamentos”(como a
dezena, a dizia, a vintena ou a sessentena, por exemplo) e organizar a sequéncia dos nimeros

segundo uma classificagdo hierarquizada fundada nessa base (no sistema decimal: ordens e
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| 2 3 4
polegar indicador médio anular

um dois trés quatro
Lo

g‘& 2t
1 2 - i 4

Figura 2.2: Representagoes ordinais dos quatro primeiros nimeros. Fonte: pag. 48 [6].

classes). E é dessa maneira que se chegou a uma simbolizagao estruturada dos nimeros
evitando-se esforcos de memoria ou de representacao considerédvel. Eo principio da base.
Sua descoberta marcou o nascimento dos sistemas de numeracao, onde se tem uma base que
é o numero de unidades que deve ser agrupada para que se possa formar uma unidade de

ordem superior.
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CapriTULO 3

Sistema de Numeracao

Para o desenvolvimento deste capitulo foi utilizada, principalmente, a referéncia [5], livro

“Aritmética’de Abramo Hefez.

Temos no sistema decimal, que todo niimero inteiro é identificado por uma sequéncia dos
algarismos;

1,2,3,4,5,6,7,8,9,

acrescidos do simbolo zero (0), que representa a auséncia de algarismo nas unidades, dezenas,

centenas e etc. Por serem dez os algarismos, o sistema é chamado decimal.

Como cada algarismo, além do seu valor substantivo, possui um peso que lhe é atribuido
devido a posicao que ele ocupa, a ideia do sistema de numeracao posicional é a variagao
do valor numérico dos digitos do algarismo de acordo com a sua posicao. Esse sistema é
denominado posicional. A base numérica usada atualmente é a base de numeracao decimal,

ou seja, a base 10. Esse peso varia seguindo sempre uma base numérica, no caso poténcia de

dez.

Os algarismos dependendo da sua posicao no nimero tem pesos diferentes, seguindo da
direita para a esquerda. O primeiro algarismo da direita tem peso um; o seguinte tem peso
dez; o seguinte tem peso cem; o seguinte tem peso mil. Sempre seguindo essa ordem. Por-
tanto, os nimeros de um a nove sao representados pelos algarismos de 1 a 9, correspondentes.

O numero dez é representado por 10, o nimero cem por 100, o nimero mil por 1000.

Por exemplo, o niimero 11001, na base 10, é a representacao de
1.10* 4+ 1.10* + 0.10* + 0.10" + 1.10° = 1.10* + 1.10° + 1.10°.

Cada algarismo de um numero possui uma ordem contada da direita para a esquerda. Por-



tanto no nimero 11001; da direita para a esquerda o primeiro 1 que aparece é de primeira
ordem, o segundo é de quarta ordem e o terceiro 1 é de quinta ordem. De trés em trés
algarismos, também contados da direita para a esquerda, forma-se uma classe, ou seja, sao
separados os algarismos da direita para a esquerda em grupos de trés ordens e cada grupo

desses forma uma classe. Desse modo, temos:

unidades — 1%*ordem
Classe das Unidades | dezenas — 22ordem
centenas — 3*ordem,;
unidades de milhar — 4®ordem
Classe do milhar | dezenas de milhar — 5®ordem
centenas de milhar — 6*ordem;
unidades de milhao — 7*ordem
Classe do milhao | dezenas de milhdo — 82*ordem
centenas de milhdo — 9*ordem.

Os sistemas de numeracao posicional baseiam-se no teorema a seguir, que é uma aplicagao

da divisao euclidiana.

Teorema 3.1 (Aplicagdo do Teorema Euclidiano). (Hefez [5], pdgina 68) Sejam dados os
numeros inteiros a e b, com a > 0 e b > 1. FExistem numeros inteiros n > 0 e 0 <

70y T1s ey Tn < b, com 1, # 0, univocamente determinados, tais que a = ro + r1b + rob? +

Essa representagao apresentada no Teorema 3.1. é chamada de expansao relativa a base
b. Note que, a base numérica nao precisa necessariamente ser 10, qualquer nimero inteiro
positivo pode ser escrito de modo tinico, numa base qualquer. Por exemplo, quando b = 10,
essa expansao é chamada expansao decimal, e quando b = 2 é chamada expansao binaria. A

seguir o algoritmo para determinar a expansao de um numero qualquer relativamente a base
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b. Ou seja, aplicar sucessivamente a divisao euclidiana:

a = bgy+ 1o, 7o < b,
QO:bQ1+7"1>7’1 <b7
q1 = bgz + 12, 72 <D,

qn—2) = bqn—1) + T(n-1), T(n-1) < b,
qn-1) = an Ty, T < bv

e assim segue. Observa-se que se repetirmos esse processo indefinidamente, com
a > qo > q ..., quocientes cada vez menores, deveremos, em um certo ponto, ter ¢, 1 < b
e, como o quociente nao pode ser negativo, chegard um momento em que ele sera nulo e,

portanto, de

Gn—-1 = an + T,
teremos ¢, = 0 , e supondo que quando tivermos o quociente nulo, que implica
0=qn = qni1 = Qnio = ...., €, portanto, 0 =r, 1 =71, 10 ="...

Substituindo o valor de gy na primeira expressao e depois o valor ¢; na segunda e assim

sucessivamente, encontraremos:
a=ry+rb—+ryb® + ...+ r,b"

Que ¢ o algoritmo para determinar a expansao de um ntmero qualquer relativamente a base
b. Essa expansao numa dada base b fornece-nos um algoritmo para representar os nimeros

naturais. Para tanto, escolha um conjunto S de b simbolos

S = {80,81, ..... ,Sb_l},

com s, = 0, para representar os nimeros de 0 a b — 1. Genericamente, um niimero natural a
na base b escreve-se na forma

Tnlp—1Tp—2....01X0,

com o, ...., T, € .5, e n variando, dependendo de a, representando o ntimero
xo + $1b + ...+ J?nbn
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No sistema decimal, isto é, de base b = 10, usa-se
S ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Se b < 10, utilizam-se os simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5,.., 9. Se b > 10, costuma-se usar simbolos

de 0 a 9, acrescentando novos simbolos para 10,..., b — 1.

H&a nesse momento a necessidade de provar a unicidade da forma de se expressar um
nimero numa base b, pois do contrario, teriamos dois nimeros diferentes para expressar uma
mesma quantidade. Sem perda de generalidade vamos supor dois niimeros diferentes escritos

na mesma base. Para isso usaremos:

Teorema 3.2 (Proposicao). (Hefez [5], pdagina 69) Sejam dados os nimeros inteiros b > 1,

n,n' >0,0<rg...rm<bel<r .., r, <b, tem-se que;
1. ro+1b+ ...+ rb" < bt
2.n>n"er, 0= rog+rib+..+r,b" >T6+r'1b+...—|—7“;l,b”';
3. n=n"er,>r, = 1ro+rb+..+r,b" >rj+rb+.. —|—rjz,b”/.
Demonstragao:

1. Temos, para todo ¢ =0, 1,...,n, que

rib’ < (b—1)0" = b1 — bs.

Tomando o somatorio de ambos os lados da igualdade acima, para ¢ = 0,1,2,...,n,

obtemos

ro + 71b+ . 4 1 b" (b" =) + (b = b") + ...+ (BT =)

IA

IN

VO—1)+bb—1)+..+b"(b—1)
< n+1-1<bn+1.
2. Pelo item anterior, temos que se n > n' e r, # 0, entao
oAb A b < b 1 < by <A b A b
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3. Nessa situacio, temos pelo item (2) que
ro+11b+ A (ry — ) >l b B

O que prova a unicidade da forma de expressar um numero, ja que (r, —r;,) > 0, ou

seja, se 08 numeros na mesma base tem restos diferentes, sao diferentes.

Essa unicidade s6 é aceita devido a unicidade do resto e do quociente no teorema da
“Divisao Euclidiana”.
Teorema 3.3 (Divisao Euclidiana). (Hefez [5], pag. 53) Sejam a e b dois nimeros inteiros

com b # 0. Existem dois unicos numeros inteiros q e r tais que

a=0bqg+r, com 0<r<|b.

Demonstragao: Demonstracao da unicidade: Suponha que a = bg + r = bg’ + r/, onde
q,.q¢,rr" €Z,0 <r <|be0 <7 <|b. Assim, temos que —|b| < —r <1 —r <" < |b|.

Logo, |r" — r| < |b|. Por outro lado , b(¢ — ¢') = " — r, o que implica que
bllg — q'| = [r" =] < [8],
0 que 80 ¢é possivel se
¢—q¢=0=q=¢,
e consequentemente,

r—r=0=r=r"

Segundo Hefez (Hefez, pag. 62) [5], Euclides desenvolveu a teoria dos nimeros naturais,
mas no teorema de divisao euclidiana 3.3 e na sua aplicacao 3.1 usa-se o conjunto dos ntimeros
inteiros. Portanto, precisamos aqui, deixar claro que o Teorema de Euclides também é
usado para divisoes com nimeros inteiros negativos, e para isso usaremos como ferramenta

o Teorema de Fudoxo, que nos da a regra:
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e O resto nunca pode ser negativo.

Teorema 3.4 (Teorema de Eudoxo). (Fonseca [4], pag. 54)Seja a e b # 0 nimeros inteiros

, entao:

1. a € um maltiplo de b e, portanto a = bq, com q € Z;

2. a estd situado entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, existe um inteiro q tal que,

para b >0,bqg <a<blqg+1)e parab<0, bg<a<blqg—1).

Demonstragao: Com efeito, se b > 0, nada ha que demonstrar, e se b < 0, entao || > 0, e

por conseguinte existem e sao tnicos os inteiros q; e r tais que

a=1blg1+1r e 0<r<|b

ou seja, por ser |b| = —b:
a=0b(—q)+r e 0<r<]|b
Portanto, existem e sao unicos os inteiros ¢ = —q; e r tais que
a=bg+r e 0<r<|b
O
Exemplo 3.5. Divisao de a = 45 por b = —7: Efetuamos a divisao usual dos valores

absolutos de a e de b, obtemos:

45 =76+ 3

o que implica:

45 = (=7).(=6)+3 e 0<3<|—1]

Logo, o quociente ¢ = —6 e o resto r = 3.
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CapriTULO 4

Sistema de Numeracao em Diferentes

Bases

Neste momento, estudaremos a representacao numérica de sistemas posicionais utilizando-se
de bases diferentes de 10. Utilizaremos, os mesmos simbolos da base decimal, acrescentando
outros quando a base usada for maior que 10. O valor posicional nos é remetido quando temos
que representar qualquer quantidade sem criar um novo simbolo. Na construcao algébrica
dos numerais observamos a repeticao combinada e ordenada dos digitos ou simbolos, sem
criar nenhum outro simbolo, que permite representar qualquer quantidade em um sistema de

numeragao posicional.

Mas antes de estudarmos essas representagoes numéricas, faremos como Hefez [5], vamos
definir uma notagao, utilizaremos [z,...z12o), para significar que o niimero é representado

por x,...r1To na base b. Assim,
[Tp...x120]p = xo + 210+ ... + 20"

Como a base dez é mais usada, vamos denotar [z,...x12o]10 apenas por x,...x1xg.

4.1 Operacoes Matematicas em Algumas Bases Dife-

rentes da Base 10

Os algarismos das operacoes aritméticas em todas as bases é genericamente igual por serem

sistemas de numeragao posicional.

Jé& falamos sobre as entradas nas tabelas de adi¢cao e multiplicagado. Vamos fazer alguns



exemplos de tabelas com algumas bases que ja estudamos. Nao faremos tabelas de subtracao
e divisao, pois sao operacoes inversas da adicao e da multiplicagao, assim, pode-se usar as

mesmas tabelas para os calculos.

4.1.1 Operacgoes no Sistema Binario

E uma operacao, como comentado, semelhante a soma decimal. Com a diferenca favoravel
de utilizar apenas os digitos zero (0) e um (1). As regras para operacoes de adi¢do sao
simples, ou seja, além das representagoes dos algarismos no sistema de numeracao binaria

ser simplificada, também suas operacoes nesse sistema sao simplificadas:

e 0+0=0;
e 0+1=1
e 1+0=1

1+1=0e “vai um”;

1+14+1=1¢e “val um”.

+ 101
001
11110

Tabela 4.1: Tabela de adigao binaria.

Exemplo 4.1. 1 1 1
1 0 1 1
+ 1 0 1 1
1 01 10

A multiplicacdo binaria tem o mesmo modelo da multiplicacao decimal. A regra para a

operacao também é simples:
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0x0=0;

e O x1=0;
e 1 x0=0;
e I x1=1.
Exemplo 4.2. 1 0 1 1
x 1 1
1 0 1 1
10 1 1 +

1 00 0 0 1

4.1.2 Operacgoes no Sistema Quinario

Como visto, tem 5 algarismos: 0, 1, 2, 3 e 4.

+10| 1 ]2 3] 4
0Ojoj12]3]4
1112|3410
2121341011
3134 ([10] 1112
4 4110111213

Tabela 4.3: Tabela de adi¢ao quinaria.
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Exemplo 4.3. 1 1 1
1 2 3 4
+ 1 2 3 4
3 0 2 3
+(011 2|3 ] 4
000|000
1101112 ]3] 4
210124 11|13
31013111422
4 10(14]13]22)|31

Tabela 4.4: Tabela de multiplicagao quinaria.

Exemplo 4.4. 2 3

"
= W W W
—_

,_.
—
—

N[ © DN

N

~ | 4+ &~

4.1.3 Operacoes no Sistema Duodecimal

E o sistema de base numérica com doze algarismos, os dez da base decimal mais dois, um

para substituir o 10 = a e outro para substituir o 11 = b, ou seja: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,

aeb.
Exemplo 4.5. 1 1 1
1 8 7 a
+ 9 8 7 a
b 5 3 8
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+(0(1 2|3 |4|5]6|7[8|9|a|b

11213456789 al|b
1{1( 2345|6789 ]al|lb]|l0
21213456789 a|b|10]|11
31314156789 a|b|10]11]12
4141516 | 789 |al|b|l0/11]12]13
5156|789 |a|b|10|11]12]13]14
6 16| 7|89 |al|b|[10[11|12|13]|14]15
717|819 al|b 1011 12|13]|14]15]16
818 9| a|b|10]11 12|13 | 14| 15|16 |17
919 a|b 1011|1213 |14 |15| 16|17 |18
alal|b|[1011 12|13 |14 |15]16| 17|18 |19
b|{b|10 11|12 13 14 |15| 16|17 |18 |19 la

Tabela 4.5: Tabela de adicao duodecimal.

Exemplo 4.6. 1
a 2 1 b
x 2 1
a 2 1 b
1 8 4 3 a +
1 9 2 5 b b

Para fazer a Tabela 4.6 de multiplicacao ja foi muito trabalhoso. Para trabalhar com a
base doze e nao se atrapalhar é necessario uma outra aritmética: congruéncia médulo m,
que esse trabalho nao abrange. Por esse motivo nao apresentaremos mais tabelas de adi¢ao
ou multiplicacao com a base 60. Observamos que esse deve ser um dos motivos da base
sexagesimal ter sido usado somente pelo povo sumério e nao ser usado nos dias de hoje,
ou seja, a necessidade de aprender grande quantidade de nimeros na tabela de adicao e

multiplicacgao.
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Tabela 4.6: Tabela de multiplicacao duodecimal.
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CAPiTULO 5

Conversao de Uma Base Numeérica

Para Outra

A conversao de uma base b qualquer para a base 10 é feita pela fatoracao do ntimero, como
ja foi mostrado na apresentacao dos sistemas de numeracao e demonstrado. Traremos exem-
plos dessas conversoes da base 10 para as bases: binaria, quinaria, duodecimal e vigesimal.
Essas bases que anteriormente foram relatadas em algum momento histérico em nosso tra-
balho, deixaremos sem exemplos a base sexagesimal por apresentar grande dificuldade de

memorizacao de sessenta algarismos.

Como em qualquer base todos os sistemas de numeracao sao posicionais. Logo cada
algarismo de um nimero possui uma ordem, assim vamos exemplificar com uma conversao

na base tres.

Exemplo 5.1.
43 | 3 2 unidades
2 |13 13 grupos de 3
43 | 3 2 unidades
2 [ 1313 1 grupo de 3
1 |4 4 grupos de 9




43 | 3 i 2 unidades — 1*ordem
2 133 1 grupode 3 — 2*ordem
1 143 1 grupode 9 — 3*ordem
1 T I 1 grupo de 27 — 4%ordem

Portanto, os niimeros na base 3 sao formados pelos algarismos: 0, 1 e 2. E a expansao

relativa & base 3 do nuimero 43 na base 10 é:

27T+9+3+2=13+13"+ 13" +23° = [1112]s.

5.1 Conversao Decimal Para Binario

Exemplo 5.2. O nimero 30 na base 10 (decimal) representa qual nimero na base 2 (binaria)?

Para resolver essa questao e as préoximas de conversao, utilizaremos o processo de divisao
sucessiva de Euclides, sendo necessario dividir o nimero 30 pela base 2 (para qual se quer
converter) até chegar a um valor que nao seja mais divisivel por 2. O resultado seréd formado
unindo o ultimo quociente ao resto de cada uma das demais divisoes, como pode-se ver na

Figura 5.1.:

2

30
0 15
1

2
7
1

RWN
=N

Figura 5.1: Transformacao da base 10 para base 2. Fonte: autor.

Portanto, o sistema bindrio como os demais, também é posicional: o valor verdadeiro
de um algarismo é proporcional a sua posicao que é contada da direita para a esquerda, e

comega com potencia de expoente zero. Aqui, representando um niimero na forma binaria e
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sua expansao relativa para conversao para o sistema decimal.

[11110]; = 1.2* + 1.2% + 1.22 + 1.2' +0.2° = 30.

5.2 Conversao Decimal Para Quinaria

Exemplo 5.3. O ntimero 718 na base 10 (decimal) representa qual nimero na base 5

(quinéria)?

Para fazer essa conversao, utilizaremos a mesma instrucao do Exemplo 5.2. O resultado

pode-se ver na Figura 5.2.:

Figura 5.2: Transformacao da base 10 para base 5. Fonte: autor.
Portanto, aqui, representando um nimero na forma quindaria e sua expansao relativa para
conversao para o sistema decimal.

[10333]5 = 1.5 +0.5% + 3.5? + 3.5' +3.5" = 718.

5.3 Conversao Decimal Para Duodecimal

Como a base b = 12 é maior do que 10, devemos acrescentar novos simbolos para representar

10 e 11, que se tornam algarismos e que denotaremos por a e b, respectivamente.

Exemplo 5.4. O ntmero 718 na base 10 (decimal) representa qual nimero na base 12

(duodecimal)?

Para fazer essa conversao, utilizaremos a mesma instrucao do Exemplo 5.2. O resultado

pode-se ver na Figura 5.3.:

34



718 12

10 59 12
11 4

Figura 5.3: Transformacao da base 10 para base 12. Fonte: autor.

Portanto, aqui, representando um nimero na forma duodecimal e sua expansao relativa

para conversao para o sistema decimal:
[4ba]1s = a.12° + b.12' + 4.12% = 718,

[4ba]1o = 10.12° + 11.12" +4.12? = 718.

5.4 Conversao Decimal Para Vigesimal

Como a base b = 20 é maior do que 10, devemos acrescentar novos simbolos para representar
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 e 19 que se tornam algarismos e que denotaremos respecti-
vamente pelas primeiras letras do alfabeto: a,b,c,d,e, f,g,h,i e j, ou seja: 10 = a, 11 = b,

12=c,13=d,14=¢,15=f,16 =g, 17=h, 18 =i e 19 = j.

Exemplo 5.5. O nimero 718 na base 10 (decimal) representa qual nimero na base 20

(vigesimal)?

Para fazer essa conversao, utilizaremos a mesma instrucao do Exemplo 5.2. O resultado

pode-se ver na Figura 5.4.:

Portanto, aqui, representando um ntumero na forma vigesimal e sua expansao relativa

para conversao para o sistema decimal.

[1fi]0 = 1.20% 4+ f.20" +4.20° = 1.20% + 15.20" + 18.20° = 718.
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718 20
18 35 20
15 1

Figura 5.4: Transformacao da base 10 para base 20. Fonte: autor.
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CAPITULO 6

Aplicacoes

6.1 Jogo do Nim

O Jogo do Nim nos interessou por abranger o contetiido, tendo uma ligagao interessante, com
a aritmética dos nimeros naturais no sistema binario de numeragao, alem do seu enfoque
educacional e histérico, segundo C.L.Bouton ! que batizou esse jogo por Nim no seu artigo

cientifico em 1901, esse jogo de palitos tem origem chinesa.

H& muitas versoes do jogo do Nim, cada uma com uma estratégia. Descreveremos a
seguir, uma das versoes estudadas por Boutom, estas ideias estao presentes na formulacao

mais recente no livro Aritmética de A.Hefez [5].

O Jogo do Nim tem as seguintes caracteristicas:

e Dispoe-se sobre a mesa um numero N de palitos separados em trés grupos de palitos,
o grupo 1 com n; palitos, o grupo 2 com n, palitos, o grupo 3 com ng palitos, de modo

quen1+n2+n3:Nequeni7§nj se i # J;

Dois participantes, A e B, onde se alternam efetuando movimentos;

e Na sua vez, cada jogador deve retirar um ou mais palitos de apenas um dos grupos;

Ganha quem retirar o ultimo palito.

Nosso objetivo neste trabalho metodolégico é a percepgao de regularidades no ato das
jogadas e do uso da base binaria. Além disso, mostrar a estratégia de encontrar uma situacao

favoravel e se nao cometer erros nas jogadas seguintes, ter a vitéria no jogo.

'Matemético Charles Bouton, da Universidade de Harvard, que estudou as propriedades do jogo nim.



Analisando algumas situacoes do jogo do Nim, percebe-se que existindo apenas um grupo
de palitos, entao o jogador A ganha, desde que retire todas as pecas do grupo. Outra
possibilidade com dois grupos com o mesmo nimero de palitos, o jogador B ganha, fazendo a
mesma jogada do primeiro. Quando existem dois grupos com nimeros diferentes de palitos,
o jogador A vence, desde que se retire palitos do grupo maior, deixando os dois grupos de
palitos do mesmo tamanho. A analise fica mais dificil com mais de dois grupos. Para melhor

conhecer a estratégia faremos um exemplo.
Exemplo 6.1. Colocar na situagao real em que dois jogadores; André (A) e Beatriz (B) e

que o jogo comece assim com trés grupos (4,7,8).

Um exemplo de partida:

4,7,8) 3 (4,7,3) 2 (4,7,00 & (4,4,0) 2 (0,4,0) 2 (0,0,0).

O jogador André sempre teve uma estratégia que vamos revelar agora; como iniciou o

jogo e seguindo os passos sem cometer erro, sempre vencera.

Deves-se, antes de cada jogada, transformar a base decimal para binaria. Veja o Exemplo

6.1: no inicio os grupos sao;

Grupos decimal binério

Grupo 1 4 100
Grupo 2 7 111
Grupo 3 8 1000

1211

Grupos decimal binario

Grupo 1 4 100

Jogada de André:  Grupo 2 7 111
Grupo 3 3 11

222
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Grupos decimal bindrio

Grupo 1 4 100

Jogada de Beatriz: Grupo 2 7 111
Grupo 3 0 00

211

Grupos decimal binario

Grupo 1 4 100

Jogada de André:  Grupo 2 4 100
Grupo 3 0 00

200

Grupos decimal binario

Grupo 1 0 00

Jogada de Beatriz: Grupo 2 4 100
Grupo 3 0 00

100

Grupos decimal binario

Grupo 1 0 00

Jogada de André:  Grupo 2 0 00
Grupo 3 0 00

00

Somando os ntimeros binarios como se fosse na base decimal, a cada etapa, chamaremos

essa soma de chave do jogo, como A. Hefez [5] chamou. Pode-se verificar que André sempre

tornava os algarismos da chave pares, obrigando Beatriz na sua jogada de transformar a

chave, pelo menos, um algarismo impar.

Uma posicao em que todos os algarismos da chave sao pares foi chamada de posigao

segura, enquanto que, quando pelo menos um dos algarismos da chave é impar, foi chamada

de posigao insegura, conforme Hefez [5], pagina 78.

Hefez [5] também cita Bouton, quando lembra, que mesmo “se um jogador encontrar na

sua vez uma posicao segura, qualquer que seja a jogada que faca, s6 poderd chegar a uma
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posicao insegura’, e “de uma posi¢ao insegura, pode-se, com uma jogada conveniente, sempre

retornar a uma posigao segura’ .

6.2 Cdbdigo de Barras

O cédigo de barras é uma revolucao no comércio, se pararmos para pensar que a algum tempo
era necessario muitos funciondrios em um comércio s6 para remarcar os precos dos produtos,
o que hoje, por causa desses cddigos necessita-se apenas trocar o pre¢o do produto em um

software, em um terminal de computador.

Objetivo do cédigo de barras, conforme Takahashi [17], pagina 281: identificar, com
seguranca, um objeto ou um artigo, de acordo com o pais de origem, a empresa que o produz
e o tipo de produto. Esses cédigos facilitam os registros, como por exemplo, o controle de
estoques e do movimento do caixa do estabelecimento comercial. A utilizagao dos cédigos de
barras é muito vasta, sendo aplicada em muitas areas: industria, comércio, boletos bancarios,
etc. Esse cédigo proposto, formalmente aceito (patenteado) em maio de 1973, passou a ser
conhecido como cédigo UPC (Universal Product Code) e foi adotado nos Estados Unidos e

Canada.

Vamos ver como funciona o cédigo de barras. Existem varias versoes sucessivas do UPC,
o tipo de cédigo de barras que vamos interpretar no nosso exemplo é conhecido como EAN13,

nao ¢ o unico existente, mas esta entre os mais utilizados:

E composto de 13 algarismos;

Os trés primeiros algarismos indicam o pais de origem do produto. Para identificar o

Brasil usa-se os algarismos: 789;

Os quatro algarismos seguintes identificam a empresa fabricante;

e Os proximos cinco digitos identificam o codigo do produto dentro da classificagao da

propria empresa, especificando sabor, modelo, cor, etc;

O dltimo algarismo é chamado de digito verificador. Ele é determinado por uma série de
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operacoes realizadas com os algarismos anteriores, utilizado dessa forma para confirmar

se a leitura do codigo foi feita corretamente;

e Quando o cédigo de barras de algum produto é passado pelo leitor optico, ele, envia
ao computador a sequéncia de barras brancas e pretas impressa na embalagem. Um
software interpreta qual sequéncia de algarismos ela representa, identificando o produto

e seu prego.

6.2.1 Digito Verificador

Quando por algum motivo, a leitura optica falha, o caixa digita a sequéncia de algarismos
que aparece abaixo das barras. Geralmente o digito de verificacao tem como finalidade evitar
erros na digitagao ou no preenchimento de documentos com nimeros, como por exemplo o

algarismo apés o hifen, nos CPF’s e contas bancarias.

Um dos métodos empregados para gerar o digito verificador obedece aos seguintes passos:

Da esquerda para a direita, escreva os algarismos 1 e 3, alternadamente, abaixo de cada

um dos 12 primeiros digitos;

Multiplique cada digito do cédigo pelo digito colocado imediatamente abaixo dele, ou

seja o primeiro por 1 o segundo por 3, e assim sucessivamente;

E some todos os produtos obtidos;

Calcula-se o resto da divisao dessa soma por 10, obtendo-se assim o digito verificador.

Exemplo 6.2. 7.1+8.3+9.14+6.34+5.14+1.34+2.14+9.34+0.14+5.34+4.14+2.3 = 120 = 10.12+0

712491853227 /0|15]4 6] 120

Tabela 6.1: Algoritmo para encontrar o digito verificador.
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6.2.2 Construgao do Cdédigo de Barras

Essa atividade teve inspiragao no livro diddtico escrito por Andrini [1].

Primeiro vamos criar um cédigo de barras simples usando a base binaria, por exemplo,

com dois algarismos, que identifique o produto e seu preco.

As barras pretas correspondem ao digito 1 e as barras brancas ao digito 0.

Exemplo 6.3. Os algarismos 2 e 5 que poderiam identificar respectivamente o produto e o
preco do produto:
2=2+0=12"+0.2°=10;

5=4+0+1=12%+02"+1.2°=101.

E preciso verificar quantos bits sao necessarios para representar cada nimero, para pa-
dronizacao das barras. Percebemos pelo resultado obtido no exemplo acima que é preciso
utilizar 2 bits para representar o algarismo 2 e 3 bits para representar o algarismo 5, ou seja,

5 barras para a representagao no codigo de barras.

Agora utilizaremos um exemplo de codigo de barras do tipo EAN13 segundo , Figura 6.1.

Segundo o padrao da estrutura do cédigo em questao, é possivel separar os digitos na sua

forma bindria mais reduzida:
0=00,1=01,2=10,3=11,4=100, 5= 101, 6 =110, 7 =111, 8 = 1000 e 9 = 1001.
A representacao é feita com barras “brancas” e “pretas” de diferentes larguras, as quais,

através do leitor éptico e do computador, sao decodificadas em sequéncias de “zeros” que

correspondem as barras brancas ou “uns” que correspondem as barras pretas, usando o
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Figura 6.1: Exemplo: cédigo de barras do modelo EAN13.

O 100 10 1 10 0 1 O 0 0O

Tabela 6.2: Desenho do cdédigo de barras do tipo EAN13, escaneado do produto.

sistema bindario para a escrita de qualquer nimero na base 10. Vamos desenhar o exemplo

escaneado usando apenas 37 bits, Figura 6.1 na Tabela 6.2.:

6.3 Como os Computadores Armazenam Caracteres de

Textos

A aplicacao de bases proposta nesta se¢ao tem como fonte o texto de Radamés [10], e a mono-
grafia de Miyaschita [11], e trata da linguagem de armazenamento de textos: “representacao

da escrita em computador”aceita pela computacao.

Todas as letras do alfabeto podem ser processadas através do uso de impulsos elétricos
em dois aparelhos: um transmissor capaz de converter letras em uma combinacao de im-
pulsos elétricos e um receptor capaz de realizar o inverso. Ldégico, os dados passados para
o computador estao na forma de sistema decimal de numeragao e entao a maquina precisa

converter para o sistema de numeracao binario.
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Tomando conhecimento que a auséncia de impulso corresponde ao nimero zero, e a
existéncia de impulso ao nimero um. Hoje, esse processo é um pouco diferente, nao sao
mais utilizados cabos para a passagem dos impulsos elétricos, e sim um material semicon-
dutor, sélido capaz de mudar sua condicao de isolante para condutor com grande facili-
dade. Porém, com o mesmo principio de “sim”(condutor) e “nao” (isolante) utilizado com os
impulsos (Pode-se trabalhar essa atividade interdisciplinarmente com quimica: camada de
valéncia).

A combinacao de impulsos tratado aqui é na verdade nimeros bindrios, que podem ser
entendidos pelo aparelho eletronico como letras do alfabeto, no local de recep¢ao da mensa-
gem.

O sistema operacional do PC (aparelho de computador) identifica as combinagoes de
impulsos numéricos através do valor positivo ou negativo aplicado pelo programador aos
zeros e uns do programa em execucao. Assim, a leitura dos codigos binarios funciona como
um interruptor: quando o computador identifica o 1, a luz acende; ao se deparar com o 0, a
luz apaga.

Para os computadores armazenarem textos na sua memoria, € preciso converter as silabas

em numeros.

Exemplo 6.4. O computador armazena;
e O numero 65 na forma binaria: 01000001, que representa a letra “A”;
e O nimero 97 na forma binaria: 01100001, que representa a letra “a”.

A primeira tabela ASCII (American standard code for information interchange) tradu-
zindo: Cdédigo padrao americano para intercambio de informacoes, fazia uma correspondéncia
entre numeros e silabas bésicas da ortografia inglesa. Dentre os quais a maioria é usada na
redacao e processamento de texto. Essa tabela alcangava até o nimero 127, o que corres-
ponde a um cédigo de 7 bits, pois computadores operam com o sistema binario de contagem,

e convertido em notacao binaria, 127 equivale a um numero de 7 digitos.

Note que
127 = 1111111 =1.2° +1.2°+ 1.2 + 1.2+ 1.22 + 1.2 +1.2°
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é o ultimo cédigo da tabela ASCII e é entendido pelo aparelho elétrico como o comando
“apagar”.

A primeira tabela ASCII funcionava bem, mas deixava a desejar na representacao de
textos em portugués, pois nao considerava as letras com alteracao fonética da nossa ortografia

como as vogais acentuadas: a, é, 1, 0, 1.

Essa tabela com 127 digitos ficou obsoleta e a tabela foi expandida até o nimero 255. Em
notacao bindria, isso corresponde a um nimero com 8 digitos e, por isso, ela é considerada

um coédigo de 8 bits:

Exemplo 6.5.

255 =11111111=1.2"+1.20 +1.2° + 1.2 +1.22 + 1.22 + 1.2' +1.2%.

Esse é um dos motivos da importancia, na area computacional, de saber que um digito

bindrio (0 ou 1) é chamado de bit e o agrupamento de oito bits é denominado byte.

Mesmo assim, ha falhas nessa tabela, por esse motivo ha varias tabelas ASCII diferentes.
Vamos usar uma parte da tabela ASCII, conhecida como ISO 8859-1. Essa parte sé nos
fornece o alfabeto no formato maitsculo e minisculo e também ponto, virgula e espaco. O
suficiente para que os alunos escrevam algumas frases e interpretem outras, nao tao bem
escritas, pelo motivo jé citado de problemas de fonética na lingua portuguesa (auséncia de

simbolos) que esta na parte da Tabela 6.3.

Podemos usar essa atividade, primeiramente explanando sobre bases e depois ensinando
os alunos como transformar: nimeros do sistema numérico decimal para o sistema numérico
binario e o inverso, usando os algoritmos que ja foram detalhados. Apds alguns calculos de
fixacao.

Passar a tabela para os alunos e pedir para testarem alguns valores de niimeros binérios
da tabela, observando que se relacionam univocamente com um nimero decimal, que significa
um simbolo do alfabeto. Apds os alunos se familiarizarem com o algoritmo e com a tabela,
podemos pedir que escrevam frases curtas usando os codigos que fazem a correspondéncia

entre nimeros e silabas basicas.
Exemplo 6.6. Escrever a frase: O estudo é a luz da vida.
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01001111 00000000 01100101 01110010 01110011 01110100 01100100 01101110
00000000 01100101 00000000 01100001 00000000 01101011 01110100 01111001
00000000 01100100 01100001 00000000 01110101 01101001 01100100 01100001
00101110.

Aqui escrevemos a frase com nimeros binarios de oito digitos (1 byte), o que atende a

necessidade estipulada de usar letras maitsculas e minusculas.

Mas se quisermos simplesmente ler as frases sem se preocupar com letras maitisculas
ou pontuacao, podemos escrever a frase com nimeros binarios de cinco digitos; observe na

Tabela 6.3 que as letras maitsculas e mintusculas tem sempre os mesmos cinco tltimos digitos.

Exemplo 6.7.

Escrevendo a mesma frase: o estudo e a luz da vida

01111 00000 00101 10011 10100 10101 00100 01110 00000 00101
00000 00001 00000 01100 10101 11010 00000 00100 00001 00000
10110 01001 00100 00001 01110.

Facilitando o trabalho com os alunos, assim terao mais facilidade e agilidade de leitura

destes cédigos podendo decorar vinte e nove simbolos ou uma boa parte deles.
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Notacao binaria | Notagao decimal | caractere || Notacao bindria | Notacao decimal | caractere
00000000 0 espago 00101100 44 virgula
00101110 46 ponto
01000001 65 A 01100001 97 a
01000010 66 01100010 98 b
01000011 67 C 01100011 99 ¢
01000100 68 D 01100100 100 d
01000101 69 E 01100101 101 e
01000110 70 F 01100110 102 f
01000111 71 G 01100111 103 g
01001000 72 H 01101000 104
01001001 73 I 01101001 105 i
01001010 74 J 01101010 106
01001011 75 K 01101011 107 k
01001100 76 L 01101100 108 1
01001101 77 M 01101101 109 m
01001110 78 N 01101110 110 n
01001111 79 O 01101111 111 o
01010000 80 P 01110000 112 p
01010001 81 Q 01110001 113 q
01010010 82 R 01110010 114 r
01010011 83 S 01110011 115 S
01010100 84 T 01110100 116 t
01010101 85 U 01110101 117 u
01010110 86 \Y 01110110 118 v
01010111 87 W 01110111 119 w
01011000 88 X 01111000 120 X
01011001 89 Y 01111001 121 y
01011010 90 Z 01111010 122 z

Tabela 6.3: Parte da tabela ASCII estendida, conhecida como ISO 8859-1.
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6.3.1 Diferenca de Caracteres e da Representacao de Nimeros no

computador

Para que nao fique duvidas, faremos uma breve diferenciagao de como a maquina computa-

cional entende os caracteres dos algarismos e como reconhece os niimeros reais.

A maquina computacional do nosso exemplo representa os algarismos pelos caracteres
na forma bindaria, representados na Tabela ASCII 6.5. Falaremo sobre o ponto flutuante
que é uma forma de representar os niimeros reais, seguindo as explicagoes sobre o assunto

encontrado no trabalho de Ana Paula [12].

Funcionamento da representacao em ponto flutuante:

e Usa-se a notacao cientifica para sua representacao
x = +d x [°

onde d é chamado de mantissa, $ é chamado de base do sistema de numeracao e e é o

expoente;

e A forma numérica da mantissa

(0, dvds...dy) 5

onde t é o numero de digitos e d; € {0,1,....(B—1)}, i =1,...,¢t;

e O expoente é definido no intervalo [L, U], onde L é limitante inferior do expoente e U

é o limitante superior do expoente;

e Um sistema de ponto flutuante pode ser definido como
F(p,t,L,U)
onde:

— [ é a base do sistema,;
— t é o numero de digitos da mantissa;

— L é o menor valor para o expoente;
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— U ¢ o maior valor para o expoente.

Transformacao do nimero decimal para a representacao em ponto flutuante com 16 bits:

e Transformar o niimero na base binaria, e apds, colocar-o na forma de notacao cientifica;
e Construir uma tabela (16 bits) com 16 espagos;
e O primeiro espaco da esquerda para a direita identifica o sinal do niimero, onde:

— O zero significa positivo;

— O um significa negativo;

e O segundo espaco identifica o sinal do expoente, onde:
— O zero significa positivo;
— O um significa negativo;

e Os quatro espacos seguintes identifica o expoente, os espacos que ficarem vazios a

esquerda serao preenchidos com zeros;

e Os espacos restantes identificam a mantissa e os espaco que ficarem vazios a direita

serao preenchidos com zeros.

Exemplo 6.8. Modelo de representacao em ponto flutuante do nimero 9 com 16 bits na
base bindria:

9 = [1001], = 0,1001 x 2* = 0,1001 x 2'*°

sinal | expoente mantissa

0/(j0(0y1/0(0}|1{0}0[1/070]0]0]0]O0

Exemplo 6.9. Tabela com os nimeros de 1 a 9 e suas representacoes ponto flutuante:
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Notagao decimal | Representagao ponto flutuante
1 00 0001 1000000000

00 0010 1000000000

00 0010 1100000000

00 0011 1000000000

00 0011 1010000000

00 0011 1100000000

00 0011 1110000000

00 0100 1000000000

00 0100 1001000000

© |00 | | O | O | = | W |

Tabela 6.4: Os numeros de 1 a 9 usando a representagao de ponto flutuante com 16 bits,

feita pelo autor.

Notacao bindaria | Notagao decimal | caractere
00110000 48 0
00110001 49 1
00110010 50 2
00110011 51 3
00110100 52 4
00110101 53 5
00110110 54 6
00110111 55 7
00111000 56 8
00111001 57 9

Tabela 6.5: Parte da tabela ASCII estendida com os algarismos, conhecida como ISO 8859-1.

6.4 Problema da Balanca

Essa atividade tem como inspiracao as aulas da apostila de aritmética do projeto PIC, Cadar

[3], e suas video aulas. Qual é o nimero minimo de pesos inteiros (kg) que um comerciante
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deve comprar junto com uma balanca de pratos para pesar qualquer quantidade inteira até
15 kg?

Na sala de aula, deve se propor que os alunos tentem descobrir essa solugao empiricamente,
aqui é importante para a resolucao correta, que quanto menos pesos forem necessarios, mais
o comerciante economizard, por isso a necessidade do minimo de pesos. Depois que os alunos
responderem por tentativas e erros, devemos montar uma tabela com ntimeros de um até dez,

e mais organizadamente, vamos combinando pesos para pesarmos de 1 kg a 15 kg: Como na

Tabela 6.6.:

e Para pesar 1 kg, usaremos um peso de 1 kg;
e Para pesar 2 kg, usaremos um peso de 2 kg;

e Para pesar 3 kg, nao se precisa comprar mais pesos, ¢ s6 usar os pesos de 1 kg e de 2

kg;
e Para pesar 4 kg, serd necessario comprar um peso de 4 kg;

e Para pesar 5 kg, nao é necessario comprar outro peso, € s6 usar os pesos de 4 kg somado

com o de 1 kg. E assim continuar a combinar pesos até completar a tabela.

Continuando nossa estratégia de resolucao e observando a tabela pode-se observar que s6
foi necessario usar os pesos: 1, 2, 4 e 8 kg. Simplificando essa tabela e fazendo uma outra
substituindo os quadradinhos vagos por 0 e os quadradinhos marcados por 1, vamos entender

melhor o resultado na Tabela 6.7.

Assim, notamos que os valores dos pesos: 1, 2, 4 e 8 sao potencias de dois. Dai podemos
perguntar se isso foi coincidéncia, pois anteriormente ja estudamos que todos os nimeros

podem ser escritos em qualquer base numérica, entao deve-se propor outra pergunta:

Sera que se pode pesar valores inteiros até 15 kg com uma quantidade de pesos menor do
que 47

Novamente devemos deixar os alunos debaterem, provavelmente eles vao perceber que

nao é possivel, pois ja fizeram tentativas anteriores. Novamente o professor deve organizar
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kg |10 19 (87|65 |4 13]2]|1
1 X
2 X

3 X | X
4 X

5 X | X

6 X X

7 X x| x
8 X

9 X X
10 X X
11 X X

12 X X

13 X X X
14 X X X
15 X X X | X

Tabela 6.6: Tabela para organizar as tentativas de pesagem.

as ideias e explicar. Se usarmos nimeros da base dois, no maximos com trés pesos podemos

combinar oito solugoes:

Exemplo 6.10. P,.P,.P; =2.2.2 =28.

Se usarmos pesos diferentes dos nimeros da base binaria sera possivel pesar os quinze

valores mas com mais de quatro pesos.

Exemplo 6.11. 1 +2+3+4+4+5=15.

Observe que, a soma do 2 com o 3 repete o nimero 5, atrapalhando a pesagem de todos

os valores.

Se quisermos generalizar mais um pouco para que os alunos percebam essa qualidade da
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base 2, podemos ir mais além e mostrar que com cinco pesos dessa base é possivel pesar 31

valores, e com seis pesos é possivel pesar 63 valores e assim:
Exemplo 6.12. Pl.P.Q.Pg.P4.P5 =22222=32¢ Pl.P.Q.Pg.P4.P5.P6 =2.2.2.2.2.2 = 64.
Aqui descontando a possibilidade de pesar o zero. Isso mostra que para pesar a maior

quantidade de valores com menos pesos, temos que usar pesos que tenham valores com base

2.

kg | 8| 4|2 |1 || nimeros binarios || expancao relativa a base 2
1 ' 00 0 1 =0.234+0.22 +0.2" + 1.2
2 X 0010 =0.22+022+1.2'+0.2°
3 x| x 00 1 1 =0.234+0.22+1.2" +1.2
4 b 01 0 0 =0.2%+1.22+0.2' + 0.2
5 X b 0 1 0 1 =0.24+1.224+0.2" +1.2
6 X | x 01 10 =0.234+1.22+1.2! +0.2
7 x| x|x 0 1 1 1 =0.234+1.22+1.2" +1.2
8 | x 1 000 =1.2%40.22+0.2! + 0.2
9 | x X 1 0 0 1 =1.234+0.22+0.2" +1.2
10 | x ' 1 010 =1.234+0.22 +1.21 +0.2°
11 | x x| x 1 0 1 1 =1.23+0.22+1.2' +1.2°
12 [ x | x 1 100 =1.2%4+1.22+0.2! +0.2
13 | x| x X 1 10 1 =1.2%4+1.224+0.2! +1.2
14 | x|x|x 1 110 =123 4+1.22+1.2'40.2°
15 | x|[x|x|x 11 1 1 =1.224+1224+1.2'4+1.2

Tabela 6.7: Tabela de pesagem de pesos, comparada aos ntimeros binarios.

6.5 Truques de Adivinhacao

Essa atividade foi baseada nas explicagoes de Sampaio [14]. E uma atividade muito boa para

iniciar o contetudo: sistema de numeragao posicional, principalmente de base 2.
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6.5.1 Descobrir em que Més o Aluno Nasceu

O jogo de adivinhagao consiste em quatro cartoes, que sao entregues para um aluno, pega
para ele escolher, sem contar aos outros, os cartoes onde aparece o niimero do més em que
nasceu. Peca para ele mostrar os cartoes escolhidos, e sensacional: “o professor acerta o més
de nascimento do aluno”.

Vamos explicar o truque de adivinhac¢ao, que esta intimamente ligado ao sistema de
numeracao binario, as poténcias de base 2 devem ser separadas, digamos para melhor inter-

pretacao, repartidas em gavetas. Vamos tomar como exemplo o niimero 14:
14=8+4+2=2"4+2>+2' 42"

Montando a nossa gaveta, temos:

sim | sim | sim | nao

Pode-se trabalhar nessas gavetas como interpreta o computador:

e O zero significa, nao abrir a gaveta;
e O um significa, sim, abra a gaveta.

Assim podemos substituir a tabela anterior por outra:

Pra facilitar a interpretagao vamos fazer uma tabela com os meses e seus respectivos

valores binarios e decimais Tabela 6.8:

Agora, sabendo da tabela com a representagao bindria, montaremos quatro cartoes,

Tabela 6.9.:

e O primeiro cartao tem que ter os nimeros onde 2° = 1 faz parte dos termos.
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mes Nimero decimal | Niumero binério
Janeiro 1 1
Fevereiro 2 1 0
Marco 3 1 1
Abril 4 110 0
Maio 5) 110 1
Junho 6 111 0
Julho 7 1|1 1
Agosto 8 110]0 0
Setembro 9 110]0 1
Outubro 10 1101 0
Novembro 11 11011 1
Dezembro 12 17110 0

Tabela 6.8: Meses e seus respectivos valores numéricos.

1 2 4 8
113] 5 316145 (6] 8|9 10
71911 10 | 11 || 7| 12 11 | 12

Tabela 6.9: Cartoes para escolha do nimero do meés.

e Janeiro mostra o cartao 1;

e Fevereiro mostra o cartao 2;

e Marco mostra os cartoes 1 e 2;

Observando os cartoes sabemos que quem nasce em:
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e O segundo cartao tem que ter os nimeros onde 2! = 2 faz parte dos termos.
e O terceiro cartao tem que ter os nimeros onde 22 = 4 faz parte dos termos.

e O quarto cartao tem que ter os ntimeros onde 22 = 8 faz parte dos termos.



e Abril mostra o cartao 4;

e Maio mostra os cartoes 4 e 1;

e Junho mostra os cartoes 4 e 2;

e Julho mostra os cartoes 4, 2 e 1;

e Agosto mostra o cartao §;

e Setembro mostra os cartoes 8 e 1;
e Outubro mostra os cartoes 8 e 2;
e Novembro mostra os cartoes 8 e 3;

e Dezembro mostra os cartoes & e 4.

Para surpresa da turma, é s somar mentalmente os nimeros dos cartoes e falar o mes de

nascimento.

Isto acontece, por que cada nimero decimal tem uma tnica relagao binaria, isto é, nao

havera outro ntimero decimal com a mesma expressao relativa a base 2.

6.5.2 Qual o Dia do Més Que o Aluno Nasceu?

Podemos fazer o mesmo truque da atividade anterior, com algumas adaptagoes. Precisamos

de cinco calendarios de 31 dias, que estao representados na Tabela 6.10.:

Como o numero decimal 31 é representado, na forma bindria, como a soma de

16 +8 +4 + 2+ 1, isto é com cinco termos, devemos ter:

e O primeiro calendério tem que ter os nimeros onde 2° = 1 faz parte dos termos;

O segundo calendério tem que ter os ntiimeros onde 2! = 2 faz parte dos termos;

O terceiro calendério tem que ter os nimeros onde 22 = 4 faz parte dos termos;

O quarto calenddrio tem que ter os nimeros onde 23 = 8 faz parte dos termos;
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Tabela 6.10: Calendarios para a escolha do dia.

e O quinto calendério tem que ter os nimeros onde 2* = 16 faz parte dos termos.

O aluno deve escolher os calendarios onde a data do seu aniversario esta colorido.

E é s6 somar mentalmente os valores binarios referentes a cada nimero dos calendérios,
1 para o calendario 1, 2 para o calendério 2, 4 para o calendario 3, 8 para o calendério 4 e
16 para o calendario 5, e falar o dia de nascimento do aluno. Por exemplo, se o aluno nasceu

no dia 15, entao ele mostrara os calendarios 1, 2, 3 e 4, assim a soma sera 1 4+2+4+8 = 15.
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6.6 Relato de Experiéncia das Aplicacoes

Aqui apresentamos um relato de experiéncia realizada com alunos do Colégio Estadual Carlos
Gomes Ensino Fundamental e Médio, da cidade de Ubirata - Parana. Consiste principalmente
da parte pratica, onde ha a participacao dos alunos do oitavo ano dessa instituicao publica
durante a Semana Cultural nas apresentacoes da Feira de Ciéncias, na qual foi trabalhado
o tema “Bases Numéricas”: as aplicacoes do Capitulo 6, relacionados com os contetdos
curriculares presentes no projeto politico pedagogico do colégio. Os dados para construcao
deste relato foram obtidos por meio de fotos e anotacoes em diario. Como resultados dessa
experiéncia, apontamos a feira de ciéncias como um ambiente propicio para instigar a cu-
riosidade, o anseio de aprender novos conhecimentos e de pratica durante a exposi¢ao dos

trabalhos dos alunos além de mobilizar a comunidade escolar em seu entorno.

A realizacao da Feira de Ciéncias (Semana Cultural), gera um grande frisson na escola,
pois tira os alunos e os professores da sua zona de conforto divulgando os trabalhos desen-
volvidos pelos alunos e contetdos trabalhados em sala. Para tanto, foi necessaria uma boa
preparacao teorica e a participagao verdadeira dos alunos nas atividades de estudos e praticas
para chegarem na producao do trabalho e explicagao dos conhecimentos produzidos na aula

de matemaéatica.

Portanto, a metodologia usada no desenvolvimento das aplicagoes na Feira de Ciéncias

foi esquematizada em trés partes:

e Expositiva, onde foi passado os nomes das atividades que seriam apresentadas na Feira
de Ciéncias: jogo do nim, cédigo de barras, editor de texto do computador e jogos de

adivinhacao de datas.

e Pesquisa, organizagao, elaboracao de cartazes e montagem do ambiente da Feira de

Ciéncias.

e Apresentacao de forma expositiva das experiéncias e a explicacao da aplicacao do uso

da matematica nas atividades.

E importante relatar que essa turma foi dividida ao meio, s6 metade dos alunos trabalha-

ram nessa atividade e a outra metade da turma teve outras atividades culturais para realizar
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na Semana Cultural do colégio.

Agora faremos uma sintese do ocorrido durante as trés partes. O professor iniciou com
aulas expositivas de cada atividade, e como queria que fossem apresentadas as atividades

pelos alunos na feira:

e Primeira aula (truques de adivinhagdo de datas,més e dia do meés): onde os alunos
participaram e o professor descobriu as datas corretas. Em seguida, foi revelado o
segredo de como descobrir as datas, apds foi explicado o conteido: bases numéricas,
transformacoes da base decimal para base bindria e a volta da base binaria para base

decimal, demonstrando assim a importancia do sistema posicional em qualquer base.

e Segunda aula (Jogo do Nim): foram disputados alguns jogos com os alunos, em seguida
foi explicada a estratégia vitoriosa que o professor utilizou para vencer os alunos. Re-
tomou o contetudo sobre as bases numéricas da aula anterior, para fixacao do conteido

que sera necessario nas apresentacoes da Feira de Ciéncias.

e Terceira aula (c6digo de barras): onde foram mostrados para os alunos vérios cédigos
de barras, e em seguida, a explicacao de como sao desenhados esses codigos, ou seja,
como os leitores de cdédigo de barras entendem o que estao lendo. Novamente para
fixar o contetudo, retomou-se os estudos de bases binarias, necessario para a explicacao
durante as apresentacoes na Feira de Ciéncias, Semana Cultural. Foi pedido, como
tarefa para casa, que os alunos desenhassem um codigo de barras inventado por eles,

usando as transformacoes de bases numéricas, ja explicadas anteriormente.

e Quarta aula (como os computadores armazenam textos): Foi exposta a tabela: ASCII, e
feitas algumas transformacoes de bases numéricas para mostrar que cada letra digitada
corresponde a um nimero bindrio, depois de toda a explanagao de como funciona o
editor de texto do computador. Foi pedido para os alunos em pequenos grupos que

escrevessem algumas palavras usando os nimeros binarios correspondentes.

Foi um desafio essa experiéncia, pois, a0 mesmo tempo em que tinha a preocupagao em

preparar os trabalhos, ensinava o conteido. Apds essas aulas expositivas, todos os alunos
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da sala ja estavam familiarizados com o contetido. Como na Semana Cultural as turmas
eram dividas em duas partes: metade dos alunos, apresentariam na Feira de Ciéncias e
a outra metade fariam apresentagoes sobre outras matérias. Assim, essa parte dos alunos
trabalharam em contraturno, para que outros conteudos do curriculo nao atrasassem, pois

s6 a metade dos alunos da sala precisavam se preparar para essa apresentacao.

Os alunos que trabalharam as aplicacoes de bases numéricas, foram repartidos em quatro
grupos: jogo do Nim, adivinhagoes de datas, codigo de barras e editor de texto. Assim
cada grupo recebeu sua parte do contetido dessa dissertacao para estudar, confeccionaram
cartazes e prepararam sua abordagem aos visitantes da Feira de Ciéncias. Durante esse
processo teve alunos que nao trabalharam com enfoque investigativo, outros precisaram de
apoio do professor para os planejamentos necessarios para proporcionar resultados positivos,
a exposicao de trabalhos envolveu pesquisa escolar, o que ocasionou dificuldades por nao ser

rotina dos estudantes.

No dia marcado da Feira de Ciéncias (06/09/18), logo cedo foi feito um mutirdo entre
os alunos que organizaram a sala, notei o nervosismo entre eles pelo medo de nao serem
capazes de expor as atividades e explicar a matematica envolvida nessas apresentagoes, é
claro também, como é uma atividade escolar eles também se preocupavam com as notas que
esse trabalho iria proporcionar. Quando iniciou a feira as apresentagoes foram timidas e até
um pouco atrapalhadas, mas o tempo foi passando e as novas apresentacoes foram ficando

mais firmes e organizadas, bem satisfatorias.

Considerando todo o processo, alguns alunos comecgaram a demonstrar interesse pelo
contetdo, outros demonstraram se preocupar com as notas, mas de maneira geral, o re-
sultado obtido com essa experiéncia foi muito bom, os alunos em sua maioria entenderam e
aprenderam o conteido para poder transmitir para os visitantes, criaram estratégias de abor-
dagem aos visitantes e explanaram o conteido respondendo as perguntas e tirando duvidas.
Para nés o importante foi ver o trabalho dissertativo que preparamos sendo aplicado e con-
textualizado de forma satisfatoria, deixando conhecimentos empiricos que acreditamos nao

ser mais esquecidos pelo grupo de alunos que participaram.

Segue algumas fotos:
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Figura 6.2: Sala de Apresentacao das Bases Numéricas.
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Figura 6.3: Truques de Adivinhagao.
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Figura 6.4: Jogo do Nim.
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Figura 6.5: Cédigo de Barras.
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Figura 6.6: Como os Computadores Armazenam Textos.
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CapriTULO 7

Conclusao

A utilizacao de diferentes bases numéricas, num trabalho bem orientado e planejado, com a
apresentacao durante as aulas de matematica podem facilitar o entendimento de conceitos
que permitem a aprendizagem do sistema posicional decimal. O uso de sistemas numéricos
em outras bases (base bindria), nos d4 uma nova roupagem para as operagoes bésicas: adigao,
subtracao, multiplicacao e divisao. Proporcionando mais subsidios para a compreensao do

sistema decimal.

As atividades apresentadas (propostas) tem como finalidade mostrar a importancia do
sistema posicional de numeragao e dar animo ao aprendizado em sala de aula. Essas propostas
sao mais indicadas aos alunos do inicio do ensino fundamental dois. Pode-se observar que
em todas as atividades de aplicagao desse trabalho foi utilizado o sistema numérico binério,
pois esse sistema nos parece o segundo mais usado nos dias de hoje, facilitando o encontro

de exemplos em sala de aula.

O estudo histérico combinado com as propostas mencionadas permitem ao aluno viven-
ciar e entender as ideias matematicas desse trabalho, relaciona conceitos matematicos que

promovem aprendizagem matematica com um conhecimento importante no mundo.



CAPiTULO 8

Apeéendice: Divisibilidade

Aprendemos durante os estudos matematicos que, quando divide-se um nimero inteiro por
outro nuimero inteiro diferente do zero, o quociente nem sempre é um nimero inteiro. Esta

constatacao nos leva a seguinte definicao.

Defini¢ao 8.1. Um inteiro a divide um inteiro b, escrevendo a | b, quando existir ¢ € 7Z tal
que b = ca. Nesse caso, diremos também que a é um divisor ou um fator de b ou, ainda, que

b é um multiplo de a ou que b é divisivel por a.

Quando escrevemos a | b, essa sentenga diz ser verdade que existe um ¢ inteiro tal que
b = ca, enquanto que a negagao desta sentenca é representada por a t b, ou seja, que nao

existe nenhum numero inteiro ¢ tal que b = ca.

Exemplo 8.2. Esses exemplos mostram que é facil entender o conceito de divisibilidade da

definigao: 5| 35, pois 35 =5 - 7; —8 | 1456, pois 1456 = —8 - 182.
Exemplo 8.3. E ficil mostrar pela definigao que; +51 8 pois 8 # 5 - ¢, para todo ¢ € Z.

O numero inteiro ¢, da Definicao 8.1, univocamente determinado, é chamado de quociente

de b por a e usaremos a notacao ¢ = —.
a

8 8
28 =
1 2

, 0
Exemplo 8.4. E facil mostrar que 1= 0,

Agora, estabelecemos algumas propriedades da divisibilidade.

Proposigao 8.5. Sejam a,b,c,d € Z. Tem-se que:

1. ala;



2. sea|beb|c, entioalc;

3. al|bec|dentao ac|bd;

4. albealc, entioa| (b+c);

5. sea|bealc, entio, para todos m,n € Z, temos que a | (mb+ nc).
Demonstracgao:

(a) decorre da defini¢io, a =1 -a, onde a é miltiplo de a;

(b) a|beb]|cimplica que existem f,g € Z, tais que b= fa e ¢ = gb. Substituindo o

valor de b da primeira equacao na outra, obtemos

c=gb=g(fa)=(9f)a,

0 que demonstra que a | ¢;

(c) sea|bec|d, entao existe f,g € Z, b = fa e d = ac. Logo, bd = (fg)(ac), ou

seja ac | bd;
(d) agora se a |b ea|c, temos que existe g, f € Z tal que b = ga e ¢ = fa. Somando
as duas igualdades acima, temos

b+c=ualg+ f),

donde seque que a | (b+ c);

(e) comoa|beal|ctemos que existe g, f,m,n € Z, tais que b = ga e ¢ = fa. Logo,
mb + nc =m(ag) + n(af) = (mg+ nf)a.

Portanto, a | (mb+ nc).
Exemplo 8.6. Alguns exemplos:
i. Temos 5 | 5, 19 | 19;
ii. Temos que 4 | 8 e 8 | 64, entao 4 | 64;

iii. Temos que 2 |8 e 3|9, entdo 6 | 72;
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iv. Temos que 4 | 8 e 4 | 20, entao 4 | (8 4+ 20);
v. Temos que 4 | 8 e 4| 20, entdo 4 | (5-8 +2-20).

Proposigao 8.7. Sejam a, b € Z en € N. Temos que a — b divide a”™ — b".
Demonstragao: Por inducao sobre n.
A afirmacao é verdadeira para n = 1, pois a - b divide a' — b! = a — b.
Supondo, agora, que a — b | a™ — b". Escreve-se
a™t — b = aa™ — ba" + ba™ — bb" = (a — b)a™ + b(a™ — b").

Como a—b | a—b e, por hipétese, a—b | a™ —b", decorre da igualdade acima e da Proposigao

8.5(5) que a — b | a"™ — a"™!, concluindo, assim, para todo n € N. O

8.0.1 Maximo Divisor Comum
Definicao 8.8. Sejam dados a,b € Z, distintos ou nao. Diremos que o nimero d é divisor
comum de aebsed|aed]|b.
Exemplo 8.9. Os numeros +1, +2, +4 sao os divisores comuns de 12 e 20.
Defini¢ao 8.10. Diremos que um nimero inteiro d > 0 é um méaximo divisor comum (mdc)
de a e b, se possuir as seguintes propriedades:

1. d é um divisor comum de a e b;

2. se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo ¢ | d, para todo ¢ € Z.

A condicao 2, acima, implica que, se d e d’ sdo dois mdc de um mesmo par de nimeros,
logo, d | d' e d' | d, e isso implica que o mdc é tinico.

Denotaremos o mdc de a e b como (a, b). Sabendo que a ordem em que a e b sdo tomados

nao altera o mdc, temos que

(a,b) = (b,a).
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Proposicao 8.11. Sejam a e b inteiros nao simultaneamente nulos. Entao:
1. se a # 0, mdce(a,0) = |a| (mdédulo de a);
2. mde(1,a) = 1;
3. mdc(a,a) = |al;
4. seal|b entao mde(a,b) = |al.

Podemos verificar a existéncia do mdc nessas propriedades, faremos isso para o ultimo
item da Proposicgao.

a| b= mdec(a,b) = |al.

Note, se a | b, temos que |a| é um divisor comum de a e b, e se ¢ é um divisor comum de
a e b, entao c divide |a|, o que mostra que |a| = (a, b).
Usaremos o mesmo lema usado por Euclides para provar a existéncia do maximo divisor

comum, conforme (Hefez, [5] pdg. 88).

Lema 8.12. Sejam a,b,n € Z. se existe (a,b - na), entdo, (a,b) existe e
(a,b) = (a,b — na).

Demonstracao: Seja d = (a,b—na). Segue da Proposigao 8.5.(5), como d | a e d | (b—na),
segue que d divide b = b — na + na. Portanto, d é um divisor comum de a e b. Supomos
agora que c¢ seja um divisor comum de a e b. Portanto, ¢ é um divisor comum de a e b — na

e, portanto, ¢ | d. Assim, prova que d = (a,b). O

8.0.2 Minimo Miiltiplo Comum

Defini¢ao 8.13. Diremos que um nimero inteiro m > 0 é minimo multiplo comum (mmc)

dos nuimeros inteiros a e b, se possuir as seguintes propriedades:

1. m é um multiplo comum de a e b;
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2. se ¢ é miltiplo comum de a e b, entao m | c.

Exemplo 8.14. 20 e 10 sao multiplos comum de 2 e 5, mas o mmc é o 10 que é divisor de

20.

O minimo maultiplo comum, se existir, é tunico, observando o segundo item da
Defini¢ao 8.13: se m e m’ sao dois minimos multiplos comum de a e b, temos que m | m’
e m' | m. Como m e m' pertencem ao conjunto dos inteiros nao negativos, assim m = m/,

provando a unicidade.

Também, se m é o minimo multiplo comum de a e b. E sendo ¢ um miultiplo comum de
a e b, entao m | c¢. Logo, se ¢ é positivo, temos que m < ¢, mostrando que m é o menor dos

multiplo comuns de a e b.

Denotaremos o minimo multiplo comum de a e b, se existir, por [a, b].

8.1 Critérios de Divisibilidade

Nas subsecoes seguintes sao apresentados critérios de divisibilidade.

8.1.1 Ciritério de Divisibilidade por 2

Proposigao 8.15. Seja a = a, - 10" + a@—1) - 100 4 ... 4 ay - 10 + ag a representacdo
decimal do inteiro a. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o niumero a seja divisivel

por 2 € que o algarismo das unidades seja divisivel por 2, ou seja ag =0, 2, 4, 6 ou 8.
Demonstracgao: Seja a,a,_1---asaiag a representacao de a € Z na base 10. Assim,
a=a, 10" +agp_1 - 107D 4+ 4 a; - 10 + aq.
Colocando o nimero 10 em evidéncia, a partir da segunda parcela, temos:
a=10(a, - 10" ' 4 - - +ay-10 +a;) + ao.

Pela Proposicao 8.5.(4), como 2 | 10, temos que a é divisivel por 2 se, e somente se ,2 | ag. O
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8.1.2 Ciritério de Divisibilidade por 3 e 9

Proposicao 8.16. Seja a = an~10”+a(n_1)'10(”_1)+- -+4ay1-104ag a representacdao decimal
do inteiro a. Uma condicao necessdria e suficiente para que o niumero a seja divisivel por 3
(respectivamente por 9) é que a soma de seus algarismos seja divisivel por 3 (respectivamente

por 9), ou seja, 3 | (an + -+ -+ a1 + agp).

Demonstracao: Seja a,a,_1---asa,ag a representacao de a € Z na base 10. Assim,

a:an-10”+a(n_1)-10(”_1)+-~-+a1-10+a0.
Temos que
a—(an+---+a+ap) =a, 10"+ + 110 + ag — (an + - - - + a1 + ao)

= 4, (10" = 1) + -+ a, (10 — 1).

Como 9 | (10™ — 1), para todo n € N( pela Proposi¢ao 8.7.), temos para algum numero g,
que

a=(an,+---+a+ag)+9q.

Pela Proposigao 8.5.(4), como 9 | ¢, temos que a é divisivel por 3 e 9 se, e somente se

3e9 | (an+ -+ a1+ ag). 0

8.1.3 Critério de Divisibilidade por 4

Proposicao 8.17. Seja a = a,-10" +a(,—1)- 10D ... 4+a,-10+ag a representacio decimal
do inteiro a. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o numero a seja divisivel por 4 €

que o nimero formado pelos dois ultimos digitos seja divisivel por 4, ou seja 4 | a; - 10 + aq.

Demonstragao: Seja a,a,_1---asaiag a representacao de a € Z na base 10. Assim,

a=ap-10" +am_1)- 101 4. 4 ay - 10 + ao.
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Colocando o nimero 10? em evidéncia a partir da segunda parcela, temos:
a=10%*(a, - 10" 2 +---+az- 10+ ay) + a1 - 10 + ay.

Pela Proposicao 8.5.(4), como 4 | 102, temos que a ¢ divisivel por 4 se, e somente se,

4 | (al : 10+(10)

8.1.4 Critério de Divisibilidade por 5 e 10

Proposicao 8.18. Seja a = a, - 10" + a@—1) - 10D ... 4 aq - 10 + ag a representac@o
decimal do inteiro a. Uma condicao necessaria e suficiente para que o nimero a seja divisivel

por 5 (respectivamente por 10) é que ag seja 0 ou 5 (respectivamente ag = 0).

Demonstracgao: Seja a,a,_ 1 ---asaiay a representacao de a € Z na base 10. Assim,

a=a, 10" +ag_1 - 10" 4.+ a; - 10 + ap.

Colocando o ntimero 10 em evidéncia a partir da segunda parcela, temos:
a=10(a, 10"+ +as- 10 + a1) + ao.

Pela Proposicao 8.5.(4), como 5 | 10 (respectivamente 10 | 10), temos que a é divisivel por 5

se, e somente se 5 | ag (respectivamente 10 | ag). O

8.1.5 Outros Critérios de Divisibilidade

Critério de divisibilidade por um numero a = bc, tais que b e ¢ sao nimeros primos entre
si, ou seja, o (b,c) = 1 e o [b,c] = a. Um numero serd divisivel por a se for divisivel,

simultaneamente, por b e por c.
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Critério de Divisibilidade por 12

Proposicao 8.19. Seja a = a, - 10" + a@—1) - 10D ... 4 aq - 10 + ag @ representac@o
decimal do inteiro a. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o numero a seja divisivel

por 12, € que 3 | a e 4 | a.

Demonstracao: Note que 3 | 12 e 4 | 12. Assim, se 12 | a, entdo, pela Proposi¢ao 8.5.(3),
3| ae4|a. Pelos Critérios de Divisibilidade por 3 e 4, segue que a 3 | (a,+a, 1+ - -+ai;+ag)
ed|a-10+ap .

Reciprocamente, se a ¢ multiplo de 4 e 3 | (a,, + ap—1 + -+ + a1 + ap), entdo a = 4 - b,
para algum b € Z e 3 | a. Portanto, 3 | (4 -b) e mde(4,3) = 1, implicam que 3 | b, ou seja,

b=3-¢, paraalgum c € Z . Logo,a=4-b=4-3-¢c=12-¢, e consequentemente 12 | a.

Critério de Divisibilidade por 20

Proposicao 8.20. Seja a = a, - 10" + a,—1) - 10D ... 4 ay - 10 + ag a representacio
decimal do inteiro a. Uma condi¢cao necessdria e suficiente para que o numero a seja divisivel

por 20, € que 5 |a e 4| a.
Demonstragao: Note que 5 | 20 e 4 | 20. Assim, se 20 | a, entdo, pela Proposicao 8.5.(3),
5| ae4]a. Pelos Critérios de Divisibilidade por 5 e 4, segue que ag 6 0 ou 5 e 4 | a; - 10+ ay.

Reciprocamente, se a ¢ multiplo de 4 e ag seja 0 ou 5, entao a = 4 - b, para algum b € Z
e 5 | a. Portanto, 5 | (4-b) e mdc(4,5) = 1, implicam que 5 | b, ou seja, b = 5 - ¢, para algum

ceZ. Logo,a=4-b=4-5-c=20-c, e consequentemente 20 | a. O

Critério de Divisibilidade por 60

Proposigao 8.21. Seja a = a, - 10" + a@—1) - 10D ... 4 ay - 10 + ag a representacio
decimal do inteiro a. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o numero a seja divisivel

por 60, € que 5 | a e 12 | a.
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Demonstracao: Note que 5 | 60 e 12 | 60. Assim, se 60 | a, entdo, pela Proposigao 8.5.(3),

5] ae 12| a. Pelos Critérios de Divisibilidade por 5 e 12, segue que ap é 0oube 3 |ae 4| a.

Reciprocamente, se a é multiplo de 12 e ag seja 0 ou 5, entao a = 12-b, para algum b € Z
e 5 | a. Portanto, 5 | (12-b) e mde(12,5) = 1, implicam que 5 | b, ou seja, b = 5 - ¢, para

algum ¢ € Z. Logo,a=12-b=12-5-¢ =60 - ¢, e consequentemente 60 | a. O

8.1.6 Critérios de Divisibilidade em Qualquer Base

Sabemos que todo niimero N divisivel por “d”em uma base “n”, sera divisivel por “d” qualquer
que seja sua representacao numérica em outra base. Também os critérios de divisibilidade
na base dez continuam valendo em outras bases.

Podemos estipular outros critérios para todas as bases. E as ideias e provas das demons-
tragoes que iremos trabalhar estdo no trabalho de dissertagao de Luis Junqueira [8] e alguns
videos de estudo do projeto PIC - OBMP [16]. Este critério nos da imediatamente os coefi-
cientes de divisibilidade em toda e qualquer base e o nimero N = n — d (onde n é a base e

d o ntimero pelo qual estamos dividindo) é chamado coeficiente fundamental.
Vamos analisar alguns produtos notaveis:

Sejam a e b € R

(a+b)* =a®*+2ab+b* = a(a + 2b) + b7, (8.1)
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b* = a(a® + 3ab + 3b%) + b, (8.2)
(a+0b)! = a* +4a®b + 6a*b* + 4ab® + b* = a(a® + 4a®b + 6ab® + 4b%) + b*, (8.3)

(a+b)"=a"+na" "o+ +nab" t + 0" =ala" "t +na" b+ +nb" )+ (8.4)

Esses resultados nos mostram um polinomio multiplo de a somado a uma poténcia de base

b. Isto serd muito 1util nas demonstragoes dos proximos critérios.

Vamos comecar os estudos desses critérios desenvolvendo um exemplo:
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Exemplo 8.22. Qual é o critério para que o ntimero [abc|g seja divisivel por 57
[abcls = a.6* +b.6+c
= a(5+1)*+b56+1)+c
= a.bq1+a-+bbgp +b+c,

com qy, qo € Z, assim temos,

labclg = 5.k +a+b+c,
com k € Z.

O critério de divisibilidade por 5 na base 6 nos parece ser a soma de todos algarismos que

o formam.

Generalizando esse resultado para uma base n € N, qualquer, e um divisor n — 1.
(.G _1.GQp_5......03.02.01.Gp)
=a,.n" +a, 10 P ta,_on" 24 + az.n® + as.n® + a;.nt + ag
=a.(n—1)+1)" +a_1.(n—1)+1)" 4. +as.(n—1)+1)*+a.((n—1)+1)" +ao.
Utilizando as analises dos produtos notaveis: 8.1, 8.2, 8.3 e 8.4, temos
ar-((n—1)+1) +a,1.(@(n=1)+1) + ... +a2.(¢r1(n = 1) + 1) + a1.(¢-(n = 1) + 1) +ay,

sendo ¢; € Z com ¢ variando de 1 a r.

Colocando (n — 1) em evidéncia, assim temos,
(n—1.k+a,+ a1+ a9+ ...... +asz +as + a; + ap.

O que nos fornece o critério de divisibilidade:

Um numero na base n é divisivel por (n — 1) quando, a soma de seus algarismos resulta

num multiplo de n.
Exemplo 8.23. Qual é o critério para que o ntimero [abc|; seja divisivel por 37
[abc)s = a.5* +b.5+c
= a(3+2)°+b(3+2)+c

= a.3q +4a+ 03¢+ 2b+c,
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com qi, g2 € 7, assim temos,
[abcls = 3.k + 4a + 2b + ¢,

com k € Z.

O critério de divisibilidade por 3 na base 5 nos parece ser a soma dos algarismos ¢, com

o dobro de b e com o quadruplo do algarismo a.

Generalizando esse resultado para uma base n € N, qualquer, e um divisor n — 2.
(GG 1.Gps......A3.09.01.00)p = Qp. 0"+ 1.0 P ap_on™ 2 +ag.n®+ayn?+a;.nt+ag
=a,.(n—2)+2)" +a,1.(n—=2)+2)" + ...+ as((n—2)+2)2+a.(n—2)+2)" +ap.
Utilizando as analises dos produtos notaveis: 8.1, 8.2, 8.3 e 8.4, temos
ar (@u(n—2)+2") 4 ap_1.(@a(n—2)+2"" 4. Fag. (g1 (n—2) +2%) +a1.(g(n—2) +2) +ay,

sendo ¢; € Z com ¢ variando de 1 a r.

Colocando (n — 2) em evidéncia, assim temos,
(n—2).k+2"a, +2 a1 + 2" 2a,_g + ... + 2%a3 + 2%ay + 2'ay + ao.

O que nos fornece o critério de divisibilidade:

Um nimero na base n é divisivel por (n —2) quando o primeiro algarismo da direita vezes
20 mais os segundo algarismo vezes a poténcia 2! mais o terceiro algarismo vezes a poténcia
22 e assim, sucessivamente até somar todos os algarismo e essa soma resulta em um multiplo

de n.
Exemplo 8.24. Qual é o critério para que o nimero [abc|s seja divisivel por 27

[abcls = a.5*+b5+c
= a(2+3)*+b(2+3)+c
= a.2¢1 +9a+b.2¢2 + 30 + ¢,
com q, qo € Z, assim temos,

labcls = 2.k + 9a + 3b + ¢,

7



com k € Z.

O critério de divisibilidade por 2 na base 5 nos parece ser a soma dos algarismos ¢, com

o triplo de b e com nove vezes o algarismo a.
Generalizando esse resultado para uma base n € N, qualquer, e um divisor n — 3.
[ar.Qp_1.Gp_5......03.02.01.Gp)

=a,.n" +a,_ 10 P ta,_on" 4 + az.n® + as.n?® + a;.nt + ag
=a..(n—3)+3)"+a,_1.((n—3) + 3)T_1 + +as.((n—3)+ 3)2 +a.((n—3)+ 3)1 + ay.

Utilizando as analises dos produtos notaveis: 8.1, 8.2, 8.3 e 8.4, temos
ar (1 (n—3)+3")+a,_1.(q2(n—3)+3" N +.....+as.(¢r—1 (n—3)+3*) +a1.(¢-(n—3)+3) +ay,

sendo ¢; € Z com ¢ variando de 1 a r.

Colocando (n — 3) em evidéncia, temos,
(n—3).k+3a,+3 ta,_1 +3 2a,_9+ ...... + 3%a3 + 3%ay + 3tay + ao.

O que nos fornece o critério de divisibilidade:

Um nimero na base n é divisivel por (n —3) quando o primeiro algarismo da direita vezes
3% mais o segundo algarismo vezes a poténcia 3! mais o terceiro algarismo vezes a poténcia 32,
e assim, sucessivamente até somar todos os algarismos e essa soma resulta em um multiplo
de n.

Se continuarmos a desenvolver genericamente, formamos a Tabela 8.1, de coeficientes de
divisibilidade base n que atenderao a todas as possiveis bases.

Esses coeficientes de divisibilidades podem ser substituidos pelos seus restos da divisao

deles pelo divisor d.

Assim, em base dez, na Tabela 8.3, chegamos aos mesmos critérios que ja foram enunci-

ados.
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Base n:

Algarismo | n—1|n—2|n—-3|n—4 n—(n—2)=
a 10 |20 |30 |40 (n —2)°
@ L VR I SR (n—2)!
as 1222 |32 | (n —2)?
as RIS B I S T (n—2)

Tabela 8.1: Coeficiente de divisibilidade base n.

Exemplo 8.25. Base 10

Algarismo|[10 — 1 =910 -2 =810 -3 =710 —4 = 6{10 — 5 =510 — 6 = 4{10 — 7 = 3|10 — 8 = 2
ao 10 20 3 40 5 6" 70 g
a 1! 2! 3! 41 5! 6! 7 ch
as 12 2? 3? 42 5 6 7 8?
as 12 23 33 43 5 6 7 8?

Tabela 8.2: Coeficiente de divisibilidade base 10.

Algarismo |9 |8 | 7|6 |5 4|3 |2
aop Ty1rj1j1rj1 111
ay 11213[4]0]2[1/0
as 11412{4]0]0[1/0
as 110(614]0(0]11]0
ay 110]4{4]0]0[1/0
as 110(514]0(0]1]0
ag 110]1{4]0]0[1/0

Tabela 8.3: Coeficiente de divisibilidade resto base 10.
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