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Resumo

Rodrigues S., L. F.. Nameros p-Adicos e Formas Quadraticas. Goiania,
2018. 54p. Dissertacao de mestrado profissional, PROFMAT. Departamento
de Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goiés.

Este texto apresenta as propriedades e as definicoes de ntiimeros p-adicos atreladas
a definicao de formas quadraticas. O teorema de Hasse: “Toda forma quadratica, com
5 variaveis ou mais, possui zeros p-adicos nao triviais” exemplifica o Principio Local
Global, que por sua vez garante que se uma equacao polinomial possui zeros racionais

nao triviais se, e somente se, possui zeros nao triviais sobre R e sobre Q,, p primo.

Palavras-chave

Numeros p-Adicos, Formas Quadraticas, Teorema de Hasse, Principio Local Global.
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Abstract

Rodrigues S., L. F.. p-Adic Numbers and Quadratic Forms. Goiania,
2018. 54p. MSc Dissertation, PROFMAT. Department of Mathematics, Ins-
titute of Mathematics and Statistics, Federal University of Goias.

This text presents the properties and definitions of p-adic numbers linked to the
definition of quadratic forms. Hasse’s theorem: “Every quadratic form, with 5 variables
or more, has non-trivial p-adic zeros” exemplifies the Global Local principle, which in
turn ensures that if a polynomial equation has non-trivial rational zeros if, and only if,

It has non-trivial zeros over R and about Q,, p prime.

Keywords

p-Adic Number, Quadratic Forms, Hasse "s Theorem, Local-Global Principle.
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1 Introducao e Motivacao

O ano era 2008. Estava o autor deste texto em seu segundo semestre da graduacao
em Matemaética, mais precisamente licenciatura. Quica um pouco perdido em seus pri-
meiros dias universitarios, nosso autor nao pensava em desistir do curso, mas depois de
seis meses na Universidade Federal de Goias ainda nao sabia responder o porqué havia
escolhido cursar Matematica. FEle sabia que amava Matematica, entretanto naquele
ambiente isso parecia pouco.

O més era Agosto. Agora, novas disciplinas, mais precisamente Algebra e Teoria
dos Numeros. Algebra tinha despertado tanto interesse quanto o semestre anterior, ou
seja, nenhum. O autor ainda se questionava se havia feito a escolha correta para sua
vida profissional. Ainda amava Matematica, contudo aquela paixao de ensino médio
se tornara um namoro muito morno.

O periodo era o da tarde, talvez o segundo horario, nao se tem certeza. Adentrara
a sala um homem jovem, cabelos compridos presos, tatuagem ao braco, aparentando
mais ou menos uns trinta anos. Em poucos segundos o homem se revelaria o professor.
A aula foi de apresentacao da disciplina, Teoria dos Nimeros, mas diferentemente do
habitual aquela aula se mostraria muito especial para o nosso autor.

O desafio era fascinante. No periodo final daquela aula, o professor propos e seguinte
problema; “Um menino enterrou na praia 14 bolinha e anotou a quantidade em uma
placa, deixando-a sobre o local. Um extraterrestre viu, foi até ld e riscou o numero 14
e escrevendo no local os simbolos tt, sabendo-se que o ET tem dois bracos e duas maos
com mesma quantidade de dedos em cada uma e seu sistema de numeragao foi obtido
da mesma forma que o nosso, quantos dedos ele tem nas maos?”

O encontro com a rainha. “A Matemdtica € a rainha das Ciéncias, e a Teoria dos

Niameros é a rainha da Matemdtica”, disse o grande C. F. Gauss. Assim como nos
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fundamentos do xadrez, é preciso conhecer a dama, a rainha, e depois saber jogar com
ela. Foi isso que aconteceu com nosso autor naquela tarde de Agosto do ano de 2008.
Uma chama se ascendeu, ele entendera o quanto a Matematica era bela, todavia sobre
o viés da Teoria dos Nimeros a Matematica se tornara celestial.

A nova descoberta. Muitas ideias foram pensadas sobre o tema deste trabalho.
Acatando uma sugestao de seu orientador, que nao por acaso ¢ o mesmo professor
daquela disciplina em 2008, nosso autor teve o prazer de conhecer um pouco mais sobre
a rainha da Matematica. Existe um outro tipo de completamento para os nimeros
racionais além dos ntmeros reais. O detalhamento de como se da esse completamento
sera apresentado ao longo do nosso texto. Nimeros p-adicos ¢ o nome dado a aquela
descoberta.

O leitor. Voceé, amigo leitor, ja iniciou essa jornada de descobertas. O presente
texto foi construido de forma que a leitura possa ser acessivel a qualquer pessoa que
domine as propriedades basicas de Matemaética. Serd um enorme deleite conhecer os
numeros p-adicos e sua aplicacao a formas quadraticas. No final de sua leitura, o
estudante saberd o que sao nimeros p-adicos, como aplica-los a formas quadraticas e
quantos dedos o ET tem nas maos.

O texto. Este trabalho se propoem a entender o que sao ntmeros p-adicos e sua
utilidade para resolucao de formas quadraticas. Apresentamos uma caraterizacao de
numeros inteiros p-adicos via congruéncias médulo poténcias de um primo p, em seguida
definimos o que sao inteiros p-adicos e, posteriormente, o que sao nimeros p-adicos
(racionais p-adicos).

Consolidado o que sao nameros p-adicos, apresentamos os conceitos de anel, corpo,
valor absoluto, métrica e sequéncia de Cauchy para propormos o Teorema de Ostrowski.

Ostrowski garante que os tinicos completamentos possiveis para o corpo dos racionais

16



sao os numeros reais, via valor absoluto real, e os nimeros p-adicos, via valor absoluto
p-adico, para qualquer que seja p primo.

Concluimos nosso texto discorrendo sobre formas quadraticas. Mostramos que toda
forma quadratica pode ser diagonalizada. Em seguida, apresentamos o Principio Local
Global munido de uma exemplificacao: Hasse-Minkowski, que diz que o Principio Local
Global vale para formas quadraticas. Anunciamos a Conjectura de Artin, Terjanian,
Ax-Kochen, Davenport-Lewis e o Teorema de Hasse, todas envolvendo zeros p-adicos.
Para provarmos Hasse, recorremos ao lema de Hensel e a Chevalley-Warning. Bons

estudos!!!
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2 Ntumeros p-Adicos

2.1 Uma Maneira de identificar Um Inteiro p-Adico

Os ntmeros p-adicos foram descritos pela primeira vez por Kurt Hensel em 1897,
contudo alguns dos trabalhos anteriores de Ernst Kummer podem ser considerados
como uma utilizacao implicita de ntmeros p-adicos. Os p-adicos foram motivados
principalmente por uma tentativa de trazer as ideias e técnicas de métodos de série de
poténcia em teoria dos nimeros. Sua influéncia agora se estende muito além disso. No
campo da andlise p-adica, h4 uma forma alternativa de calculo, mas isso é um topico
um pouco mais avangado.

Nos comecamos este trabalho apresentando um exercicio sobre congruéncia para
entender uma maneira de determinar um inteiro p-adico. E necessario saber o que &
congruéncia logicamente, nao ¢? Caso o leitor nao domine os conceitos de congruéncia,
uma leitura do livro Iniciag¢ao a Aritmética, de Abramo Hefez, disponivel gratuita-
mente em http://www.obmep.org.br/docs/apostilal.pdf, ja vai ajudar bastante.

Vamos analisar congruéncias médulo poténcias de um nimero inteiro primo p. Co-

mecaremos com um exemplo. Considere a congruéncia

Exemplo 1. Considere

2?2 =2 (mod T")

modulo uma poténcia do numero primo 7. Para n = 1 essa congruéncia possui duas
solucgoes,

g = £3 (mod T)
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Agora, sejan = 2. Temos

2% =2 (mod %)

isso implica que x*> = 2 (mod 7), e consequentemente a solucdo deve ser da forma
xo + Tt1. onde xg € o numero que satisfaz a primeira equagao. Procuramos, entao,
uma solug¢do da forma xy =3+ Tty ou (w1 = —3 4 Tty). Substituindo x, nesta iltima

equagao, obtemos:

(3+7t1)* =2 (mod 7%)

94 6.7t; + 72t = 2 (mod 7%)
7+6.7t, =0 (mod 7%
7+6.7t1 =0 (mod 7)

1+6.t; =0 (mod 7)
t1 =1 (mod 7)

Nés assim temos a solugdo Ty = 3+ 7.1 (mod 7%). Analogamente, de maneira pare-

cida, semelhantemente, etc, quando n = 3 nds temos x5 = o1 + 7.ty e da congruéncia

(347 +7%1)* =2 (mod 7%)

nds encontramos ty = 2 (mod 7); Isso €

Lo =3+ 7.1+ 7.2 (mod 7°).
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E facil perceber que este processo pode sequir indefinidamente. Nos obteremos assim a
sequéncia:

Loy L1y X2y oeny Ty -evy (1)

Satisfazendo as condicoes:

1. 29 =3 (mod 7)

2. Ty = Tn_1 (mod T)

2
3.

2 (mod T"*1)

O processo de construgdo da sequéncia (1) faz lembrar ao processo para encontrar

a raiz quadrada de 2. De fato, o calculo de v/2 consiste em encontrar a sequéncia de

NUmMeros racionais ro, 71,7, ..., In, --.,, cujos quadrados convergem para 2, por exemplo:
1
2
r,—2| < —
Em nosso caso, nés construimos uma sequéncia de inteiros xg, 1, xs, ..., T, ..., para

o qual z2 — 2 & divisivel por 7""!. Esta analogia se torna mais precisa de dissermos que
dois niimeros inteiros sdo proximos (mais precisamente, p-proximos, onde p é algum
primo), quando a diferenca entre eles é divisivel por alguma poténcia suficientemente
grande de p. Com essa concepcao de proximidade, nés podemos dizer que os quadrados
dos niimeros na sequéncia xg, 1, X2, ..., Ty, ..., S€ tornam arbitrariamente 7-préximos a
2 a medida que n cresce.

A sequéncia 7, acima, determina o namero real v/2. Podemos, assim, supor que a
sequéncia {x,} também determina um ntiimero «, de um tipo diferente, tal que o = 2.

Notemos agora o seguinte fato. Se a sequéncia {7/} de nimeros racionais satisfaz

para todo n, entdo seu limite também é /2. Podemos entio na-

o =l < 1w

turalmente assumir que a sequéncia {2/}, para o qual =, = z/, (mod T"!), devera
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determinar algum novo nimero « | a nova sequéncia {x }, claramente, também satis-
faz !, = 2/, | (mod T") e x> = 2 (mod 7"™') |. Essa observacao nos conduz a seguinte

definicao.

Definicao 1. Seja p um numero primo qualquer. A sequéncia de niumeros inteiros

{z,} = {x0, 21,22, ..., Ty, ...} satisfazendo
Tp = Tp—1 (mOd pn)

para todo n > 1, determina um objeto chamado nimero intetro p-ddico.(O con-

junto de todos os numeros inteiros p-ddicos é representado por Z,).

Perceba que essa “construcao” de niimeros inteiros p-adicos ¢ uma analogia a “cons-
ruca mo ja foi mencionado. n uénci ri
trucao” do v/2 como ja fo encionado. No caso do \/5, 0ssa sequéncia seria
{3;3,1;3,14; 3,141; 3,1415; 3, 14159; ... }. (Construgdo, aqui, é sinonimo de existéncia.)

Uma consequéncia direta dessa definicdo é a forma que se segue de representar

numeros inteiros p-ddicos, semelhante a representacao decimal de niimeros inteiros.

[“‘aaman—la "'7a27a17a0]p

onde 0 < a; <p—1epéum nimero primo.
Essa notacao ¢ convencional em aritmética. Para representar um nimero n em uma

base p, agrupamos os seus digitos em uma sequéncia da seguinte forma:
ey @y A1, ..., A2, A1, Ag

onde ¢é evidente que a partir de um certo ponto, todos os a; sao zero. Observe o exemplo

abaixo.

Exemplo 2. 1. Sejap = 2, n=[110111001]y é um nimero inteiro 2-ddico.
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2. Sejap = 3, n = [021120202]3 € um nimero inteiro 3-ddico.
3. Sejap = 5, n = [324314021]5 € um nidmero inteiro 5-ddico.
4. Seja p =7, n=[325614021]; € um numero inteiro 7-ddico.

Observacao: Com base nessa definicao 1, e nessa consequente representacao dos
numeros inteiros p-dadicos, podemos propor uma representacao para numero inteiro p-
ddicos utilizando somatorio. Esse conceito de somatorio € aprendido, ainda, nas séries
wnictats. O numero 862 nada mais € do que o somatoria de oito centenas, seis dezenas e
duas unidades. Observe a sequinte representacdao referente a numeros inteiros p-ddicos.

Um nimero inteiro n p-ddico pode ser representado por uma soma de poténcias de

um numero primo p, logo é um nimero representado por
_ 2 3 _ N\ i
n=ag+ap+ap’ +azp’ + .= " a;p

onde 0 < a; <p-—1.

Considere o seguinte caso: Seja k = 10, claro que 10 = 2.5 nao é primo. Tendo
n = [59732]10, podemos escrever na base decimal n = 5.101+9.103+7.102+3.10' 4-2.10°.
Que ¢ um somatoério de poténcia de base 10. Perceba também que 0 < a; < 9. Caso
como esse sao trabalhados no estudo de matematica desde de as séries iniciais. Agora,

com essa analogia em mente, observe o proximo exemplo para valores primos.

Exemplo 3. 1. Sejap =7, 7 é primo. Tendo n = [4632]7, podemos escrever na
base 7, n = 4.7 +6.72 + 3.7 +2.7°. Que é um somatdrio de poténcia de base 7.

Perceba também que 0 < a; < 6.

2. Seja p = 5, 5 € primo. Tendo n = [243]5, podemos escrever na base 5, n =
2.52 4 4.51 + 3.7°. Que é um somatorio de poténcia de base 5. Perceba também

que 0 < a; < 4.
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3. Seja p = 3, 3 € primo. Tendo n = [2101]3, podemos escrever na base 3, n =
2.3% +1.32 + 0.3 + 1.3°. Que é um somatdrio de poténcia de base 3. Perceba

também que 0 < a; < 2.

Os nimeros n's apresentados no exemplo 3, itens 2,3 e 4 sao niumeros inteiros,

respectivamente, T-ddicos, b-ddicos e 3-ddicos.

Nos sabemos que depois de estudarmos o conjunto niimeros inteiros segue o estudo
do conjunto dos niimeros racionais, as fragoes, também chamados, informalmente, de
numeros com virgula. Podemos, entao, estender esse raciocinio para os nimeros p-
adicos, questionando se é possivel que os niimeros p-adicos possam ser racionais, re-
presentados em forma de fragdo e/ou ter virgula? E ai, caro leitor? Vocé esta curioso
para saber a resposta? E provavel que vocé tenha suposto uma resposta afirmativa.

Continuemos a leitura, responderemos essas perguntas na proxima secao.

2.2 Numeros p-Adicos

Com base no que foi apresentado até aqui, podemos por extensao, supor uma re-
presentacao de um nimero p-adico qualquer, que chamaremos de racionais p-adicos.
Temos assim nossa proxima definicao que responderd as perguntas do paragrafo ante-

rior. Segue abaixo a definicao de niimeros racionais p-adicos.

Definicao 2. Um numero n se diz racional p-ddico quando é determinado por uma

soma de poténcias de um numero primo p da sequinte forma

n=a_,p " +a_p T4 ...+ ag+ap' + awp® +asp® + ...

onde 0 < a; <p—1er e N. (O conjunto de todos os nimeros racionais p-ddicos ¢é
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representado por Q,.)

Nesse momento, nés estamos bem proximos de responder a pergunta que foi feita
a linhas atras, a saber: Numeros p-ddicos podem possuir virgula? E a resposta é sim!!!
Contudo, ap6s uma breve analise da definicao 2, ja é possivel perceber isso. Tomemos

alguns exemplos.

Exemplo 4. 1. Sejap =7, 7 € primo. Tendo n = [124,562];, podemos escrever na
base 7, n =172+ 2.7 + 470+ 5771 +6.772 +2.773 . Que é wm somatdrio de

poténcias de base 7. Perceba também que 0 < a; < 6.

2. Seja p = 5, 5 é primo. Tendo n = [243,32]5, podemos escrever na base 5,
n=25%2+45"+37"4+35"1+2572. Que é um somatdrio de poténcias de base

5. Perceba também que 0 < a; < 4.

3. Seja p = 3, 3 € primo. Tendo n = [2101,22]3, podemos escrever na base 3,
n=23+13+03"+13°4+23"1 +2372. Que é um somatdério de poténcias

de base 3. Perceba também que 0 < a; < 2.

Se, eventualmente, o leitor ainda nao tenha conseguido visualizar essa ideia, faca
uma observacao deste niimero na base 10: n = 397, 54. Este ntimero decimal pode ser

escrito assim n = 3.10% 4+ 9.10' + 7.10° 4+ 5.107 4+ 4.1072, viu como ficou facil!

Observagao: O conceito de valor absoluto p-ddico, proposi¢ao[d, sé serd discutido
no proximo capitulo, porém utilizaremos aqui essa proposicao para justificar a defini¢ao
@. Seja o algum nimero p-ddico. Afirmamos que se |a|, <1, entdo a € Z,. Agora, se
lal, > 1, suponha que |a|, = p* com k > 0. Considere 3 = pta, como |8, = 1, temos
que

B="Po+brp+ Bop’ + ...
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entao

= Fo b 6];1 + Bk + Brgip + oo+ B +

E+F+...+

com 0 < 3 < (p—1) para cada n. Essa discussao estabelece a defini¢ao anterior.

As operacoes de adicdo e multiplicacao se dao da mesma forma que a tradicional.
No entanto, destacamos que o conjunto dos nimeros p-adicos nao é ordenado, logo nao
hé4 de se falar em a > b, a e b € Q,. Embora o conceito de positivo e negativo exista,
sua utilidade dependera da conveniéncia. Por outro lado o conceito de oposto continua
existente. Veremos exemplos disso a seguir.

Faremos, aqui, mais uma indicacdo de leitura, os niimeros [2] e [4] das referéncias.
Ambos trazem alguns exemplos sobre as operacoes matematicas basicas envolvendo
numeros racionais p-adicos. No6s nos abstemos que apresentar exemplos neste trabalho.
Entretanto, uma simples leitura dos textos citados é suficiente para compreensao das
operacoes elementares no conjuntos dos ntmeros racionais p-adicos. Almejamos que o
leitor, caso ache necessario, desfrute do prazer da procura e da descoberta.

Além do mais, nesses exemplos vocé, caro leitor, vera curiosidades sobre os niimeros

p-adicos deste tipo:

1. Embora exista nimero p-adico negativo, sua representacao pode ser positiva.

Considere o conjunto 5-adico, temos

...444444
+ ...000001
...000000
Assim sendo, podemos afirmar que no conjunto 5-adico ...444444 = —1. Portanto,
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a utilizacao de um namero p-adico ora positivo, ora negativo, vai depender da

situagao, como ja dissemos.

2. Numeros p-adicos podem se estender infinitamente para a esquerda. Consequén-
cia da definicao de inteiros p-adicos. Caso o nimero ja finito, basta completar os

demais digitos com zeros.

3. Nimeros p-adicos nao podem se estender infinitamente para a direita. Via ob-

servacao acima.
4. Todos ntimeros racionais sdo p-adicos. (Proposigoes 4 e 5, do capitulo 3).
5. Nem todos niimeros reais sao ntimeros p-adicos. (Veja teorema (1)) .

Na proxima segao apresentaremos uma caracterizagao um pouco diferente dos ntimeros
p-adicos. Falaremos sobre valor absoluto, corpos e anéis. Todavia, nao tem nada a ver
com “casamento”’, “namoro” ou “compromisso”’. Tenha sempre em mente que estamos
diante de conceitos matematicos. Obviamente, toda analogia é bem-vinda. Abuse de
sua imaginacao para internalizar esses conceitos. Vamos explicar todos essas defini¢oes

no proximo capitulo.
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3 O Corpo dos Nameros p-Adicos

No texto adiante, n6s vamos apresentar como se da a construcao dos ntmeros p-
adicos. Antes, porém, vamos relembrar o que é valor absoluto, e depois vamos perceber
as implicacoes de valor absoluto na construcao dos nimeros p-adicos. Neste instante
vamos requerer de vocé um pouco mais de abstracao, todavia ao final deste estudo vocé
nao sera mais o mesmo. Este capitulo estd fundamentado em [6], [9] e [12] de nossa

bibliografia.

3.1 Valor Absoluto

Definicao 3. Seja C um corpo. A funcao |-| : C' — Ry € chamada de Valor Absoluto

de C' se as sequintes propriedades estao satisfeitas para qualquer x ey € C.
1. Jz| =0 <= =0
2. |zy| = ||yl

3 x4yl <|z|+ |y

3.2 Corpo

Tendo em maos a definicao de valor absoluto, cabe, agora, definir o que é corpo.
Nao, nao estamos falando do “corpo humano” ou “corpo de bombeiros”. Neste contexto,
o contexto matematico, até podemos fazer uma analogia com essas ideias ja concebidas
de corpo.

Entretanto, em matemética, corpo é uma estrutura onde as operacoes bésicas,
adicao e multiplicagao, funcionam direitinho. Quando se adiciona dois elementos de um

corpo, a soma destes elementos continua pertencente ao corpo. Quando se multiplica
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dois elementos do corpo, o produto destes elementos continua pertence ao corpo. Mais

formalmente temos:

Definicao 4. Corpo é um anel comutativo, com unidade, em que todo elemento dife-

rente de zero possui inverso multiplicativo.

Parece que nao ajudou muito, né? Neste momento, vocé esta se perguntado o que é
anel? O que é comutativo? O que é unidade do anel? O que é inverso multiplicativo?

As respostas a essas perguntas estao contidas na defini¢ao de anel que se seguem abaixo.

3.3 Anel

Definicao 5. Anel é um conjunto A com duas operagies bindrias (+) e (-), chamadas
respectivamente de adicao e multiplicacao, que satisfaz as sequintes condicoes para

quaisquer elementos a, b e ¢c € A:
1. Associatividade aditiva: para ¥ a, b, ¢ € A, temos (a+0b) +c=a+ (b+ c).
2. Emisténcia do elemento neutro aditivo: para ¥ a € A, temos a+0=0+a = a.
3. Existéncia de simétrico aditivo: para¥ a € A b € A tal que a+ b= 0.
4. Comutatividade aditiva: para ¥ a, b € A, temosa+b=b-+a
5. Associatividade multiplicativa: para ¥ a, b, ¢ € A, temos (a-b)-c=a-(b-c)

6. Distributividade multiplicativa em relagdo a adicdo (a4 esquerda e a direita): para

Va, b ce A temosa-(b+c)=a-b+a-c; temos também (a+b)-c=a-c+b-c

7. Exzisténcia de elemento neutro multiplicativo: 31 € A, 1 # 0, tal que ¥V a € A,
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Assim, percebemos que para se ter um anel, é preciso gozar de algumas proprieda-
des. Sabemos portanto, pela definicao de anel, o que é um anel, o que é a comutati-
vidade do anel, o que sao os elementos neutros do anel, aditivo e multiplicativo. No
entanto, ainda nao sabemos o que é o inverso multiplicativo. Quando os anéis satis-
fazem todas as propriedades anteriores e, também, proxima condigao, ele se torna um
corpo. Segue:

8. Fxisténcia de elemento inverso multiplicativo: para ¥ o € A, 3 b € A, tal que
a-b=b-a=1.

Aqui ja entendemos o é valor absoluto, anel e corpo. Um pouco mais elucidados

sobre esses conceitos, caminhamos para a seguinte proposigao:

3.4 Valor Absoluto Real

Proposicao 1. Seja | - | : Q — Ry, definida como

2[00 =
—x, se x<0.

| |0 € 0 valor absoluto de Q, e serd chamado de Valor Absoluto Real.

O simbolo co é uma mera notacao para diferencia-lo de outros valores absolutos.

Caro leitor, podemos neste momento definir um outro tipo de valor absoluto. E
possivel fazer isso? Sim. Mas, valor absoluto nao é definido de maneira tinica?” Nao.
Podemos, entao, definir valor absoluto de uma forma que envolva ntmeros p-adicos,
afinal Numeros p-ddicos e Formas Quadrdticas é o tema central de nosso texto? Sim,
sim, sim!!! Se bem que até agora nos nao falamos nada sobre formas quadraticas, mas
tenha calma, chegaremos l4. No momento temos uma proposicao muito importante

para apresentar. Segue que:
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3.5 Valor Absoluto p-Adico

Proposigao 2. Seja |- |, Q — R, onde p € um nimero primo. Note que qualquer
r € Q nao nulo pode ser escrito na forma p"y onde n é um nimero inteiro, com a e

b, também, pertencentes aos inteiros, b # 0, p fab. A fungao |- |,, definida por

p", se x=p'y£0,
|I|p =

0, se x=0.

¢ um valor absoluto de Q, e é chamado de valor absoluto p-ddico satisfazendo.
1 |z[,=0&2=0

2 |wyly = |zlp-lyly
3. |x +ylp < maz{[zfp, [ylp} < [zlp + |yl
Demonstracao Sejam z, y € Q
L. |z[,=0< 2 =0, pois p™™ > 0.

2. Sex =0ouy =0, entdo |z -y|, = 0e |z, |y, = 0, logo, vale a propriedade.

Se x # 0 e y # 0, podemos escrever x = p"¢ e y = p™9 onde p fabcd. Entdo,

—_n—m n

|- y|p = ‘pn+mac|p p =p "-p"= |$|p : |y’p~

3. Sex =0o0uy=0,entao |z +yl, = |z|, + |y,

Se z +y =0, entdo |z + y|, = |0[, = 0 < |z|, + |ylp, pois |- |, é sempre maior ou

igual a zero.

Sex #0,y#0ex+y#0; podemos escrever v = p"¢ e y = p™5 onde p fabed.
Suponha n < m. Assim, |z[, > [y|,. Além disso, |z + y|, = |p"% + "5, =

n (a- d—l—pm "b-c)

Ip™ l, < p~™ = |z|,. De maneira semelhante m < n = |y|, > |z,

Logo, |z + yl, < max{|z]y, [yl,} < |], + |yl u

30



3.6 Meétrica

Os valores absolutos estao intimamente ligados ao conceito de distancia. Toma-se
uma medida como referéncia chamada de unidade, e a partir desta unidade medida
deduz-se todas as demais: dobro da unidade, triplo da unidade, metade da unidade,

um ter¢o da unidade, etc. Vamos entender melhor isso através do conceito de métrica.

Definigao 6. Seja C' um conjunto. A fun¢ao d: C x C — R, € chamada de métrica

de C' se possuir as sequintes propriedades para quaisquer x,y e z € C':
1. d(z,y) =0z =y.
2. d(z,y) = d(y,x).
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z).

Temos ainda que (C, d) é chamado de espago métrico.
Vamos, agora, casar os conceitos de valor absoluto e métrica, para tanto utilizaremos
mais uma proposicao. Esta, por sua vez, apresenta que uma métrica pode ser induzida

por uma valor absoluto. Observe.

Proposicao 3. Seja C um corpo e |- | um valor absoluto de C. Entdao a funcio d:

C x C — R, definida por d(x,y) = |x — y| € uma métrica de C.
Demonstragao: Sejam x, y e z € C
L. diz,y)=0&|z—y|=0cr-—y=02=1.
2. d(x,y) = lr—yl=|=(y— )| =y — ] = d(y, ).

3. dx,z)=lr—z2|=lv—y+y—z|<|v—y[+|y—z2]=dx,y) +dy,z). A
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Portanto, se utilizarmos o conceito valor absoluto estaremos utilizando o conceito
de métrica e vice-versa. Isso é muito bom, porque vai deixar nosso trabalho mais
prazeroso, mais palatavel. Entao, continuemos firmes, fortes e felizes.

Neste momento, vamos fazer a caracterizagao do corpo dos niimeros p-adicos de uma
maneira formal. Nao se assuste, vocé vai perceber que um pouquinho de imaginacao é

suficiente para entender tudo.

3.7 Sequéncia de Cauchy

Em Matematica, uma sequéncia (a,,) é dita de Cauchy se a distancia entre os termos
vai se aproximando de zero. Nossa intui¢do nos leva a perceber que os termos (a,,) vao
ficando cada vez um mais préximo do outro a medida que n cresce. Um exemplo
classico é a, = % Pense um pouco no motivo dessa sequéncia ser de Cauchy. Com

tudo isso que apresentamos, podemos fazer uma definicao de gala para uma sequéncia

de Cauchy.

Definicao 7. Seja C' um corpo com um valor absoluto |-|. Seja (an)nen uma sequéncia
de C. A sequéncia (a,) € dita sequéncia de Cauchy se, dado ¢ >0, 3 ng €N tal

que ¥V i,j € N onde i > j > ng entao |a; — a;| < €.

E importante perceber que as sequéncias de Cauchy sdo definidas em espacos métri-
cos. Contudo sabemos que o valor absoluto induz uma métrica, assim sendo podemos
defini-la em termos de valores absolutos. Isso vai ser bem til j&, ja. Aguarde!

Temos agora duas definigoes muito importantes para o conclusao deste trabalho.

Sao elas:

Definicao 8. Um corpo C ¢ dito completo se toda sequéncia de Cauchy de C, usando

valor absoluto | - |, convergd']

!qualidade ou disposicdo do que é convergente; dire¢io para um ponto comum. Ex: a, = -
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Definicao 9. O conjunto C é dito completamento de um corpo C pelo valor ab-

soluto | - | se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

1. C € completo.

2. Eriste uma isometria d : C — C. O wvalor absoluto estendido para C, denotado

|- &, € tal que |d(z)|g = |z|, para todo x € C.

8. Para todo v € C existe (ay)nen, uma sequéncia de Cauchy de C, tal que v =

lim a,,.
n—oo

Proposicao 4. O completamento dos nimeros racionais Q usando o wvalor absoluto

real, forma um corpo, denominado corpo do nimeros reais, e denotado R.

Nao vamos nos aprofundar nessa proposicao. Para uma analise completa sobre esse
assunto recomendamos a leitura de [7]. La tem tudo e mais um pouco que o leitor possa
querer saber sobre a construcao dos niimeros reais, seja pela construcao de Cantor ou

pelos cortes de Dedekind. Sigamos em frente sem desanimar.

Proposicao 5. O completamento dos nimeros racionais Q usando o valor absoluto

p-ddico, para algum p primo, forma um corpo, denominado corpo p-ddico, e denotado

Qp-

3.8 Teorema de Ostrowski

Algumas afirmagoes importantes: Todo corpo que possui uma métrica pode ser
completado. Para mais profundidade, verificar em [9]. Como afirmado acima, o com-
pletamento dos Q via valor absoluto p-addico implica nos Q,, uma demonstragao com-
pleta pode ser localizada em [8]. Para a leitura de alguns comentarios objetivos, e com

simplicidade tnica, recomendamos [2].

converge para zero a medida que os valores de n vao aumentando, n € N*
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No préximo teorema, temos a afirmacao de que todo completamento de Q ou é o
valor absoluto real ou o valor absoluto p-adico. Vamos mostrar que a métrica apre-
sentada é equivalente a métrica real ou é equivalente a métrica p-adica. Isso pode ser
afirmado pois teremos métricas equivalentes. Lembre-se: Duas normas ||, e |- |, de-
finidas num espago vetorial VE], sao equivalentes se existem a > 0 e b > 0 satisfazendo
alv)y < |vla < blvly para todo v € V.

A demonstracao desse teorema é um pouco mais abstrata do que tudo que tratamos
até aqui. Entretanto vocé, amigo leitor, vai se sair bem. Temos mais uma oportunidade

de se apropriar de conhecimentos novos, nao desanime, o saber é sempre transformador.

Teorema 1. Ostrowski: Toda métrica (valor absoluto) sobre Q € equivalente ao valor

absoluto real | - | ou ao valor absoluto p-ddico | - |, para wm nimero primo p.

Demonstracao Seja ¢ uma métrica arbitraria nao trivial de Q. Dois casos sao
possiveis: ou existe algum niimero natural a > 1, tal que p(a) > 1, ou entdo ¢(n) <1

para todo nimero natural n. Considere o primeiro caso. Como

en)=p(l+14+..+1)<p(l)+..+¢(l)=n

podemos definir

¢(a) = a”,

onde o é um ntamero real que satisfaz 0 < o < 1.

Tomando um nimero natural arbitrario N, decompondo-o em poténcia de a, temos:

2 k—1
N =xy+x10+ 220" + .... + Tf_1a" ",

2Veja [12] em nossa referéncia.
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onde 0 <z;<a—1,(0<i<k-—1), 2,1 > 1. Assim N satisfaz a inequagao

ad" 1< N <",

pela propriedades métricas, e pela defini¢ao ¢(n) e p(a), segue

p(N) < (o) + o(21).0(a) + ... + @(xr_1).0(a"")

<(a—1)(1+a®+ .. +a* b

ak* — 1

:(a—l)aa_1

a _ (@ —1)a® qk—Da
a® —1 a* —1

(a—1)a*

a® —

N® = CN®;

isto é

©(N) < CN“

onde C' ¢ uma constante independente de N. trocando N por N™ na inequagao, com

m um nimero natural, n6s obtemos:

O(N)™ = p(N™) <CN™,

dai
o(N) < YCN©

se m tende ao infinito, nés chegamos em

o(N) < N,
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agora, sendo N = a* — b, onde 0 < b < a* — a*~!, nés obtemos

p(N) = p(a*) — p(b) = a®" — p(b).

Mas ja sabemos que

e assim

1 «
o(N) > a™t — (ak - ak_l)o‘ = [1 - (1 - a) } a®* = C1a®* > C\N*,

onde a constante C; nao depende de N. Seja m, novamente, um niumero natural

arbitrario. Se N é trocado por N na inequagao anterior, entao
p(N)™ =p(N™) > CLN™,

disso

p(N) > §/CiN*

e quando m — oo isso implica

¢(N) > N“.

Comparando as desigualdades acima, vemos que ¢(IN) = N para qualquer niimero
natural N. Agora, seja * = +N;/Ny um numero racional arbitrario, diferente de zero

( Ny e Ny sdo numero naturais). Entdo

o) = () = 20 = R = Lol
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Nos temos que se p(a) > 1 para pelo menos um ntumero natural a, entao a métrica
¢ é da forma dada acima.

Agora, nos direcionamos para o caso

p(n) <1

para todo nimero natural n. Se para cada nimero primo p, temos ¢(p) = 1, entdo
pela condigao (3), nés também temos ¢(n) = 1 para todo nimero natural n, e assim
() = 1 para todo racional x # 0. Mas isso deveria contradizer a suposicao de que ¢
é nao trivial. Assim, para algum primo p, nés temos ¢(p) < 1. Assumindo que para
algum outro primo ¢, ¢ # p, nés também temos p(q) < 1. Tomando os expoentes k e

[ tais que

como p¥ e ¢! sdo primos entre si, entdo existem inteiros u e v tal que up® + vg' = 1.

Por (2.7), p(u) <1 e p(v) <1, de modo que

11
L1

1= (1) = o(up® +vg') < p(w)e(p)* + @(v)e(q) 5

Esta contradicao demonstra que existe um tnico primo p tal que

p(p) =p<1.

Como ¢(q) = 1 para qualquer outro nimero primo, p(a) = 1 para cada inteiro a que

¢ primo relativo com p. Seja x = p™(a/b) um namero racional ndo negativo (a e b
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inteiros, relativamente primos com p). Entao

Concluimos, entao, a demonstracao do teorema. W

Neste momento, nos encerramos nossa explanacao sobre nimeros p-adicos. Vamos
nos direcionarmos para o estudo de forma quadraticas. E, isso af! Até que enfim.
Discorreremos sobre a segunda parte referente ao titulo do nosso texto. Vocé esta
empolgado? Sim? Muito bom. Entao vamos nessa! Nos vemos na proxima se¢ao. Até

14.

4 Formas Quadraticas sobre Q,

4.1 Formas Quadraticas

Depois de todas essa jornada, chegamos a parte final de nosso trabalho. Estudamos
os nimeros p-adicos, a seguir veremos sua aplicacao a formas quadraticas. Faremos a
diante algumas afirmagoes, conjecturas e/ou definigoes sobre formas quadraticas e ni-
meros p-adicos, em seguida, encadearemos de maneira mais harmonica e coesa possivel
esses conceitos. Culminaremos o trabalho com a demonstracao do teorema de Hasse-
Minkowski, a parte mais importante do trabalho, que vocé amigo leitor conhecera ja,
ja. Vamos em primeiro lugar definir formas quadraticas. Ansioso? Entao vamos em

frente.

Defini¢ao 10 (Forma Quadrdtica). Fun¢ao polinomial, F : C™ — C, de grau n ,
cuja expressao tem apenas termos de grau 2, € dita de forma quadrdtica e dada por:

_ 2 2 2
F(x1, 29, ..., 1) = 1w + BroT1Zo + o + Brn®1%y + a3 + o+ o nToZn + .. + a7,
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como;ePBireR1<i<n1<j<k<n.

Um conceito que se segue a esta definicdo é o fato que a expressao da forma qua-

dréatica de uma funcao polinomial pode ser escrita na forma matricial como o produto

de x, matriz linha de n elementos, por Mg, matriz quadrada de ordem n e por z*,

matriz coluna de n elementos, nessa ordem. Temos

F:C"—=C

T

_ 2 2 2
F(x1,29, ..., 2,) = 127 + B120122 + ... + B1 120 + @225 + ... + Po pnToky + ... + ),

aq

B2

2

F($1>$2>---,$n) = |z T ... T,
ﬁl,n
L 2
Exemplo 5. F:R?> - R
F(x1, 29, 73) = 22 + 27129 + 373 — 2973 — T3

1 1 0 T

xMFxT = |: T1 T I3 :| 1 3 —% )
0 —% —1 T3

eMpzT = F(xy, 29, 73)

/81,2 ﬁl,n 1 [ i

5 . 2 I

B2,

(6%)] _2n )
B2,
T” s 0y || T |
_ .2 2 2
= 2] + 22129 + 375 — T2x3 — T35

O que aconteceria caso a matriz My pudesse ser diagonalizada? A algebra linear

propoem que uma matriz quadrada My pode ser diagonalizavel se for possivel apre-

sentar uma matriz D diagonal semelhante & matriz Mp, portanto, se h4 uma matriz

inversivel P tal que P~'MpP & igual a matriz diagonal D. Considere o proximo exem-

plo.

Exemplo 6. Sejam F : R? -+ R
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F(z1,22) = 2% + bxyxy + 243

T 1 3 T
F(zy,19) = xMpa' = { T T }
2 2 T2
Agora, __
-3 1 13 —3 3 -1 0
PMpP™1 = = =D
2 1 2 2 g 3 0 4

Assim sendo, temos uma nova matriz com novas varidveis, devido a mudanca de
coordenadaf]. Matriz essa, semelhante a primeira, que nao alterar o resultado do

sistema.

—1 0 U1
F(y1,92) = yDy" = { Y1 Yo }
0 4 Yo

F(y,y2) = —y5 + 4y3

Esse processo, a diagonalizagao, torna a resolucao destas formas quadraticas muito
mais facil. Uma boa noticia para vocé, amigo leitor:“toda matriz simétrica € diago-
nalizdvel”. Para mais detalhes, leitura [12] de nossa bibliografia. Pautados nessas
informacoes apresentadas nos paragrafos anteriores, afirmamos “Toda matriz simétrica

¢ equivalente a uma forma diagonal do tipo:”

2

2
F(zy,...,z,) = a12] + ... + apz;,

Perceba que trabalhar com a forma diagonal é muito mais comodo. Temos um
polindémio homogéneo de grau 2 diagonalizado, o que torna o caminho para resolugao

de formas quadraticas muito mais deleitoso.

3Veja [12].
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4.2 Principio Local Global

Sabemos que uma func¢ao polinomial de grau 2 pode ser escrita na forma diagona-
lizada. O principio local global, definido adiante, afirma que uma funcao possui raizes
racionais nao triviais se, e somente se, possui raizes em R e em Q,, para qualquer primo
p. O principio local global vale para algumas fungoes polinomiais, entretanto estamos
particularmente interessados nas fun¢des polinomiais homogéneas de grau 2, as formas
quadraticas.

Uma pergunta que poderia ser feita é: Serd que o Principio Local Global vale para
formas quadrdticas? A resposta a essa pergunta e o, proprio, Principio local Global

sao ferramentas fundamentais para o conclusao deste trabalho. Temos:

Principio Local Global Uma equacgdo polinomial possui zeros racionais nao tri-

viais se, e somente se, possui zeros nao triviais sobre R e sobre Q,, primo p.

Portanto, se uma funcao polinomial possui raizes em R e em Q,, qualquer que seja p
primo, entao a fun¢ao polinomial possui raizes em QQ. Se uma funcao polinomial possui
raizes em Q, entao esta funcao possui raizes em R e em Q,, para qualquer primo p.

Sabemos que Q ¢ um subconjunto de R, e sabemos também que Q ¢ um subconjunto
de Q,, para qualquer p primo,como vimos na capitulo anterior, pelo teorema [I} Isso
garante a ida, ou seja, se tivermos raizes racionais, obviamente, teremos raizes reais
e raizes p-adicas. Entretanto, e a volta? Como garantir a existéncia de raizes reais e
raizes p-ddicas para se apresentar as raizes racionais? E exatamente isso que iremos
mostrar nessa parte final do trabalho, em especial para formas quadraticas.

Uma afirmagao que vem como consequéncia do principio local global é a que se

segue: “O Principio Local-Global vale para formas quadrdticas”. Por meio desta asser-
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tiva, nomeada de Hasse-Minkowsk:, encaixamos os conceitos de formas quadraticas e
o principio local global. Algebrizando o principio local global atrelando-o as formas

quadraticas temos:

4.3 Hasse-Minkowski (1923)

Hasse-Minkowsk: (1923) Seja f(x1,....,x,) = 123 + ... + a,22 uma forma qua-
drdtica com coeficientes em Q. Entao f(xy,...,2,) = 0 tem solu¢ao nao trivial em Q
se, e somente se, f(xy,...,x,) = 0 tem solug¢do ndo trivial em R e em Q, para cada
Primo p.

Temos entao aqui um exemplo de funcao polinomial, a forma quadratica, que satis-
faz o Principio Local Global, respondendo assim a pergunta deixada acima: Serd que
o Principio Local Global vale para formas quadrdticas? SIM!

Nutrimos, como ja mencionado, interesse nesse caso. Temos aqui a parte mais
importante de nosso trabalho. Se este texto fosse o céu, certamente esta parte, Hasse-
Minkowski, seria o sol, supondo que esteja de dia, e este dia nao esteja nublado. Se
este texto fosse o planeta terra, Hasse-Minkowski seria o nicleo. Se este texto fosse o
corpo humano, Hasse-Minkowski seria o coracao e o cérebro. Deu para perceber que
essa pate é importante para nosso trabalho, nao é?

A seguir apresentamos uma conjectura atribuida a Emil Artin, que a propds para

Helmut Hasse, no dia 27 de setembro de 1927, de acordo com o diario de Hasse.

4.4 Conjectura de Artin

Congectura de Artin (1935): Todo polinémio homogéneo de grau k em pelo me-

nos k? + 1 varidveis possui zeros p-ddicos nao triviais.
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Nos estamos interessados, naturalmente, quando k£ = 2. Nosso objeto de desejo sao
as formas quadraticas, como vocé amigo leitor sabe bem, logo direcionaremos nossas
atencoes ao Gnico par primo, a saber o niimero dois. Podemos entao conjecturar que
todo polindmio homogéneo de grau 2 em pelo menos 22 4+ 1 = 5 varidveis possui zeros

p-adicos nao triviais.

4.5 Terjanian (1966)

Mesmo com importante avanco realizado, a conjectura de Artin permanece sem
solucao, ¢ uma conjectura como o nome ja diz. De fato, nao had um tnico caso para
o qual a conjectura de Artin ¢ demonstrada. Isso é tao verdade que Guy Terjanian,
matematico francés, apresentou, em 1966, um contra-exemplo para a conjectura de
Artin. Ele apresentou um polinémio homogéneo de grau 4 com 18 varidveis que nao
possuia solucdo nao triviais. Contudo, isso, segundo a Conjectura de Artin, ndo deveria
ocorrer, pois 18 > 4% 4 1 = 17. Formalizando-se, segue:

Terjanian (1966): Apresentou o primeiro contra-ezemplo & Conjectura de Artin,
exibindo um polindmio homogéneo de grau 4 sobre Qy em 18 (> 42+ 1 = 17) varidveis
qUE NGO POSSUL ZETOS NGO tTivials.

Terjanian observou que a forma

G(z) = G(zy, 12, 23) = o] + 75 + 25 — 2323 — 2303 — 2322 — ry2w9w3(2) + T2 + 23)

é tal que

1 (mod 4), se algum z; é impar.
G(z) = ( )

0 (mod 16), se todos z;’s sdo pares.

pois 22 = % = 1(mod 4) se x é impar. Tome agora

H(@ = H(ﬂﬁb ---7559) = G($1>332>$3) + G($4, Ts, 1’6) + G(1’7>378,379)

43



logo

#=1 (mod 4), se algum z; é impar.
) ( )

=0 (mod 16), se todos z;’s sdo pares.

finalmente seja

F(.?Z) = F(Il, ...,ZE18> = H(ZL‘l, ...,.739) + 4H(Z‘10, ...7I18).

Vamos supor que exista 3 € Zi® tal que F(3) = 0 . Sem perda de generalidade
podemos assumir que § é um zero primitivo (possui uma unidade 2- adica em alguma

de suas coordenadas), logo

F(ﬁ) = H(ﬂla "-7B9> + 4H(ﬁ10a -"7ﬁ18) = 0.

Se a unidade 2-adica esta entre as primeiras nove coordenadas, teremos

0= F(B)=H(b,..., Bg) (mod 4)

que contradiz H(z). Logo a unidade deve estar entre as nove tultimas coordenadas,

mas entao

0= F(B) = 4H (b, ---, P1s) (mod 16)

o que também contradiz H(x).
Isso nos mostra que F' nao tem zeros 2-adicos apesar de ter 18 variaveis, contrariando

a Conjectura de Artin. H
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4.6 Ax - Kochen (1965)

O amigo leitor pode estar se perguntando: A Conjectura de Artin vale ou nao vale?
Artin conjecturou que é possivel encontrar zeros p-adicos em um polin6mio homogéneo
de grau k em k%41 variaveis, porém Terjanian contra-argumentou que existe pelo menos
um caso contrario. E agora? Agora surgem mais duas personagens nesse debate: James
Axe e Simon B. Kochen. Estes homens apresentam um teorema que diz que para cada
inteiro positivo n existe um conjunto finito A(n) formado por nimeros primos, tal que
se p é qualquer primo que nao esta em A(n) entdo todo polinomio homogéneo de grau k

sobre os ntiimeros p-adicos em k%4 1 variaveis possui zeros p-adicos ndo triviais. Segue:

Teorema 2. (Az - Kochen (1965)) Para todo inteiro n > 1, o conjunto A(n) dos

primos para 0s quais Q, ndao satisfaz a Conjectura de Artin € finito.

Resolvemos assim nosso problema. Artin afirmou que “Todo polinémio homogéneo
de grau k em k% + 1 variaveis possui zeros p-adicos nao triviais”. Terjanian afirmou
que nem sempre “Todo polinémio homogéneo de grau k em k? + 1 varidveis possui
zeros p-adicos nao triviais”. Ax-Kochen resolveram esse debate afirmando que se nao
for possivel que “Todo polinémio homogéneo de grau k em pelo menos k% + 1 varidveis
possui zeros p-adicos nao triviais”, entao este conjunto de primos p que nao satisfaca a
Conjectura de Artin é finito, ou seja, se nao é possivel, nao é possivel em um conjunto
finito.

O conjunto de nimero primos ¢ infinito. De fato, a quantidade de primos é finita.
Sejam entao, pi, po, ..., pn @ lista de todos os primos existentes. Tomemos R = p; - ps -
...-pn+ 1. E 6bvio que R nao ¢é divisivel por nenhum dos p; ‘s de nossa lista, por outro
lado R ¢ maior do que qualquerp;. Sabemos também que todo inteiro maior do que
1 pode ser representado de maneira tinica, a menos da ordem, como um produto de

fatores primos. Dessa forma, R é um nimero primo ou possui algum fator primo e isto
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implica na existéncia de um nimero primo que nao esti em nossa lista. Portanto o
sequéncia de niimeros primos é infinita. Com isso em mente, podemos afirmar que ha

infinitas solugoes que satisfazem a Conjectura de Artin.

4.7 Davenport-Lewis

Para encerrar esse debate, apresentamos mais duas pessoas: H. Davenport e D.
J. Lewis. Este dois matematicos apresentaram o seguinte teorema, que recebe seus

nomes:

Teorema 3. (Davenport-Lewis) Todo polinémio diagonal de grau k em n > k* + 1

varidveis sempre possui zeros p-adicos nao triviais.

Para mais detalhes, indicamos a leitura de [11] em nosso bibliografia. Artin afirmou
que “Todo polinémio homogéneo de grau k em pelo menos k? + 1 varidveis possui zeros
p-adicos nao triviais”, afirmacao esta que ja repetimos algumas vezes em nosso texto.
Terjanian apresentou um contra-exemplo a esta afirmacao. Ax e Kochen resolveram
esse debate afirmando que o conjuntos de niimeros primos que nao satisfaz a Conjectura
de Artin é finito. Davenport e Lewis foram mais além, eles afirmam que a Conjectura
de Artin vale, ndo apenas em k? + 1 variaveis, mas também em n variaveis, salvo

n>k?+1.

4.8 Teorema de Hasse

Com todas essas informagoes em maos, podemos agora sintetizar todas elas no
teorema a seguir. Perceba, entao, que o teorema a abaixo ilustra um caso particular, que
nos interessa, para o teorema de Hasse-Minkowski, que por sua vez apresenta a validade

do Principio Local Global para formas quadratica, a saber uma forma quadratica em
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pelo menos 5 variaveis, com coeficientes racionais, tera zero racional se, e somente se,
tiver zero real e zeros p-adicos.

Consequentemente, se afirmamos que Hasse-Minkowski é o apice do trabalho, seu
nucleo, a parte mais importante, entao o teorema de Hasse é a bandeira fincada no

topo da montanha, a cereja do bolo, a exemplificacao desejada. Segue:

Teorema 4. (Teorema de Hasse) Toda forma quadrdtica em pelo menos 5 varidveis

possui zeros p-ddicos nao triviais.

Observe que como a forma do polinomio homogéneo é quadritica, entao o grau
do polinémio é 2, o que acarreta 5 variaveis pela Conjectura de Artin. Davenport-
lewis garante que sao pelo menos 5 variaveis, pode haver mais variaveis. Ax-Kochen
garante que pode nao haver solucao para alguns conjuntos de ntimeros primos, como
apresentou Terjanian, porém esses conjuntos desses niimeros primos que nao satisfazem
a Conjectura de Artin sao finitos. Assim sendo, ha infinitas soluc¢ao p-adicas nao triviais
para toda forma quadratica em pelo menos 5 variaveis.

Essa afirmacao ¢ muito forte, portanto precisa ser provada, e é o que faremos
a diante, para tanto carecemos de mais um resultado, mais precisamente um lema.

Segue:

4.9 Lema de Hensel

Considere uma funcao polinomial diagonalizada de grau k£ com n variaveis. Se essa
funcao polinomial for congruente a zero moédulo poténcias de algum p primo, entdo a

funcao polinomial possui raizes em Q,,. Formalizando isso, temos:

Lema 1. (Lema de Hensel) Considere a forma diagonal f(zy,...,7,) = a12% + ... +

anz® com a; € Z. Seja p um primo e escreva k = pTky. Defina
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T=9 7+1, se 7T>0 e p>2
T+2, se 7>0 e p=2

Se a congruéncia

fz1,...,z) = 0 (mod p7)
tem solucao nao singular modulo p, entao
f(xlw an) =0

tem solugao em Q,.

4.10 Demonstracao do Teorema de Hasse

O que acontece com 0s coeficientes ao considerarmos f(xy, ..., z,) mddulo p?
No conjunto de todas as formas quadrdticas com coeficientes inteiros considere as se-
gquintes mudancas de varidveis:

(i). f'(x1,....xn) = f(p 21, ....;p""xy,), com 1; € Z;

(ii). f"(x1,...,2,) = §f(21,..., 2,), com § # 0.

Diremos que f e g sdo equivalentes se uma pode ser obtida da outra por uma com-
binagao de (i) e (ii). Isto define uma rela¢ao de equivaléncia.

Reescreva

flz1,yxn) = folxr, ooy Tmg) + Df1(@mgt1s -y Tn) Onde os coeficientes de fy e de fi
nao sao divistveis por p. Utilizando as mudancas (i) e (ii), podemos supor que mg > 3.
De fato, se my < 2, entdao o nimero de varidveis em fi é mator ou igual a 3, pois

n > 5. Faca entao a mudanca
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/ ~1 ~1

f(xh"'al‘n) :pf('rla"')‘rmmp Tmg+15 -5 P xn)
Considerando p um primo impar, logo p > 2, pelo Lema de Hensel, basta encontrarmos
solucoes nao singulares modulo p para a congruéncia

ma; + ...+ Ay, = 0 (mod p)

A existéncia de solucao para essa congruéncia é garantida pelo proximo teorema.
Perceba que temos uma demonstracao dentro da demonstracao, fato que nao compro-

mete em nada seu silogismo, sua logica, seu encadeamento de ideia, amigo leitor.

Teorema 5. (Teorema de Chevalley- Warning) Sejam p um primo e f(xq,...,x,)
um polindmio com coeficientes inteiros e grau k. Se n > k, entdo o numero de solu-
coes da congruéncia f(x1,...,x,) = 0 (mod p) € divisivel por p. Em particular, se o

polindmio nao possui termo constante, existe solucao nao trivial

Demonstracao: Suponhamos que a congruéncia tenha s solucoes A; = (agi), e aﬁf)),

1 <i<s.Seja g(xy,....,x,) =1 — f(z1,...,2,)P" L, entdo g satisfaz:

1, quando (x1,...,x,) = A; (mod p);
9(T1, .y ) =
0, caso contrario;

Para qualquer A = (ay, ..., a,), defina

Da(wy,.oxn) = [J(1 = (5 — a7,

Jj=1

E facil ver que
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1, quando (x1,...,z,) = A (mod p);
Da(xy,...ixy) =

0, caso contrario;

Seja g* (1, ..., xp) = Da,(T1, ey p) + oo + Da (21, ..., T4).

Da equacao acima, resulta que ¢g* tem as mesmas solucoes que g, para quaisquer
que sejam xy, ..., ,. Mais que isso, ¢*(z1, ..., 2,) = (21, ..., 2,) ( Mmod p), qualquer que
seja (x1, ..., ;). Assim, para cada mondmio, os coeficientes de ¢g* e g sdo congruentes
modulo p. Como em cada Dy, existe um termo de grau n(p — 1), a saber, o termo
(—=1)"(1.....x)P" L. O coeficiente de (z.....z,)P"* em g* é s(—1)". Contudo, o coefici-
ente de (x1.....x,)P~1 em g € 0, pois o grau de g ¢ menor que n(p — 1), o que implica
que s(—1)" =0 (mod p) portanto p|s.l

De fato, caso p > 2, pelo Lema de Hensel, temos v = 1. Assim sendo fo + pfi =
0 (mod p) implica em fo =0 (mod p). Mais precisamente, queremos que

a2+ o A2 0 (mod p)

m0:

tenha solucao. Supomos mqg > 3, aqui temos também k = 2. Ezplicitamente,

mg > k, por Chevalley-Warning, garantimos a existéncia de solugoes.

Agora, caso p = 2, no Lema de Hensel, teremos v = 3, ou seja, a existéncia de

solucao 2-ddica € garantida pela existéncia de solucao de

M5+ oA Aoy, + 24 1T 41 + o+ @) = 0 (mod 8)
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com x; impar, para algum 1 <1 < mg. Lembre que my > 3.
No caso 3 < mg < n:

Considere a forma parcial

2 2 2 2
a1x] + agx; + asxs + 2a,7,,

Como ay + ay = 2b temos:
ay + ag + 2a,b* = 2b + 2b* (mod 4)
ay + ag + 2a,b* = 2b(1 +b) (mod 4)
ay + ap + 2a,b* = 0 (mod 4)

Ou seja,

ai + as + 2a,b* = 4c
Faca agora x1 = x5 = 1; x3 = 2c e x, = b. Assim,
2 2 2 2 _ 2
aj + a5 + az(2¢)” + 2a,b" = 4azc” + 4c (mod 8)
a? + a3 + az(2¢)? + 2a,b* = 4¢* + 4c (mod 8)
a3 + a5 + az(2c)? + 2a,b* = 4c(c+ 1) (mod 8)
a? + a3 + az(2¢)? + 2a,b* = 0 (mod 8)
Jad no caso my = n, considere a forma parcial
alx% + agxg + agxg + a4xi
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Se a; + ay = az + aq (mod 4), faga 11 = x9 = 23 = x4 = 1.
Se a; + az = 0(mod 4), faca vy =9 =1 e x5 = x4 = 0.
Em qualquer caso, teremos a12? + a3 + a3x3 + agxi = 4.

Faca assim x5 = 20 e entao

alx% + (12.133 + a3x§ + a4Ii + CL5$§ =4b+ 4a5bQ(m0d 8)

a3 + ayry + azrs + a,x] + asri: = 4b + 4b*(mod 8)
2 2 2 2 2 _
a7 + a2xs + asrs + agx; + asrs = 0 (mod 8)M

Diante de tudo isso discorremos durante este capitulo, conseguimos assim garantir
que existem raizes p-adicas para formas quadréticas. Todavia, se retomarmos o Prin-
cipio Local Global temos: “Uma equacao polinomial possui zeros racionais nao triviais
se, e somente se, possui zeros nao triviais sobre R e sobre Q,, primo p”. Garantimos
o Q,. Apresentamos as solucoes p-adicas. Mas e quanto a R? E as solugoes reais?

Para termos F(z1,...,2,) = a123 + ... + a,22 = 0 no corpo dos nimeros reais, basta
tomarmos a; = —a; com 1 < ¢ < j < n, e considerarmos todos os demais coeficientes
ar =0com 1 <k <n,a, # a; e a, # a;. Com isso garantimos a existéncia de solu¢oes
reais, o que finaliza esta discussao. Simples, nao é mesmo?!

Neste capitulo, primeiramente, definimos o que é uma forma quadratica. Em se-
guida, afirmamos que toda forma quadratica pode ser escrita na forma diagonal. A
partir dai, explanamos o Principio Local-Global, ilustrado-o com Hasse-Minkowsk, que
garante que o Principio Local-Global vale para formas quadraticas. As proposicoes
de Artin, Terjanian, Ax-Kochen, Davenport-Lewis, Hasse, Hensel e Chevalley-Warning
deram dinamica e validade a tudo que nés apresentamos. Todos estas afirmacoes corre-

lacionaram os nimeros p-adicos e as formas quadraticas, tendo por objetivo assegurar
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a existéncia de solugoes racionais para formas quadraticas se garantissemos a existéncia
de solucoes p-adicas e reais, como foi feito.

antes de nos despedirmos, para vocé, amigo leitor, que perseverou até aqui, 0 nosso
presente é a resolugao do problemas/desafio apresentado no inicio deste trabalho. Veja
s0!

Solugao: O nimero 14 € representado pelo ET por 11. Considerando que a base

de numeracao do E'T é b, podemos escrever:

14 =10 +10° =

M4=10b+1) =
27=10b+1) =

com b € par, entao b+ 1 € impar. Assim sendo:

b+1=7

b=26

Portanto o ET possui 6 dedos, trés em cada mao.

Este problema nos fez entender o quanto a Matemética, sobre tudo a Teoria dos
Nimeros, é maravilhosa. Fez ascender em nés uma alegria imensuravel. Nos respondeu
o porque de termos escolhidos a Matematica como profissao. Que vocé amigo leitor
possa conseguir visualizar isso também. Que através deste breve estudo sobre ntimeros
p-adicos e formas quadraticas, vocé possa ter sentido, pelo menos um pouco, desta
emocao indescritivel que a Teoria dos Nimeros no proporciona. Forte abraco. Até

uma proxima.
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