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UTILIZANDO O JOGO EUCLIDEA E
DEMONSTRACOES DINAMICAS NO GEOGEBRA
PARA O ENSINO DE CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Resumo

Neste trabalho procuramos resgatar um pouco do ensino de construcoes geométricas,
vendo-o como parte fundamental para uma compreensao mais avancada da geometria. Para
isso, utilizamos o aplicativo Fuclidea como fonte direcionadora dos problemas a serem traba-
lhados. Nossa metodologia, fundamentada no modelo dos van Hiele para o desenvolvimento
do pensamento geométrico, pode permitir aos alunos um avango individual e gradual, de inicio
exploratério, mas com tendéncia a abstracao e formalizacao dos raciocinios. Como forma de
melhorar algumas etapas desse desenvolvimento, propomos a construcao e apresentacao da
solugao dos problemas e de suas justificativas na plataforma GeoGebra utilizando o conceito

de “Demonstragoes Dinamicas”.

Palavras chave: Construcoes Geométricas; Demonstragao Dinamica; Fuclidea; GeoGebra.



USING THE EUCLIDEA GAME AND
DYNAMIC DEMONSTRATIONS ON GEOGEBRA
FOR THE TEACHING OF GEOMETRIC CONSTRUCTIONS

ABSTRACT

In this research, the teaching of geometric constructions is seen as fundamental to a
deeper comprehension of geometry. In order to reinstate it, the app Euclidea was used as
a directing source of the analyzed problems. Our methodology, based on the Van Hieles’
model for geometric thought development, provides students with individual and gradual
advance, exploratory at first, but with tendencies towards the abstraction and formalization of
reasoning. As a way to improve a few of this development stages, we propose the construction
and presentation of solutions and justifications to the problems on the GeoGebra platform

using the concept of “Dynamic Demonstrations”.

Keywords: Geometric Constructions; Dynamic Demonstration; Euclidea; GeoGebra.
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Introducao

Para o desenvolvimento dessa dissertacao observamos a dificuldade dos alunos tanto da
educacao basica quanto no ensino superior em entender construcoes geométricas e, principal-
mente, as suas justificativas. Segundo Merlo e Assis [4], essa dificuldade deriva do fato do
seu ensino se focar mais nas formas geométricas do que nas das propriedades abstratas que

definem tais objetos.

.

E interessante observar que, dependendo do estigio de desenvolvimento
l6gico matematico, os alunos trabalham meticulosamente buscando a “per-
feicao” do desenho, como se fosse o objeto “geométrico”, deixando as pro-
priedades abstratas, que dao existéncia ao objeto, em segundo plano. Até
mesmo, confundem caracteristicas fisicas do desenho (espessura do tragado,
tamanho do ponto) com propriedades geométricas. [4, p.11]

Contudo, nos sentimos motivados em tornar o ensino de construgoes geométricas de forma
mais agradavel com o auxilio de softwares, utilizando algumas das ferramentas presentes no

cotidiano dos alunos, como celulares e computadores, deixando assim as aulas mais atrativas.

Dentre esses softwares estd o aplicativo Euclidea que conhecemos através do coordenador
do Profmat na UEM. O coordenadou nos indicou tal aplicativo para nos auxiliar no estudo
preparatério para o Exame Nacional de Qualificagdo do Profmat (EQN). A intencao era jus-
tificar os desafios das construgoes propostas no Euclidea. Diante disso, surgiu a ideia de apre-
sentar as solucoes dos problemas desse aplicativo através de Demonstragoes Dinamicas
no GeoGebra. O conceito de Demonstragoes Dinamicas esta situado no Capitulo 4 desta

dissertacao.

Tivemos como objetivo geral em nosso trabalho analisar algumas possibilidades de uso
do Euclidea e do Geogebra para o desenvolvimento de habilidades relacionadas as cons-
trugoes geométricas, e como Objetivos especificos: identificar contribuicoes do Euclidea e do

GeoGebra para o desenvolvimento de habilidades relacionadas as construgoes geométricas;
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experimentar o modelo de Van Hiele em situacoes de ensino de construgoes geométricas para
compreensao das dificuldades dos estudantes e por fim verificar de que maneira as Demons-
tragoes Dinamicas podem contribuir para uma melhor compreensao das justificativas das

construcoes geométricas.

Apresentamos este trabalho em 6 capitulos. No Capitulo 1 abordamos sobre o Ensino de
Construgoes Geométricas, trazendo aspectos de sua histéria e da importancia para o aprendi-
zado da Geometria. Apresentamos também uma fundamentagao para o desenvolvimento do
pensamento geométrico proposto pelos van Hiele, onde sao abordadas algumas etapas tanto
do nivel de aprendizado como para a forma de alcanc¢a-los. Por fim, discutimos sobre a uti-
lizagao de novas ferramentas (midias tecnolégicas) para o ensino de Construgoes Geométricas
e levantamos algumas reflexoes sobre o exagero no uso de computadores e celulares, tentando

fomentar seu uso de forma mais critica.

No Capitulo 2 apresentamos o aplicativo Euclidea explicando o seu funcionamento e as
formas de se obter todas as estrelas para o avanco dos niveis. Apresentamos ainda, a partir
da anélise de dois problemas, a necessidade de uma compreensao dos conceitos geométricos

para resolver os problemas.

No Capitulo 3 fazemos um relato da utilizacao do aplicativo Euclidea como recurso
didatico para o ensino de Construgoes Geométricas aos alunos do 3o. ano do curso de
Licenciatura em Matematica da UEM. Nosso relato descreve sucintamente a dinamica das
aulas, incluindo as etapas do avanco do pensamento geométrico dos alunos, referenciado pelo
modelo dos van Hiele, e finaliza com a apresentacao de algumas analises criticas que os alu-
nos desenvolveram sobre as solucoes. Essas analises mostram que os alunos avancaram no

pensamento geométrico, mas que ainda os falta um desenvolvimento mais rigoroso e formal.

No Capitulo 4, motivados também pela necessidade de desenvolver um maior rigor com
os alunos, sem perder de foco a didatica, apresentamos o conceito de Demonstracoes Ma-
tematicas Dinamicas, proposta por Nébriga [5]. Em seguida, apresentamos algumas cons-

trucoes e solucoes dos problemas do jogo Euclidea que fizemos na plataforma GeoGebra.

No Capitulo 5 explicamos como construir as demonstragoes dinamicas com o GeoGebra.

Para isso, mostramos como inserir a construcao, as justificativas, os textos, as imagens e os
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seletores para exibicao das etapas passo a passo.
No Capitulo 6 fazemos algumas conclusoes e indicamos possibilidades de continuacao

deste trabalho utilizando o jogo Euclidea e as Demonstragoes Matematicas Dinamicas.

Finalmente, nos apéndices apresentamos os textos dos enunciados dos problemas e das
demonstracoes que utilizamos como base para inserir nas demonstragoes dinamicas do Geo-

Gebra.



1 | O Ensino de Construgoes Geométricas

As construgoes geométricas foram fundamentais para o desenvolvimento da matematica.
Surgiram na Grécia Antiga ha mais de 2000 anos, época dos pitagoricos. Hoje em dia,
apesar do surgimento de aparatos tecnolégicos cada vez mais automatizados, as construgoes
geométricas ainda sao de grande importancia, tanto para o desenvolvimento do raciocinio
légico-matemadtico, quanto para a construgao de novos equipamentos. De fato, nao é raro

vermos aplicagoes das construcoes geométricas na arquitetura e nas diversas engenharias.

E curioso observar que, ao longo dos anos varios topicos na Matematica sofreram al-
teragoes, diferentemente das construgoes com régua e compasso que permaneceram intactas.
Os gregos chamavam de nimeros apenas os nimeros naturais. Uma fracao, na verdade, era
apenas uma razao ou comparacao entre esses numeros. Porém, quando se tratava de grande-
zas e medidas, a abordagem era outra. Na época de Euclides (século III a.C.) as grandezas
eram associadas a segmentos de reta e seu tratamento se baseava em métodos puramente
geométricos. O tratamento sistematico da geometria, feito pelos gregos, pode ser entendido
como o surgimento de uma “dlgebra geométrica”. De fato, segundo Wagner [9, p.1], nasceu
neste periodo “uma nova algebra, completamente geométrica onde a palavra resolver era

sinonimo de construir.”

A principal contribuicdo de Euclides foi sua obra Elementos, composta por treze livros,
onde estavam os fundamentos que mais tarde ficaram conhecidos como Geometria Euclidiana.

Nesta obra, Euclides enuncia cinco postulados. Os trés primeiros sao:
P.1E possivel tracar uma reta passando por dois pontos dados;
P.2 E possivel prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta;
P.3 E possivel tragar um circulo com centro em qualquer ponto e com qualquer raio;
Estes postulados basicamente nos ensinam como lidar com a régua e o compasso. As

4
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construcoes deve seguir rigorosamente esses postulados, ou seja, s6 é vélida a construcao

feita com essas regras. Segundo Gomes [1], p.4],

Com a régua e o compasso euclidianos podemos obter objetos geométricos
pela aplicagao repetida, porém finita, de qualquer uma das construgoes
abaixo:

1. Tracar uma reta passando por dois pontos dados;

2. Tragar um circulo com centro em um determinado ponto e com um
determinado raio;

3. Determinar o ponto de interseccao de duas retas;
4. Determinar o ponto de interseccao de um circulo e uma reta;

5. Determinar o ponto de intersec¢ao de dois circulos.

Entretanto, as construgoes geométricas surgiram muito antes de Euclides e os seus pos-

tulados serviram também para concretiza-las.

1.1 Importancia das construcoes para o aprendizado da

Geometria

Por muito tempo a disciplina de construcoes geométricas foi abordada com profundi-
dade no ensino fundamental. De fato, segundo Queiroz |7, p.2], “No século XIX, o desenho
geométrico e a geometria eram incluidos nos livros didédticos de matemética numa tunica
abordagem, prevalecendo até 1970, quando houve uma ruptura dessas disciplinas”. Isso tem
causado algumas dificuldades de compreensao dos alunos no que diz respeito a esséncia da
geometria. Diante disso, a geometria permaneceu nos PCN (Parametros Curriculares Nacio-
nais) como obrigatéria mesmo sendo interligada com outras abordagens matematicas. Como

afirma Miorim (1999), citado em Queiroz |7, p.3],

foi atribuida a responsabilidade do matematico Euclides Roxo, a tarefa de
reestruturar o ensino de matemaética do pais, que acabou por unificar a
geometria, algebra e aritmética, interligando-as em torno de uma tnica
disciplina, a matematica.

Atualmente, o ensino de geometria tem se focado muito mais nos procedimentos algébricos,
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como férmulas para se calcular areas, do que nas propriedades geométricas dos objetos. Esse
fenomeno é fruto das mudangas de concepgoes e de ensino que ocorreram ao longo do ultimo
século, e que tiraram a obrigatoriedade do ensino de geometria da educacao basica. Para
Pavanello [6], se por um lado ha a evidente necessidade de se pensar em reformulagdes cur-
riculares, por outro é também importante pensar quais as perdas geradas nesse processo.

Segundo Gomes (1998), citado em Queiroz |7, p.2],

o ensino do desenho geométrico havia se tornado uma disciplina obrigatéria
nos curriculos das escolas secundarias, e acabava por contribuir diretamente
com o ensino da geometria, prestando grande auxilio a visualizacao espacial,
além de facilitar constatagoes de conceitos geométricos, podendo-se afirmar
que é uma maneira de concretizacao de abstracoes destes conceitos.

Neste sentido, as construgoes geométricas restritas com régua sem marcagao e compasso

podem ser excelente ferramenta para o ensino da geometria. Para Wagner |9, Prefacio,

Os problemas de construgao sao motivadores, as vezes intrigantes e frequen-
temente conduzem & descoberta de novas propriedades. Sao educativos no
sentido que em cada um é necessdria uma andlise da situagao onde se faz
o planejamento da construcao, seguindo-se a execucao dessa construcao, a
posterior conclusao sobre o nimero de solucoes distintas e também sobre a
compatibilidade dos dados.

Portanto, como forma de avancar no ensino da geometria, é importante abstrair as propri-
edades das formas geométricas estudadas. No caso das construgoes geométricas, os problemas
geralmente conduzem a essa abstracao. De fato, alguns deles até se privam de apresentar
desenhos, colocando os anunciados apenas em linguagem corrente. Segundo Wagner [9], o
aluno deve ser capaz de imaginar as formas a partir de suas propriedades, inclusive verifi-
cando a compatibilidade dos dados e prevendo varias possibilidades de representagao grafica

de um mesmo enunciado. Para ele:

O esboco de um desenho que contenha os dados apresentados no problema
é parte fundamental de sua solucdo. Muitos enunciados podem parecer ao
usuario um tanto vagos. Isto é proposital pois obriga a esse usuario colocar
no papel os dados de forma mais geral possivel e com isso antecipar uma
outra parte importante da solugcao que é a da verificagao da compatibilidade
dos dados. Wagner [9}, Prefdcio]
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Mais ainda, para Souza Filho [8, p.16],

No estudo de construgoes geométricas, o estudante tem possibilidades va-
riadas de resolver esses problemas utilizando construgoes mais simples até as
mais sofisticadas, possibilitando uma aprendizagem mais ampla do contetdo.

Tendo em vista esta problematica é que procuramos, neste trabalho, mostrar uma possivel
abordagem para resgatar o ensino de construgoes geométricas, entendendo-a como parte
fundamental para a compreensao da geometria. Nos proximos capitulos apresentaremos
também alguns relatos de que nossa abordagem a partir da utilizacao de jogos, como o
Euclidea, e softwares dinamicos, como o Geogebra, favorece o envolvimento dos alunos com

esses problemas e avanga no sentido desejado da abstracao das propriedades geométricas.

1.2 Entendendo o avanco no pensamento geométrico

Conforme abordamos na secao anterior, o ensino da Geometria tem se pautado muito
mais no paradigma algébrico, ou em uma classificacdo primitiva das formas geométricas, do
que em uma gradual abstracao das propriedades geométricas. Com isso, os alunos acabam
carregando algumas dificuldades para argumentar sobre os objetos geométricos e trata-los de

forma mais rigorosa. Segundo Kaleff et al. [2, p.21],

Nos cursos de graduacao em Matematica, observa-se que mesmo alunos cur-
sando os ultimos semestres apresentam deficiéncias no desenvolvimento do
pensamento abstrato em geometria. Tais alunos nao conseguem relacionar
sistemas axiomaticos diversos, como também tem dificuldades em sistema-
tizar o pensamento dentro da prépria geometria euclidiana.

Podemos tentar compreender essas dificuldades e o avango no raciocinio geométrico através
do modelo dos van Hiele. Tal modelo procura classificar e servir de guia para a evolucao do
pensamento geométrico dos estudantes. Segundo tal modelo, um aluno que nao compreendeu,
por exemplo, o conceito de area, nao vai aprendé-lo apenas utilizando formulas. Essa inversao
pode inclusive solidificar concepgoes erradas. Segundo Kaleff et al. |2, p.24], “quando os ensi-
namentos ocorrem num nivel acima do estudante, a matéria nao é bem assimilada e nao fica

retida por muito tempo na memoria, assim como concepgoes erradas, quando aprendidas,
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parecem persistir.”

Para os van Hiele, a aprendizagem em geometria consiste em cinco niveis de compreensao.

Kaleff et al. [2, p.25] resume esses cinco niveis em

e NIVEL 0 - VISUALIZACAO ou RECONHECIMENTO: Neste estégio

inicial, os alunos raciocinam basicamente por meio de consideragoes
visuais. Conceitos geométricos sao levados em conta como um todo,
sem consideragoes explicitas das propriedades dos seus componentes.
Assim, figuras geométricas sao reconhecidas pela aparéncia global, po-
dendo ser chamadas de triangulo, quadrado, etc, mas os alunos nao
explicitam as propriedades de identificacao das mesmas. Um aluno,
neste nivel, pode aprender o vocabulario geométrico, identificar formas
especificas, reproduzir uma figura dada, etc.

NIVEL 1 - ANALISE: Neste nivel, os alunos raciocinam sobre con-
ceitos geométricos, por meio de uma andlise informal de suas partes
e atributos através de observacao e experimentacao. Os estudantes
comecam a discernir caracteristicas das figuras geométricas, estabele-
cendo propriedades, que sao entao usadas para conceituarem classes e
formas. Porém eles ainda nao explicitam inter-relaces entre figuras
ou propriedades.

NIVEL 2 - DEDUCAO INFORMAL ou ORDENACAO: Neste nivel,
os alunos formam definicoes abstratas, podendo estabelecer inter-
relacoes das propriedades nas figuras (por exemplo, um quadrilatero
com lados opostos paralelos necessariamente possui angulos opostos
iguais) e entre figuras (por exemplo, um quadrado é um retangulo por-
que ele possui todas as propriedades do retangulo). Podem também
distinguir entre a necessidade e a suficiéncia de um conjunto de propri-
edades no estabelecimento de um conceito geométrico. Assim, classes
de figuras sao reconhecidas, inclusao e intersecao de classes sao enten-
didas; entretanto, o aluno neste nivel nao compreende o significado de
uma deducgao como um todo, ou o papel dos axiomas. Provas formais
podem ser acompanhadas, mas os alunos nao percebem como construir
uma prova, partindo-se de premissas diferentes.

NIiVEL 3 - DEDUCAO FORMAL: Neste nivel, os alunos desenvol-
vem sequéncias de afirmacoes deduzindo uma afirmacéo a partir de
uma outra ou de outras. A relevancia de tais deducoes é entendida
como um caminho para o estabelecimento de uma teoria geométrica.
Os alunos raciocinam formalmente no contexto de um sistema ma-
tematico completo, com termos indefinidos, com axiomas, com um
sistema 1égico subjacente, com definigoes e teoremas. Um aluno neste
nivel pode construir provas (e ndo somente memoriza-las) e percebe a
possibilidade de desenvolver uma prova de mais de uma maneira.

NIVEL 4 - RIGOR: Neste nivel, os alunos avaliam varios sistemas de-
dutivos com um alto grau de rigor. Comparam sistemas baseados em
diferentes axiomas e estudam varias geometrias na auséncia de modelos
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concretos. Sao capazes de se aprofundarem na andlise de proprieda-
des de um sistema dedutivo, tais como consisténcia, independéncia e
completude dos axiomas.

O modelo também avanca descrevendo cinco fases de aprendizagem, que segundo Kaleff

et al. |2, p.28], podem ser descritos sucintamente da seguinte forma

e FASE 1- QUESTIONAMENTO OU INFORMACAO: Professor e alu-
nos estabelecem um didlogo versando sobre o material de estudo deste
nivel. Neste didlogo sao feitas observacoes, questoes sao levantadas, e
o vocabulario especifico do nivel é introduzido. Nesta fase o profes-
sor percebe quais os conhecimentos anteriores que os alunos tém do
assunto, e estes percebem qual direcao os estudos tomarao.

e FASE 2 - ORIENTACAO DIRETA: Os alunos devem explorar o as-
sunto de estudo através de materiais cuidadosamente selecionados pelo
professor que os levarao gradualmente a se familiarizarem com as es-
truturas caracteristicas deste nivel. As atividades, em sua maloria,
sao tarefas de uma sé etapa, que possibilitam respostas especificas e
objetivas.

e FASE 3 - EXPLICITAQAO: Com base nas experiéncias anteriores,
os alunos refinam o uso de seu vocabulario, expressando verbalmente
suas opinioes emergentes sobre as estruturas que observam. O papel do
professor, nesta fase, deve ser minimo, deixando o aluno independente
na busca da formacao do sistema de relagoes em estudo.

e FASE 4 - ORIENTACAO LIVRE: Nesta fase, as tarefas apresentadas
ao aluno devem ser de multiplas etapas, tarefas que possibilitam varias
maneiras de ser completadas ou tarefas em aberto. E fundamental que
o aluno ganhe experiéncia na busca de sua forma individual de resolver
as tarefas, buscando sua propria orientacao no caminho da descoberta
de seus objetivos. Desta maneira, muitas relagoes entre os objetos de
estudo se tornam mais claras.

e FASE 5 - INTEGRACAO: Esta fase é de revisao e sintese do que foi
estudado, visando uma integracao global entre os objetos e relacoes
com a consequente unificacao e internalizacdo num novo dominio de
pensamento. O papel do professor nesta fase é o de auxiliar no processo
de sintese, fornecendo experiéncias e observagoes globais, sem todavia
introduzir ideias novas ou discordantes.

Mais adiante no nosso trabalho, faremos uma reflexao sobre o avanco da compreensao da
geometria em um curso de construgoes geométricas para alunos do 3o0. ano da licenciatura

em Matematica da UEM. Essa reflexao sera pautada nas etapas propostas pelos van Hiele.
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1.3 A utilizacao de novas ferramentas para o ensino de

Construcoes Geométricas

O uso de midias tecnoldgicas (computadores, celulares, aplicativos e etc...) podem auxiliar
no ensino de construgoes geométricas, uma vez que permite aos alunos fazer comparagoes e
analisar diversos aspectos e dimensoes de formas planas e espaciais. No entanto, é necessario
que o docente tenha uma boa compreensao dos softwares para poder planejar as atividades
e nao deixar com que esses aparatos tecnolégicos sirvam apenas como fonte de distracao.

Segundo Melo, Costa e Maia [3], p.457],

Quando bem planejados e integrados em praticas educativas, tais recursos
deixam de ser instrumentos que desviam a atencao discente, para serem
aliados a praticas de ensino dos professores que coloquem os estudantes
mais ativos, colaborativos e autéonomos na construcao do conhecimento.

Mas para que isso ocorra, o professor tem que ter um preparo, atualizacoes e dominar a
midia tecnoldgica que vai propor. Assim sendo, os softwares se tornam aliados do professor

na construgao do conhecimento.

A geometria ensinada através de softwares dinamicos, como por exemplo o GeoGebra,
possibilitam ao aluno ferramentas para explorar desde a geometria mais simples até a visu-
alizacao no espaco e animacgoes mais complexas, proporcionando ao estudante o ensino de
maneira mais significativa e atrativa. Para Melo, Costa e Maia [3, p.465], o GeoGebra “dis-
ponibiliza ao professor um ambiente aberto e interativo em que ele pode, a partir de diversas
ferramentas, fazer construcoes 3D, tabelas, graficos de funcoes dentre outras.”

No presente trabalho, também utilizamos o aplicativo Euclidea, que é um jogo que envolve
construgoes da geometria plana. Para Souza Filho [8, p.16], o Euclidea é

[...] jogo desafiador utilizando os mais diversos recursos matemaéticos, tem
uma interface de facil manipulacao, interacao e visualizacao, e ainda, por

ser um aplicativo de geometria dinamica, é possivel verificar propriedades e
definicoes da geometria plana utilizando as construgoes geométricas.

Contudo, é importante observar que os jogos e os softwares de geometria dinamica nao
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sao as primeiras fontes das impressoes dos alunos no sentido da compreensao dos conceitos e
das representagoes geométricas. De fato, Duval (2011), citado em Nébriga [5], ao falar sobre

o uso do computador no ensino, afirma

“...que tal ferramenta nao constitui um novo registro de representacao, por-
que as representagoes que eles exibem sao as mesmas que aquelas produ-
zidas graficamente no papel para uma apreensao visual. Para interpretar
os graficos em um monitor, é necessario que se seja capaz de reconhecer os
valores visuais matematicamente pertinentes e coordena-los com os termos
das representagoes correspondentes”.

Dessa forma, é importante destacar que o computador pode contribuir, mas nao pode ser
considerado como unico fator de sucesso ou fracasso no ensino, pois para interpretar um
grafico feito em ambiente de geometria dinamica, por exemplo, o aluno precisard de outros

conhecimentos.

Nesse sentido, é importante fazermos algumas reflexoes sobre as formas equivocadas no
uso de computadores, celulares e outras midias tecnoldgicas no ensino. Por fugirem do
escopo deste trabalho, nao nos aprofundaremos nelas, mas deixamos algumas das questoes

que achamos pertinentes de uma critica.

e O uso exagerado de computadores e celulares pode transferir um vicio de abreviagao
de palavras que prejudicam o ensino, em particular, a rigorosidade na linguagem ma-

tematica?

e E possivel que o tradicional papel, lapis, régua e compasso fiquem ultrapassados com

tantas opgoes de softwares e aplicativos matematicos?

e A utilizagao dos computadores é suficiente para desenvolver nos alunos a capacidade
de antecipar as diferentes transformagoes possiveis de uma dada figura em outras que

nao sao semelhantes? (DUVAL, 2011, apud Nébriga [5), p.5]).

Essas sao apenas algumas reflexdes para que o usudrio saiba da influéncia das midias
tecnoldgicas no ensino. Segundo os autores citados até entao, existem mais razoes a favor do
seu uso do que contra, o que nao tira a necessidade de fazer reflexdes mais criticas sobre sua

utilizagao.



2 | Problemas de Construcoes Geométricas

com o aplicativo Euclidea

2.1 Apresentacao do aplicativo

O aplicativo Euclidea é um jogo matematico que utiliza construcoes geométricas com
régua e compasso. O principal objetivo do jogo é resolver os problemas de construgoes
geométricas utilizando a menor quantidade de ferramentas ou passos: Régua nao graduada

€ COImpasso comurn.

O Euclidea pode ser encontrado para download em smartphones ou tablets nas lojas
App Store e Google Play assim como pode ser jogado diretamente pelo site https: // www.

euclidea. zyz.

Figura 2.1: [cone do Euclidea

\

| N =

Fonte: Aplicativo Euclidea

Sua tela inicial contém 3 comandos (indicados na Figura 2.2):

12


https://www.euclidea.xyz
https://www.euclidea.xyz
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Figura 2.2: Tela inicial do Euclidea

EUEUDED

Néo existe caminho nobre para a
geometria.

Fonte: Aplicativo Euclidea

1. Estatisticas do jogo.
2. Configuragoes do jogo.

3. Neste comando sao encontrados 15 pacotes de niveis indicados por letras gregas:(veja

Figura

Pacote 1: « (Alfa)

Pacote 6: ¢ (Zeta)

Pacote 11: A (Lambda)

Pacote 2: 3 (Beta)

Pacote 7: n (Eta)

Pacote 12: u (Mu)

Pacote 3: v (Gama)

Pacote 8: 6 (Teta)

Pacote 13: v (Nu)

Pacote 4: ¢ (Delta) Pacote 9: ¢ (Iota) Pacote 14: £ (Xi)

Pacote 5: € (Epsilon) Pacote 10: x (Kapa) Pacote 15: o (Omicron)
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Figura 2.3: Tela pacotes de niveis do Euclidea

4. Delta

5. Epsilon

"

Fonte: Aplicativo Euclidea

Cada pacote tem em média 10 niveis e cada nivel tem de trés a quatro tipos de estrelas

a serem conquistadas (veja Figura 2.4):

Figura 2.4: Tipos de estrelas

Fonte: Aplicativo Euclidea
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2.1.1 Estrela (V')

A estrela (v') é alcancada concluindo a construgao sem se preocupar em utilizar a menor
quantidade de movimentos. No exemplo abaixo pede-se a construgao de um angulo de 45°
dado seu vértice e um de seus lados. A solugdao que apresentamos a seguir (Figura
foir realizada com 6 movimentos, ou seja, foram utilizadas 6 vezes as ferramentas régua e

compasso (tragamos 4 circulos e 2 retas).

Figura 2.5: Exemplo: estrela (v') nivel 3.7.

(a) Objetivo (b) Inicio (¢) Movimento 1

3.7 © = 3.7 N © =

3.7 Angulo de 45°

:S 45°

Construa um angulo de 45° com o lado indicado.

Objetivo: 2L 5E (7]
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(d) Movimento 2

| 2 =

2L 5E

3.7

(e) Movimento 3

3.7

e

2L 5E

4| >

S

9 -/ @+ L<

(g) Movimento 5

2L 5E

3.7 N =

5L 5E

9|/ @+ L|<

3L 3E

9 -/ @+ L<

(h) Movimento 6

37

2L 5E

X\ =

6L 6E

o] - BO[+[L]<

Fonte: Aplicativo Euclidea

(f) Movimento 4
3.7

2L 5E

4L 4E

o - BO[+]L][<

(i) Conclusao

Tarefa concluida X
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Como veremos mais a frente, o recorde nesse nivel é de 5 movimentos, isto é, é possivel
solucionar o problema utilizando apenas 5 vezes as ferramentas de régua e compasso. No
entanto, para conquistar a estrela (v'), bastou termos realizado a construcao corretamente.
No caso, de realizarmos a construcao com a menor quantidade de movimentos, podemos

obter de uma s6 vez mais de uma estrela, como veremos a seguir.

2.1.2 Estrela (E)

A estrela (E) é alcangada concluindo a construgao utilizando a menor quantidade de
ferramentas euclidianas, que sao a régua e o compasso. A propria letra E serve para indicar

o numero de movimento Euclidianos.

Na maioria dos niveis é preciso de algumas construcoes mais elaboradas e bem sofisticadas
para conquistar tal estrela. As justificativas da construcdo nem sempre sao faceis de se
enxergar, pois quando um jogador consegue quebrar o recorde concluindo a construcao com

menos passos, a solucao fica mais aprimorada.

Na Figura 2.6 mostramos a solugao do problema de se construir o angulo de 45° utilizando

apenas b vezes as ferramentas euclidianas.
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Figura 2.6: Exemplo: estrela (E) nivel 3.7.

(a) Objetivo (b) Inicio (¢) Movimento 1

3.7 g 3.7 g
— C\ —

£

21 5E 2L 5E

3.7 Angulo de 45°

g [}
45°

Construa um angulo de 45° com o lado indicado.

Obijetivo: 2L 5E (2]

1L 1E

-/ @+ Ll< (9@ + L<

(d) Movimento 2 (e) Movimento 3 (f) Movimento 4

3.7 3.7 3.7
XK XK

2L 5E 2L 5E 2L S5E

A

Il

2L 2E 3L 3E 4L 4E

o - O+ ]« [o] - B+« [of . BO[+[1]<
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(g) Movimento 5 (h) Conclusao

Tarefa concluida X

* % K

Fonte: Aplicativo Euclidea

2.1.3 Estrela (L)

Na medida em que avancamos no jogo, vamos conquistando novas ferramentas. Por
exemplo, na fase 1.2 temos o problema de se construir a mediatriz de um segmento dado. Para
fazer tal construgao, utilizamos 3 vezes as ferramentas euclidianas (duas circunferéncias e uma
reta). Ao passarmos desta fase, conquistamos uma nova ferramenta chamada “mediatriz”.
Nas fases seguintes, podemos acionar tal ferramenta. Cada vez que a utilizarmos estaremos

“gastando” 3 movimentos Euclidianos, porém apenas uma Linha.

A estrela (L) é alcangada concluindo a construcao utilizando a menor quantidade de
linhas, ou, o que é o mesmo, a menor quantidade de ferramentas disponiveis. Na Figura
mostramos a solugao do problema de se construir o angulo de 45° utilizando apenas duas

linhas, ou duas ferramentas (neste caso a ferramenta da perpendicular e da bissetriz).



2.1. Apresentacao do aplicativo 20

Figura 2.7: Exemplo: estrela (L) nivel 3.7.

(a) Objetivo (b) Inicio (¢) Movimento 1

= o XN =

2L 5E 2L 5E

3.7 Angulo de 45°

4

Construa um angulo de 45° com o lado indicado.

Objetivo: 2L 5E (7]

1L 3E

9. [/ @+ Ll< (9]:]/]0+ <

(d) Movimento 2 (e) Conclusao

A/

2L SE

Fonte: Aplicativo Euclidea

As ferramentas avancadas que sao obtidas no decorrer do jogo, sao frutos de alguma

construcao feita com apenas régua e compasso. O numero de utilizacoes da régua e do
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compasso para construir tal ferramenta representa o que chamamos de custo E da ferramenta.

Na Figura mostramos os custos de cada uma dessas ferramentas construidas.

Figura 2.8: Custo de movimentos de cada ferramenta.

N

>/

-
h

Ferramenta Mover

Ferramenta Ponto

Ferramenta Linha

Ferramenta Circulo

Ferramenta Mediatriz

Ferramenta Perpendicular

Ferramenta Bissetriz

Ferramenta Paralela

Ferramenta Compasso

Ferramenta Intersecéo

Fonte: Aplicativo Euclidea

oL

oL

1L

1L

1L

1L

1L

1L

1L

oL

OE

OE

1E

1E

3E

3E

4E

4E

5E

OE
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2.1.4 Estrela (V)

A estrela (V) estd presente somente nos niveis onde a construgao tem mais de uma solugao
e pode ser obtida quando forem construidas todas as solugoes sem se preocupar em utilizar a
menor quantidade de movimentos. As estrelas (V) sao conhecidas também como as estrelas
ocultas, uma vez que nao ficam aparentes na tela do jogo. Eo jogador quem deve descobrir

que hé mais de uma solugao possivel para o problema (veja Figura .

Figura 2.9: Exemplo: estrela (V) nivel 3.7.

(a) Objetivo (b) Inicio (¢) Movimento 1

2L 5E 2L 5E

3.7 Angulo de 45°

:S 45°

Construa um angulo de 45° com o lado indicado.

Objetivo: 2L 5E (7]
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(d) Movimento 2 (e) Movimento 3

N 3.7

2L SE 2L 5E 2V

3.7 A =

Il

2L 7E 3L 1E \

ol -|/|O+LE [o]-]/]0+] L&

Fonte: Aplicativo Euclidea

(f) Conclusao

Tarefa concluida X

% % %k %k
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2.2 Analise de alguns dos problemas

Em alguns niveis é necessario conhecer algumas propriedades dos lugares geométricos

estudados. Nao basta apenas reconhecer as formas ou algumas propriedades mais simplistas.
2.2.1 Analise do nivel 3.4.
Figura 2.10: Enunciado nivel 3.4.

3.4 Trés Segmentos lguais - 1

Dado um angulo ABC e um ponto M dentro dele, en-
contre os pontos D em BA e E em BC, e construa os
segmentos DM e ME de modo que BD = DM = ME.

Objetivo: 4L 6E 0

Fonte: Aplicativo Euclidea

Nesse problema devemos encontrar os pontos D e E equidistantes de M. Como tais
pontos devem equidistar de M, podemos lembrar da definicao geométrica de circunferéncia
e concluir que se uma circunferéncia de centro em M passa por um dos pontos, entao ela
também passard pelo outro. Com essa propriedade, uma vez encontrado um dos pontos,
podemos encontrar o outro. Mas qual dos pontos devemos encontrar primeiro? Observe
que, se formos primeiramente em busca do ponto E nao teremos éxito, mas se formos em
busca do ponto D encontramos uma outra propriedade existente. Neste caso, o ponto D deve
equidistar de B e M. Agora lembramos que a mediatriz é justamente o lugar geométrico de

todos os pontos no plano que equidistam de dois pontos dados. Assim, o ponto D procurado
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deve estar na mediatriz de BM. Construimos entao essa mediatriz e marcamos D como a
intersecao dessa reta com o lado BA. Finalmente, para encontrar o ponto E, basta construir
uma circunferéncia de centro em M passando por D e marcar a intersecao dela com o lado BC.
Ao realizar tal construcao, naturalmente nos deparamos com uma surpresa. Dependendo da

posicao inicial dos dados, este problema pode apresentar duas, uma ou nenhuma solugao
(veja Figura [2.11]).

Figura 2.11: Solucoes

(a) Duas solugoes (b) Uma solugao (¢) Nenhuma solugao
3.4 . — 3.4 . — 3.4 . =
A
M

5L 7E 4L 6E 4L 6E

;m‘ / | | 5 M / | | 5 M / | |

Fonte: Aplicativo Euclidea
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Figura 2.

(a) Inicio

34

12: Solugao (L) e (V') nivel 3.4.

(b) Movimento 1

X <> =

1L 3E

ol-|/ @+ Ll</x o]/ |CH-L<|x

(d) Movimento 3

34 . A @ = 34
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2.2.2 Analise do nivel 3.5.

Figura 2.13: Enunciado nivel 3.5.

4 h |
3.5 Circulo passando por Ponto Tangente X
a Linha
Ad/'r/ % \‘.
{ |
.\\ )
\ »4 t
B
Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja
tangente a linha indicada no ponto B.
Objetivo: 3L 6E &p
| Al

Fonte: Aplicativo Euclidea

Nesse problema devemos construir uma circunferéncia que passa pelo ponto A e seja

tangente a reta t passando por B. Uma das propriedades é que o centro da circunferéncia

equidista dos pontos A e B, logo deve pertencer ao lugar geométrico que é a reta mediatriz

de A e B. Uma outra propriedade é que a circunferéncia deve ser tangente a reta t em B,

assim o diametro da circunferéncia deve ser perpendicular a t em B. Deste fato obtemos que

o centro também deve pertencer ao lugar geométrico que é a reta perpendicular a ¢t em B.

Uma vez que o centro deve pertencer a esses dois lugares geométricos que sao duas retas,

concluimos que ele deve ser precisamente a intersegao dessas retas. (veja a solugao na Figura

2.14)

Analisando a condicao de existéncia da solugao do problema verificamos que sempre tem

uma tnica solucao, e no caso do ponto A pertencer a reta perpendicular a ¢ em B o centro

da circunferéncia é o ponto médio do segmento AB (veja Figura [2.15)).
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Figura 2.14: Solugao (L) e (V') nivel 3.5.

(a) Inicio (b) Movimento 1
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Fonte: Aplicativo Euclidea
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Figura 2.15: Solucao se A pertencer a reta perpendicular a ¢t em B

3.5 N —

3L 7E

Fonte: Aplicativo Euclidea



3 | Breverelato do uso do Euclidea no ensino

Utilizamos o aplicativo Euclidea como recurso didatico para o ensino de construcgoes

geométricas em uma turma do 3° ano do curso de licenciatura em Matemética da UEM.

Apresentamos o jogo Euclidea aos alunos explicando os objetivos do jogo e os tipos de es-
trelas a serem conquistadas, colocamos como nosso principal objetivo resolver as construcoes

utilizando a menor quantidades de ferramentas.

A estratégia didatica com o professor: Os alunos deveriam utilizar o jogo para ver e
explorar os problemas, porém deveriam realizar as construgoes em um caderno utilizando
régua e compasso, descrever os passos e também justifica-las. Partimos do principio de
que nao basta os alunos conseguirem “passar” de fase sem refletir sobre as estratégias que
adotaram. Neste sentido, era importante que pensassem como resolveram o problema, como
poderiam descrever sua solucao e também quais propriedades geométricas utilizaram para

construir suas estratégias de solucao.

O uso do jogo permitiu que os alunos avancassem em tempos diferentes e também que

trocassem muitas ideias entre eles para discutir as solucoes obtidas.

O papel do professor foi, a todo momento, de catalizador das estratégias, davidas e
dificuldades, bem como de orientador no processo. Como os alunos se organizavam em grupos
para resolver os problemas, em geral conseguiam tirar dividas com os préprios colegas. O
professor era acionado sempre que alguma duvida persistia por algum tempo. Neste momento,
o professor nao dava a resposta do problema, mas instigava os alunos a descrever suas solucgoes

e estratégias, tentando aproveitar o discurso dos alunos para compreender suas dificuldades.

Sempre que algum erro ou duvida abrangia uma grande parte dos alunos, o professor
tentava organizar uma exposicao para toda a turma, para esclarecer. Caso a duvida fosse
pontual, ela era tratada individualmente ou em pequenos grupos. Essa estratégia didéatica

so foi possivel por conta do Euclidea ser uma ferramenta com os problemas bem colocados

30
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e com feedbacks automaticos, isto é, o aluno sabia se sua solucao estava certa ou nao sem
ter que perguntar nada ao professor. Com isso, o professor teve mais espaco para auxiliar os
alunos na descricao e justificativa de suas solugoes a partir do momento em que ja estavam

feitas.

No decorrer do curso, percebemos que quando os alunos nao conhecem as propriedades
dos objetos geométricos, tentam resolver os problemas na base da “tentativa e erro”, de
forma quase aleatéria. Na medida em que se apoderam de novas propriedades, vao con-
seguindo criar novas estratégias para resolver os problemas. Além disso, mesmo quando
resolviam os problemas, eles apresentavam grandes dificuldades de comunicar e justificar as

suas construcoes, uma vez que nao possuiam compreensao das propriedades.

A seguir, faremos uma breve andlise do desenvolvimento do pensamento geométrico dos
alunos a partir da metodologia didatica que utilizamos. Tal andlise é feita com base no

modelo dos van Hiele, conforme exposto na Secao |1.2

De forma geral, o avango no desenvolvimento geométrico a partir da metodologia adotada

se encaixa na descricao das etapas do modelo dos van Hiele, conforme exposto a seguir.

Etapa 1

Nesta etapa do trabalho, apresentamos aos alunos os problemas e as ferramentas que
seriam utilizadas (régua, compasso, GeoGebra, aplicativo Euclidea, e os livros de construgoes
geométricas de referéncia). Logo em seguida, os alunos comegaram a se ambientar com os
problemas e com as ferramentas, iniciando algumas construcgoes basicas mas ainda sem uma
certa clareza sobre o vocabuldrio e a linguagem prépria para descrever o que estavam fazendo.
Por exemplo, os alunos sabiam construir um triangulo equilatero utilizando régua e compasso,

mas nao sabiam descrever a construc¢ao e muito menos justifica-la.

Podemos dizer que esta fase corresponde ao nivel 0 no modelo dos van Hiele, que é o da
visualizacao. De fato, os alunos conseguiam identificar figuras geométricas e reproduzi-las

mas sem ter uma clareza de suas propriedades.
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Etapa 2

Nesta etapa os alunos iniciaram a exploracao dos problemas. Isso foi enormemente facili-
tado pela utilizacao do aplicativo Euclidea, uma vez que se trata de um jogo com possibilidade
de se fazer construgoes dinamicas. Os problemas ja estavam bem enunciados dentro do jogo
de forma clara e, para passar de fase, era necessario realizar as construcoes de forma precisaﬂ
Muitas vezes os alunos passavam de fase na “sorte”, utilizando uma exploracao que era quase
« : ” : : A x

tentativa e erro”, mas depois acabavam se questionando sobre o porqué de tal construcao
ter realmente resolvido o problema. Além disso, a estratégia da “tentativa e erro” frequen-
temente resultava em uma solucao imprecisa, que nao resolvia o problema. Por exemplo,

: : : = « : ”

para construir a mediatriz de um segmento dado, nao basta tracar “aproximadamente” uma
reta perpendicular passando pelo meio do segmento. Neste caso, a solucao aproximada nao
era considerada correta pelo aplicativo e o aluno tinha que se questionar o porqué disso,
voltando assim as “regras do jogo” — a utilizacao da régua e do compasso deve seguir o que

esta descrito nos postulados de Euclides.

Podemos identificar esta etapa com o nivel 1 do modelo dos van Hiele, denominado como
analise, uma vez que os alunos conseguiam raciocinar sobre os conceitos geométricos e assim
estabeleciam algumas propriedades. Contudo, nao especificavam inter-relagoes entre figuras

e propriedades.

Etapa 3

Consequeéncia da etapa de exploracao, os alunos passaram a desenvolver um vocabulario
adequado tanto para descrever as solucoes que realizavam, nomeando os objetos construidos,
utilizando nomenclaturas sobre “intersecao”, “paralelas”, “perpendiculares”, “circunferéncia
de centro A e raio AB”, etc. Nessa etapa o professor foi auxiliando os alunos a utilizarem
a nomenclatura correta para cada construcao. Era comum, por exemplo, os alunos dizerem
coisas do tipo “trace uma reta perpendicular”, mas sem explicitar que uma reta deve ser

perpendicular a uma outra.

ldizer que um ponto foi construido de forma precisa significa que este foi obtido a partir da intersecao de
outros objetos ja construidos com a utilizacao das ferramentas euclidianas (régua e compasso).
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Segundo o modelo dos van Hiele, é no nivel 2 de deducao informal que os estudantes con-
seguem relacionar as figuras geométricas com suas propriedades. Ainda no nivel de deducao
informal, os estudantes nao compreendem como construir uma prova, apenas conseguem

acompanhar.

Etapa 4

Nesta etapa, os alunos comecaram a resolver os problemas com maior autonomia. Uma
vez que comecaram a se familiarizar com as propriedades geométricas dos objetos construidos
(circunferéncias, mediatriz, bissetriz, paralela, etc), aos poucos vao deixando de lado a ex-
ploragao por “tentativa e erro” e passam a utilizar um raciocinio mais indutivo, isto é, buscam
compreender o que se pede no problema e recorrem as propriedades geométricas dos objetos
ja construidos para pensar na solugao. Por exemplo, ao perceber que é preciso tracar uma
circunferéncia, imaginam que devem encontrar onde estard o centro e um de seus pontos.
Para encontrar o centro, por sua vez, imaginam alguns lugares geométricos que o contenha.
Por exemplo, se tivermos dois pontos A e B desta circunferéncia, conseguimos dizer que ele
estd precisamente sobre a mediatriz do segmento AB, uma que o centro equidista de A e de
B, e a mediatriz é justamente o lugar geométrico dos pontos que equidistam de A e de B.
Desta forma, os alunos conseguiam ter uma maior clareza das propriedades geométricas dos
objetos ja construidos e as utilizavam para fazer novas construcgoes e deduzir propriedades de

novos objetos

Podemos identificar esta etapa com o nivel de deducgao formal do modelo dos van Hi-
ele, nivel 3, pois os alunos conseguem deduzir novos conceitos a partir de uma ou mais

informagoes, além de provar de uma ou mais maneiras e nao somente memorizar.

Etapa 5

Nesta etapa realizamos algumas discussoes e analises criticas das solugoes apresentadas
por outros alunos. Algumas delas apresentam uma maior clareza e rigor, estando portanto nos
niveis mais altos, segundo o modelo dos van Hiele. Outras, no entanto, foram apresentadas

sem nem mesmo ter uma clareza na sua construcgao, situando-se, portanto, em um nivel mais
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baixo segundo o modelos dos van Hiele. Nossa intencao aqui nao é dar uma nota aos alunos,
mas sim apresentar uma sugestao de metodologia que auxilie os alunos a refletir sobre suas
solucoes e a avancarem no pensamento geométrico. A analise critica que propusemos pode
ser entendida como uma avalia¢ao instrutiva, onde os proprios alunos refletem sobre os erros,

acertos e sobre como melhorar a sua escrita.

Para conduzir esta etapa em sala de aula, primeiro pedimos que os alunos trocassem de
caderno com um colega. Assim, cada um deveria escolher algumas solu¢ées do caderno do
colega para fazer uma andlise critica. Orientamos os alunos para que tentassem compreender a
solugao do colega, indicando se estavam claras, bem desenhadas, bem escritas, com os pontos
nomeados corretamente e com justificativas adequadas. No capitulo seguinte, apresentamos
trés dessas andlises. Para cada uma delas, primeiro incluimos a solugao inicial do problema
elaborada por um aluno, sem alteracoes; depois colocamos a andlise desta solucao feita por

um colega; e por fim tecemos alguns comentarios sobre o processo.



3.1. Andlises Criticas feitas pelos alunos

35

3.1 Analises Criticas feitas pelos alunos

3.1.1 Analise Critica 1

Figura 3.1: Anélise critica 1

O desenho esta bem feito, com a solugio bem destacada. Contudo, nao ha identificagio
dos elementos utilizados. A resolucdo menciona pontos e retas, mas esses nao estao
representados no desenho, o que torna a demonstracao dificil de se acompanhar. Ha
um erro que torna confuso o entendimento da demonstragao: segundo seu desenho, sao
construidos os pontos médios de lados opostos. Mas a descricao fala sobre os pontos
médios dos lados AB e AD, que nao poderiam ser opostos, dado que dividem um vértice.
Trocando "retas AB,AD" por "retas AB,CD* corrigimos o problema. Durante um ponto
da resolucao, ha confusao entre o ponto G, encontrado pela intersecao das diagonais
do quadrado, com o ponto D, dado inicial do problema. Em seguida, é utilizado um
argumento de distancia a partir do ponto G aos lados do quadrado para demonstrar que
a circunferéncia tracada centrada em G é inscrita ao quadrado. Apesar de tratar-se de
uma prova direta, ela foi erroneamente nomeada prova por absurdo.

Fonte: Classroom (Construgoes Geométricas - UEM)

Solucao elaborada pelo aluno A

Circulo inscrito no quadrado

Seja ABC'D um quadrado. Divida-se em partes iguais cada uma de suas retas AB, AD
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por pontos E, F respectivamente. Através de E trace EG paralela a reta AB,AD e através
de F trace FH paralela a reta AD, BC. Como AD € igual a AB e AE é metade de AD e
da mesma forma AF € metade de AB entdo AC = AF de modo que todos os lados opostos
também. De maneira semelhante demonstramos que cada uma de suas retas sao iguais entre
si. Logo o circulo descrito com centro D como distancia DE, DF, DH, DG passard também

pelos pontos restantes tocando as retas AB, AD, BC, DC.

Por que se o circulo cortar as retas AB, AD, BC, DC tra¢ados formando angulos retos
com o diametro deste circulo cujos extremos cairia dentro do circulo. Absurdo: extremos fora
do circulo. " o circulo tragado com centro D nao corta as retas AB, BC, CD, DA. Logo

estd inscrito no quadrado ABCD.

Analise Critica feita pelo aluno B

O desenho estd bem feito, com a solucdo bem destacada. Contudo, nao hd identificacdo dos
elementos utilizados. A resolucao menciona pontos e retas, mas esses nao estao representados
no desenho, o que torna a demonstracao dificil de se acompanhar. Hd um erro que torna
confuso o entendimento da demonstracao: sequndo seu desenho, sao construidos os pontos
médios de lados opostos. Mas a descricao fala sobre os pontos médios dos lados AB e AD,
que nao poderiam ser opostos, dado que dividem um vértice. Trocando “retas AB,AD” por
“retas AB,C'D” corrigimos o problema. Durante um ponto da resolucdao, hd confusdo entre o
ponto G, encontrado pela intersecao das diagonais do quadrado, com o ponto D, dado inicial
do problema. Em sequida, € utilizado um argumento de distancia a partir do ponto G aos
lados do quadrado para demonstrar que a circunferéncia tragada centrada em G € inscrita
ao quadrado. Apesar de tratar-se de uma prova direta, ela foi erroneamente nomeada prova

por absurdo.

Nossos comentarios

Percebemos que a solugdo apresentada pelo aluno A estd bastante confusa. Ele nao
descreve com clareza a construcao feita, nao nomeia os pontos no desenho, e suas sentencas

gramaticais apresentam muitos erros, sem mesmo ter coeréncia sintatica. Por exemplo, ao
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escrever “paralela a reta AB,AD” ao invés de “paralelas as retas AB e AD”. O aluno B, ao
tentar compreender o que A escreveu, percebe essa falta de clareza e da algumas sugestoes
para melhorar a redacao, porém nao questiona diversos pontos de imprecisao como, por
exemplo, o que significa “partes iguais de cada uma das retas”? Os pontos E e F' seriam os

pontos médios de AB e AD, respectivamente? Quem seria o ponto G?

Depois desta apresentacao, os alunos interagiam para tentar reconstruir as solucoes de
uma maneira mais formal. Nao conseguimos transcrever o didlogo entre os alunos. No
entanto, podemos dizer que trabalho os ajudou a entender os pontos de falta de clareza e de

rigor na escrita das solugoes.

3.1.2 Analise Critica 2

Solucao elaborada pelo aluno C

Corte o retangulo em duas regioes de mesma drea

(i) Traga as diagonais do retangulo ABCD.

(i1) Tracar a interse¢ao E.

(#i) Ligar E com o ponto P.

Justificativa: Queremos cortar o retangulo em duas partes iguais por uma reta que passe
pelo ponto P. Sabemos que um retangulo é um paralelogramo onde suas diagonais se intercep-
tam em seus respectivos pontos médios chamando E com uma reta EP dividimos o retangulo
em dois trapézios retangulos. Sabemos que AC' € lado comum e AD = BC' por propriedade

de retangulo AF = GC' pois ambos sdo a sombra que angulo o oposto pelo vértice. Logo, 0s

trapézios AFGD = GCBF.

Analise Critica feita pelo aluno D

A construcao estd clara e correta, pois soluciona o desejado e € possivel realizd-la sequindo
somente a descri¢do textual, além de usar somente régua. Os passos estao colocados de
forma clara, apesar de nao conter o motivo de tais passos serem tomados. A demonstracao

apresentada nao obtém argumentos suficientes que provam o que se deseja, que € mostrar que



3.1. Andlises Criticas feitas pelos alunos

38

Figura 3.2: Anélise critica 2

A construcdo esta clara e correta, pois soluciona o desejado e é possivel realiza-la seguindo
somente a descricdo textual, além de usar somente régua. Os passos estéo colocados de
forma clara, apesar de ndo conter ¢ motivo de tais passos serem tomados.

A demonstracio apresentada ndo obtém argumentos suficientes que provam o que se
deseja, cue é mostrar que 4FGD = GCBF . Por exemplo, ao dizer “4F = GC pois ambos
sdc a sombra do dngulo a oposto pelo vértice " ndo mostra, de fato, que 4F = GC pois
dois lados podem ter angulos opostos congruentes e ainda assim ndo serem congruentes.
Uma sugestéo seria usar os casos de congruéncia para os tridngulos DEG e FEB (caso
AL4), GEC e AEF (caso 4L4), AED e CBE(caso LAL), implicando que 4F GD = GCEF .

Fonte: Classroom (Construgbes Geométricas - UEM)
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AFGD = GCBF. Por exemplo, ao dizer “AF = GC' pois ambos sdo a sombra do angulo «
oposto pelo vértice” nao mostra, de fato, que AF = GC' pois dois lados podem ter angulos

opostos congruentes e ainda assim ndao serem congruentes. Uma sugestdo seria usar 0s casos
de congruéncia para os triangulos DEG e FEB (caso ALA ), GEC e AEF (caso ALA ),
AED e CBE (caso LAL ), implicando que AFGD = GCBF .

Nossos Comentarios

Apesar de nao ter grande clareza na sua escrita (por exemplo, ao escrever simplesmente
“tracar a interse¢cao E” ao invés de algo como “considere E o ponto de intersecao das
diagonais”), conseguimos compreender a construcao feita pelo aluno C. A justificativa do
aluno C' também estd inadequada, o que foi corretamente notado pelo aluno D. Além disso,
percebemos que o aluno D conseguiu dar uma sugestao sobre como justificar a coeréncia da
solucao de C' a partir da congruéncia de triangulos, o que mostra que tal aluno atingiu um

maior nivel de rigor no pensamento geométrico.

3.1.3 Analise Critica 3

Solucao do aluno E

Construcao:

Dada uma semirreta com origem em A

e Com raio arbitrario r, construir uma circunferéncia de centro B de modo que AC' seja

diametro da circunferéncia.

e Com o mesmo raio r, trace uma circunferéncia de centro C.

Assim LCAD = ZCAD' = 30°

Justificativa:
0) Do nivel (1), obtém que ABCD ¢é um triangulo equildtero, pois BC = BD = DC =

CB sao raios.
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Figura 3.3: Anélise critica 3

Fonte: Classroom (Construgoes Geométricas - UEM)
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1) Veja que ZCBD = 60° € dngulo central de uma circunferéncia como ZCAD enzerga
0o mesmo arco do angulo central e € inscrito na mesma circunferéncia, note que ZC'AD € a

metade do angulo central.

. LOAD = 30°

Analise Critica pelo aluno F

Angulo de 30°

No topo da folha podemos observar o problema a ser resolvido, neste caso, um angulo
de 30° e também temos os dados iniciais no comec¢o da construcao. Os objetos construidos
ao longo da construgao estao nomeados e é possivel identificarmos os passos da construcao,
podendo assim refazer a construcao seguindo apenas a descricao. Nada além de régua e
compasso foi utilizado. Nao é dada uma justificativa para realizar tal construcao e chegar na
resolucao do problema. Porém é dada uma justificativa do porqué tal construcao resolve o
problema. Nesta justificativa foi usada uma proposicao nao elementar. A proposicao usada
foi: “Se um angulo é inscrito em uma circunferéncia, entao esse angulo ¢é igual a metade do

angulo central correspondente”.

Nossos Comentarios

Apesar de algumas falhas na escrita, conseguimos compreender a construcao do aluno
E por este ter indicado os pontos no desenho. Comparando com os exemplos anteriores,
percebemos uma maior clareza tanto na descricao da construcao quanto na justificativa e na
andlise critica. O aluno F', por exemplo, ao analisar a solucao cita o fato de F ter usado uma
“proposicao nao elementar”, provavelmente se referindo ao fato de que a proposicao utilizada
nao é um axioma e nao deriva diretamente de um. Isso mostra que F' consegue compreender
a ideia de um sistema axiomatico, estabelecendo uma certa ordem de apresentacao das de-
monstracoes. Seguindo o modelo dos van Hiele, podemos imaginar o pensamento geométrico

de tal aluno estd situado em um nivel mais elevado.
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3.2 Comentarios finais das analises criticas

Nao podemos afirmar que a etapa 5 de nossa metodologia (a das andlises criticas) corres-
ponde ao ultimo nivel de desenvolvimento do pensamento geométrico do modelo van Hiele,
o do rigor. De fato, apesar dos estudantes fazerem uma anélise critica das solugoes apresen-
tadas, questionando as hipdteses consideradas e os passos dedutivos das demonstragoes, eles
nao questionam o préprio sistema axiomatico euclidiano utilizado para as construcoes. Nao
vemos isso como um demérito da metodologia, uma vez que o questionamento dos axiomas
conduziria a disciplina a um foco diferente do adotado. Alguns alunos, alids, demonstram
boas capacidades de reflexao a partir dos axiomas e podemos dizer que estao aptos a prosse-

guir no questionamento do sistema axiomaético.

Entendemos, porém, que essas analises criticas podem levar os alunos a desenvolver melhor
a compreensao das propriedades geométricas e das demonstragoes. Nesta etapa, eles podem
refletir sobre suas estratégias para resolver os problemas, aprimorar seu vocabulario, redigir

suas solucoes de forma sintética e objetiva, sem, porém, deixar de lado as ideias e estratégias.

Além disso, percebemos que ainda falta uma referéncia que auxilie os alunos a descrever
melhor suas solugoes. Muitas das vezes eles fazem uma anélise critica bastante simples e sem

avancar no sentido de elaborar mais rigorosamente as justificativas.

A partir dessa nossa percepgao, pensamos que tal etapa pode ser bastante aprimorada
a partir da utilizacao das demonstragoes dinamicas que propomos para os problemas no

proximo capitulo.



4 | Demonstragcoes Matematicas Dinamicas

A demonstracao matematica, também conhecida como prova matemaética, tem como
propdsito mostrar a veracidade de uma proposicao. Algumas demonstragoes, no entanto,
apesar de comprovarem realmente que a proposicao ¢ verdadeira, devido ao seu formalismo
extremo, acabam dificultando o aprendizado de muitos estudantes. H& que se diferenciar,
portanto, as demonstracoes que apenas provam um resultado, daquelas que se preocupam

em apresenta-lo de forma didatica. Para Hanna (1990), citado em Nébriga [5], p.12],

a demonstracao que prova e a demonstracao que explica sao ambas demons-
tragoes legitimas. A diferenga béasica é que uma demonstracao que prova
sé mostra que um teorema ¢é verdadeiro, enquanto uma demonstragcao que
explica mostra também porque é que um teorema é verdadeiro. Uma de-
monstracao que prova pode apoiar-se s6 em regras de sintaxe enquanto que
uma demonstragao que explica deve utilizar raciocinios baseados em ideias
matematicas.

Ainda, segundo Hanna (1990), citado em Nébriga [5, p.12],

Abandonar as demonstragoes que nao explicam em favor das (igualmente
vélidas) que explicam nao tornaria o curriculo menos refletor da préatica
da matemética aceita. (...) os matemadticos, incluindo os que recorrem
a métodos puramente sintaxicos, estao na realidade mais interessados na
mensagem por tras da demonstracao do que na sua sintaxe, e encaram o
aspecto mecanico de demonstracao como necessario, mas feitas as contas,
como um aspecto menos significativo da matematica.

E assim, nem todas as demonstragoes conseguem ser auto-explicativas. Para tentar torna-
las mais compreensiveis, procuramos trazer algumas das caracteristicas de sua linguagem e

das diversas representagoes de um mesmo objeto matematico.

Segundo a teoria dos registros de representacao semiética, de Raymond Duval, existem

diferentes tipos de representagao dos conceitos matematicos. Dentro da Geometria, podemos
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dizer que trabalhamos essencialmente com trés tipos de representacao: a linguistica, onde
predomina o uso da lingua natural; a simbdlica, que institui alguns simbolos e letras para
nomear os objetos matematicos, bem como regras de manipulagao desses simbolos; e a visual,

constituida de figuras, tabelas, graficos, etc.

Uma aprendizagem significativa envolve uma capacidade do estudante em se movimentar
dentro das diversas representacgoes do conceito, bem como suas relagoes com outros contextos.
Nesse sentido é que Duval (2009), citado em Nébriga [5], p.5], propoe que é importante “|...]
possibilitar a exploracao de todas as variagoes possiveis de uma representacao num registro

fazendo prever, ou observar, as variagoes concomitantes da representagao em outro registro”.

Uma possibilidade para concretizar esses objetivos tem surgido a partir do uso de softwares
de Geometria Dinamica, como o GeoGebra. De fato, esses softwares permitem a visualizacao
e a manipulagao concomitante das representacoes algébricas e geométricas dos objetos ma-

tematicos, facilitando assim a transicao e a percepcao da relacao entre tais representacoes.

E interessante ressaltar que, o fato de um ambiente (software) abranger varias repre-
sentacoes matematicas (ou representagoes semiéticas) faz dele um lugar de dinamismo em

que esta presente a Geometria dinamica.

O GeoGebra, apesar de grande parte dos usuédrios se restringir aos usos das ferramentas
prontas, ou da insercao de fungoes para visualizagao grafica, tem outras possibilidades que
permitem ao estudante uma maior integragao com as diversas representagoes. Por exemplo, a
possibilidade de inserir textos e férmulas matematicas que se alteram conforme modificamos
os pontos do desenho. Segundo Nébriga [5, p.9], isso constitui um Registro Linguistico
Dinamico, isto é, “um registro em que o texto é alterado dinamicamente quando ele esta
associado a alguma caracteristica de outra representacao e ela sofre alguma modificacao que
altera propriedades”.

E desta capacidade de integracao dinamica entre a linguagem natural, a simbdlica e a
grafica que surge a possibilidade de se construir demonstracoes dinamicas que procuram

explicar.

H&a que se salientar, no entanto, que ha tempos os livros procuram transformar as de-

monstracoes em leituras didaticas e bem explicativas dos conceitos, destacando ao longo do
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texto diversas figuras e férmulas, evidenciando as diversas representacoes dos objetos. No
entanto, os livros sao estaticos. Isto é, nao ha um dinamismo entre o texto em linguagem
natural, os simbolos e as figuras. J4 nas demonstragoes dinamicas é possivel mesclar essas
trés formas de representacao em um mesmo ambiente. Ao ler determinado trecho do texto,
as figuras e as férmulas sao automaticamente destacadas, deixando mais evidente as relagoes
entre as representacoes. Além disso, dentro da demonstracao dinamica, é possivel alterar
continuamente os dados iniciais do problema e ver como os argumentos e as construgoes

dependem, ou nao, destes.

Sendo assim, as Demonstragoes Matematicas Dinamicas sao demonstragoes em que o
estudante pode manipular e interagir com elas, fazendo o uso de diversas representagoes ao
mesmo tempo. Por exemplo, quando o aluno constréi um angulo no GeoGebra, ele tem a
opcao de manipulé-lo, alterando sua forma ao mesmo tempo em que altera sua representacao
algébrica, indicada pela sua medida. Além disso, se essa construcao esta associada a algum

texto em linguagem natural, ao movimentar o angulo, o texto também se altera.

4.1 Exemplo de Demonstracao Dinamica

A seguir apresentaremos um exemplo de demonstracao matematica dinamica de um pro-
blema do aplicativo Euclidea, que produzimos com o software GeoGebra, e mostramos como

interagir com ela.

As Demonstragoes Dinamicas (DD) de outras solugoes dos problemas do jogo Euclidea fi-
carao disponiveis de forma livre na Plataforma online do GeoGebra. O usuario podera acessa-
las  de forma  gratuita. através do  GeoGebrabooK| no  endereco
https: //www. geogebra. org/m/McVCunHS. O usuario pode também pesquisar esses ma-
teriais na Plaforma GeoGebra (https: //www. geogebra. org/ ), buscando, por exemplo, o

termo “Euclidea Demonstracao Dinamica”.

Tentamos deixar os materiais com uma linguagem clara para que o professor possa utiliza-

los como recurso didatico no ensino de geometria.

1Um livro online na Plataforma GeoGebra


https://www.geogebra.org/m/McVCvnHS
https://www.geogebra.org/
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O usuario ao entrar no GeoGebrabook encontrard a capa do livro “Euclidea Demons-

tragoes Dinamicas” com os pacotes contendo as DD. (veja Figura [4.1))

Figura 4.1: GeoGebraBook (Euclidea Demonstrag¢oes Dinamicas)

Euclidea Demonstracdes Dinamicas

Autor:

“zcotes & Bels

Fonte: GeoGebraBook (Euclidea Demonstragoes Dindmicas)


https://www.geogebra.org/m/McVCvnHS
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4.1.1 Interagindo com as Demonstracoes Dinamicas

Ao acessar a DD, o usuério é convidado a resolver o problema antes de ver a solucao e as
justificativas. Em algumas, antes da solucao colocamos também um seletor chamado “Ideias”
com o propédsito de levar o usuario a fazer um rascunho de sua construcao identificando alguns

lugares geométricos para depois iniciar sua construcao com um objetivo mais claro.
Tomaremos como exemplo o Euclidea Nivel 3.5 (Demonstra¢ao Dinamica).

Ao abrir a tela inicial tem a opgao para o usudrio resolver a construgao (veja Figura,
podendo reinicid-la a qualquer momento. Durante a sua construcao aparecerao alguns textos
de observacoes. Por exemplo, indicamos que ao marcar um ponto de intersecao, o usuario
utilize a ferramenta de intersegao, e assim evite possiveis erros na construgao (veja Figura
. Além disso, sempre que quiser ver a solucao final, o usudrio podera clicar no icone
amarelo (veja Figura . O usudrio receberd uma mensagem de parabenizagao quando
concluir a construcao corretamente (veja Figura . Caso o usuario conclua a construgao
com mais movimentos do que o proposto no problema, ele também sera parabenizado, mas

receberd a sugestao de tentar resolver o problema com menos passos (veja Figura {4.6)).

Figura 4.2: Euclidea Nivel 3.5 (opgao para o usudrio resolver a construgao)

(] & &7 ©

Solugdo e Justificativas = Enunciado: Construa um cireulo que passe pelo ponto A e seja
tangente a linha indicada no ponto B.
Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6

vezes tals ferramentas.
Antes de ver a solugdo e justificativas, tente resolver
a construcdo.

L ]

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstracao Dindmica))


https://www.geogebra.org/m/McVCvnHS#material/BUGN56nU
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Figura 4.3: Euclidea Nivel 3.5 (textos de observagoes)

@ & & (O )

Solugdo e Justificativas Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja

tangente i linha indicada no ponto B.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
vezes tais ferramentas.
Antes de ver a solugdo e justificativas, tente resolver
a construgdo.

Ty B

ra
La

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstra¢ao Dindmica))

Figura 4.4: Euclidea Nivel 3.5 (objetivo)

@ (K] A X~ © )

Solugdo e Justificativas Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja

tangente & linha indicada no ponto B.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
VOzes I'rlll!‘ fl‘l']'il]lll']]lh.\.
Antes de ver a solugio e justificativas, tente resolver
a construgdo.

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstragdo Dinamica))
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Figura 4.5: Euclidea Nivel 3.5 (objetivo concluido com o méximo de passos)

A Wb g g [C] >

| Solugio e Justificativas | Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja
tangente i linha indicada no ponto B.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
vezes tais ferramentas.
Antes de ver a solugio e justificativas, tente resolver
a construgdo.

PARABENS! vocé concluiu seu objetivo utilizando no
maximo 6 passos sendo: 3 retas e 3 circulos.
VEJA SOLUGAO E JUSTIFICATIVAS

ra
La

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstragao Dindmica))

Figura 4.6: Euclidea Nivel 3.5 (objetivo concluido com numero maior de passos)

I SR g [C] )

| Solugio e Justificativas | Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja

tangente a linha indicada no ponto B.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
vepes tais Fl'l'l'.lllll‘llliL‘-.
Antes de ver a solugido e justificativas, tente resolver
a construgdo.

P

PARABENS! vocé concluiu seu objetivo utilizando 7
passos sendo: 2 retas e 5 circulos, mas ainda pode
resolver utilizando 1 passo(s) a menos.

VEJA SOLUGAO E JUSTIFICATIVAS

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstra¢ao Dindmica))
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Mesmo nao tendo concluido a construcao, o usuario tem a opcao de ver a solucao e as
justificativas. Ao clicar sobre o botao “Solugao e Justificativas” (veja Figura , algumas
construcoes apresentam o seletor “ideias”, onde sao mostradas algumas sugestoes para auxi-
liar o usuario na construcao. Essas sugestoes fornecem uma espécie de rascunho, indicando
os possiveis lugares geométricos onde deve estar o objeto final da construcao. Neste mo-
mento, o usuario pode tentar retornar a tentativa de se resolver o problema clicando no

botao “Reiniciar sua Construgao”.

No momento em que o usuario estd vendo as ideias, solugoes ou justificativas, nao reco-
mendamos o uso das ferramentas para novas construgoes. Caso o usudrio tente utiliza-las

nesse momento, ele receberda uma mensagem de observacao (veja Figura [4.8]).

Ao terminar de movimentar o seletor “Ideias”, aparecera o seletor “Construcao” indicando

0 passo a passo usado em nossa solugao (veja Figura |4.9)).

Ao terminar de movimentar o seletor “Construcao”, aparecera o seletor “Justificativas”

indicando e justificando as propriedades utilizadas (veja Figura [4.10)).

Vale ressaltar o carater dinamico da demonstracao. Observe, por exemplo, que ao mo-
vimentar o seletor, os textos da construc¢ao/justificativa vao aparecendo ao mesmo tempo
em que as imagens sao destacadas. Isso torna evidente a relacao entre as representacoes

linguistica, simbdlica e visual.
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Figura 4.7: Euclidea Nivel 3.5 (usando seletor “Ideias”)

@ (k] A~ O )

Solugdo e Justificativas Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja

tangente a linha indicada no ponto 5.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
VezZes Ti'li?'l fl‘l‘]"rl]lll']]“l}i.

Solugio: E dado somente a reta ry, um ponto A nio pertencente
a Ty e um ponto B pertencente a ry. Pede-se por construgio uma
circunferéncia passando por A e tangente a ry em B,

Ideias, dicas e rascunhos:

Para wm rascunho o eentro da circunferéncia deve pertencer a
dois lugares geomdtricos, dos quais:

A circunferéncia deve ser tangente ao ponto B, logo o centro
A da da circunferéncia deve pertencer a reta perpendicular a ry
passando por B,

O centro da circunferéncia deve equidistar dos ponto A e B, logo
deve pertencer a reta mediatriz de A e B,

90*

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstragdo Dinamica))

Figura 4.8: Euclidea Nivel 3.5 (mensagem de observagao)

K [A>X O "

Ideias = 4

3.5

Construgio = 2

Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja

tangente i linha indicada no ponto 5.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
voeoes 1?1‘"‘! F(‘r]"rl“ll']]l“h.

Solugao: E dado somente a reta ry, nm ponto A nio pertencente
ary e um ponto B pertencente a ry. Pede-se por construgio uma
circunferéncia passando por A e tangente a ry em B,

2. Construa a reta ry = C'A,

Durante Soluoao €] Justiﬁtivas nao use fel‘ramentas Seja D o ontro ponto de intersecio entre I' 15 @ ry.
de construg@o use somente os seletores.

Va

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstracao Dindmica))

Vale ressaltar que a qualquer momento o usuario podera retornar os passos das justifica-

tivas, construcao e ideias, assim como reiniciar sa construcao.
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Figura 4.9: Euclidea Nivel 3.5 (usando seletor “Construgao”)

P [(R] A X 7O

ldeias =4

Construcio =,
L

=
m
o

p
3.5

Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja
tangente A linha indicada no ponto 3.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6
Vozes tili?‘! f(‘r]'?l]lll'l]l s,

Solugao: E dado somente a reta ry, um ponto A nio pertencente
ary e um ponto B pertencente a ry. Pede-se por construgio wma
cireunferéncia passando por A e tangente a ry em B,

4. Construa a circunferencia Iy,

Sejam E e F os pontos de intersegio entre I' g e Iy 4.

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstra¢ao Dindmica))

Figura 4.10: Euclidea Nivel 3.5 (usando seletor “Justificativas”)

@ (k] &>~ O

Ideias =4
(gwslrm‘:ao =5

Justificativa = 2

p
3.5

Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja
tangente A linha indicada no ponto B.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no médximo 6
VezZes tﬂll.‘i f(‘l']'él]lll'!]l as,

Solugiio: E dado somente a reta ry, um ponto A nio pertencente
ary e um ponto B pertencente a ry. Pede-se por construgio uma
circunferéncia passando por A e tangente a ry em B,

6. Construa a circunferéncia Igg.
Justificativa:

i. ZCBD = 90°, pois ¢ angulo inscrito correspondente ao angulo
central 2O AL = 1807 da cireunferéncia I 4.

iil. AG = (78, pois G equidista de A e B uma vez que a reta ry
¢ mediatriz de A e B (visto em 1.2).

Fonte: GeoGebraBook Euclidea Nivel 3.5 (Demonstra¢ao Dindmica))



5 | Construindo Demonstragoes Dinamicas no

GeoGebra

Para construirmos demonstracoes dinamicas no GeoGebra, precisamos utilizar, além das
ferramentas fundamentais reta e circulo, algumas propriedades avangadas inserindo comandos
de légica booleana, seletores para avancar ou retornar a construcao e as justificativas, botoes
de comando para reiniciar a construcao e para ver solucao e justificativas, comandos de

programacao JavaScripGlobal para identificar e contar novas retas e novas circunferéncias.

No presente trabalho nao iremos nos atentar em explicar todo software GeoGebra, pois
nosso foco nao é esse. Explicaremos como utilizar alguns comandos necessarios para construir

demonstragoes dinamicas separando por etapas.

5.1 Realizando etapas da construcao utilizando apenas

as ferramentas reta e compasso.

Tomaremos como exemplo o nivel 3.5 do Euclidea.

Abrindo um novo arquivo no GeoGebra e clicando com botao direito do mouse sobre a

janela de visualizagao, desabilitamos os Eixos e Malhas (veja Figura .

53
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Figura 5.1: Habilitando/desabilitando malhas e eixos no GeoGebra

¢ GeoGebra Classic 5 - [m] X

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A o N ol a=2
'-"//'f.t‘/’.@ AN
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo >
s
s
4
3
2 Janela de Visualizagio 4
1| Eixes
T £ Malha
Barra de Navegagdo
|
= B B R 1 @ zoom > 7 s
EixoX : EixoY >

Exibir Todos os Objetos
Visualizagao Padrao Cri+M

4+ Janela de Visualizagio ..

Enfrada:

Fonte: Software GeoGebra

Tentaremos explicar o passo a passo (de (a) até (n)) da construgao junto com as figuras.

47 GeoGebra Classic 5 - O X €7 GeoGebra Classic 5 — O X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

YR = RN eERNER AL B @) <Nz )

b Janela de Al Reta = X » Janela de Algebra¥ | » Janela de Visualizagdo o X
Ponta Selecione dois pontos ou duas posicies Ponto
- @ A=(1.34T052) ® A=(1.34,052)
® B=(21,052) L@ B=(21,052)
Reta - Reta
- @ fy=0.52 L) fu=nE2
Retaf:Reta A, B

Equacdoy=ax+b
4 Forma Paramétrica 4

Equacdoax+by+c=0

Exibir Objeto

f - . As| Exioir Rétulo °- -
#  Habilitar Rastro
Renomear
/. Apagar
.. Propriedades ...
Entrada Entrada:
(a) Com a ferramenta “Reta” construa (b) Clicando com o botao direito do
areta f. mouse sobre o objeto reta f na janela

de visualizacao ou sobre o objeto reta
f mna janela de 4&lgebra entramos em
propriedades do objeto.
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€ Preferéncias X
THeEE @ a
:‘"::” Basico Cor Estilo Algebra Avangado Programagiio
-® B
Reta Nome: |11 a
L Ty Definicio: Reta(A, B)
Legenda:

Exibir Objeto
[ Exibir Rétulo: | Nome v
[] Exibir Rastro
Fixar Objeto

[ Definir como Objeto Auiliar

(¢) Em propriedades do objeto reta f
marcamos “Fixar Objeto” e renomeamos
nome para r; (r-1).

©F GeoGebra Classic 5 — [m] *

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Jand ponto
Pon| Selecione uma posicio ou reta, funco ou curva
@ K=[-0.56, 226)

@ B=(142,052)

- Z=1{-1.34,052)
Reta

H ry=052

.

Entrada:

(e) Com a ferramenta “Ponto” construa
o ponto A nao pertencente a reta ry.

€7 Preferéncias *
THe BHE:®

Ponto

Basico Cor Estilo Algebra Avangado Programacio

: A
e B

Rets Nome: [z a
@ Ty Valor: |(-1.34,052)

Legenda:

[] Exibir Objeto

Exibir Rétulo: | Nome v
[] Exibir Rastro

[ Fixar Objeto

[] Definir como Objeto Auxiliar

(d) Em propriedades do objeto A des-
marcamos “Exibir Objeto” e renomeamos
nome para Z).

7 GeoGebra Classic 5 - O X

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Al D OO N2l )

» Janela de Algebra<| | » Janela de Visualizagdo Ed
Cénica
L@ Mg (x+0.567+

- Ponto
- @ A=(-0.56,2.26)
@ B=(1.42,052)

Z=(-1.34,0.52)
~ Reta
Y riy=052
<
< >
Entrada:

(f) Com a ferramenta “Circulo da-
dos Centro e um de seus Pontos”
construa a circunferéncia I'yp (I'_AB)
de centro em A passando por B (em
propriedades renomeie a circunferéncia
para ['ap).
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©F GeoGebra Classic 5 - a x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

] Al ol el clN]=]+)%

b Janela de Algebral< | » Janela de Visualizagao X

Cénica
L@ Tagilx+0567+

Panta
@ A=(056,226)
: B=(1.42,052)
C=(-2.54,052)
Z=1(-1.34,052)
Reta
Y riy=052
L@ Tp-174x+1.98y

< >

Entrada:

(g) Com a ferramenta “Ponto” construa
o ponto C' como o outro ponto de in-
tersecao entre I'4p e r1, em seguida com
a ferramenta “Reta” construa a reta

9 = CA

£ GeoGebra Classic 5 — [m] ®

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A D OO £ N

» Janela de Algebra | b Janela de Visualizagdo = X

)
[
e
]

©'F GeoGebra Classic 5 — a x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
ER N eERNEEL

el ALARD Gl 4N =]+
» Janela de Algebral>d | » Janela de Visualizacdo X

Cdnica [
@ Tt X +0.56F +

Paonto
- @ A={0.56,226) r 0
@ B=(1.42,052) re
- @ C=(-254,052)

® D=(1.42,4)

Z=(-1.34,052) A

Reta 4
Y r1:y:0‘52
Y rz:-1.74x+1‘98y
L@ Tyx=142

T B
C
"2

< >
Entrada:

(h) Com a ferramenta “Ponto” construa
o ponto D como o outro ponto de in-
tersecao entre I'4p e 79, em seguida com
a ferramenta “Reta” construa a reta
Trs = DB.
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@ ryAT4x+198y

BA

. ryx=142

< >

Entrada:

(i) Com a ferramenta “Circulo dados
Centro e um de seus Pontos” cons-
trua a circunferéncia I'g 4.

@ Tagilx+ 056+
L@ T lx-142F
Ponto Mag D
A= (0.56,2.26)
B=(1.42,0.52) F
C=(-254,0.52)
D=(1.42,4) A
E = (-1.08, -0.32)
F=(1.84,3.1) -
Z=(1.34,052) BA

®
&

riy=0.52 '
T ATax+ 198y [
Tix=142 .
Ti-343%+3.01

{3 N I B

< >

Entrada:

(j) Com a ferramenta “Ponto” construa
os pontos E e F' de intersecao entre I'4p
e I'ga, em seguida com a ferramenta
“Reta” construa a reta r4 = E'F.
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Entrada:

(k) Com a ferramenta “Ponto” construa
o ponto GG como ponto de intersecao entre
r3 e ry, em seguida com a ferramenta
“Circulo dados Centro e um de seus
Pontos” construa a circunferéncia I'gp.

T2 Prefl preferéncias - Janela de Visualizagko x
THIaEH I ®© =
. C‘TDE Basico Cor EStlo Algebra Avancade Programagdo
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[ Tamanho do Ponto
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o 1 5 s 7 e
e
ec Estilo do Ponto
e 1
o
e
@ G
: z
Reta
[
en
[
[

(m) Em propriedades do objeto temos a

opcao de mudar espessura dos objetos em
“Estilo”.
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e D T
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e o S

0z

. Reta Visualizar: :l Prato 0, 0, 0 (#000000)

lern

[ Transparéncia

e L

[ A ) 25 50 75 100

(1) Em propriedades do objeto temos a
opcao para mudar a cor dos objetos em
“COI‘”.
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Entrada:

(n) Usando as opgoes de colorir e estilo,
podemos alterar a estética da construcao,
deixando-a mais objetiva.
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5.2 Inserindo os textos (construcao e justificativa)

Para inserirmos os textos no GeoGebra utilizaremos de uma segunda janela de visua-

lizagao. Para inserir uma nova janela vamos na barra de “Menu/Exibir/Janela de visualizacao

2.’7

Figura 5.2: Janela de visualizacao 2.

» Janela de Alj 1*
Cénica £

Y FAB: (x+ ‘
- rELA: {x - a
- Tggt X+

Ponta "

@ Ty X= 1.42

€

Entrada:

o -1.74x +1.98y

- Ty S3A3X+ 301y o

GD}-DS- assoapasso.ggb
p P 99

Arguivo  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
Planilha Ctrl+Shift+5
Cdlculo Simbdlico (CAS) Ctrl+Shift+K
Janela de Visualizacdo Ctrl+Shift+1
Janela de Visualizacio 2 Ctrl+Shift+2
Janela de Visualizacio 3D Ctrl+Shift+3
Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L

<. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P

Teclado
Campo de Entrada

7 Layout
Atualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

[

N

ABC) &

» Janela de Visualizagdo 2

Fonte: Software GeoGebra

Mostraremos duas maneiras diferentes de inserir textos no GeoGebra: uma diretamente

no GeoGebra e outra em forma de imagem. Usamos essa segunda opcao quando ja temos o

texto digitado, que neste caso, ja tinhamos digitado no Latez.
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lanela Ajuda
L]
o
SAEANNI B2 N
acio -2 : acio 2
27%  Controle Deslizante
T3
ABC Texto

-——\\ ! Inserir Imagem
o Botao

| F Y v". Caixa para Exibir / Esconder Objetos

A a=1 Campo de Entrada

B )

(a) Inserindo texto diretamente do
GeoGebra, utilizamos na barra de ferra-
mentas, no peniltimo icone, a ferramenta
Texto.

€2 03-05-passoapasso.ggb - o x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda
; 5> e
A . AN
®* / = > ) @ @ é- \ ABCy 4 9 3
> Janela de AlgeoralX| | »_Janela de Visualizagao 5 [ > Janela de Visualizagao 2 X

Cénica [

3

L@ Tpgilxrosers
e Mt 42P e
o Testetare /| |Digite aquiseutext...............

o

® A=(-056,2.26)

=1(1.42,0.52)

L@ rp-ATax+ 198y
@ ryx=142 © E B
® 134 e30n

Texto
® textol = "Digite 2

< >

Entrada:

(c) Digite seu texto e clique em “Ok”.
Com isso o seu texto digitado ficara
em forma de objeto na sua janela de
visualizacao 2.

ﬂ Texto -

Editar

Digite aqui seutext.. ...

=0 T 1 1|

Visualizar

Digite aqui seu text.................

I# Ajuda Ok Cancelar

(b) Com a ferramenta Texto clicamos
sobre a janela de visualizacao 2 que iréd
aparecer uma caixa de textos.

€F Preferéncias - 03-05-passoapasso.qgb X
THes& EE IS
C"’F“ Basico TeX0 Cor Posigio Algebra Avangado Programacio
@ lag
@ Tg Sans-Serit v | |Grande ~[[ W i
Lo T,
® ‘ca Arredoendamento -
Ponto
@ A Digite aqui seu text
®s
-® C
e
ec [ FérmulaLaTex | Simbolos~ | Objetos ~
®F
e [ n ] I I I I I I I I
-0z
Reta Visualizar
[P — -
[ Digite aqui seu text.................
e
LA
Texto
® textot
oK || cancelar

(d) Em propriedades do objeto, encontra-
se maneiras de formatar seu texto. Temos
a opcao de arrastar/posicionar o texto na
janela de visualizacao e em propriedades
temos a opgao de fixar objeto na tela.
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Vale ressaltar que o GeoGebra nao possui muitas possibilidades de formatacao do texto,
principalmente quando se deseja incluir caracteres matematicos. A integracao e formatacao
do texto digitado em LaTeX e o GeoGebra nao é muito convidativa. Por esse motivo, resol-
vemos digitar os textos em um editor para LaTeX e, em seguida, inserir esses textos na nossa

construgao na forma de imagens, como mostrado a seguir.

03-05-passoapasso.ggh
P P 99

srquivo Editar Exibir Qpclies Ferramentas Janela Ajuda f:fﬂi:::”::f:ms roramertes Jonls s -
Desfazer ctiz . i S NG
Copiar Ctrl+C B b ramets) i :m;l:‘(x‘ﬂ‘ﬁﬁ]"
o Colar Clrl+y S byl
' Copiar para Area de Transferéncia  Cri+Shift+C / N o620
e Inserir Imagem de | Arguivo EET}:{“E%
Poni ) Area de Transferéncia : Eif;'gﬂ%’?fz’
..@ £ %¢ Propriedades .. Ctri+E T ® G-(1.42,25
. E : ‘H:LéAQ:ZA,:)DS) d
a Selecionar Tudo Clrl+A F z-(134052 |,
D= (142, 4) o Tiy-0s2
= (-1.08, 0.32) e rATaX198
@ F={1.94,3.1) G e rix-1a
@ G=(1.42,2.52) \ ® 1343301y
e Z=(1.34,0.52)
Reta
@ Tiy=052 ;
e -1.74x + 1.98y . .
@ ryx=142 - E B . .
(e) Inserindo texto em forma de imagem, (f) Seu texto/imagem vem com dois
se clicar sobre a janela de visualizacao pontos para modificar o tamanho mas
2 e em “Menu/Editar/Inserir imagem temos a opcao de nao exibir esses pontos
De/Arquivo ou Area de transferéncia”. modificando em propriedades. O texto

em forma de imagem ja deve estar for-
matado antes de inseri-lo, pois nao sera
possivel forma-lo no GeoGebra.

5.3 Criando o seletor para exibicao das etapas da cons-

trucao dos textos

Podemos utilizar uma barra de controle deslizante e criar parametros para exibir ou
esconder os objetos de nossa construcao na ordem que queremos. Para isso, utilizamos
comandos avangados com légica Matematica. Mostraremos um pouco de como se utilizar

esses seletores em construgoes dinamicas.
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nela Ajuda
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° r1. Pede-se por
 FY |7 Caixa para Exibir/ Esconder Objetos  |tangente a ry en
3 5| @= 1 Campo de Enfrada

m

S

(a) Encontramos a opcao do seletor “Con-
trole Deslizante” na barra de ferramentas
no penultimo icone.

/

- -

Controle Deslizante *
= MNome
() Nimero
. Construgdo [
O Angulo i -
® Intsiro [] Aleatério (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animag&o

min: |0 max: |6 Incremento: |1

oK Cancelar

(b) Com a ferramenta Controle Des-
lizante clicamos sobre a janela de
visualizacao, ird aparecer uma tela de
configuragao, marcamos a opcao “inteiro”
em intervalo colocamos min =0, max =06,
incremento=1 e nome = Construgao.
Como esse seletor serd usado para mos-
trar os passos da construcao o valor
max= 6 é devido por termos 6 passos em
nossa construgao.

| | » Janela de Visualizagao

Construgdo=10

(c) Imagem do Controle Deslizante na tela.

Neste nivel 3.5 utilizamos oito seletores nos quais:

e “Ideias”, controle deslizante, intervalo de 0 a 4, com objetivo de exibir os passos e

textos de sugestoes para auxiliar o usuario na construcao indicando os possiveis lugares

geométricos onde deve estar o objeto final da construcao.
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“Construgao”, controle deslizante, intervalo de 0 a 6, com objetivo de exibir os passos

e textos utilizados em nossa solucao.

“Justificativa”, controle deslizante, intervalo de 0 a 2, com objetivo de exibir justifi-

cativas e textos sobre as propriedades utilizadas.

“cont”, contador, intervalo de 0 a 9999, com objetivo de contar todos os novos objetos

construidos pelo usuario.

“contiretas”, contador, intervalo de 0 a 9999, com objetivo de contar todas as novas

retas construidas pelo usudrio.

“contcirculos”, contador, intervalo de 0 a 9999, com objetivo de contar todos os novos

circulos construidos pelo usuario.

“fim”, contador, intervalo de 0 a 9999, com objetivo de contar “ao clicar” sobre o icone

que exibe o objeto final da solucao.

“n”, contador, intervalo de 1 a 10, com objetivo de identificar e habilitar as opcoes do

usuario resolver a construgao ou ver a solucao e justificativas.

Vale ressaltar que neste tltimo contador “n” deixamos o valor n = 8 como opcao do
usuario resolver a construcao e n = 5 como opc¢ao para ver solucao e justificativas,
pois, no GeoGebra ao deixar somente os valores 0 e 1 nos contadores, ele entende como
valor booleano 0 = falso e 1 = verdadeiro. Em nossas Demonstracoes Dinamicas nao
utilizamos os valores 0 e 1 para nao ocorrer “erros de loop ’ﬂ, pois ja utilizamos valores

booleanos na identifica¢ao do(s) objeto(s) finais da construgao.

Irepeticdo infinita de erros em programacao.
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5.4 Criando Botao de comando

Podemos criar botoes de comando que ao clica-lo, executara todos os comandos de sua

lista.

rramentas Janela Ajuda

ldéias =4
ﬂslrugén:ﬁ
e
— T3
D

ABC Texo

! Inserir Imagem

Botdo

AN

Campo de Enfrada

de Visualizagdo 2

Controle Deslizante

wdo: Construa n
# linha indicad:

0: Resolver com
s ferramentas.

Caixa para Exibir/ Esconder Objetos . E dado soment

1 ponto 3 perter
encia passando

6. Construa a circunferé

Justificativa:

(a) Encontramos a opgao do seletor
“Botao” na barra de ferramentas no
penultimo icone.

£ Botdo e
Legenda: |Reiniciar sua construcio

Cédigo GeoGebra:

Executar{Sequéncial"Delete[objeto™+i+T"i,1,cont]]
cont=0

contiretas=0

contcirculos=0

vis=false

Ideias=0

Construgio=0

Justificativa=0

fim=0

n=_8

| v
< >

= DD 00 e 3OO f L) R =

oK Cancelar

(b) Na tela do Botdao de comando em
Legenda nomeamos como “Reiniciar a
Construcao” e em Cédigo GeoGebra inse-
rimos os comandos que serao executados
ao clicar sobre ele. Criando o Botao,
depois podemos mudar cor e tamanho em
“propriedades do objeto”.

(c¢) Imagem do Botao de comando na tela
ja configurado cor e tamanho.

Neste nivel 3.5 utilizamos dois Botoes de comandos.

“Reiniciar sua construgao” com os comandos: cont=0; contiretas=0; contcirculos=0;
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Executar[Sequéncia[ “Delete[objeto “+i+”,i,]” 1,cont||; vis=false; Ideias=0; Constru¢ao=0; Jus-
tificativa=0; fim=0; n=8.

“Solucao e Justificativas” com os comandos: cont=0; contiretas=0; contcirculos=0;
Executar[Sequéncia[ “Delete[objeto “+i+7,i,]” 1,cont]|; vis=false; Ideias=0; Constru¢ao=0; Jus-
tificativa=0; fim=0; n=>5.

O comando em particular [Sequéncia[“Delete[objeto*“+i+",i,]”1,cont]] ird deletar
todos os novos objetos construidos pelo usuario, ja o comando booleano vis=false se tornara
falso e os demais comandos irao reposicionar os seletores e contadores em suas posicoes

iniciais.

5.5 Trabalhando com Programacao Avancada

5.5.1 Exibindo e escodendo objetos

Com comandos avancados conseguimos exibir e esconder os objetos da construcao, figuras,
textos, seletores, botao de comando, ou seja, tudo o que foi produzido podemos exibir ou

esconder na ordem em que preferirmos. Vamos dar alguns exemplos usados no Nivel 3.5:
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fig15
fig16 camada: | 0 v

® fig17
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Blue.
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< >

(a) Em Propriedades do objeto e em
avancado encontramos a opcao “Condicao
para Exibir Objeto(s)”. Nesse caso, o
circulo I'g 4 sera exibido somente quando
o seletor Construcao for maior ou igual 4
e o seletor Ideias for igual 4.
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fig16
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® fig19 RGB %
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fig5
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fim

< >
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Camada: | 0 v

(c) Nesse caso, a imagem fig9 que é uma
imagem de texto serda exibida somente
quando o seletor Construgao=6 e o seletor
Justificativa for maior que 1.
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(b) Nesse caso, o seletor Justificativa
sera exibido somente quando o seletor
Construgao for igual 6 e o seletor Ideias
for igual 4.
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(d) Nesse caso, o texto3s serd exibido
somente quando o seletor Construgao for
igual 0 e o seletor Ideias for igual 4.
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5.5.2 Programagao Ao Clicar

Com o comando de “Programacao Ao Clicar” conseguimos para quaisquer objetos da
construcao, figuras, textos, seletores, botao de comando, ou seja, tudo o que foi produzido

podemos executar comandos ao clicar no objeto. Vamos dar alguns exemplos usados no Nivel

3.5:
7 Preferéncias - 03-05-plataform-cont.ggh x {7 Preferéncias - 03-03-plataform-cont.ggk x
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figh 1 | ExecutarSequéncia[Delete[objeto i+ 1,cont] fig13 1| fim=fim+1
® fig7 3 | cont=0 fig14
fig8 3 | contiretas=0 fig15
figs 4| contcirculos=0 - fig16
Nimero 5 |vis=false ® fig17
Construgiio & | Ideias=0 - fig1s
Ideias 7 | Construgao=0 fig19
Justificativa 8 | Justificativa=0 - o2
cont 9 | fim=0 fig3
conicirculos 10 | n=8 - figd
contiretas fig5
fim figh
n ® fig7
Ponto fig8
oA fig9
L] Nimero
o s
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H contiretas
1 fim
J n
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L ® A
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v v Cédigo GeoGebra ~ || oK Cancelar ¢ v Cadigo GeoGebra ~ | | OK Cancelar
(a) Em Propriedades do objeto e em (b) Nesse caso, a imagem figl7 que é o
Programacao encontramos a opcao “Ao icone que exibe o objeto final da solucao,
Clicar”. Nesse caso, o Botao de comando ao ser clicado executard o comando
btl que é o Botao para reinicio da listado.

construcao, ao ser clicado executara os
comandos listados.

5.5.3 Programacao Ao Atualizar

Com o comando de “Programacao Ao Atualizar” conseguimos executar comandos ao

movimentar um controle deslizante. Vamos dar alguns exemplos usados no Nivel 3.5:
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contiretas figs
fim figh
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! fim
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(a) Em Propriedades do objeto e em (b) Nesse caso, o Controle Deslizante
~ ~ « A J . ﬁ . .
Programa(;a,o encontramos a op¢ao (6] ustificativa ao movimentarmos execu-
Atualizar”. N Controle D taré dos listad
uallzar . esse caso, 0 Lontrole €S- ara OS comandaos l1Stados.

lizante Construgao ao movimentarmos
executara os comandos listados.

5.5.4 Programacgao JavaScrip

Em nossas Demonstragoes Dinamicas queriamos colocar além de ideias para rascunho,
construgoes e justificativas das solugoes, uma opgao para o usudrio fazer a sua prépria cons-
trugao tentando utilizar a quantidade maxima de ferramentas fundamentais na solucao da
construcao. Para isso, precisamos usar alguns comandos JavaScrip, pois o software GeoGe-
bra possui uma ordem de nomeacao diferente para cada objeto, como por exemplo: Pon-
tos (A, B, ey Y, Z, Al, Bl, ey Yi, Zl, A27 BQ, ), Retas (f, g, h, i, /{?,j, l, m, fl; g1, hl, il, kl;jla ll,
mi, fa, go, ...), Circulos (¢, d, e, p,q,r,s,t,c1,dy, e, p1,q1,71, S1, 11, Ca, da, ...). Com essa ordem
de nomeacao nao conseguiamos usar comandos de comparacao de objetos para identificar o
resultado final da solugao, assim como para reiniciar a construcao era preciso excluir os novos
objetos, pois nao saberiamos os nomes desses novos objetos da construgao. Precisamos entao
usar comandos de programacao JavaScrip para nomear os novos objetos em ordem sequen-
cial, incluindo comandos de comparacao de objetos e contadores identificando novas retas e

novos circulos para dar o resultado da quantidade de ferramentas utilizadas na construcao
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do usuério.

Uma observagao importante é que comandos de programacao JavaScript devem ser in-
seridos somente apds ter todos os objetos (Pontos, Retas, Circulos, Figuras, Imagens,...)

necessarios para execucao da Demonstracao Dinamica para evitar erros de programacao.

Em nossa Demonstracao Dinamica do Nivel 3.5 usamos os comandos ilustrados na Figura

0.3
Figura 5.3: Comandos JavaScript utilizados no nivel 3.5
T Preferéncias - 03-03-plataform-cont.ggh x
"lle K EE % o
Imagem P .. - = [ = =
fig1 Basico Texto Cor Posicdo Algebra Awvancado Programacao
fig10 Ao Clicar Ao Atualizar JavaScript Global
fig11
fig13 1 | function-ggbCniniti) "
fig14 2|4 debug("ggbOninit™);
fig1s 3 registerAddListener( newCbjecilistener);
: fig16 4 1%
@ fig17 g | function newObjectListener (obj){
: fig18 ] setlayer(obj,0)
fig19 T .getObjectTypeiobjj=="line"){
fig2 g .evalCommand("contiretas=contiretas+17},
fig3 9 | contretas= .getValue("contiretas”)
fig4 10| -}
figs 11| ifi .getObjectTypel(obj)=="circle™){
: figh 12 -evalCommand( contcirculos=contcirculos+17);
- fig7 13 | contcirculos= .getValue"contcirculos”)
. figh 141
figg 14 if (obj!="co17){
Mimera 16 varcmd ="co1 = (AreEqual[™~+obj+" c]);
Construgao 17 .debug(cmd);
Ideias 18 evalCommand(cmd);
Justificativa 14 col= .getValueString( co1™);
cont 20 if (col.indexOfi true™) =-1){
contcirculos 21 .evalCommand(vis=true")
contiretas 22 }
fim 23 .evalCommand( cont=cont+17)
n 24 cont= .getvalue( cont™)
Ponto 25 .evalCommand( Rename[ +obj+" objeto™+cont+77)
@ A 26 |-}
‘@ B 27 |3 W
. C £ >
D
F e JavaScript w 0K Cancelar
€ >

Fonte: Software GeoGebra
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Sabiamos muito pouco sobre Programacao JavaScrip e tivemos dificuldade para encontrar

e modificar os comandos utilizados em nossas Demonstragoes Dinamicas. As modificagoes dos

comandos muitas vezes eram acertadas na base da “tentativa e erro”, pois nao somos peritos

em programacao JavaScrip. Diante disso, explicaremos um pouco sobre esses comandos:

function-ggbCninit()
{ .debug"ggbOninit’);

registerAddListener"newObjectListener™);

(a) Essa parte do comando tem por
objetivo cancelar a ordem de nomeacao
dos novos objetos feito pelo GeoGebra,
dando inicio a possibilidade para nomear
0s novos objetos em uma Unica sequéncia.

if [ .getObjectTypelobjl=="line"}{
.evalCommand({"contiretas=contiretas+17);
contretas= .getValue("contiretas”™)

(¢c) Essa parte do comando tem por
objetivo reconhecer as retas dentre os
novos objetos utilizando o contador
“contiretas”.

if (objl="co1™)4
var-cmd="co1 = (AreEqual[ +obj+" c])"
.debugicmd];
evalCommand(cmd);
col= getaluestring co1™);

(c) Essa parte do comando tem por
objetivo comparar se o novo objeto é
igual ao circulo “c” deixando o valor
booleano col = verdadeiro.

function newObjectListener (obj) {
setlayer(obj,0)

.evalCommand("cont=cont+17)
cont= .getvalue( cont™)
.evalCommand("Rename[+obj+" objeto™+cont+77)

(b) Essa parte inicial do comando tem
por objetivo criar uma lista de sequéncia
para novos objetos, ja a parte final
do comando utiliza o contador “cont”
renomeando os novos objetos na seguinte
sequéncia (objetol,objeto2,0bjeto3,...).

if .getObjectTypelobj=="circle”){
evalCommand({"contcirculos=contcirculos+17);
contcirculos= .getValue("contcirculos™)

(d) Essa parte do comando tem por
objetivo reconhecer as circunferéncias
dentre os mnovos objetos utilizando o
contador “contcirculos”.

if (col.indexOftrue™) =-1)4
evalCommand(™vis=trua")

(d) Essa parte do comando tem por
objetivo verificar se o valor booleano col
¢ verdadeiro deixando o valor booleano
vis = verdadeiro, pois, ao criar um
novo objeto o valor booleano col pode se
tornar falso.
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Vale ressaltar que nesse nivel 3.5 teve somente um objeto final para comparar a igualdade,

quando tivermos mais de um objeto para comparar a igualdade é preciso utilizar dois valores

booleanos para cada objeto a

do comando de comparagao utilizada no nivel 1.7 onde foi preciso comparar 4 retas (rs, 73,

5 e 14) para solugao final da

Figura 5.4: Parte do comando JavaScript de comparacao de objetos utilizados no nivel 1.7

ser comparado. Deixamos como exemplo na Figura[5.4] a parte

construcao.

col=

coZ=
varcm

cod =
var-cm

cod =

if (CoZ

if (cod.i

if (cod

')

if ((0bj1="co2 ) &&(0bj 1="co1 ) &&(0bj I="c03" ) &&(0bj 1= "co4 7)) {
varcmd-="co1 = (AreEqual+obj+"r_2 117
.debugicmd);

.evalCommand(cmd);
.getValueString( oo™},

varcmd="co2 = (AreEquall™+obj+" r_3 1)

.debugicmd};
.evalCommand(cmd);
.getValuestring(Tco2 )
d="co3 = (AreEqual["+obj+" r_5117;
.debugicmd};
.evalCommand(cmd);
.getValueString(Tco3™);
d="cod4 = (AreEqual["+obj+" r_4 1)
.debug(cmd};
.evalCommand(cmd);
.getValuestring( cod™);

if {colindexOf(true™)=-1){

.evalCommand( vis=true™);
ndexOf true”)=-1)4
.evalCommandvis2=true);
ndexOf true”) =-1)4{
.evalCommand(vis3=true};
ndexOf( true”™) =-1) 4
evalCommand visd=true”)

Fonte: Software GeoGebra




6 | Conclusoes e possibilidades de prossegui-

mento do trabalho

Dentre os alunos do curso de Construcoes Geométricas de Matematica da UEM, pudemos
perceber que o uso da metodologia envolvendo o aplicativo Euclidea foi satisfatéria e tem
grande possibilidade de melhora com a utilizacao das demonstracoes dinamicas no GeoGe-
bra. De fato, tivemos um bom envolvimento dos alunos e ficou evidente maior interesse na
disciplina. Na nossa situacao verificamos que houve avanco nas capacidades de resolucao de
problemas dos alunos, na compreensao das propriedades geométricas que definem os objetos
tratados. Faltou, no entanto, uma referéncia que os possibilitasse seguir para as justificativas
das construgoes de forma mais critica e autonoma. KEssa problematica, no nosso entendi-

mento, pode ser minimizada com o auxilio das demonstragoes dinamicas.

Durante o desenvolvimento do nosso trabalho apresentamos algumas DD para colegas
professores que nao conheciam o aplicativo Euclidea. Apresentamos os problemas diretamente
na plataforma do GeoGebra e sugerimos que tentassem resolvé-los antes de ver as solugoes.
Depois sugerimos que vissem as solucoes com as justificativas dinamicas. Os professores
acharam os problemas dificeis e ficaram varias horas para tentar atingir a construgao com o
nimero minimo de movimentos. Depois de ver as ideias e as justificativas de forma dinamica,
relataram que a forma de apresentacao os ajudou a ter novas ideias para resolver outros

problemas.

Uma dificuldade que enfrentamos ao tentar organizar um material sequencial das demons-
tragoes dinamicas foi o fato de que o jogo é atualizado sempre que ha a quebra de alguns
recordes. Por exemplo, durante o desenvolvimento do nosso trabalho, o recorde do nivel 2.2
era de 9 movimentos. No entanto, no dia 28/08/2017 esse recorde foi quebrado. A nova

solugao naturalmente envolveu uma ideia mais elaborada, o que fez com que o problema
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passasse para um nivel mais avancado, indo para a fase 14.1 do jogo.

Seria interessante, como prosseguimento deste trabalho, a elaboracao de novas DD do
jogo Euclidea, uma vez que se encontram no jogo construcoes envolvendo propriedades de
retas paralelas, comparacao de areas, duplicacao de medidas, transporte de medidas, entre

outras, que sirvam para enriquecer as aulas do professor que opte em utilizar as DD.

Em nosso trabalho procuramos oferecer um tutorial e dicas para fazer DD com o auxilio
do software GeoGebra para que o usuario possa trabalhar as DD com novos materiais e nao
somente com o jogo Euclidea. No momento, ainda existem poucos materiais disponiveis que
se referem ao conceito de DD. Diante disso, ficamos felizes em poder contribuir um pouco

nesse quesito, porém sabemos que ainda existe muito a ser feito.
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A | Apéndices

Em nossas Demonstracoes Dinamicas disponiveis na plataforma GeoGebra, os textos
inseridos que acompanham a solucao e as justificativas estao de maneira rigorosa, ou seja,
na forma de demonstragoes que provam. Contudo, somente com o enunciado e os textos,
o usuario também consegue resolver a construcao assim como ver as demonstragoes das
justificativas. Diante disso, deixamos textos inseridos nas Demonstragoes dinamicas nos

Apéndices.

A.1 Textos inseridos nas Demonstracoes Dinamicas

A.1.1 Euclidea Nivel 1.1

Enunciado: Construa um angulo de 60° dado uma semirreta e seu ponto de origem.

T1

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solucao: E dado somente a semi-reta 1 de origem em A. Pede-se por construcao um

angulo de 60° sobre a semi-reta r com origem no ponto A.
Marque o ponto B diferente de A sobre a semi-reta ry.
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'45).
2. Construa a circunferéncia I'g 4.

Sejam C' e D os pontos de intersecao entre I'yg € I'ga.
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3. Construa a reta ro = AC' obtendo o angulo ZC'AB ou construa a reta r3 = AD

obtendo o angulo ZBAD.
Justificativa:

i. ZCAB = 60°, pois AABC ¢ equilatero, uma vez que todos os lados sao congruentes

(s@o raios das circunferéncias), logo ZCAB = 60°.

ii. ZBAD = 60°, pois AABD é equilatero, uma vez que todos os lados sao congruentes

(s@o raios das circunferéncias), logo ZBAD = 60°.

A.1.2 Euclidea Nivel 1.2

Enunciado: Construa a mediatriz do segmento.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente a segmento AB. pede-se por construcao a mediatriz do seg-

mento AB.
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'4p).
2. Construa a circunferéncia I'g 4.
Sejam C' e D os pontos de intersecao entre I'yp e I'ga.
3. Construa a reta r; = CD.
Justificativa:
Seja E o ponto de intersecao entre r; e o segmento AB.

i. ZOAD = 120°, pois os triangulos AAC'B e AAD B sao equilateros, uma vez que todos
os lados sao congruentes (sao raios das circunferéncias), logo ZCAD = /BAD + Z/CAB =
60° 4 60° = 120°.

ii. ZADC = 30°, pois ADAC é isosceles, uma vez que os lados AD e AC' sao raios de
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I'sB, logo ZADC = ZDCA e portanto

2/ADC = 180° — ZCAD
ZADC = (180° — 120°)/2
= 30°.

iii. ZDEA =90°, uma vez que ZADE = ZADC = 30°, logo

ZDEA =180° — LFEAD — ZADE = 180° — 60° — 30° = 90°.

iv. AE = BE, pois AADE = ABDE pelo caso (LAL) de congruéncia de triangulos,
uma vez que DE é lado comum, ZADE = ZBED e AD = BD (sao raios das circun-
feréncias).

v. Todos os pontos da reta r; sao equidistantes de A e B. Para provar isso, seja F' um
ponto qualquer pertencente a reta r;, com F diferente de E. Temos que AAFE = ABFE
pelo caso LAL, uma vez que AE = BE, /FFA=/BEF =90° e EF é lado comum. Logo,
AF = BF.

vi. Falta verificarmos que todos os pontos equidistantes de A e B pertencem a reta 1. De
fato, suponhamos por absurdo que o ponto G é equidistante dos pontos A e B, e nao pertenca
a reta r1. Temos dois casos a considerar: se G pertence ao segmento AB, temos AG = GB e

assim G = F, ou seja, GG pertence a reta rq; agora se G nao pertence ao segmento AB entao o
triangulo AAGB ¢ isésceles e AAGE = ABGE pelo caso (LLL). Assim /GEA = ZBEG
que nos da /GFA = ZBEG = 90°, pois

/GEA+ /BEG = 180°
2/GEG = (180°)
/GEG = (180°)/2

= 90°.

Portanto, G pertence a reta ry.
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A.1.3 Euclidea Nivel 1.3

Enunciado: Construa o ponto médio entre dois pontos.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 4 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente os pontos A e B. pede-se por construcao o ponto médio entre

AeB.
1. Construa a reta r; = AB.
2. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'4p).
3. Construa a circunferéncia I'g 4.
Sejam C' e D os pontos de intersecao entre I'yg e I'ga.
4. Construa a reta ro = CD.
Seja o ponto E de intersecao entre o segmento AB e 75 0 ponto médio desejado.
Justificativa:

i. ZCOAD = 120, com efeito, os triangulos AAC' B e AAD B sao equilateros, uma vez que

todos os lados sdo congruentes (sao raios das circunferéncias), logo
LCAD = ZBAD + ZCAB = 60° 4 60° = 120°.

ii. ZADC = 30°, pois ADAC é isésceles, uma vez que os lados AD e AC raios de I' 45,
logo ZADC = ZDCA. Assim,

2/ADC =180° — ZCAD
ZADC = (180° — 120°)/2

= 30°.

iili. ZDEA =90°, uma vez que ZADE = ZADC = 30°, logo
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/DEA =180° — ZEAD — ZADE = 180° — 60° — 30° = 90°.
iv. AE = BE, pois ZBED = 180° — ZDEA = 180° — 90° = 90°, assim,
/DEA= /BED.

Logo ANADE = ABDE pelo caso LLAG uma vez que AD = BD (sao raios das circun-
feréncias), ED é lado comum e ZAED = /BED. Logo, AE = BE.

A.1.4 Euclidea Nivel 1.4

Enunciado: Inscreva um circulo dentro do quadrado.

C
5o 9

A® .D

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 5 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente o quadrado ABC'D. Pede-se por construgao um circulo inscrito

no quadrado ABCD.
1. Construa a reta r; = AC.
2. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'4p).
3. Construa a circunferéncia I'g 4.
Sejam E e F' os pontos de intersecao entre ['yp e I'g4.
4. Construa a reta ro = EF'F.

Sejam G o ponto de intersecao entre r; e ro, e H o ponto de intersecao entre ro e o

segmento AB.
5. Construa a circunferéncia de centro G passando por H (denotada por I'gp).

Justificativa:
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Precisamos mostrar que o ponto G equidista dos lados do quadrado.

i. G equidista dos lados BC' e AD, pois G pertence a o que é mediatriz do segmento AB
e ro é paralelo aos lados BC e AD pelo fato de ZAHG = 90°.

Seja o ponto I de intersecao entre o segmento C'D e rj.

ii. G equidista dos lados AB e C'D. Para ver isso, precisamos mostrar que GI = HG.
Isso, por sua vez, segue da congruéncia dos triangulos AAHG e ACIG. Esses triangulos sao
congruentes pelo caso ALA uma vez que ZAHG = ZC1IG sao alternos interno, AH = CI
(I equidista dos lados BC' e AD, assim CI = CTD = AH) e ZGAH = ZGCI sao alternos

internos.

A.1.5 Euclidea Nivel 1.5

Enunciado: Inscreva um losango dentro do retangulo de modo que eles compartilhem

uma diagonal.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 5 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente o retangulo ABC'D. pede-se por construgao um losango dentro

do retangulo de modo que eles compartilhem uma diagonal.
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por C' (denotada por I'4¢).
2. Construa a circunferéncia I'c 4.
Sejam F e F os pontos de intersegao entre 'y e I'ca.
3. Construa a reta ry = E'F.

Sejam I o ponto de intersecao entre r; e o segmento BC, e H o ponto de intersecao entre

r1 e o segmento AD.

4. Construa a reta ro = Al.
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5. Construa a reta r3 = HC.
Justificativa:
Precisamos mostrar que os segmentos Al, IC, AH e HC sao congruentes.

i. Al =1C e AH = HC, pois os pontos I e H pertencem a reta ry, que é mediatriz de AC'

(todos os pontos da reta mediatriz de um segmento equidistam dos extremos do segmento).

ii. Seja G o ponto de intersecao entre r; e o segmento AC. Temos AG = GC, pois G

também pertence a reta ri, que é a mediatriz de AC.

iii. IC = AH, pois AIGC = AHGA pelo caso (ALA) uma vez que ZIGC = ZHGA
sao alternos internos, AG = GC e ZCGI = ZAGH sao opostos pelo vértice.

iv. Dos passos i e ii temos Al = IC' = AH = HC.

A.1.6 Euclidea Nivel 1.6

Enunciado: Encontre o centro do circulo.

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 5 vezes tais ferramentas.

Solugao: E dado somente a circunferéncia (I"). Pede-se por construc¢ao encontrar o centro

da circunferéncia I'.

Ideias, dicas e rascunhos:

Para um rascunho o centro da circunferéncia pertence a um lugar geométrico, ele equidista
de todos os pontos pertencente a circunferéncia.

Em particular dados dois pontos A e B pertencente a circunferéncia I' com A # B, o

centro da circunferéncia I' deve pertencer a reta mediatriz de A e B
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Sempre que ha um angulo de 30° inscrito na circunferéncia a corda correspondente tem
a mesma medida do raio, pois o angulo central terd medida de 60° formando em triangulo

equilatero com o centro e os pontos de intersecao dessa corda com a circunferéncia.
Dados as dicas e ideias em um rascunho agora vamos a construgao:
Marque os pontos A e B com A diferente de B sobre a circunferéncia I'.
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'sp).
Seja C' o outro ponto de intersecao entre I' e I' 4 5.
2. Construa a circunferéncia I'c 4.
Seja D e E os pontos de intersecao entre ['yg e ['ca.
3. Construa a reta ry = BE.
Seja F' o ponto de intersecao entre ry e I'.
4. Construa a reta ro = DFE.
5. Construa a circunferéncia I'cp.

Seja O o outro ponto de intersegao entre ry e I'cp (interno a circunferéncia I') o centro

da circunferéncia I' desejado.
Justificativa:

i. ZOAFE = 60°, pois AAEC é equilatero, uma vez que todos os lados sao congruentes
(s@o raios das circunferéncias).

ii. O ZOBE = 30° pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZCAFE da
circunferéncia I' 4.

iii. ZOBE = ZCBF = 30°.

iv. O segmento C'F ¢ raio da circunferéncia I', pois ZCBF = 30° e sempre que ha um

angulo de 30° inscrito na circunferéncia a corda correspondente tem a mesma medida do raio.

v. O ponto O é o centro da circunferéncia I' pois é ponto interior de I' e pertence a

intersecao entre 5 e 'cp , uma vez que ro é mediatriz de AC' e CO = CF é raio de I'.
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A.1.7 Euclidea Nivel 1.7

Enunciado: Inscreva um quadrado dentro do circulo. Um vértice do quadrado ¢ indicado.

B

Cas

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 7 vezes tais ferramentas.

Solugao: Sao dados a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'4p).
Pede-se a construcao de um quadrado inscrito na circunferéncia tendo como um dos vértices

o ponto B.

1. Construa a circunferéncia I'g4.

Sejam C' e D os pontos de intersecao entre I'yp e I'ga.

2. Construa a circunferéncia I'cp.

3. Construa a reta r; = AC.

Sejam F' um ponto de intersecao entre I'cp e 71, e E 0 outro ponto de intersecao entre
Iep e Tap.

4. Construa a reta ro = EF.

Seja GG o outro ponto de intersecao entre I'yp e 7s.

5. Construa a reta r3 = GB.

Seja H o outro ponto de intersecao entre I'cp e ry.

6. Construa a reta ry, = FH.

Seja I o outro ponto de intersecao entre ['45 e ry.

7. Construa a reta r5 = I B.
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Seja o quadrado BGEI desejado.
Justificativa:

i. ZDAC = 120°, pois os triangulos AAC'B e AABD sao equilateros, uma vez que todos

os lados sdo congruentes (sao raios das circunferéncias), logo
LDAC = ZDAB + ZBAC = 60° + 60° = 120°.

ii. ZOAFE = 120°, pois AECD é isésceles, uma vez que os lados C'D e C'E sao raios de
Fep logo ZOAE = ZDAC = 120°.

iii. ZEAD = 120°, pois ZEAD = 360° — ZDAC — ZCAE = 360° — 120° — 120° = 120,
assim AFECD é equilatero, pois o angulo central de I' 4 g enxerga todos os lados pelo mesmo
angulo.

iv. Os pontos B, A e E sao colineares, pois equidistam de C e D, assim pertencem a
mediatriz do segmento C'D, (visto em 1.2/v que a reta mediatriz é formada pelo conjunto de

todos pontos equidistantes de dois pontos dados).

v. O ZEGB = 90°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZEAB = 180°

da circunferéncia I' 45.

vi. O ZEIB = 90°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZEAB = 180°

da circunferéncia I'45.

vii. O ZHFEF = 90°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central
/ZHCF = 180°

da circunferéncia I'cp.

viii. ZGBI = 90°, pois como a soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°

temos 360° = /GBI + /FIB+ /ZHEF + Z/EGB. Assim,

/GBI =360° - ZFEIB - Z/ZHEF — Z/ZEGB
= 360° — 90° — 90° — 90°
= 360° — 270°

= 90°.
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Mostramos que o quadrilatero BGEI é retangulo resta agora mostrar a congruéncia dos

lados.

ix. ZCAB = 60°, pois AABC' ¢é equilatero, uma vez que todos os lados sao congruentes

(sdo raios das circunferéncias), logo ZCAB = 60°.

x. /ZBEC = 30°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZBAC da

circunferéncia ['45.

xi. ZECA = 30°, pois AEAC é isésceles, uma vez que os lados AC e AFE sao raios de
I'sp, logo /ZBEC = ZECA = 30°.

xii. ZECF = 150°, pois AFCE é isosceles, uma vez que os lados F'C' e C'E sao raios de
I'ep logo, ZECF =180° — ZECA = 180° — 30° = 150°.

xiii. ZCEF = 15°, pois AFCFE é isosceles, temos

/EFC =/ZCEF e Z/CEF + ZEFC + ZFCE = 180°.

Assim,

2/CEF = 180° — ZECF
ZCEF = (180° — 150°)/2

= 15°.

xiv. ZBEG = 45°, pois ZBEG = /BEC + ZCEF = 30° + 15° = 45°.

xv. Os lados EG = GB, pois ABEG é isosceles, temos

/BEG = /GBE =180° - ZEGB — ZBEG
= 180° — 19 — 45°

= 45°.
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xvi. Os lados EI = BI, pois ABIFE é isésceles, temos

LIEB = ZIEG — ZBEG = 90° — 45° = 45°
LEBI = /GBI — ZGBE = 90° — 45° = 45°.

xvii. FG =GB = BI = IFE, pois AEGB = AEIB pelo caso (ALA) de congruéncia de
triangulos, uma vez que ZBEG = /BFEI, /EGB = Z/EBI e EB é lado comum.

A.1.8 Euclidea Nivel 2.1

Enunciado: Construa uma linha que divide ao meio o angulo indicado. (Bissetriz)

T1

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 4 vezes tais ferramentas.

Solugao: Sao dados um ponto A e duas semirretas r; diferente de ry com origens em A.

Pede-se por construcao a bissetriz do angulo formado pelas semirretas.
Marque um ponto B em uma das semirretas diferente de A.
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'sp).
Seja C' o outro ponto de intersecao entre as semirretas e I'45.
2. Construa a circunferéncia I'gc.
3. Construa a circunferéncia I'cp.
Sejam D e E os pontos de intersecao entre I'cp e I'ge.

4. Construa a reta r3 = ED.
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Justificativa:

i. CD = BD, pois ABCD é equilatero, uma vez que todos os lados sao congruentes (sao

raios das circunferéncias).

ii. /ZDAC = ZDAB, pois AACD = AABD, uma vez que todos os lados sao congruen-
tes, pois AC' = AB (sao raios de I'45) e AD é lado comum.

A.1.9 Euclidea Nivel 2.2

Enunciado: Construa um ponto onde as Bissetrizes dos angulos do triangulo sao inter-

sectadas. (Incentro do triangulo)

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente o AABC. Pede-se por construcao o ponto intersecao das

bissetrizes do AABC'. (conhecido como incentro do AABC)
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por C' (denotada por I'4¢).
Seja D o ponto de intersecao entre a semirreta AB e ["4¢.
2. Construa a circunferéncia I'c 4.
Seja E/ o ponto de intersecao entre a semirreta CB e I'¢4.
3. Construa a circunferéncia I'p 4.
Seja I’ o outro ponto de intersecao entre as circunferéncias I'pa e I'ca.
4. Construa a reta ry = AF.
5. Construa a circunferéncia I'gc.

Seja G' o outro ponto de intersecao entre as circunferéncias I'go e ["4¢.
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6. Construa a reta ro = CG.
Seja H o ponto de intersecao entre as retas 1y = AF e ro = C'G desejado.
Justificativa:

i. /ZFAC = ZFAD, pois NACF = AADF, uma vez que todos os lados sao congruentes
AC = AD e CF = DF (sao raios das circunferéncias) e AF é lado comum.

ii. /GCFE = ZGCA, pois ACEG = ACAG, uma vez que todos os lados sao congruentes
CE =CAe EG = AG (sao raios das circunferéncias) e CG é lado comum.

iii. ZHBC = ZHBA, por defini¢ao temos que a bissetriz é o conjunto dos pontos que
equidistam perpendicularmente entre duas retas, assim sejam os pontos I, J e K equidistantes
do ponto H temos que AHIB = ANHKB pelo caso LLAg, uma vez que HI = HK, HB ¢
lado comum e /ZHIB = /ZHJB. Logo, ZHBI = ZHBJ.

A.1.10 Euclidea Nivel 2.3

Enunciado: Construa um angulo de 30° com o lado indicado.

1

T1

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solugao: Sao dados um ponto A e uma semirreta r; com origem em A. Pede-se por

construcao um angulo de 30° de origem em A sobre a semirreta ;.
Marque um ponto B na semirreta r; diferente de A.
1. Construa a circunferéncia de centro B passando por A (denotada por I'gy).
Seja C' o outro ponto de intersecao entre a semirreta r; e ['g4.
2. Construa a circunferéncia I'cpg.
Sejam D e E os pontos de intersecao entre I'cg e I'g4.
3. Construa a reta r = AD ou construa a reta r3 = AE.

Justificativa:
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i. ZCOBD = 60°, pois ABCD ¢ equilatero, uma vez que todos os lados sao congruentes

(s@o raios das circunferéncias), logo ZCBD = 60°.

ii. ZCAD = 30°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZCBD da

circunferéncia I'g 4.

iili. O mesmo acontece para ZFEAC = 30° pois é angulo inscrito correspondente ao
angulo central ZEBC = 60° da circunferéncia ['g4, onde ABCE é equilatero uma vez que

todos os lados sdo congruentes (sao raios das circunferéncias).

A.1.11 Euclidea Nivel 2.4

Enunciado: Construa um angulo igual ao indicado de modo eles compartilhem um

lado.(Angulo Duplo)

T2

T1

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solugao: Sao dados um ponto A e duas semirretas r; diferente de ry com origens em A.

Pede-se por construcao a duplicacao do angulo formado pelas semirretas r1 e 5.
Marque um ponto B em uma das semirretas diferente de A.
1. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'sp).
Seja C' o outro ponto de intersecao entre as semirretas e I' 4 5.
2. Construa a circunferéncia I'gc.
Seja D o outro ponto de intersecao entre as circunferéncias I'ge e I'4p.
3. Construa a reta r3 = AD.

Justificativa:
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i. /ZBAD = ZCAB, pois ABAD = ABAC, uma vez que todos os lados sao congruentes,
pois AD = AC (sao raios de '4p), BD = BC' (sao raios de I'gc) e AB é lado comum.

A.1.12 Euclidea Nivel 2.5

Enunciado: Construa uma reta que passe pelo ponto E e corte o retangulo ABC'D em

duas partes de mesma area.

E
o
B C
L 9
A
D
@ ®

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente o retangulo ABCD e o ponto E. Pede-se por construcao uma

reta passando pelo ponto E e corte o retangulo ABC'D em duas partes de mesma area.
1. Construa a reta r; = AC.
2. Construa a reta ro = BD.
Seja I’ o ponto de intersecao entre as retas ry e rs.
3. Construa a reta r3 = F'E.

Justificativa:

i. Area AAFB = Area ACFD, pois AAFB = ACFD pelo caso (ALA) uma vez
que ZFAB = ZFCD sao alternos internos, AB = CD (lados opostos do retangulo) e
/BFA = /DFC sao opostos pelo vértice.
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Sejam G o ponto de intersecao entre r3 e o seguimento AD, e H o ponto de intersecao
entre 73 e o seguimento BC'.

ii. Area AHFB = Area AGFD, pois AHFB = AGFD pelo caso (ALA) uma vez que
/FBH = ZF DG sao alternos internos, BF' = DF e /ZHFB = ZGFD sao opostos pelo
vértice.

iii. Area AHFC = Area AGFA, pois AHFC = AGF A pelo caso (ALA) uma vez que
/HCF = /ZGAF sao alternos internos, CF = AF e /CFH = ZAFG sao opostos pelo
vértice.

iv. Area do poligono ABHG = area do poligono DC'HG, uma vez que a area do poligono
ABHG éigual a soma das areas dos triangulos AAFB, AHFB e AGF A, e também a area
do poligono DCHG ¢ igual a soma das areas dos triangulos ACFD, AGFD e ANHFC.

A.1.13 Euclidea Nivel 2.6

Enunciado: Trace uma perpendicular do ponto para a linha.

= )

T1

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente a reta r; e um ponto A nao pertencente a r;. Pede-se por

construcao uma reta passando por A perpendicular a ry.
Marque os pontos B e C' com B diferente de C' sobre a reta ;.
1. Construa a circunferéncia de centro B passando por A (denotada por I'gy).
2. Construa a circunferéncia I'c 4.
Seja D o outro ponto de intersecao entre I'gy e I'ca.
3. Construa a reta ry = DA.

Justificativa:
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i. ZOCBA= /ZDBC, pois ACBA = ACBD pelo caso (LLL) de congruéncia de triangulos,

uma vez que C'B é lado comum, BA = BD (sao raios de I'g4) e CA = CD (sao raios de
Cea).

Seja E o ponto de intersecao entre ry e ry.

ii. LAEB = /ZBED, pois ABEA = ABED pelo caso (LAL) de congruéncia de
triangulos, uma vez que BE ¢é lado comum, /FBA = ZDBFE ¢ BA = BD (s@o raios
de FBA)-

iii. r L ry, pois ZAEB = ZBFED = 90°, uma vez que sao angulos suplementares.

A.1.14 Euclidea Nivel 2.7

Enunciado: Eleve uma perpendicular passando pelo ponto na linha.

T1 A

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solucgao: E dado somente a reta r; e um ponto A pertencente a r. Pede-se por construcao

uma reta passando por A perpendicular a ;.
Marque o ponto B qualquer nao pertencente r;.
1. Construa a circunferéncia de centro B passando por A (denotada por I'gy).
Seja C' o outro ponto de intersecao entre I'gy e 7.
2. Construa a reta ry, = CB.
Seja D o outro ponto de intersecao entre I'g4 e ro.
3. Construa a reta r3 = DA.
Justificativa:

i. ZDAC = 90°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZDBC = 180°

da circunferéncia I" 4.
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A.1.15 Euclidea Nivel 2.8

Enunciado: Construa uma tangente ao circulo no ponto indicado.

Foa

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 3 vezes tais ferramentas.

Solugao: Sao dados a circunferéncia de centro O passando por A (denotada por I'pa).

Pede-se a construcao da tangente passando por A.
Marque um ponto B em ['p4 diferente de A.
1. Construa a circunferéncia I'g4.
Seja C' o outro ponto de intersecao entre I'ps e I'ga.
2. Construa a circunferéncia I'4¢.
Seja D o outro ponto de intersecao entre I'gy e I'4¢.
3. Construa a reta r = AD.
Justificativa:
i. AABC = AABD, pois tem todos os lados congruentes (sao raios das circunferéncias).
ii. BO L AC.
iii. ZOAC' + ZBOA = 90°

iv. O ZBOA é o angulo central correspondente ao angulo ZBCA. Assim,

£LBOA =2/BCA

v. Como AABC e AABD sao isosceles e congruentes, temos /BCA = ZCAB = ZBAD.
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Assim,

LOAD = LOAC + LCAB + ZBAD
=/LOAC + £LBCA+ ZBCA
= /Z0OAC +2/BCA
= ZLOAC + ZBOA

= 90°.

A.1.16 Euclidea Nivel 3.5

Enunciado: Construa um circulo que passe pelo ponto A e seja tangente a linha indicada

no ponto B.

T1 B

Objetivo: Resolver com régua e compasso usando no maximo 6 vezes tais ferramentas.

Solucao: E dado somente a reta ry, um ponto A nao pertencente a r; e um ponto B
pertencente a ;. Pede-se por construcao uma circunferéncia passando por A e tangente a r;

em B.
Ideias, dicas e rascunhos:

Para um rascunho o centro da circunferéncia deve pertencer a dois lugares geométricos,
dos quais:
A circunferéncia deve ser tangente ao ponto B, logo o centro da da circunferéncia deve

pertencer a reta perpendicular a r; passando por B.

O centro da circunferéncia deve equidistar dos ponto A e B, logo deve pertencer a reta

mediatriz de A e B.
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Dados as dicas e ideias em um rascunho agora vamos a construgao:

1. Construa a circunferéncia de centro A passando por B (denotada por I'sp).

Seja C' o outro ponto de intersecao entre I' 45 e 1.

2. Construa a reta ry, = C'A.

Seja D o outro ponto de intersecao entre I' 45 e rs.

3. Construa a reta r3 = DB. (rs L r visto em 2.7)

4. Construa a circunferéncia I'g4.

Sejam E e F' os pontos de intersecao entre I'yp e I'g4.

5. Construa a reta ry = E'F. (ry é mediatriz do segmento AB visto em 1.2)

Seja GG o ponto de intersecao entre r3 e ry.

6. Construa a circunferéncia I'gp.

Justificativa:

i. ZCBD = 90°, pois é angulo inscrito correspondente ao angulo central ZC'AD = 180°
da circunferéncia I"4p.

ii. AG = GB, pois GG equidista de A e B uma vez que a reta r, é mediatriz de A e B

(visto em 1.2).
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