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Resumo

Este trabalho buscar trazer mais uma alternativa de estudo para a Elipse de
um modo que se possa conhecer a origem de seu estudo seguindo de suas definicdes
e buscando uma relevancia com suas aplicacdes direcionando os modos de producéo
focando no software Geogebra como ferramenta de estudo que trabalha parte
algébrica e geométrica simultaneamente que foi instrumento de estudo durante parte
pratica em nosso processo de ensino de em sala de aula. Finalizando com um estudo
de caso aplicado a uma turma do 3° periodo do curso de Matematica relacionado a
utilizacdo do Geogebra para aprendizagem das conicas, colhendo informacdes para
reflexdo do uso das tecnologias na Matematica.

Palavras Chaves: Elipse, Apolonio de Perga, Construcdes, Aplicacbes e

Geogebra.



Abstract

This work seeks to bring a further study alternative to Ellipse in a way that can
know the origin of its study following its definitions and seeking a relevance with its
applications directing the production modes focusing on the Geogebra software as a
study tool that works algebraic and geometric part simultaneously that was instrument
of study during part practical in our process of teaching of in the classroom. Finishing
with a case study applied to a class of the 3rd period of Mathematics related to the use
of Geogebra to learn the conics, gathering information for reflection on the use of
technologies in Mathematics.

Keywords: Ellipse, Apollonius of Perga, Constructions, Applications and

Geogebra
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Introducéo

Muitos alunos durante o ensino fundamental estudam a geometria
generalizando em grande parte conceitos de perimetro, area e volume, onde ao
ultrapassarem para ensino medio ja no ano final encontram uma novidade que é a
geometria analitica. Que inicialmente é trabalhado no plano bidimensional com os
estudos de pontos e retas, mas que devido as cargas horarias ndo chegam a uma das
partes mais interessantes dessa area que sao as conicas.

Talvez eles tenham familiaridade com suas formas como algo oval
exemplificando com a bola de futebol americano ou com as curvas que que sdo
realizadas nos lancamentos de projéteis e outros. Assim esse trabalho visa trazer a
estudantes uma alternativa de explorar esses mundos de conhecimento das cbénicas
com projecdo de sua base histérica evidenciando aqueles que contribuiram de forma
grandiosa.

A Elipse sera o foco do estudo sendo trabalhado compactamente com
assuntos esséncias nos primeiros capitulos para se familiarizarem com as defini¢cdes
gue Sao necessarios, uma vez que buscamos expor as generaliza¢des das equacdes
existentes como as reduzidas, paramétricas e sua forma na equacéo do 2° grau.

Um diferencial € que apos estudos tedricos de Menaecmus e Apoldnio de
Perga foram desenvolvidas exemplificacbes que possam retratar uso da Elipse em
nosso cotidiano como aplicagbes da Fisica, Arquitetura e Acustica, ou seja, uma
transicdo para praticidade que atraia o leitor com maneiras de obten¢des das cbnicas
por meio manual, desenho geométrico e com auxilio do software Geogebra.

Finalizamos com um estudo de caso da praticidade do estudo das conicas,
em nosso caso a Elipse, com a utilizacdo do Geogebra que € o software educativo
livre comum em grande maioria das escolas.

Iniciamos este momento tratando os conceitos da Elipse de maneira util, direta
e eficaz para os leitores, sendo fiel as definicbes dadas pelos ilustres matematicos

como Apolbnio de Perga até a evolu¢cdo computacional do Geogebra.
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1. Historico sobre as cOnicas

Ja analisou como séo os movimentos dos planetas em torno do sol? Ou como
avides e navios que percorrem grandes distancias conseguem se localizar no globo
terrestre? Ou como se constroi telescopios potentes?

Apesar de serem situacdes distintas, ha algo em comum que é a utilizacao

pratica da geometria analitica.

Figura 1: Aplicagdes da Elipse

Cada situacdo possui destaque atual em suas utilizacdes em nosso cotidiano
que sao frutos de estudos aprimorados, onde a Geometria Analitica possui grandes
contribuidores para que hoje pudéssemos trabalhar de modo objetivo através de
estudiosos como Menaecmus, Apol6nio de Perga, René Descartes e Fermat que a
partir desse momento podemos relatar alguns momentos historicos.

O estudo sobre as cbnicas é bastante antigo ndo existindo uma exatidao
guanto sua descoberta, mas podemos salientar que seus estudos aprofundados se
mantiveram grande parte na Grécia na qual destacaram trés grandes Matematicos
gue sdo Menaecmus inicialmente sendo qualificado por Aristeu até Apoldnio de Perga
considerado “O Grande Gebmetra”.

Menaecmus era um gedmetra que também estudava astronomia discipulado
por Euddxio na Academia de Platdo, onde segundo os historiadores, considerado o
descobridor das secBes conicas ao tentar fazer uma resolucdo no problema

matematico da duplicacdo do cubo conhecido também como problema deliano.
Menaecmus (c. 350 a.C.) deu duas
solu¢cBes do problema e, tanto quanto se sabe,
inventou as sec¢des conicas para este proposito.
(EVES, 2004, p.135)
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Podemos destacar que Menaecmus foi 0 primeiro matematico a manusear um
anico cone de revolucdo para obtencdo das secbes conicas quando cortado por
planos que ndo sao paralelos a sua base.

Posteriormente, as sec¢des coOnicas foram transformadas em um tratado
mencionado pelo Alexandrino Pappus em seu trabalho baseado nas escrituras do
gebmetra grego Aristeu.

De acordo com Eves (2004), as secdes conicas tiveram um grande avango
em suas definicbes com estudo do astronomo Apolonio de Perga com imensas

contribuigdes a ponto de obter a fama de “O Grande Gedmetra” por toda comunidade

grega.
Figura 2: Apolénio de Perga

O notavel gebmetra produziu um conjunto de oito livros com a denominagéo

Seccbes Conicas que contemplaria cerca de 400 proposi¢cdes — inicialmente os

guatros primeiros ainda existem em linguagem grega - com foco de complementar os
trabalhos ja realizados em seu ponto referencial como Menaecmus, Aristeu e Euclides
gue era seu referencial maior, uma vez que estudou com sucessores em Alexandria.
Segundo BOYER (2004) grande parte de seus trabalhos foram realizados baseados
pelo grande mateméatico Pappus no século IV.

Podemos relatar que seus quatros primeiros livros possuem maior evidéncia
nos estudos das secdes conicas, onde o livro 1V possui diferenciais de Apolénio em
relacdo a Euclides que disponibilizou teorias a respeito também das conicas.

A forma usual dos estudos sobre as secdes conicas se deu pelo O grande
gebmetra através do tratado em seu primeiro livro que mencionava que podemos
obter através de um cone circular duplo, reto ou obliquo. O diferencial € que ele n&o
utilizou um cone como estudavam o0s matematicos gregos anteriormente, pois eles
utilizavam Unico cone, mas usava a mesma metodologia de seccionar o cone com um

plano e que de maneira que variava certos angulos se concebia as secc¢des conicas.
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Apolbnio de Perga conseguiu elaborar de uma forma mais dinamica, substituindo o
cone de uma so folha por um duplo que inicialmente era de modo plano e utilizando
somente um Unico cone.

Segundo os historiadores Apoldnio foi autor das nomenclaturas das conicas
em Elipse, Hipérbole e Parabola seguindo os conceitos da escola pitagérica com
referéncia a utilizacdo dos calculos de areas dos triangulos, onde no caso da Ellipssis
(significado de falta) era representado quando um retangulo de area determinada era
aplicado a um segmento e faltando um quadrado e Hiperbola (um lancamento além)
usada quando a area excedia o segmento. No caso da Parabola(comparacédo) néao

indicava nem excesso nem complementacao.

Elipse Parabola Hipérbole

Figura 3: As secgdes c6nicas com terminologia segundo Apol6nio

Nesta imagem observamos que obtemos cada uma das cbnicas com
interseccBes com um plano em determinados angulos , onde no caso da Elipse o plano
interceptar o cone de modo que produza um angulo em relacéo a base menor que 90°
(caso seja paralela ela é chamada de Elipse degenerada que € equivalente uma
circunferéncia) , j4 a Parabola é obtida com quando o plano é paralelo a geratriz do
cone e a Hipérbole quando o plano é perpendicular a base do cone.

Um ponto importante a mencionar € que 0os gedbmetras gregos designaram
trés classes para as variacdes sobre as curvas. Primeira classe era os “lugares
geométricos no plano” contemplando retas e circulos. Ja a segunda era “lugares
geométricos soélidos” que é formada pelas secg¢des conicas e por fim as demais curvas

restantes foram classificadas em “lugares geométricos lineares”.
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Com os passar dos anos um nome que se teve destaque foi Pierre Fermat
com estudos aprofundados sobre as cénicas em 1629 como a equacao geral da reta,
circunferéncia e de algumas conicas com base dos trabalhos realizados por Apolénio
de Perga, produzindo a equacao da Elipse:

Ax?> + Bxy + Cy*+ Dx+Ey+ F = 0.

2. Conceitos basicos
Para melhor compressdo do estudo da Elipse se faz necessario dominar
algumas definicbes da geometria analitica relacionando com a algebra e a geometria

para algumas aplicacdes que veremos no decorrer.

2.1.Plano Cartesiano

Historicamente foi criado pelo ilustre matematico filésofo francés Rene
Descartes utilizando retas ortogonais denominada como sistema cartesiano ortogonal
caraterizado com duas retas orientadas X e Y, respectivamente, em Abscissa e
Ordenada que sao perpendiculares na mesma origem gue geram quatro partes iguais
denominado de quadrante, onde sua contagem € no sentido anti-horario.

Por um ponto qualquer plano se trangam perpendiculares sobre cada eixo,
determinando neles pontos P, e P, de tal maneira que x = OPx e y = OPy. Aqui
podemos associar cada ponto P do plano a um par ordenado de tal modo que o ponto
P possui coordenadas cartesianas simbolizada em P =(x,y) , segue que a

coordenada x é a abscissa e y a ordenada.

Ordenada

Abscissa

Figura 4:Plano Cartesiano
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2.2.Distancia entre dois pontos

Para o estudo da Elipse utilizamos os conceitos da distancia entre dois pontos
para verificacdo da definicdo d(P,F;) + d(P,F,) = 2a, nisto temos que existindo um
plano cartesiano, estabeleceremos a distancia entre o0os pontos A e B

geometricamente.

Figura 5: Distdncia entre dos pontos.

Observamos que no plano que os pontos possuem as seguintes coordenadas
A(x1,y1) € B(x3,y,), onde é perceptivel que forma-se um tridngulo retangulo que
denotaremos de AABC em que os lados que representam os catetos sdo AC e BC
com segmento da hipotenusa AB.

Para obtencdo da distancia entre os pontos A e B, ou seja, d(A,B)

desenvolveremos o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo construindo uma
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férmula que determina essas distancias entre dois pontos no plano cartesiano
conhecendo as coordenadas de cada ponto. Veja que:
Hipotenusa (AB) = D

Cateto AC = X, — X,

Cateto BC =y, —y,

Aplicando o Teorema de Pitagoras definimos que o quadrado da hipotenusa

€ igual a soma dos quadrados dos catetos.

D? = (Xp — Xo)? + (Yp — Yo)?

VD2 = (X, — X2+ (Y, — Yp)2

D=yXp— X)*+ (Y, — Y,)?

2.3.Lugar geométrico

Baseado em Eduardo Wagner na
Colecdo PROFMAT a definicdo sera dada
em: Lugar Geomeétrico da propriedade P &
0 conjunto de todos o0s pontos que
possuem essa propriedade.

Como exemplo a circunferéncia
que é o lugar geométrico dos pontos do
plano que se encontram equidistantes de

um ponto fixo. [Essa distancia

denominamos de raio da circunferéncia.
Vemos a seguir uma construcao do lugar

geométrico utilizando um compasso:

Figura 6: Circunferéncia
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i.  Marcamos um ponto fixo O no plano denominado centro da circunferéncia.
ii.  Utlizando um compasso, mercamos uma distancia R>0.
iii. Com a ponta base do compasso fixamos em O, fagamos um arco fechado,

movimentando 360°, gerando uma circunferéncia.

3. Defini¢cbes

Segundo Steinbruch & Winterle (1987) a Elipse é um lugar geométrico dos
pontos de um plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos é sempre constante,
ou seja, considerando dois pontos distintos F; e F, de tal modo que que a soma das
distancias entre eles a um ponto qualquer Elipse seja igual a 2a.

Algebricamente temos: d(P,F;) + d(P,F,) = 2a

Z2a

Figura 7:Elipse no plano
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A figura anterior ilustra a Elipse e seus elementos:

Focos: sdo os pontos F; e F,.

Reta focal: é a reta que possui os focos F, e F,

Distancia Focal: a distancia entre os focos F; e F,. distando 2c.
Centro: é o ponto médio C entre oS F; € F,..

Eixo Maior: € o segmento A;A,. de comprimento 2a .

Eixo Menor: é segmento B, B, de comprimento 2b.

Vertices: A; ,A,, B, B,

Excentricidade: € quociente entre c e a, isto é, e = 2 .

Outra informac&o importante que é valida a relagéo de Pitdgoras a? = b? + ¢?, em

que a € o comprimento de F;B; , ja b € o valor da metade do eixo néo focal e c é o

comprimento de F, A.

Figura 8: Teorema de Pitdgoras
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3.1.Equacdbes da Elipse
Para obtencdo da equacdo da Elipse devemos inicialmente observar onde
esta seu centro se est4 na origem ou ndo e também sua reta focal esté paralela a que

eixo, pois dai podemos esbocar as seguintes equacdes:

3.1.1. Equacao Reduzida

Caso o centro seja a origem e eixo focal em 0X.
Definimos em d (P, F1) + d (P, F2) = 2a, onde |PF,| + |PF,|= 2a

Algebricamente temos,

JE+02+(y—-0)2+/(x— 02+ (y—0)*=2a

JxZ+y2 +2xc+ ¢ = 2a - /x% +y% — 2xc + c2

(fx2+y2+2xc+c2 )2=(2a-/x2+y2—2xc+c2)?

x2 +y% 4+ 2xc+c? =4a? —4a/x2 +y2 — 2xc+ c2 + x? +y? — 2cx+ 2

4a\/x% + y? — 2xc + c? = 4a? —4cx

ayx2 +y2 — 2xc + c2 = a? —cx
Elevando ambos membros ao quadrado vemos
a?(x? +y? — 2xc + c?) = a* — 2a’xc + x%c?
(a? x% + a%y? — 2a%xc + a%c?) = a* — 2a%xc + x%c?
aZx? —x%c? + a’y? = a* —a%c?
(@2 = c?) x? + a%y? =a?(a® - ¢?)
Lembrando que a? — ¢ = b?,

b2 x2 + azyz = 22 b2
« . g 2 2
Dividindo ambos os membros por a? b2 chegamos em ;‘—2 + % =1, com reta focal

em 0X.
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Figura 9. Elipse com centro na origem e com eixo maior em OX

Caso o centro seja a origem e eixo focal em 0Y

Algebricamente temos

JE=02+(y+c)?+/x— 02+ (y—c)?=2a

JxZ +y2 +2yc+c2 =2a- /x% +y? — 2yc+ 2

(Vx2+y2+2yc+c? )2=(2a-/x2+y?—2yc+c?)?2

x2 +y2 + 2yc + c? = 42 — 4a\/x2 + y% — 2yc + cZ + x% +y? — 2yc + c?

4a\/x% +y? — 2yc + c2 = 4a® —4cy

ay/x2 +y2 — 2yc+c2 =a% —yc
Elevando ao quadrado ambos os lados
a’(x%? +y% — 2yc + c?) = a* — 2a%yc + y?c?
(a® x? + a%y? — 2a%yc + a%c?) = a* — 2a%yc + y?c?

2.2

2y2 = a* —a%c

a’x?—y%c?+ a



(a2 —c?) y? + a?x? =a’(a? — c?)
Temos que a? — c¢? = b?,

b2y? + ax? = a? b?

Dividindo ambos os membros por a? b> chegamos em

o
o

Figura 10. Elipse centrada na origem e com eixo maior em OY.

Caso o centro esteja fora da origem

xn2 w2
< ZO) + O=Yo) 1,comreta focal no eixo 0X.
a b2

Figura 11. Elipse fora da origem e com eixo maior paralelo a abscissa.
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(x —x0)> (¥ —y0)?
b2 + a?

= 1,comreta focal no eixo OY

Figura 12. Elipse centrada fora da origem e com eixo maior paralelo a ordenada.

3.1.2. Equagdes Paramétricas

Parametrizacdo é um método na matematica que viabiliza trabalhar as
equacbes com novas incognitas denominadas parametros que se apresenta
frequentemente nos estudos de Geometria Analitica em equacgfes e no Calculo nos
casos de curvas.

Para encontrarmos a equacéao da Elipse parametrizada temos como base a

X

2 2
equacao da Elipse =t Z—Z = 1, onde no plano temos ponto 0 que sera o centro de uma

circunferéncia com raio igual ao eixo maior A da Elipse da imagem a segquir.
Utilizando um ponto T(x,y) qualquer da Elipse. Existe uma reta que passa

pelo ponto T de modo que seja paralela ao eixo das ordenadas, de tal modo que que

intercepta no ponto A e ao raio A0 da circunferéncia que gera um angulo a com eixo

das abscissas.
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-9 -8 -7 -6

Figura 13: Elipse inscrita na circunferéncia

Observando a imagem vemos que essas intercessdes produz um triangulo
A;0A de modo que:

cos(a) = %, segue 0A;= OA.cos(a),istoé, x =a.sena

Como o centro € na origem, entdo temos como x como um dos pontos da

Elipse logo podemos substituir na equacéao da Elipse.

x2 yZ
2 !

a? ﬁ:1
2 2
a
E.cosza +%= 1
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2]—2 =1—cos’a
yZ
— =sen’a
b2

y? = b2 sen’a

y =b.sena
Podemos concluir que a cada valor de «a corresponde a um Unico ponto da
Elipse e quando o angulo variar de modo que seja 0 < a < 2m, ela descrevera pontos
no sentido anti-horario produzindo uma Elipse. Neste caso a € o parametro para

obtencado das equacgfes paramétricas que vemos a segulir.

X =a.sena
{y = b.sena

3.1.3. Translacéao
As conicas podem ser movimentadas no plano cartesiano obtendo um sistema
COmM NOVOoS eix0s que possuem as mesmas medidas, mesma direcdo e 0 mesmo

sentido da abscissa e ordenada na

qgual conceituamos de translacédo de . .
eixos.

Utilizaremos o plano i 1 ?
cartesiano que sobreposta

tracaremos um novo sistema

ortogonal com eixos 0X'e OY' que L

sdo paralelos respectivamente aos X

eixos da abscissa e ordenada com %ot ¥

origem centrada no ponto 0'( xy, ¥,).

Figura 14. Translagdo.
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Vemos no esboco do grafico o ponto P que pertence ao eixo 0X'Y’ com
coordenada (x',y') e jA suas coordenadas no sistema ortogonal O0OXY sé&o
determinadas em (x,y).

Se K, e E sdo vetores unitdrios na direcdo e sentido respectivamente dos

eixos 0X e 0X segue a proposicdo que:

OP = x.E) + y.K_)z
0P = XK +7.K,
00" = xo. Ky + Yo K,
Por definicao
0P =00+ 0P
Segue
K +y.K, =x0.K +yy.K +x. K +y.K,
x K +y.K, =(x,+x).K+, +¥).K,
Portanto relacionamos as coordenadas do ponto P nos sistemas 0XY e OX'Y’

nas seguintes equacoes:

y =Yooty

3.1.4. Equacao Geral do 2° grau

Por definicdo a equacdo de uma reta qualquer é considerada linear nas
incognitas x e y se apresentar na forma Ax + By + C = 0, onde os coeficientes A e B
sdo nao-nulos. No caso das seccles conicas podem ser representadas por uma

equacdao do 2° grau com incognitas x e y na forma:
Ax? +Bxy + Cy? +Dx+Ey+F =0
, onde A e B séo néo nulos simultaneamente.

No caso da Elipse ha algumas restricbes que demostraremos a seguir veja:

Seja uma elipse em centro (x,, y,) com eixo focal em 0X,
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(x — xo)z v - 3’0)2
z T b !

segue que,

x2—2.x.x9 +x5° Yy —2.y.y0 + o2
2 + =1
a b?

b%x? — 2.b%. x.xy +b?xy% + a’y? — 2.a%.y.y, +a’y,? = a’b?

b%x?+ a?y? — 2.b%. x.xy —2.a%.y.yy +b%xy? +a’y,? - a’h? =0

, onde esta na forma de uma equacéo do 2° grau em Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey +
F=0 ,isto que A=b%3B=0, C=a? D=-2.b%xy,E=-2.a%y, F= b?x,?
+a’y,? - a®b?.

Assim chegamos a definicdo de Delgado, Frensel e Crissaff (2013) que a

equacdo geral do 2° grau da Elipse é dada por Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0.

4. Construcdes da Elipse
4.1. Uso de barbante

Uma das construcdes classicas mais didaticas em que é necessario somente

um barbante e dois pregos sobre uma base de madeira. Instrucoes:

a. Inicialmente fixamos os dois pregos na base de madeira.
b. Utilizaremos o barbante com comprimento maior que a distancia

presente entre oS pregos e amarraremos suas extremidades nos pregos.

c. Com um lapis esticaremos o barbante fazendo procurando fazer um

movimento hordrio ou anti-horario de modo que ao final possa produzir uma elipse.

Figura 15: Elipse através de barbante
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Reflexdo: Admitimos que os pregos seréo os focos presentes na Elipse e que
cada momento que produzimos a cbnicas ela mostra fixamente a definicao algébrica
gue a soma das distancias dos focos até um ponto qualquer da Elipse sempre sera

constante.

4.2 Elipségrafo

E um instrumento mével que produz a Elipse por meio de tracos articulados
baseados nos focos fixados.

A construcdo existe de modo que ao se deslocar parte do mecanismo (que
percorre um circulo) um de seus pontos (aonde fixamos o lapis) - que foi
apropriadamente construido - percorre um deslocamento que a cada momento
visivelmente vem definindo a forma de uma Elipse.

Figura 16. Elipségrafo.



Figura 17. Movimentagdo inicial no sentido hordrio

Figura 18. Movimentagdo de finalizacdo da Elipse.
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Figura 19. Elipse finalizada com a movimentagdo de 360°.

Figura 20. Elipse construida com Elipségrafo.
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E um objeto dinamico para o estudo da Elipse, pois as pecas do Elipségrafo
podem ser esbocadas como elementos de origem, foco, reta focal e Teorema de
Pitdgoras, pois seus eixos perpendiculares fixos permite uma forma que durante as
movimentacgdes das barras de circulagdo forme um triangulo retangulo submetendo a

forma A% = B? 4+ C?.

4.3.Desenho Geométrico

Usaremos como ferramentas a régua, compasso e lapis, vejamos 0s passos:

a. Tracamos inicialmente um segmento de reta a escolha e fixaremos no ponto

meédio o ponto de Origem, onde as extremidades serdo os vértices Ae A’ e em

sequéncia os focos Fe F’.

o—@ O 0
A F 0 Froa

Figura 21: Semirreta AA'

b. A partir de F e F’ tragcamos arcos de tamanhos iguais marcando os pontos 1, 2,
3e4e1,2,3ed4.

A F 1 2 3 4 o 4 3 2 1" F A

Figura 22: Semirreta AA' com arcos

c. Com a ponta seca do compasso em F e raios A1’, A2’, A3’ e A4’ e depois com

centroem F’ e arcos A’l, A’2, A’3 e A'4, tragcamos 0s arcos.
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1 2 3 4 0 4 3 2
Figura 23: Tragos de arcos

d. Centrado em F com raios Al, A2, A3 e A4 e depois com centro emF’ e

raios A’1, A’2, A’3 e A’4, tracamos arcos de modo a interceptarem 0s primeiros.

6y
ot

Figura 24: Intercessdo dos arcos.

AI

e. A curva que passa pelas interseccOes e pelos vertices Ae A’é a elipse de
centro O e focos F e F’. O segmento de reta ortogonal ao eixo AA’ que passa pelo
centro O, é o0 eixo menor, cujas extremidades sdo as intersec¢cbes com a elipse
formando seus vértices B e B'.
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Figura 25: Elipse tragada

4.4.Aplicagbes no Geogebra

Uma das dificuldades € de alguns alunos é relacionar os elementos algébricos
a parte geométrica nisso o software Geogebra se destaca no meio educacional na
matematica, pois podemos ter uma nocdo real destes conceitos além do facil

manuseio, uma vez que é distribuido em diferentes aparelhos eletrbénicos.

GeoGebra é um software de matematica dindmica para
todos os niveis de ensino que retne geometria, algebra,
folhas de calculo, graficos, estatistica e calculo em uma
aplicacao facil de utilizar. GeoGebra € uma comunidade
em rapida expansdo de milhdes de utilizadores
localizados em praticamente todos os paises. GeoGebra
tornou-se lider no fornecimento de software de
matematica dindmica, apoiando a ciéncia, tecnologia,
engenharia e matematica (STEM) educacao e inovacdes
no ensino e aprendizagem em todo o mundo.
(https://lwww.geogebra.org/about?ggbLang=pt_PT.
Acesso: 05 out. 2018)


https://www.geogebra.org/about?ggbLang=pt_PT
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O software Geogebra foi desenvolvido pela Matematico austriaco Markus
Hohenwarter para suas aula de geometria em 2001 que contou com tanto sucesso
que foi administrada posteriormente pela Florida Atlantic University buscando
aprimoracdes. Seu home é oriundo da jungéo de dois termos da matematica Geo da
Geometria e Gebra da Algebra que sdo vertentes deste programa que de carater
gratuito.

A praticidade do Geogebra é um dos destaques em que podemos relacionar
pontos, retas e planos com suas definicdes algébricas, além de conter uma variedade
de versGes com uso plano bidimensional, assim como tridimensional chamado de
Geogebra 3D e a recente Realidade Virtual.

O Geogebra software livre € uma ferramenta muito importante para
desenvolvimento das TICs na educacdo matematica, pois h4 uma necessidade do
maneio de novas tecnologias na docéncia como mencionou a 0s Parametros
Curriculares nacionais que:

s

Aos softwares educacionais € fundamental que o
professor aprenda a escolhé-los em funcéo dos objetivos
qgue pretende atingir e de sua prépria concepcdo de
conhecimento e de aprendizagem, distinguindo os que se
prestam mais a um trabalho dirigido para testar
conhecimentos dos que procuram levar o aluno a
interagir com o programa de forma a construir
conhecimento. (PCN, P.25)

Outro fator importante sobre a TICs na educacédo como o Geogebra e outras
midias sdo suas implementacdes na nova Base Nacional Curricular Comum que € um
documento buscando uma padronizacéo da educacéao brasileira, que possui como um
ponto forte aliando educacao com as tecnologias que € uma corrente educacional:

Entendemos que em uma nova midia, como a
informatica, abre possibilidades de mudancas do
proprio conhecimento e que é possivel haver uma
ressonancia entre uma dada pedagogia, uma midia e
uma visdo de conhecimento. (BORBA & PENTEADO,
2001, P.45)


https://pt.wikipedia.org/wiki/Florida_Atlantic_University
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4.4.1. Funcéao Conicas
Para o estudo da Elipse no Geogebra existe a fungcéo Conicas que ao selecionar

exibe as opgdes de producao da Elipse, Parabola e Hipérbole.

AL OO)4 N e Q =
+ ) Elipse @&

<3 Hipérbole

\‘\ Parsbola

7Y s c 1
{3 cénica por Cinco Pontos

Elipse

Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse

Figura 26. Fungdo Cénicas.

Selecionamos no plano dois pontos ndo coincidentes que serdo os focos fixados para a Elipse.

AL OO)4 N = e Q =
@ A=(3-) A &
- 3
O B=(32
2
+
;
9 8 7 6 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
-1
AA AE
-3
4
-5
I N
7 Q
s |24
=

Figura 27. Determinando os focos para Elipse.

Ap0s fixados os focos teremos que determinar um terceiro ponto ndo coincidente aos focos

de modo que a cada deslocamento esbocard a Elipse com excentricidades diferentes.
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'A//:_/L\._@éfzxﬁ.{. Q =
QO A=(32) N &
. 3
@ B=(-2
2
© C=(202 -436)
)
® c: Elipse (A, B.C)
— 11863 + 262.6y2 + 10504y =896. — 3 T & & B T
+
i
s Q
-8
=

Figura 28: Elipse finalizado dado os focos e determinada o ponto C sobre a mesma.
4.4.2. Funcéao Cinco Pontos
Outra maneira de obter a Elipse é utilizando a funcéo cinco pontos que é uma

maneira pratica de producédo, onde fixando quatro pontos distintos em qualquer lugar

no plano podemos fazer qualquer cénica variando o ultimo ponto.

Pontos -

Ne >\/ \-A "’(. /'A\JJ ]’\‘\/‘F B

Retas

AR

P

. 20

Circulos

@@ & CAN0

D10
L
Poligonos

Ly b
M. "
7| < f«" v
Conicas
O 3] e Se
v IS

Transformar

-6
P AFSIENIESIEANS i
.

Figura 29: Fungdo cinco pontos.
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Quando é fixado os quatros pontos no plano no Geogebra o posicionamento

do quinto ponto determinara uma das conicas que neste caso outra Elipse.

Pontos

AR SN ’

Retas

Circulos
OO 9 Caao

é{; (:j

Poligonos -
[ NEIr=Y

i b' : -3
Conicas

o ] e e

o/ -
Transformar

o ;
P K \
H o%

Figura 30: Elipse com a fung¢éo cinco pontos

4.4.3. Utilizagao do Circulo Diretor

Faremos uma construcdo mais elaborada que é utilizando um circulo diretor
gue sera a referéncia para producéo da Elipse, pois o ponto deslizante estara situado
sempre no circulo que ao movimentarmos em 360° automaticamente desenhara a

Elipse que esbocaremos a seguir.

a. Inicialmente devemos marcar os focos A e B, onde serd construida em
um deles o centro que ira formar o circulo e determinamos um certo ponto

C sobre o mesmo. Logo apdés fagamos dois segmentos AC e CB.
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-6

Figura 31: Circulo centrada no foco A.

b. Determinado o segmento AC e usaremos a funcéo ponto médio ao mesmo

gerando o ponto D na qual utilizaremos para formar o segmento BC.

-6

Figura 32: Ponto médio D de AC



C.
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No segmento BC tracaremos a Mediatriz que interceptara o ponto D inicialmente.
Selecionando a funcéo rastro em D e deslocando o ponto C no sentido horario o

rastro comeca a desenhar a elipse desejada.

)

Figura 33.0btengdo do ponto D que serd utilizado para rastro.

Figura 34. Movimentagdo do ponto C sobre o circulo, onde o ponto D desenha parte da Elipse.



Figura 35. Finalizando a Elipse com a movimentagdo do ponto C.

Figura 36. Produgdo da Elipse através do Circulo diretor.

Para melhor entendimento esta disponivel em https://www.youtube.com/watch?v=2XvW-EbE4Xs.
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https://www.youtube.com/watch?v=2XvW-EbE4Xs
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4.3. Realidade Virtual

Geogebra possui uma ferramenta inovadora que a utilizagdo da realidade
virtual, uma ferramenta nova que faz a diferenca ao trazer uma melhor compreenséao
dos elementos que estdo no plano que podemos visualizar em 3D que hoje s6 é

possivel para aparelhos que possuem o sistema IOS.

z=x+ylyl 21, X

@ z=x+1ly<1 x

@ z=x+ylyl21. X

@ z=x+1Jy<1 X

Figura 37: Realidade virtual no Geogebra
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Semelhante ao Geogebra tradicional basta fazer as equacdes a escolha, em

. . . . xz 2 2
nosso caso indicamos uma elipsoide = + 2’—2 + i—z =1.

a?

5. Aplicacdes da Elipse

5.1.Lei de Kepler

Kepler foi um dos fisicos mais renomados na area da astronomia, onde em
seus estudos determinou leis que sao respeitadas até hoje, na qual utiliza o conceito
de elipse .A primeira lei a ser definida € conhecida como lei das 6rbitas que
estabelece que os movimentacbes dos planetas ao redor do Sol ou a trajetéria de
satélites ao redor de planetas possui formato eliptico e o corpo que esta sendo
orbitado ocupa um dos focos da elipse.

Figura 38: Movimentagéo dos planetas na forma eliptica

No caso da trajetdria dos planetas ao redor do Sol, o ponto em que eles estéo
mais longinquo da estrela € chamado de afélio, e o ponto de maior proximidade é

denominado de .periélio.

5.2.Coliseu

O Coliseu, Anfiteatro Flaviano, € uma das sete maravilhas do mundo.
Localizado em Roma na Italia foi inicialmente construido por Vespasiano com uma
capacidade aproximada para 50.000 a 80.000 espectadores.

O edificio forma uma elipse em suas camadas internas com perimetro de 527
m, com eixos medindo aproximadamente 187 e 156 m. A arena medida cerca de 4644

m? com altura atual atinge 48,5 m.


https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/o-sol.htm
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Figura 39: Planta do Coliseu.

5.3.Reflexao

A elipse é denominada como uma curva que possui dois pontos de referéncia
gue séo os focos. A reflexdo da Elipse se da a partir de um dos focos tracando um
segmento de reta qualguer. O segmento produzido encontra-se a elipse num ponto, e
se a partir deste tracarmos outro segmento que faca com a curva um angulo igual ao
do primeiro segmento, o0 segundo segmento passa pelo outro foco.

Figura 40: Reflexdo aos focos

Uma aplicacdo relacionada a reflexdo Optica existem nos dispositivos de
iluminagcao dos dentistas, onde consiste em um espelho com um molde de um arco
de elipse e numa lampada que se coloca no foco aproximado. A luz da lampada é

direcionada pelo espelho ao foco para iluminar a area desejada.
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Figura 41: Projegdo da reflexdo

Outra aplicacdo semelhante chama-se a Galeria de Murmdarios, onde trabalha
com a reflexdo utilizando formas de um elipsoide na qual dois individuos posicionados

nos focos e um deles comecar a falar o outro ouvira de forma clara.

6.Estudo de caso sobre o0 uso do Geogebra utilizando em sala de aula.

Durante as aulas de Geometria Analitica o Prof. Dr. Isaac Dayan propés a turma
a realizacdo de um artigo relacionado as conicas, como eram trés mestrandos foi
direcionado a Elipse, Parabola e a Hipérbole respectivamente para cada um, que apos
a finalizacdo do mesmo surgiu a acado de aprimorar e transformar em dissertacao,
onde um estudo de caso seria um componente adicional para nossos trabalhos.

O estudo de caso foi realizado na turma do 3° periodo do curso de Licenciatura
Plena em Matematica da Universidade Federal do Acre que cursavam a disciplina de
Geometria Analitica no primeiro semestre de 2018 que iria iniciar o estudo das
definicbes de conicas para finalizar os contetudos para a segunda avaliacao bimestral.

A ideia inicial era investigar o impacto da utilizacdo do Geogebra para estudos
das conicas antes da avaliacdo. Antes de iniciadas as apresentacfes foram
distribuidas uma pesquisa com o consentimento dos alunos para saber o nivel de
aprendizagem sobre esse assunto, onde foram indagados se conheciam as equacoes,
as formas geométricas, 0s seus elementos e havia manuseado o software geométrico,

na qual irlamos comparar futuramente apos as aulas.
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6.1.A pesquisa

A turma de mestrado do PROFMAT da UFAC 2016 orientado pelo Prof. Dr.
Isaac Dayan Bastos da Silva produziu um questionario direcionado a Geometria
Analitica para obtencéo dos niveis de conhecimento da turma de matematica em
relacdo as conicas sobre os conhecimentos basicos como a forma geomeétrica,
equacdes e elementos para que depois de certos momentos os discentes na sua aula
pudessem estudar esse contetdo de uma forma alternativa utilizando o software
Geogebra.

Chegado o dia aula os mestrandos ministraram uma aula revisdo sobre os
conceitos gerais das conicas utilizando o Geogebra e ao final foi realizada novamente
0 mesmo questionério para verificar se houve alguma evolucdo no conhecimento de
cada discente. A finalidade dessa aplicagéo antes e depois foi investigar de que forma

0 uso do software auxilia no ensino da geometria analitica.

6.2.Metodologia
Foi organizada uma aula direcionada as conicas com o0s mestrandos do
PROFMAT em que foi organizado um plano de aula individual sobre as defini¢cdes de
cada uma das conicas com seus respectivos elementos para producéo dos graficos.
Os conceitos também foram apresentados utilizando o software Geogebra
que além de mostrar passo a passo suas definicdes, também foram apresentados
métodos de producdo através das guias disponiveis do software como Lugar

Geométrico, codnicas, cinco pontos e utilizando um circulo diretor.

Figura 42: Aula sobre a Elipse com Geogebra
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6.3.Questionario

Este momento visamos mensurar os resultados dos estudos das conicas
utilizando Geogebra que foram trabalhados em dois momentos que foram antes e
depois da aula com software, onde inicialmente entregamos um questionario de
Termo de consentimento dos alunos para divulgacdo para trabalhos futuros
juntamente com trés perguntas relacionadas aos graficos, equacdes e elementos de
cada conicas.

Passada um periodo foi realizada a ministracdo da aula, onde cada
mestrando trabalhou sua respectiva conica com Geogebra que ao final foi distribuida
outro questiondrio para cada aluno com a finalidade de comparacédo dos resultados
em relacdo de acertos e erros.

Os questionarios que estdo em anexos neste trabalho foram analisados
individualmente, os quais tabulamos percentualmente para que pudéssemos extrair

0S pontos positivos e negativos do uso Geogebra em sala de aula que vemos a seguir:

1°) Marque o grafico da Elipse com (1), a da Hipérbole com (2) e a Parabola com (3).

ACERTOS EM RELACAO AOS GRAFICOS

100
80
60
40
20

HIPERBOLE PARABOLA ELIPSE

B ANTES DAAULA ®DESPOISDAAULA =

Grdficos 1. Acertos em relagdo aos grdficos das conicas.
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2°) Marque a equacéao da Elipse com (1), a da Hipérbole com (2) e a Parabola com

(3).
ACERTOS EM RELACAO A EQUACAO

100
80
60
40
20

HIPERBOLE PARABOLA ELIPSE

HANTES DAAULA  HEDEPOIS DA AULA

Grdficos 2. Acertos sobre as equagdes das cénicas.

3°) Nos graficos, indique as letras dos focos e vértices das conicas.

ACERTOS EM RELACAO AOS VERTICES

A7

HIPERBOLE PARABOLA ELIPSE

100

95

90

85

80

75

B ANTES DA AULA  EDEPOIS DA AULA

Grdficos 3.Acertos em relagdo aos vértices de cada conica.
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ACERTOS EM RELACAO AO FOCO

100
80
60
40

20

HIPERBOLE PARABOLA ELIPSE

B ANTES DAAULA mDEPOIS DAAULA mColunal

Grdficos 4. Acertos em relagdo ao foco de cada cénica.

4°) Vocé conhecia o software Geogebra antes da aula ministrada?

Tabela 1: Conhecimento prévio antes da aula

Sim Nao
97% 3%

5° Como vocé avalia a aula ministrada sobre as conicas com auxilio do Geogebra?

Tabela 2: Avaliagéo da aula com auxilio do Geogebra

Ruim 0%

Regular 3%
Bom 42%
Otimo 55%

6°) O uso do Geogebra contribuiu para compreensédo dos conteudos das cénicas?

Tabela 3: Contribuigdo do Geogebra para compreensdo das cbnicas

Sim Nao
100% 0%
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7°) Vocé acha que a utilizacao de softwares educativos € importante para fixacédo

dos contelidos?

Tabela 4: Opinido sobre a importdncia dos softwares educativos

Sim Nao
97% 3%

8°) As diferentes formas de construir as conicas auxiliou na compreensao do

conteudo?

Tabela 5: As diferentes maneiras de construgdo das cénicas facilitou a compreensdo.

Sim Nao
100% 0%

6.4.Discussao dos resultados

Durante essa pesquisa estavamos buscando a conexao entre a ministracao
das aulas formas tradicionais e a proposta de aceita¢géo das tecnologias educacionais
para os estudos entre os discentes presentes.

Percebemos alguns pontos importantes ao analisar os graficos e tabelas
acima a discutir em relacdo as partes algébrica e geométrica das coénicas
apresentados no questionarios na primeira e segunda pergunta em que os alunos
possuem um dominio maior nos esbocos da Elipse, Hipérbole e Parabola que em suas
préprias equacdes ao que podemos remeter ao ensino médio que durante 0s anos
iniciais hd uma praticidade maior em relacédo da seccao cbnica Parabola, em especial
ao esboco do grafico no plano cartesiano. Claro que as equacfes sao distintas do
ensino médio e superior, mas pelo menos a designacéo de veértices € algo em comum.

Outro ponto importante é a familiaridade dos discentes que estdo no 3°
periodo possuindo conhecimentos a respeito do Geogebra que além disso a
propensao de utilizar essa ferramenta para trabalhos futuros em sala de aula como
docente, onde isso vemos na 6° pergunta sobre o uso do Geogebra se contribuiu para
compreensao dos conteudos das conica,

Pontuamos também na pesquisa que existe uma compreensao melhor das

cbnicas com o Geogebra, afirmada com 100% dos alunos, onde eles avaliam como
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importante 0 uso de tecnologias na educacdo que é uma tendéncia no meio da
educacao e reafirmando com analise da tabela com todos alunos na 8° pergunta sobre
as diferentes formas de construir as conicas auxiliaria na compreenséo do conteudo.

Portanto vemos que os softwares sao importantes em todos nos meios da
educacao e na matematica nao é diferente, uma vez que o Geogebra € um programa
com funcionalidades diversas que atrai os interesses dos alunos quanto ao professor
também em melhorar suas metodologias e que acarretara a cada profissional a se

qualificar sobre as tecnologias atuais resultando positivamente.
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7. Consideracdes finais

A Geometria Analitica se destaca pela fusdo entre os estudos algebra e dos
conceitos geométricos que vai além disso modelando problemas do nosso cotidiano
visto ocultamente por cada pessoa seja em formas ou objetos. O que objetivamos
neste trabalho foi abordar as diferentes formas de construcdo da Elipse e associar a
um estudo de utilizacdo de software no ensino dessa coénica.

Durante este processo de estudo verificamos que muitos alunos tratam com
maior familiaridade as cénicas de modo geomeétrico, j& que no caso a Elipse durante
a pesquisa ndo era dominada de forma expressiva em comparacédo a Parabola e logo
direcionamos que isso se deve ao estudo prévio existe ano inicial do ensino médio.

Outro ponto que podemos considerar importante € a propagacdo do uso do
Geogebra como material de apoio para professores, uma vez que o publico de nossa
pesquisa afirmou a eficacia de estudar com esse software, onde esses futuros
docentes podem explorar as cénicas utilizando ndo somente usando o livro didatico,
mas sim com apresentagdo bidimensionais, tridimensionais e com a realidade virtual
existente no Geogebra.

O que podemos ressaltar € que as conicas em geral possuem propriedades
notaveis, evoluidas ao decorrer do tempo de tal modo que elas foram aprimoradas
com materiais mais diversos como o software Geogebra que € uma ferramenta
primordial para um bom profissional que queira melhorar suas metodologias. A
Matematica possui varios campos que podem adaptar essas novas metodologias,
uma vez que o GeoGebra citado em nosso trabalho possui varios modelos aritméticos,
algébricos e Geomeétricos.

Outra ressalva importante que as conicas € um assunto muito importante e o
ensino desse conteudo nas escolas publicas deveria ser melhor aproveitado em
virtude da sua praticidade e possibilidades de interdisciplinaridade quando se
apresenta em outras disciplinas, como por exemplo na fisica, além da relacdo com

outros conceitos matematicos.



55

8. Referéncias

BOLDRINI, J. L. et al. Algebra Linear. 3. ed. S&o Paulo: Harbra, 1980.

BORBA, M. C. PENTEADO, M. G. Informatica e educacdo Matematica. 3.ed. Belo
Horizonte. Auténtica. 2007.

BOYER, B. C., Historia da Matematica. Sdo Paulo: Editora Edgard Bliicher, 1996.

STEINBRUCH, A; WINTERLE, P. Algebra Linear. 22 Edigdo. Sdo Paulo: Editora

Pearson Makron Books,1987.

EVES, H. Introducdo a histéria da Matematica. 3° Edicdo. Sdo Paulo: Editora
Unicamp, 2008.

WINTERLE, P. Vetores e Geometria Analitica. 1° Edicdo. Sado Paulo: Pearson
Makron Books, 2000.

IEZZI, G. Fundamentos de Matematica Elementar 7. 2° Edicdo. Sao Paulo: Atual
Editora, 2005.

SILVA, A. A.da. SANTOS, M. A. S. As Cbonicas de Apoldnio. Anais do Xl Encontro
Nacional de Educacéo Matemética. Disponivel em:
http://www.sbem.com.br/enem2016/anais/pdf/5062_3970 ID.pdf. Acesso em 17. out.
2017.

MARTINS, C. P. Topicos de geometria analitica: elipse. 64f. Dissertacdo de

Mestrado- Universidade Federal de Goias. Goiania, 2013

BANDEIRA, S.M.C., BEZERRA. S.M. C. Metodologias alternativas no ensino da
matematica. Disponivel em http://www.ufac.br/site/unidades-administrativas/orgaos
complementares/edufac/revistas-eletronicas/revista-ramal-de-ideias/edicoes/edicao-

1/caminhos-dos-numeros/metodologias-alternativas-no-ensino-da-matematica/view.

Acessado em 20.dez.2017


http://www.ufac.br/site/unidades-administrativas/orgaos%20complementares/edufac/revistas-eletronicas/revista-ramal-de-ideias/edicoes/edicao-1/caminhos-dos-numeros/metodologias-alternativas-no-ensino-da-matematica/view
http://www.ufac.br/site/unidades-administrativas/orgaos%20complementares/edufac/revistas-eletronicas/revista-ramal-de-ideias/edicoes/edicao-1/caminhos-dos-numeros/metodologias-alternativas-no-ensino-da-matematica/view
http://www.ufac.br/site/unidades-administrativas/orgaos%20complementares/edufac/revistas-eletronicas/revista-ramal-de-ideias/edicoes/edicao-1/caminhos-dos-numeros/metodologias-alternativas-no-ensino-da-matematica/view

56

ANDRADE, N. C. Explorando a elipse com o auxilio do Geogebra. Trabalho de

Concluséo de curso — Universidade Federal do Amapa. Amapa, 2016.

RODRIGUES, G. F. As curvas coOnicas no Geogebra. Dissertacdo de Mestrado-
Universidade Federal de Alagoas. Maceio, 2015.

HOWARD, A., RORRES, C. Algebra Linear com Aplicacdes. 8. ed. Porto Alegre:
Bookman, 2001.



Anexos

57



Pesquisa sobre Geogebra para o Ensino de Conicas

Prof. Isanc Dayan Bastos da Silva
18 de dezembro deo 2017

1) Marque o grafico da elipee com (1), a da Mpérbole com (2) © n parabols com (3)
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2%) Margie & oguacho g clipse com (1), a da kipérbole com (2) ¢ a panibola coas (3).
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Pesquisa sobre Geogebra para o Ensino de Conicas
Prof. Isanc Dayan Bastos da Silv

18 de dezembeo de 2017

Y} Murque o grafico da dlipse com (1), & da hipérhole oom (2) o a pardhols com (3).
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2*) Marqoo s oquagan da clipso coen (1), & da Lipérhole com (2) e a parsbola com (3).
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1) Voot conhecla o softwiry Geopebra sntes da auls ministrads?

§) Sim () Nio

) Coune vood svalin a aula ministrada sobre conkess cot o axillo do Goegnbea?

()Ruim () Reguler () Bom §) Otimo

.

6%} O uso do Googeben contribula para & compreensao do cunteddo sohre cdnicas?
§) Sim () Nso

7*) Voot acha que a utilfzacsio de softwares educativos & importante pecs 3 fixscio de conteddos?

) Sm () Nio

B%) As diferentes forma do coastouir as cinkcas mpdlion ss compreersio do comteddo?

§) Sim () Nao




