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RESUMO

Esse trabalho apresenta o desenvolvimento do método axiomdtico a partir de Eu-
clides e sua obra os Elementos. Apresenta as discussdes sobre eventuais erros légicos,
sobre o postulado das paralelas e como essa reflexdo levou matemaéticos a chegarem
nas geometrias nao euclidianas e independéncia de axiomas. A consolidagcdo do mé-
todo axiomatico na matematica vem com David Hilbert e sua magistral obra Funda-
mentos de Geometria, a qual nos deu suporte para elaborar uma nova axiomadtica para
a geometria euclidiana plana, mais moderna e sem apresentar erros lgicos cometi-
dos por Euclides. Ao formalizar tais axiomas com uma linguagem de primeira ordem,
deparamo-nos com alguns problemas com os axiomas de continuidade, que néo sdo
formalizdveis em primeira ordem. Por fim, apresentamos um modelo para a geometria

euclidiana e um modelo para uma geometria ndo euclidiana.

Palavras-chave: geometria, postulado, paralelas, Euclides, Hilbert, axioma
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ABSTRACT

This study presents the development of the axiomatic method based on Euclides
and his work Elements. It discusses possible logical errors, the postulate of parallels
and how those led mathematicians to conceive non-euclidean geometries and the in-
dependence of axioms. The consolidation of the axiomatic method in mathematics is
attributed to David Hilbert and his magistral work Foundations of Geometry. It estab-
lished a new axiomatic for the plane euclidean geometry, more modern and without
logical errors as seen in Euclid’s work. By formalizing such axioms in a first order
language, we find issues with the continuity axioms as they are not formalizable in
that order. Lastly, we present a model for the euclidean geometry and another for the

non-euclidean geometry.

Keywords: geometry, postulate, parallels, Euclid, Hilbert, axiom


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Your complimentary
use period has ended.
- CO m p I ete Thank you for using

PDF Complete.
Click Here to upgradei
Unlimited Pages and E

CONTEUDO
INTRODUCAOQ]| 1
(l _LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM]| 3
1.1 Linguageml| . . . . . . . . . . . . . . i e e 4
1.2 mantical . . . . .. L e e e e 9
[1.3 Sistemas tormais de axiomas e Sintaxel. . . . . .. ... ... ... ... 13
|2 AXIOMATIZACAO DA GEOMETRIA PLANA| 34
[2.1 Introducao historical . . . . . . ... L 34
2.1.1 FEuclideseosElementosl . .. ... ................. 36
2.1.2 David Hilbert e Fundament metrial . .. ... ... ... 39
[2.2 Axiomatizacio da geometriaplanal . . . ... ... ... ... ... ... 39
2.2.1 Axiom Incidéncial . . . . ... ... . ... . 40
2.2.2 Axiom rdeml . . . . .. e 40
[2.2.3 Axiomasde Congruéncial. . . . . . . . . . . . . . 43
[2.2.4 Axiomadasparalelas|. . . . ... ... ... ... ... ... .. 46
2.2.5 Axiomas de Continuidade] . . . .. ... ... ... ... ..... 46
|3 FORMALIZACAO NA LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM| 51
4 GEOMETRIA ANALITICA COMO REALIZACAO| 61
67

vi


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

£

Unlimited P:

Your complimentary

use period has ended.

Thank you for using

O m p | ete PDF Complete.

Click Here to

INTRODUCAO

Em algum momento da vida de um estudante de matematica, ele tem contato com
a histéria sobre os postulados de Euclides. Nesse primeiro contato, aprende-se que
Euclides organizou toda a geometria plana partindo de apenas 5 postulados, os quais
serviram como argumento para demonstrar 465 proposicOes. Esse fato ja torna o
estudo interessante e enche os olhos dos mais curiosos e amantes de geometria, mas a
histéria ndo pdra por ai. Aprende-se também que, por cerca de dois mil anos essa obra
foi altamante estudada e analisada. Estudiosos posteriores a Euclides desconfiaram
que o 5° postulado néo precisava ser de fato um postulado, ou seja, que poderia ser
demonstrado através dos outros quatro, tornando-o uma proposicdo e diminuindo para
apenas 4 postulados. Passaram suas vidas tentando tal demonstracio, mas todas elas
falharam. Isso desperta ainda mais o interesse do estudante: “Dois mil anos? Quem
serd que conseguiu demonstrar?”. E o desfecho dessa histéria é ainda mais curioso.
Ninguém conseguiu demonstrar! Dois mil anos depois demonstrou-se que é impossivel
demonstrar. Isso, provavelmente, deixa a cabeca do estudante um pouco confusa,
mas desperta ainda mais a curiosidade. “Como? Como provar que é impossivel de
provar?”. Essa confusdo se deve ao fato de que esse estudante ainda ndo teve um
contato significativo com a légica matemadtica. O presente trabalho contard melhor
o desenrolar dessa histéria e apresentard também uma axiomatizacdo mais moderna,

corrigindo algumas falhas légicas cometidas por Euclides.

O primeiro capitulo trata da légica de primeira ordem e serd apresentado de forma
a dar suporte légico ao desenvolvimento dos outros capitulos. Primeiramente, apre-
sentaremos a sintaxe, que trata dos simbolos utilizados e da regra de formacéo das
férmulas. A seguir, apresentaremos a semdntica, que trata de como interpretar e va-
lidar as férmulas da linguagem em um dado dominio. Apresentaremos também os
axiomas légicos e nio ldgicos comuns a todas as linguagens de primeira ordem. Por
fim, apresentaremos alguns teoremas importantes da légica de primeira ordem, como
Teorema da Deducdo, Teorema da Corregdo, Teorema da Completude e Teorema da Com-
pacidade. J4 nesse capitulo, aproveitando as definicOes e teoremas, apresentamos a

discussio sobre independéncia de axiomas de uma teoria.
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INTRODUGAO

sentando uma breve contextualizacdo histérica de

té chegar a Fuclides. Ao chegar em Euclides, apre-
sentamos um pouco de sua histéria, sua brilhante obra os Elementos, a discussio a
respeito do postulado das paralelas e o que isso significou para o desenvolvimento da
matemadtica. Apds dois mil anos de profunda andlise, algumas falhas 1égicas na obra
de Euclides sdo reveladas. O método axiomdtico ganha forca, sdo descobertas as ge-
ometrias ndo euclidianas e novas tentativas de axiomatizacdo aparecem. Hilbert em
sua magistral obra Fundamentos de Geometria apresenta uma nova axiomadtica para a

geometria plana e espacial.

Ainda no segundo capitulo, baseado na obra de Hilbert, de forma informal do ponto
de vista da ldgica, apresentamos uma axiomatizacdo da geometria euclidiana plana,
divididos em axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia, paralelas e continuidade. Para
finalizar o capitulo, fizemos uma breve apresentacdo de um modelo néo euclidiano, o

Disco de Klein.

No terceiro capitulo, utilizando as definicOes feitas no primeiro capitulo, apresenta-
mos uma linguagem de primeira ordem para a geometria plana e apresentamos uma
sentenca dessa linguagem para cada axioma apresentado no segundo capitulo. Porém,
deparamo-nos com problemas ao formalizar os axiomas de continuidade. O axioma de
continuidade 1 néo é formalizdvel em primeira ordem, por ndo haver quantificadores
para relacdes, funcdes e constantes, apenas para varidveis. E feita uma demonstra-
¢do do porqué esse axioma nio ser formalizdvel em primeira ordem e logo depois,
formalizamo-lo em segunda ordem. Outro problema aparece ao formalizar o axioma
de continuidade 2. Por se tratar de um axioma que diz respeito aos modelos dessa

teoria, é impossivel formalizar esse axioma.

No quarto capitulo, apresentamos o inicio da demonstracdo de que os axiomas de
primeira ordem dessa teoria tém modelo. Para comparacéo, fizemos a demonstracio
do axioma de incidéncia 1 utilizando as técnicas usuais de geometria analitica e fi-
zemos também a demonstracdo formal do mesmo axioma utilizando as defini¢des de
satisfacdo apresentadas no primeiro capitulo. Deixamos as consideracdes finais para
um eventual futuro trabalho de alguém que possa se interessar pelo assunto.
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LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

Usaremos como base desse trabalho a geometria. Para descrever relagdes entre o
objetos do nosso dominio, a linguagem da légica proposicional ndo é a mais adequada.
Por exemplo, se f6ssemos usar a linguagem proposional para representar “Q é um
ponto do plano a , mas ndo ¢ um ponto do plano g ” usarfamos duas letras sentenciais
diferentes para expressar ideias semelhantes. Por exemplo, A para “Q é um ponto do
plano «” e B para “Q ¢ um ponto do plano §”. Terfamos entdo a férmula A A =B e néo
estariamos captando com esta representacdo o fato de que as duas frases falam sobre
0 mesmo ponto e a mesma relagdo de um ponto pertencer ou ndo a um plano. Outro
exemplo do limite do poder de expressdo da linguagem proposicional é sua incapaci-
dade de representar instancias de uma propriedade geral. Por exemplo, se quiséssemos
representar em linguagem proposicional “Como qualquer segmento é congruente a si
mesmo, entdo o segmento AB é congruente ao segmento AB”, usariamos letras senten-
ciais distintas para representar cada uma das frases. Teriamos algo da forma P — Q,

sem captar que a segunda frase é uma instancia particular da primeira.

A linguagem de primeira ordem apresenta algumas ferramentas mais sofisticadas
com relacgio a linguagem da légica proposicional. Essa linguagem nos permitird captar
relacdes entre os individuos de um mesmo dominio. Poderemos também concluir

particularizacOes e generalizacoes.

Usando os exemplos acima, podemos definir a propriedade “o ponto P pertence ao
plano &” como Pert(P,x). Com isso, a frase “Q é um ponto do plano « , mas nao é um
ponto do plano p” ficaria representada como Pert(Q,x) A —Pert(Q,B). Para o segundo
exemplo, podemos definir a propriedade “O segmento X é congruente ao segmento
Y” como Cong(X,Y). Com isso, a frase “Como qualquer segmento é congruente a si
mesmo, entdo o segmento AB € congruente ao segmento AB” ficaria representada por
VX Cong(X,X) — Cong(AB, AB)".
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tem pontos que pertecem areta AB”. Esta sentenca

encer a uma reta) que vale para alguns (pelo menos
um dos) individuos do universo sem, no entanto, falar no ponto A ou P ou Z em
particular. Para expressar propriedades gerais (que valem para todos os individuos)
ou existenciais (que valem para alguns individuos) de um universo sio utilizados os
quantificadores V (universal) e 3 (existencial), respectivamente. Estes quantificadores
virdo sempre seguidos de um simbolo de varidvel, captando, desta forma, a idéia de
estarem simbolizando as palavras “para qualquer” e “para algum”.

Portanto, nesse capitulo, baseado em obras como Fajardo [|6](2017), Sant’anna [|12]]
(2003) e Mortari [10] (2001) apresentaremos o que ¢ uma linguagem de primeira
ordem e algumas de suas ferramentas, para nos dar base tedrica para desenvolver os
demais capitulos desse trabalho. Nesses capitulos faremos a formalizacdo dos axiomas

da geometria plana e apresentaremos uma estrutura que satisfaca tais axiomas.

1.1 LINGUAGEM

Diferentemente da légica proposicional, a linguagem da légica de primeira ordem
ndo é unica. H4 alguns simbolos comuns a todas as linguagens e outros especificos.
Por isso, quando tratamos de l6gica de primeira ordem, precisamos estabelecer a lin-

guagem a qual estamos nos referindo.

O Alfabeto de uma linguagem de primeira ordem € constituido dos seguintes simbo-
los:

Linguagem: Uma linguagem ¢ uma colecdo £ = ((R;)ic1, (Fj)ies, (ck)rex) onde:
e R; é um simbolo relacional n;-drio para todo i € [;
e [; ¢ um simbolo funcional n;-ério para todo j € J;

e ¢, é um simbolo de constante.

Variaveis: representadas pelas letras mindsculas: x, y, z, ...
Eventualmente, sdo indexadas pelos nimeros naturais: x1,X2,X3,... Denotaremos o

conjunto das varidveis por Var.

Conectivos: — (negacéo), — (condicional), A(conjuncéo), V (disjuncio), <+ (bicondi-
cional). Nesse trabalho usaremos apenas os conectivos =, A como bdsicos. Os outros
trés podem ser definidos a partir desses dois.
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existencial). Nesse trabalho usaremos o quantifica-

efinido através do V e dos conectivos acima.
Delimitadores: Parénteses esquerdo e direito: “(” e “)”.

Simbolo de igualdade: —.
Exemplo 1.1. A linguagem da Aritmética de Peano é dada por Lpa = (+, -,s,0),
onde + e - sdo simbolos funcionais binarios que designam a soma e o produto, respec-

tivamente, s € um simbolo funcional unério que designa o sucessor de um nimero e 0

é uma constante.

Exemplo 1.2. A linguagem dos corpos ordenados é dada por £r = (+,-,0,1,<), onde
+ e - séo simbolos funcionais bindrios que designam soma e produto, respectivamente,
0 e 1 sdo simbolos de constantes e < é um simbolo relacional bindrio que designa a
ordem do corpo.

Exemplo 1.3. A linguagem da Geometria Elementar de Tarski é dada por Lgr =
(E,=), onde E é uma relacdo terndria que designa “estar entre”, e = é uma relagio
quaterndria que designa congruéncia de segmentos. Essas relacdes também aparecem

na geometria que consideraremos nesse texto.

Definicao 1.1 (Termo). Termos sdo sequéncias finitas de simbolos do alfabeto que
seguiem as seguintes regras:

e As varidveis sdo termos;
e As constantes S0 termos;

e Sety,...,t, sdo termos e F é um simbolo funcional n-drio, entdo F(ty,...,t,) é

um termo;
e Todos os termos tém uma das formas acima.
O conjunto dos termos serd denotado por Ter.

_|

Exemplo 1.4. Se x e y sdo varidveis, entdo x + 1, x -y +0, (0+ 1)+ (1+0) séo
exemplos de termos de L.

Definicdo 1.2 (Varidveis de um termo). Var(t) é o conjunto formado pelas varidveis

de um termo.

Seja t um termo:

5
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Se t é uma variavel, Var(t) = {t};

Se t é da forma F(t,...,t,) com #1,...,t, termos e F é um simbolo funcional
n-ario, entdo Var(t) = Var(t1) U... U Var(t,).

_|

Definicao 1.3 (Férmula). Férmulas sdo sequéncias finitas de simbolos do alfabeto que

seguem as seguintes regras:

Se t1 e t sdo0 termos, entdo (t; = t,) é uma férmula;

Se ti,...,t, sdo termos e R é um simbolo relacional n-drio, entdo R(ty,...,t,) é

uma férmula;

Se A e B sdo férmulas, entdo (—A) e (A A B) sdo férmulas. Além disso, escreve-

mos t 7~ t, para indicar —(t; = t,);
Se A é férmula e x € uma varidvel, entdo (VxA) é férmula;

Todas as férmulas tém uma das formas acima.

Exemplo 1.5.

0=1,Vx(x+y=0), (z+w=1) AVx(x+y = 0) sdo exemplos de férmulas de
Lpa.

x+1<0,0<1,x+0+0=1sa0 exemplos de férmulas de Lr.

E(x,y,z) e = (x,y,z,w) sdo exemplos de férmulas de Ls7. Por néo ter constan-
tes, qualquer outra férmula dessa linguagem é combinacdo usando conectivos e
quantificadores dessas duas férmulas atémicas, a menos da escolha das varidveis.

Nos exemplos anteriores, nos niao declaramos as varidveis x, y, z e w. Por exem-

plo, na férmula “Vx(x + y = 0)” fica implicito que x e y sdo varidveis sem precisar

declard-las. Convencionaremos que isso serd feito sempre que as varidveis nio forem

declaradas.

Definicdo 1.4 (Subférmula). Seja A uma £-férmula, definimos Sub(A) o conjunto de

subférmulas de A como segue:

Se A é da forma t1 = f;, entdo Sub(A) = {A} ;
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e Se A é daforma B A C, entdo Sub(A) = {A} USub(B) USub(C) ;

e Se A é da forma —B, entdo Sub(A) = {A} U Sub(B) ;

e Se x é varidvel e A é da forma VxB, entdo Sub(A) = {A} USub(B) .

Exemplo 1.6.

e Considere a férmula (z + w = 1) AVx(x +y = 0) de Lps. Suas subférmulas sdo

- z+w=1)AVx(x+y=0);

-z4w=1;
- Vx(x+y=0);
-x+y=0.

o Considere a férmula Vw(E(x,y,z)A = (x,y,z,w)) de Lgr. Suas subférmulas sdo

- Yw(E(x,y,2)A = (x,y,z,w));

E(x,y,Z)/\ = (x/ylzlw);

E(x,y,2);
- =(x,y,z,w).

Definicao 1.5 (Varidveis livres de uma férmula). Sejam £ uma linguagem e A uma £-
féormula. VL(A) é o conjunto formado pelas varidveis livres de uma férmula, definido

assim:
Seja A uma L-férmula:
e Se A é daformat; = tp, entdo VL(A) = Var(t1) U Var(ta) ;

e Se A é daforma R(ty,...,t,) com#y,...,t, termos e R é um simbolo relacional
n-ario, entdo VL(A) = Var(ty) U... U Var(t,) ;

Se A é da forma B A C, entdo VL(A) = VL(B)UVL(C);

Se A é da forma —B, entdo VL(A) = VL(B) ;

Se A é da forma VxB, entdo VL(A) = VL(B) \ {x} .

Exemplo 1.7.
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Click HorCH VA (y+0=1y))de Lps, y é a Unica varidvel livre,

ocorréncias. E facil verificar isso usando a definicéo.

e Na férmula Vw(B(x,y,z) A 3x = (x,y,z,w)) de LiT, X,y € z sdo todas as varid-

veis livres, no caso de x, s6 na primeira ocorréncia.

Definicdo 1.6 (Sentenga). Se A é uma L-férmulae VL(A) = @ entdo dizemos que A

é uma L-sentenca.

Exemplo 1.8.

o Aférmula Vx(Vy(x +y = 0) AJy(y + 0 = y)) € uma sentenca de Lpa, pois néo

tem variaveis livres.

o Aférmula Vw(B(x,y,z) A 3x = (x,y,z,w)) ndo é uma sentenca de Lgr, pois x,y

e z sdo variaveis livres.

Definicao 1.7 (Substituicdo de varidvel por termo). Sejam ¢, s termos e x varidvel,
definimos t|,—; da seguinte forma:

e Se t é avaridvel x, entfo t|,—s € 0 termo s;

e Se t é avaridvel y distinta de x, entfo #|,— é y;

e Set é aconstante ¢, entdo t|,—; é ¢;

o SetéF(ty,... ty), entdo tx—s € F(t1|x=s, -, tn|x=s) -

_|

Definicdo 1.8. Sejam x uma varidvel, f um termo e A uma férmula de uma linguagem
de primeira ordem, dizemos que x € presa em f para A, se existe B € Sub(A) tal que

t ocorre em B, x ocorre em t e existe uma varidvel v que ocorre em ¢ tal que:
YoB € Sub(A) ou JuB € Sub(A)
Caso contrdrio, dizemos que x € livre em ¢ para A.
4
Exemplo 1.9. Considere a férmula Vy(0 < x+y) A (1 < z+y) da linguagem dos
corpos ordenados. Note que x € presa no termo x + y nessa férmula, pois x ocorre no

termo x + y e a varidvel y estd no escopo do quantificador V na subférmula Vy(0 <
x +y). Por outro lado, z ocorre livre para o termo z + y nessa férmula.
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brmula, x uma variavel e + um termo. Definimos

lllx:t \uyen Q\,éulllL\, ITULIIICL.
o Se A édaformat; = tp, entdo A|r—t € t1|x—t = f2]x—t ;
e Se A édaforma R(ty,...,t,), entdo Alx—t é R(f1|x=t, .. -, tnlx=t) ;

Se A é da forma B A C, entdo A|x—¢ é Blx—t A Clx=¢ ;

Se A é da forma —B, entdo Al|,—; é = B|y—¢;

Se A é da forma VyB com y distinta de x, entdo A|y—: € YyB|x—¢ ;

Se A é da forma VxB, entdo Al,— é A .
4
Exemplo 1.10. Se A é aférmulas(x) =0AVx(x+0=0),setéotermoy+ 1, Aly—
éaférmulas(y+1) =0AVx(x+0=0).
A seguinte abreviagfo serd til ao longo do texto:
Definicdo 1.10. Se A é uma L-férmula e x é uma varidvel, escrevemos 3!xA para
IXANYY(A x=y > x =)

em que y é uma nova varidvel que ndo ocorre em A.

1.2 SEMANTICA

Jd apresentada a linguagem de primeira ordem, apresentaremos agora como inter-
pretar o significado das férmulas. Precisamos, primeiro, estabelecer o universo a que se
refere a linguagem. Depois, interpretamos as constantes como elementos do universo,
os simbolos relacionais como rela¢bes nesse mesmo universo, e os simbolos funcionais
como funcées. A estrutura formada por todas essas componentes é chamada de mo-
delo para uma linguagem de primeira ordem, e apresentaremos como determinar se

uma férmula é verdadeira ou falsa em um dado modelo.

Definicao 1.11 (Estrutura). Uma L-estrutura para uma linguagem é uma quddrupla

M= (D/ (Rl/\/l)igl, (F]M)jEJI (Cljc\/l)keK)

onde:
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e ;' € Dparatodok € K;

e Se R; é um simbolo relacional n-drio, entdo R} C D";

e Se F; é um simbolo funcional n-4rio, entéo F]M : D" = D;

1.2 SEMANTICA

_|

O conjunto D acima € o que chamamos de dominio da estrutura, que € o lugar onde

as varidveis assumem certos valores. Podemos pensar que essa estrutura interpreta to-

dos os elementos relevantes dessa linguagem (i.e., as constantes, relacdes e funcoes),

de modo bastante natural. Observe que a estrutura da linguagem é puramente sinta-

tica, ndo faz referéncia a nenhum “objeto” especifico. A estrutura é o que da sentido,

ou interpretacdo, para essa linguagem, relativizando as varidveis, constantes, relacoes

e funcoes para o seu dominio. Por isso, chamamos essa parte de semantica.

Definicao 1.12 (Valoracdo). Seja M uma L-estrutura. Uma valoracdo para M é uma

funcgio qualquer o : Var — D, que se estende de modo tnico a ¢* : Ter — D tal que:

e Se ¢ é simbolo de constante, entfio ¢* (c) = ¢;

e Se x é varidvel, entdo ¢*(x) = o(x);

e Sety,..., t, sdo termos e F é um simbolo funcional n-drio, entdo o* (F(t1,...,tu))

FM(o*(t1),..., 0% (ty))

_|

Definicao 1.13 (Satisfacdo). Sejam M uma L-estrutura, o uma valoracdo e A uma L-

férmula. Definimos a relagdo de satisfagdo |~ fazendo uma recursdo na complexidade

de A da seguinte forma:

(M;0) |= A se, e somente se, 0*(t1) = 0" (t2);

R(t1, ..., tn)), entdo

(M; o) |= A se, e somente se, RM (0" (t1), ..., 0 (t,));

Se A é da forma —B, entfo
(M; ) |= A se, e somente se, (M; ) ¥ B;

Se A é da forma B A C, entio

(M;0) |= A se, e somente se, (M;0) |=Be (M;0) = C;

Se t1,t, sdo L-termos e A é da forma t; — 5, entio

Se t1,...,t, sio L-termos, R é um simbolo relacional n-ario e A é da forma

10
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Nessas condicOes, dizemos que M satisfaz A sob a valoracéo o.

_|
O seguinte lema segue imediatamente da definicdo de satisfacdo e das defini¢des

dos conectivos V, —, <+ e do quantificador 3 a partir dos conectivos e quantificadores
bdsicos.

Lema 1.14. Sejam M uma L-estrutura, o uma valoracdo e A, B L-férmulas. Entdo

e (M,0) = AV B se, esomente se, (M,0) |= Aou (M,0) |- B.
e (M,0) = A — B se, e somente se, (M,0) |= A implica (M, o) |= B.
o (M,0) = A <> Bse, e somente se, (M,0) = A — Be (M,0) =B — A

o (M,0) |= JxA se, e somente se, existe uma valoragdo T que coincide com ¢ exceto
talvez em x tal que (M, 1) = A.

Definicdo 1.15. Sejam I' um conjunto de £-férmulas, M uma L-estrutura e ¢ uma
valoracdo, dizemos que M é modelo para I' se (M; o) |~ A para qualquer A € T.
Notacdo: (M;c) =T.

_|

Definicdo 1.16. Sejam M uma L-estrutura e A uma L-férmula, dizemos que M = A
se (M;0) |= A; para qualquer valoracio o.

_|

Definicao 1.17 (Teoria). T é uma L-teoria se T é um conjunto de L-sentencas, cha-

madas axiomas nao logicos da teoria.
_|

Exemplo 1.11. Considere a linguagem Lp4 da Aritmética de Peano, a teoria PA da
Aritmética de Peano é composta pelos seguintes axiomas:

e 5(0) £ 0;

o VaVy(s(x) =s(y) » x =y);

e se A é uma férmula da linguagem qualquer, é um axioma:

A|x:0 /\VX(A — A|x:s(x)) — VxA.

11
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1.2 SEMANTICA

de axiomas. Isto é, para cada férmula associamos

Peano. Note que isso significa que temos uma lista

infinita de axiomas para PA.

Para o préximo exemplo, considere a linguagem L = (*,¢) a linguagem da Teoria
dos Grupos, onde * denota a operaciao do grupo e ¢ é uma constante que chamamos
de “unidade”. A Teoria dos Grupos € a Teoria T; dada pelos seguintes axiomas:

o VaVyVz((x xy)*z = x x (y x2));
o Vx(xxe=exx=Xx),
o Vxdy(xxy=yx*x =c¢).

Exemplo 1.12. Exemplos de grupos sdo o grupo aditivo (Z,, +,0), onde n é um na-
tural qualquer ou o grupo multiplicativo ( prs 1), onde p é primo. Isso significa que
cada uma dessas estruturas satisfaz os axiomas de grupo que listamos anteriormente,

para interpretacdes adequadas das operacdes e unidades. Formalmente, isso significa:

e A Lg-estrutura (Z,, +%#,e%#) é um modelo para Tg, com e?» =0 e % = |, a
operacio de soma dada pela tabela da adicio em Z,, como vimos em Algebra
(i.e., soma maédulo #).

z, 2 Z

e A L-estrutura (Z;;,* r,e”r) com e p = 1e % — . ¢ dada pela tabela da

multiplicacdo em Z,,.

Para ilustrar como funciona a relagdo de satisfacio, considere a estrutura (Zg4, +,0)

descrita acima para n = 4 e a férmula

Ax(xxx =eAx £e).

Se ¢ é uma valoracio qualquer, vamos mostrar que

(Z4,0) = Tx(xxx =eNx £e).

Pelo Lema|[I.14] deve existir T uma valoracio que coincide com ¢ exceto talvez em
x, tal que
(Zg,T) Fxxx=eNx Fe.

A seguir, usaremos somente a Definicdo [1.13] de satisfacdo. Temos que (Z4, 7) |=
X*xx =eAXese esomentese, (Z4,T) |=-x*xx =ee (Zs,T) = x Fe.

Além disso, (Za,T) = x*x = e se, e somente se T*(xxx) = t°(e) e (Zs, T) = x F~ e

se, e somente se, T(x) ;- T*(e).

12
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- 7(x) e T(e) = 0. Assim, se tomarmos T(x) =2 e

T\0J — U(U] oC U IIau T &, CCIToS \__lt,e T(x) +T<x) — 2+2 — 0 — T*(E) e T(x) /i T*(e),

como querfamos.

Lema 1.18. Sejam M uma L-estrutura, o e 6 valoracoes e A uma L-férmula tais que

o(v) = 6(v) sempre que v € VL(A), entdo
(M; o) |= A se, e somente se, (M;0) = A.

Lema 1.19. Sejam x uma varidvel que ocorre livre em A, t um termo, ¢ e 6 valoragoes
tais que o(v) = 6(v) sempre que v é uma varidvel diferente de x que ocorre livre em A e
o*(t) = 0(x), entdo

(M;0) |= A se, e somente se, (M;0) |= Alx—+.

1.3 SISTEMAS FORMAIS DE AXIOMAS E SINTAXE.

Axiomas ldgicos sdo certas férmulas escolhidas por serem validas em qualquer es-
trutura, com qualquer atribuico de valores as varidveis, mas a sua caracteristica mais
importante é que codificam em si regras bdsicas do raciocinio l6gico. A escolha néo é
tnica e depende do gosto de cada autor. A escolha feita aqui é a de um conjunto de
férmulas, a saber, os conjuntos I, I1, III, IV e V a seguir, que de certo modo descrevem
as propriedades de cada simbolo 16gico da linguagem de primeira ordem.

I Axiomas proposicionais.

Os chamados axiomas proposicionais sdo aqueles que descrevem o comporta-
mento dos simbolos proposicionais V, A, —, ¢+ e —.

Fixada £ uma linguagem de primeira ordem, se A, B e C sdo L-férmulas, sdo

axiomas:

>
1

(B— A)

N
BN
i

Cl
i

o
i

ES
i

=
i

>
i
o

(
(

4. (A<+B)—>(B—A)
(A= B) = ((B—=A4) = (A< B))
(

-A — B) = ((-A — —B) = A)

13
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8. (AANB)— B

9. (A—-B) - ((A—-C)— (A= (BAC))
10. A — (A V B)

11. B— (AV B)

12. (A—>C)—> ((B—=C)— ((AVB) = ()
13. =(AAB) = (-AV —B)

14. (A — -B) — (B — —A)

15. A < —|(—|A)

Lema 1.20. Se M ¢ uma L-estrutura entdo para cada A, B e C L-féormulas os 14

axiomas acima sdo verdadeiros em M.
M |= Axiomas proposicionais

Demonstracdo. Faremos apenas as demonstracOes dos dois primeiros itens. As

demais sdo analogas.
1. M=A—(B—A)

Suponha que M ¥ A — (B — A). Entdo existe ¢ : Var — D valoragéo de
Mtalque (M;0)EF A — (B— A).Istoé, (M;0) = Ae(M;0)E B — A.
Isto é, (M;0) = A; (M;0) = Be (M;0) ¥ A. Absurdo! Portanto

MEA—(B—A).

2. (A—-(B—-0)—=>((A—=>B)—> (A—=0))

Suponha que M ¥ (A - (B - C)) —» ((A — B) - (A — C)). Entdo

existe o : Var — D valoracédo de M tal que

(M,0)E(A—= (B—=C))—> ((A—=B)—> (A—=C)).
Ou seja:
M,0) (A= (B—=C))e(M,0)E ((A— B)— (A—Q)).

Como (M,co) ¥ ((A - B) — (A — C)), entdo (M,0) = (A — B) e
(M,0)E (A—C).
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), entdo (M, o) = Ae (M,0) EC.

Como (M, 0) = (A — B), entdo (M,0) ¥ Aou (M,0) =B

Como

Como (M, ) |~ A, entdo (M, o) |- B
,0) | (A— (B—()), entdo (M,0) ¥ A ou

(M, o) =

(M
(B — C).
Como (M, ) |= A, entdo (M, o) |- (B — C).

Como (M, 0) = (B — C), entdo (M,c) ¥ B ou (M,0) |= C. Absurdo!
Pois (M, o) |=Be (M,0) EC.

II Axioma do x = x.

Para cada varidvel x, é axioma:

X = X.

Lema 1.21. Seja M uma L-estrutura e x uma varidvel, entdo

M = (x = x).

Demonstracdo. Suponha que ndo. Entdo existe ¢ : Var — D em M tal que
(M,0) ¥ (x = x), ou seja, (M,0) = =(x = x). Logo o(x) 7# o(x). Absurdo!

O

III Axioma do deslocamento do quantificador.

Seja A e B L-férmulas e x uma varidvel tal que x € VL(A), entdo é axioma:

Vx(A — B) — (A — VxB)

Lema 1.22. Sejam M uma L-estrutura, A e B L-férmulas e x uma varidvel tal
que x € VL(A) entdo

M |=Vx(A — B) — (A — VxB).

15
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nao. Entéo existe ¢ : Var — D em M tal que:

¥ (Vx(A — B) — (A — VxB)), isto é:
= Vx(A — B)e (M;0) ¥ (A — VxB), ou seja:
);

(M;0) = Ae (M;0)E (VxB), ou seja:

(
=Vx(A—B
=Vx(A — B); (M;0) |=Ae (M;0) = ~(VxB)

Como (M;0) = —(VxB), entdo existe uma valoracdo 6 tal que 6(v) = o(v)
sempre que v ndo é x e (M;0) = —B.

Como x € ndo livre para A e 6(v) = o(v) sempre que v ndo € x, entdo, em
particular, 8(v) = ¢(v) para todas as varidveis livres de A. Assim, pelo Teorema
1.18, (M;0) |- A

Como (M;0) = (Vx(A — B), entdo para toda v : Var — D em M tal que
v(v) =o(v)se vnio éx, (M,y) E A— B.

Em particular: (M;0) = A — B. entdo

ou (M; 0) = —A (contradicio)

ou (M;0) |~ B (contradi¢do). O

IV Axioma da substituicdo de variavel por termo.

Sejam A uma L-férmula, ¢ um termo e x uma varidvel livre em ¢ para A, é
axioma:
VxA — A| x—t-

Lema 1.23. Sejam M uma L-estrutura, A uma L-formula, t um termo e x uma

varidvel livre em t para A, entdo

M |: VxA — A|x:t‘

Demonstragdo. Suponha que M F VxA — Al isto é, existe uma valoragdo
0 :Var — D tal que (M;0) | (M |= VXA — Alx—t).

Assim, (M;0) |= VxA e (M;0) | —Alx=. Ouseja, (M;0) = A; (M;0) =
—Alx—t, para toda 6 : Var — D uma valoracdo tal que 6(v) = ¢(v) se v ndo € x.

De todas as possiveis valoractes 6, seja a valoracdo 6 tal que 0(x) = o*(¢).

Como x é uma varidvel que ocorre livre para t em A; 6(x) = c*(t) e 8(v) = 0(v)
se v ndo € x, pelo teorema(l.19] temos:
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(M;0) = (M |=VxA — Alx=t).

Contradicao! O

V Axioma da substituicao de varidveis iguais.

Sejam x e y varidveis, A e B sdo L-férmulas tais que B é obtida substituindo zero

ou mais ocorréncias livres de x por y, se também x € livre paray em A, € axioma:
(x=y) = (A — B).

Lema 1.24. Sejam M uma L-estrutura, x e y varidveis, A e B sdo L-férmulas tais
que B é obtida substituindo zero ou mais ocorréncias livres de x por y, se também x

¢ livre para y em A, temos:

ME (x=y) = (A — B).
Demonstragdo. Suponha M = (x = y), isto é, fixe ¢ : Var — D tal que
(M;0) = (x = y). Note que: 0(x) = o(y). Queremos provar M = (A — B).

Faremos inducdo na complexidade de A. Mas antes precisamos da seguinte afir-

macao, cuja demonstragdo é uma indugédo na complexidade do termo .
Afirmacdo: Sejam t e s = t|y—, termos. Se o (x) = o(y), entdo c*(t) = ¢*(s).
Agora a inducdo na complexidade de A:

- Se A € da forma t; = f, e B obtida substituindo x por y em algum dos
termos, por exemplo, B ¢ da forma #1|x—y = f2|x—y.
Se (M; )
que 0" (t1|x—y) = 0 (f2]|x=y). Ouseja, (M;0) = (t1|x=y = t2]x=y).

= (1 = t2), entdo 0*(t1) = 0*(t2). Pela Afirmacio acima, temos

- Se A ¢ da forma A; A A, e B obtida substituindo x por y em algum dos

termos, por exemplo, B ¢ da forma Aj|x=y A Az|x=y.
Se (M;0) |= (A1 A Az), entdo (M;0) |= A1 e (M;0) |= As.
Com isso, (M;0) |= At]x=y € (M;0) = Az|x—y.
Assim, (M;0) |= At|x=y A As|r—y
— Se A é da forma —A;. Andlogo ao anterior
- Se A é daforma VzA; e B = Aly—y:

x Sezéxouzéyentio A — BEé A — A, que € uma tautologia.

17


http://www.pdfcomplete.com/cms/hppl/tabid/108/Default.aspx?r=q8b3uige22

Click Here to
Unlimited Pag.

Your complimentary

use period has ended.
Thank you for using 1.3 SISTEMAS FORMAIS DE AXIOMAS E SINTAXE.

PDF Complete.

¢ y entdo B € da forma Vz A [x—y.

Suponha (M; ) |= VzA;. Queremos mostrar que (M;0) |= VzA1|x—y,.
Seja 6 uma valoragéo tal que 6(v) = ¢(v) se v néo é z.

Temos que (M;0) |= Aj, mas 6(x) = o(x) = o(y) = 0(y), Assim
6(x) = 6(y) e pela hipétese de indugéo (M; 0) |= By, entdo (M;0) =
VZA1|x:y.

O

Além dos axiomas ldgicos, os sistemas formais de primeira ordem possuem também

duas regras de inferéncia. Essas regras de inferéncia nos permitem deduzir teoremas

de uma teoria de primeira ordem a partir dos axiomas ou de teoremas antes ja prova-

dos. Denotamos estas regras por G (Generalizacdo) e MP (Modus Ponens).

G

MP

Generalizacao.
Se A é teorema e se x é uma varidvel, entdo VxA é teorema.

A principio, esse axioma parece dizer que conseguimos deduzir um caso geral
a partir de um caso particular. Isto é, se vale para “um” caso, entdo vale para
“todos”, o que seria obviamente errado. Mas na verdade, o que esse axioma
estd dizendo, € que se conseguimos provar ou validar uma férmula sem atribuir
valores especificos para suas varidveis (i.e., provar ou validar a férmula usando
varidveis arbitrdrias), entdo podemos concluir as generalizaces dessas féormulas.
Por exemplo, na Aritmética de Peano, conseguimos provar a férmula s(x) 7~ 0.
Na prética, fazemos isso “fixando” x e usando os Axiomas Ldgicos. Como x €
arbitrdrio, podemos concluir Vx(s(x) 5 0). Introduzimos esse procedimento que
é rotineiro em Matemadtica através do Axioma da Generalizacio.

Lema 1.25. Se M |= A, entdo M |= VxA.

Demonstragdo. Se M |= A, entdo (M;0) |= A, para qualquer valoracdo o. Seja
6 uma valoraco tal que 6(v) = ¢(v) se v ndo é x. Com isso, (M; o) = VxA. O

Modus Ponens.

Se A é teorema e A — B é teorema, entdo B é teorema.
Lema 1.26. Se M |- Ae M |= A — B, entdo M |= B.

Demonstragdo. Temos M |=Ae M |= A — B.

18
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B.

Com isso, M |= (A A (—AV B)),
ME(AN-A)V (ANAB))
Como M E (AN —-A), temos M = (A AB)

Logo, M |= B. O

Desenvolvidos os axiomas l6gicos e nio légicos dos sistemas formais, ainda precisa-
mos capturar a nocdo de prova (ou deducdo) dentro do sistema formal, de modo que
isto seja puramente sintdtico (i.e., ndo envolva validar as férmulas em modelos), ja

que esta é uma atividade matemdtica bdsica.

Quando executamos uma prova matemadtica, através de um conjunto finito de passos
encadeados, chegamos na afirmacdo que queremos. Isto é, obtemos uma cadeia de
implicacdes de modo que a dltima férmula na implicacdo € a férmula que queremos e
as anteriores podem ser justificadas.

Outro tipo de prova que fazemos envolve usar varidveis arbitrdrias. Quando pro-
vamos sintaticamente alguma férmula sem usar valores especificos para as varidveis
desta férmula, conseguimos concluir que a férmula vale ndo importando os valores das

varidveis. Isto é, vale para todas as possiveis instancias das varidaveis. Um exemplo:

Se provamos que x +y = y -+ x, usando algum conjunto de férmulas para uma
linguagem que tenha o simbolo funcional bindrio +, podemos concluir VxVy(x + y =
Y+ x).

Por conta disto, queremos também que se um conjunto de férmulas provar uma

férmula, entdo este conjunto prova a generalizacio dela.

Capturamos essa discussdo acima com a seguinte:

Definicao 1.27 (Deducio formal). Seja I' um conjunto de férmulas e A uma férmula,
dizemos que A é consequéncia sintdtica de I' (I' - A) se existe n € IN e uma sequéncia
(Ai)1<i<n onde A, é A e, para cada i < n vale algum dos seguintes casos:

e A, é axioma légico;
o A €T,
e existem j, k < i tais que Ay € A; — Aj;

e existe j < ital que A; é VxA; e x € Upr VL(B).

19
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Teorema 1.28 (Teorema da Deducdo). Se T é uma teoria, A é uma sentenga e B é uma

formula, entdo

TU{A} I Bse, e somentese, TH A — B.

Demonstragdo. (<)

Temos TU{A} — A (pois A € TU{A}) e também T + A — B (por hipétese), de
modo que TU{A} - A — B. Por Modus Ponens, obtemos: TU {A} F B.

(=)

Suponha TU{A} F Besejamn € N e (A;)1<i<, uma prova de B a partir de
TU{A}

Tese: THA — B

A demonstracio € por inducdo no nimero de férmulas da sequéncia que compbe a
deducdo de B apartirde TU{A}.

e Caso 1. B é axioma.

Note que B — (A — B) é axioma proposicional, logo: T + B — (A — B)
(axioma proposicional), assim como T F B (B é axioma). Por Modus Ponens:
THA — B.

e Caso2. BE TU{A}

-SeB e T,temos T+ B — (A — B) (axioma proposicional) e também
T+ B (pois B € T). Por Modus Ponens: T+ A — B.

- Se Bé A, isto é, A — B é da forma A — A, que é axioma proposicional.

Logo: THA — B.

e (Caso 3. B é obtida por Modus Ponens.
Ento, existem i,j < n tais que A; € A; — B. Note: (Ay;...; A;) e (Aq;..; A;) sdo
dedugBes de Aj e A; — B a partir de T U {A}.

Pela hipdtese de inducdo, para qualquer férmula B’ e m < n, se existe deducéo
de B apartirde TU{A},entdio TH A — B'.

20
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fdo, temos T - A — (A — B)etemos T - A —

7
Temos também:

TH(A— A;)) = ((A— (A; — B)) — (A — B)) (axioma proposicional)
Assim, usando Modus Ponens duas vezes:

THA—B

Caso 4. B é obtido por Generalizacdo

Existem m < n e x varidvel tais que B é VxA,,. (A;)i<m é deducdo de A,, a partir
de TU {A}. Logo, pela hipétese de inducio:

THA— Ay Além disso: TH (A — Ap) — Vx(A — Ap).
Logo, por Modus Ponens, T - Vx(A — An).

Como A é sentenca, x ndo ocorre livre em A, entdo T F Vx(A — Ay) — (A —
VxAm)

Por Modus Ponens, T - A — VxA,,, ou seja:

THA — B.

O

Como vimos, uma teoria € simplesmente um conjunto de sentencas que, a principio,

poderiam ser selecionadas arbitrariamente. Assim, poderiamos ter teorias cujas sen-

tencas implicam sintaticamente em contradi¢des ou, equivalentemente, que provam

que x ¢ x. Queremos descartar estas teorias:

Definicdo 1.29. Seja I' um conjunto de £-férmulas, dizemos que I' é inconsistente se

I'F =(x = x). Caso contrdrio, dizemos que T é consistente.

_|

Note que, como toda estrutura M satisfaz x = x, entdo uma teoria inconsistente

ndo pode ter modelo.

Lema 1.30. Sejam T uma L-teoria e A uma L-sentenga tais que T U { A} € inconsistente.

Entdo T = —A. Como consequéncia, se T é consistente entdo para qualquer sentenca A,

ou TU{A} € consistente ou T U {—A} € consistente.

Demonstragdo. Como T U {A} é inconsistente, temos TU {A} F —(x = x).
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THA—=(x=x).

Pelo axioma [.14, temos que T F (A — —(x = x)) — ((x = x) — —A). Por Modus
Ponens, T F (x = x) — —-A.

ComoTH (x =x)eTHF (x =x) — —A, por Modus Ponens T - —A.

Agora, se TU {A} e TU{—A} ndo sdo consistentes, entdo T - A A —A. Logo, T é
inconsistente, usando-se I.1 e 1.6 para deduzir —(x = x).

O

Definicao 1.31. Sejam T uma L-teoria e A uma L-sentenca. Dizemos que A € indepen-
dente de Tse TU{A} e TU{—A} sdo ambas teorias consistentes. Equivalentemente,
THFAeTkKF—A.

Em diversas teorias hd sentencas que sido independentes. Nosso objetivo é mostrar
que na Teoria da Geometria Euclidiana, o Postulado das Paralelas é independente dos
outro postulados. Mas como € possivel mostrar que uma sentenca € independente de

uma teoria? Discutiremos mais a frente uma forma viavel de fazer isso.

Definicao 1.32. Seja I' conjunto de £-férmulas e A uma L-férmula, dizemos que A é
consequéncia seméntica de I' (T |~ A) se, para toda L-estrutura M vale:

Se M |=Tentdo M |- A

Agora temos as nocdes de consequéncia sintética e consequéncia seméantica. A forma
como construimos estas nocoes aqui deve ser de tal modo que estas duas nocdes sejam
equivalentes.

Por exemplo, quando vamos falar da teoria dos anéis, pensamos que temos um
conjunto de elementos onde estdo definidas duas operacoes e listamos axiomas que
falam de certas propriedades destas operagbes. Na verdade, ndo temos de fato um
conjunto com elementos, o que temos € uma linguagem e sentencas compondo a teoria

dos anéis.

Frequentemente provamos uma determinada propriedade sobre a teoria dos anéis
(por exemplo, que existe um tnico elemento neutro aditivo) usando somente 0s axio-

mas desta teoria. Depois consideramos uma estrutura que chamamos de anel, e isto

22
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modelo para a teoria dos anéis, e entdo queremos

a propriedade que provamos sintaticamente na te-
oria dos anéis. Parece 6bvio que se provamos uma propriedade na teoria dos anéis,
sintaticamente, entdo esta estrutura, que sabemos ser um anel, terd esta mesma pro-
priedade. No entanto, é exatamente disto que se trata o Teorema da Correcdo. Se
tivéssemos desenvolvido as nocdes de consequéncias sintdtica e seméntica de modo
que, em algumas teorias pudéssemos provar algumas propriedades, mas seus mode-
los ndo tivessem estas propriedades, entdo estas nocbes ndo teriam capturado essa
esséncia bdsica da atividade matematica: se provamos uma propriedade, entédo ela é
verdadeira para todas as estruturas com estas propriedades.

Teorema 1.33 (Teorema da Correcdo).
SelT'k A, entdo T |= A

Isto €, toda consequéncia sintdtica de uma teoria é também uma consequéncia se-

mantica dessa teoria.
Demonstragdo. Suponha que I' - A e seja M |= I'. Queremos mostrar que M = A.
Faremos inducdo no comprimento da prova de A a partir de I’

e Se A €T, imediado: M |~ A.
e Se A é axioma. J4 demonstrado em [1.20} [1.21} [1.22} [1.23] e[1.24]

e Se A foi obtido por Generalizacio:

Suponha que A ¢é da forma VxB e I' B de modo que M |-~ B, por hipétese de
indugdo. Queremos mostrar que M |~ VxB.

Mas M |= B se, e somente se (M;0) |~ B para qualquer valoracio ¢. Assim, se
6 é valorago, (M;0) |= B sempre que 0(v) = o(v) se v ndo é x.
Assim, (M; o) |= VxB.

e Se A foi obtida por Modus Ponens

Como A foi obtido por Modus Ponens, existem i < nej < ntaisque A; 6 A; > A
e ambas pertencem a deducao de A a partir de T'. Pela hipdtese de inducio:

M |: A] e M |: A] — A. Entdo, M |: —|A]' V A. ASsim, M |: A] VAN (‘!A] vV A),
donde M |= (A; A —-Aj) V (A; A A). Como M F (A; A—Aj), temos M |=
(A; N A). Logo, M |= A.

23
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Vamos voltar & nossa discussio sobre independéncia de sentencas (ou seja, axiomas).
O Teorema da Correcdo nos dd um critério para verificar a independéncia de uma
determinada sentenca, da seguinte forma: se para T uma L-teoria e para A uma L-
sentenga conseguimos dois modelos, M = TU{A} e N = TU{-A} (nesse caso, T ¥
Anem T F —A), entdotemos que T ¥ Ae T ¥ —A e, portanto, A é independente de T.
Por exemplo, se T é a teoria com os Axiomas de Euclides, sem o Axioma das Paralelas,
e A é o Axioma das Paralelas, um modelo para T U {A} é um modelo Euclidiano,
enquanto um modelo para T U {—A} é um modelo ndo Euclidiano (por exemplo, o
Modelo de Klein (2.9). Como existem dois modelos com essas propriedades, entfio o
Axioma das Paralelas é independente dos outros axiomas da teoria.

Nosso objetivo agora € provar os Teoremas da Completude e Compacidade. Para
isto, antes faremos algumas definicOes e alguns Lemas.

A técnica chave no Teorema da Completude envolve o0 método de Henkin da adi-
cdo das constantes. Este método consiste em construir um modelo para um teoria
maximal consistente (Definicdo|1.34) a partir das constantes que testemunham férmu-
las existenciais. Primeiro vamos definir estas propriedades e depois vamos mostrar que
toda teoria consistente pode ser estendida para uma teoria com as propriedades que

queremos (maximal e saturada de constantes).

Definicao 1.34 (Teoria Maximal Consistente). Uma L-teoria T é maximal consistente
se T é consistente e para qualquer L-sentenca A, A € Tou-A € T.
_|

Definicao 1.35. Uma L-teoria T é Henkin se para qualquer £-sentenca A tal que A é

da forma JxB para B alguma L-férmula, entfo existe ¢ uma constante de £ tal que

THA — Bly—.

Exemplo de uma teoria que ndo é Henkin. Se Lpy = (+,-,0,1,<) a linguagem

de aritmética de Peano (PA) e T = PA. Esta teoria ndo é Henkin. De fato, seja A a
L-sentenca Jx(1+ 1 = x). Ndo existe ¢ uma constante de £ talque TH1+1 =c.

24
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beja IN o conjunto dos nimeros naturais e considere

TN— T~ rmgmrgerrocPA em que cada natural € um simbolo de constante.

Agora T = PA é uma L-teoria Henkin.

Lema 1.36. Se T é uma L-teoria consistente e L enumerdvel (i.e., temos apenas uma
quantidade enumerdvel de simbolos de constantes, funcbes e relacdes), entdo existe T* O

T maximal consistente Henkin.

Demonstragdo. Seja D = {d, | n € N} novos simbolos de constantes que ndo estdo
em L. Se L = ((Ri)igl,‘ (F]')l'gj,‘ (Ck)keK) defina ﬁ('D) = ((Rl’)ig],‘ (F]')l'gj,‘ (Ck)keK U D)
Como £ é enumerdvel, entdo £(D) é enumerdvel também.

Enumere as £(D)-sentengas: {A, | n € N}

Recursivamente, defina:
e Tn=T
e Definimos 7,1 como sendo

- Ty, se T, U{A,} for inconsistente
- T,U{A,}, se T, U{A,} for consistente e A, ndo é da forma JvB

— T U{Blo=g;, } U{An}, se T, U{A,} for consistente, A, € da forma JvB e
jn = min{j € N | d; ndo ocorre em uma férmula de T, }

o T" = UpenTn

7

Note que T C T*. Para mostrar que T* € consistente, precisamos garantir que
cada T, construida acima continua consistente, o que, compete notar, nao ¢ trivial.
T* € Henkin pois na nossa recursdo adicionamos uma udnica constante para testemu-
nhar cada férmula existencial. Além disso, essa teoria é consistente pois na recursio
tomamos o cuidado de ndo adicionar as sentencas inconsistentes. Agora, se A, €
uma L(D)-sentenca (lembre que enumeramos todas as £(D)-sentencas), entdo ou
Tu U{A,} é consistente, e pela nossa construgdo A, € T,+1 C T, ou T, U {A,} é
inconsistente, e entdo pelo Lema anterior, T, U {—A,} é consistente, e portanto = A,
é algum Ar € Tx € T*. Em qualquer caso, A, € T" ou A, € T* entdo T* é

maximal. U

Teorema 1.37 (Primeiro Teorema da Completude). Seja T uma L-teoria e L enumerd-

vel, T ¢ consistente se, e somente se, T tem modelo.

25
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‘Suponha T inconsistente. Assim, T - —(x = x)

Como existe M |= T, entdo, pelo Teorema da Correcdo, M |- —(x = x).
Absurdo!
(=)

Como T é consistente e £ enumerdvel , podemos considerar, pelo Lema[1.36, T* > T

maximal consistente Henkin. Note que se M |~ T* entdo M |= T.

Defina ~ em D (conjunto dos simbolos de novas constantes) da seguinte maneira:

Seja ¢,d € D, ¢ ~ d se, e somente se, (¢ = d) € T*. Observe que ~ é uma

relacédo de equivaléncia em D, isso porque a igualdade € trivialmente uma relagéo de

equivaléncia.

Defina D = D/ ~ = {[c] | c € D}, onde [c] = {d € D | c ~ d} é a classe de

equivaléncia de c.

Este serd o dominio da L-estrutura M que queremos construir.
Agora, como interpretar:

Seja c € D, entdo M = [].

Afirmacdo. Sejam ¢y, ..., ¢, dy, ..., d, tais que ¢ ~ dy, ..., ¢, ~ d,. Entdo:

De fato, como ¢1 ~ dy, ..., ¢, ~ dy, entdo (¢ = d1), ..., (cn = dy) € T".
Assim, se R(cy, ...,¢,y) € T* temos:
(cn =d1), .., (cu = dyn),R(c1, ., cn) b R(d1, ..., dy)
Como T* é maximal e consistente, R(dy, ..., d,) € T*. Areciproca é andloga.
Assim, podemos definir:
M *
R™([e1], - [en]) & R(cy, wycn) €T

Queremos interpretar F um simbolo funcional n-4rio.
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Note que T* - 3x(F(cy,...,¢n) = x). Como T* é Henkin, entdo existe ¢,,1 € D tal

que

T" F (F(c1, s Cn) = Cni1)

Como T* é maximal consistente

F(cy;sen) =cpi1 € TF

Afirmacdo. Sejam ¢y, ..., ¢y, €11, d1, .., dn, dyi1 € D tais que ¢ ~ dy, ..., ¢y ~ dy, entdo

F(c1, . Cn) = cus1 € T* se, e somente se, F(dq,...,dy) = dys1 € T* e ainda ¢, 1 ~

dn+1
De fato, se
(c1 =d1), ., (cn = dy), (F(c1, e Cn) = Cyi1) € TF
e se
I = {(Cl = dl),...(Cn = dn), (F(Cl,...,Cn) = Cn+1)}
entao

I'- Cpil1 — F(Cl,...,Cn) — F(dl,...,dn) — dn+1

Logo, I' - ¢,1q1 = d,11 e entlo, como T* € maximal consistente

{(Cn+1 - dnJrl)/F(dl/m/dn) - dn+1} g T*

e entio ¢, 1 ~ dy 1.

Assim, definimos F : D" — D como

FM([e1], 0 [cu]) = [cns1] se, e somente se, F(c1,...,¢q) = Cpyp1 € T

27
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L, existe ¢, € Dtalquec = ¢, € T" e M = [c]

Assim, definimos a estrutura:

M = (D, (R{\/l)ielf(F;M)]'EJ/ (e kek)

Falta verificar que de fato M € um modelo para T* (M = T*).
Por inducio na complexidade das férmulas de T*:
Fixe o : Var — D.

Afirmacdo. Sejam t um termo com Var(t) C {xq;...; X, }, €1, ..., Cn, d € C. Entdo:

(t|x1:c1,...,xn:cn - d) €T & U*(t)|x1:[c1] Xn=[cn] — [d]

.....

Prova por induc¢éo na complexidade do termo:

e Se t é um simbolo de constante ¢:

c=deT sc~ds | = d]

e Se t é avaridvel x;:
t(c1, ., cn) éci. Assim, ¢; =d € T & ¢; ~d & [¢] = [d] & c*(t) = [d].

e (=) Suponha a afirmacio verdadeira para os termos f1,...,t, € seja t 0 termo
F(t1, . tn).

Note: Var(t) C {x1,...,xn} entdo Var(t;) C {x1, ..., xn}

Para cada i: T* + 3x(t(c1,...,cn) = x), e como T* é Henkin, entdo T* F
ti(c1,..,cn) = d;, para alguma constante d;. Isto é, (t;(c1,...,cn) = d;) € T%,

pois T* é maximal.

Além disso,

F(t1(c1, worCn)yeestm(Cr, o)) =d € T

Assim, {F(dy, ..., dy) =d} € T*

28
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ortanto,

(<) Agora, suponha o*(t) = [d];
Existe e € C tal que t(cq,...,c,) = e € T*

Por (=), c*(t) = [e]. Assim, [d] = |e] e, portanto, d ~ e (d = e € T*). Assim,
t(c1, o Cn) = d.

Afirmacdo. Se ¢ : Var — D, entdo (M, o) |- T*

Demonstracdo. Prova por inducao na complexidade das sentencas de T*.

Seja A € T*. Considere B £-férmula com VL(B) C {x1,...,x,} onde A é B(cy,...,c»)

ecy,..cp €C.

o Se Aéti(c1, ..., cn) = ta(c1, ..., cn), entlo existem ¢,d € C tais que t1(c1, ..., n) =
ceT ety(cy,..,cn) =d € T* Comisso,c =d € T" = [c] = [d].

Logo, pela afirmacdo anterior, o* (t1) = [¢] = [d] = o*(t2).
Logo, (M, o) = t1 = t.
e Se A é daforma R(t1, ..., tm)
Novamente, como T* é Henkin maximal consistente, sejam dy, ..., d, € C tais que

tl(Cl,...,Cn) =d eT*

tm(Cl,...,Cn) =d,ecT*
Assim, pela afirmacdo anterior, c*(¢;) = [d;],Vi = 1,2,...,n
Logo, ([d1], -, [du]) € RM e entdo (M, o) |= R(dq, ..., dw).

e Se A é da forma —B e suponha que vale para B, isto é, B € T* < (M;0) = B.
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22;’:"';2':;0 -B & (M;0o) ¥ B, pela hipétese de indugio:
ICAATA ESE O T IUGT*@AGT*.

e Se A é daforma B A C e a afirmacdo vale para B e C:

M;o) FA< (M;0) EBAC < (M;0) |=EBe (M;0) |= C, pela hip6tese
de induco: (M;0) |=Be (M;0) EC & BeTeCeT & BACET &
AeT.

e Se A é da forma JxB e a afirmacdo vale para B.
Queremos 6 uma valoragéo tal que 6(v) = o(v) se v néo é x.

Como 3xB € T* e T* ¢ Henkin, existe ¢ € C tal que B(c) € T*. Assim, tomando
6 com 0(v) = o(v) se v ndo é x e H(v) = c. Por hipétese de indugio: (M;0) |- B
Logo, (M;0) |= JxB, e entdo (M; o) |~ A.

O

Teorema 1.38 (Segundo Teorema da Completude). Seja T uma L-teoria, L enumerdvel,
se T|= Aentdo TH A.

Demonstragdo. Suponha T ¥ A. Temos, pelo Lema(1.30, TU{—A} é consistente. Pelo
Teorema da Completude, existe M |= TU{—A}. Mas, por hipétese, se M |= T, entdo
M |= A. Absurdo, pois M |- —A. O

Teorema 1.39 (Teorema da Compacidade). Seja T uma L-teoria, L enumerdvel. Temos

que T tem modelo se, e somente se, toda parte finita ¥ C T tem modelo.

Demonstragdo. (=) Se M |=Tentdo M |=%,se 2 C T.

(«<) Suponha que T nido tenha modelo. Por completude, T é inconsistente. Isto é,
T F =(x = x). Pela definicdo de |, existe ¥ C T finito, consistindo das férmulas em T
numa prova de —(x = x), tal que £ F —(x = x). Segue que X é inconsistente. Logo, ¥

nao tem modelo.

O

Teorema 1.40 (Teorema da Finitude). T |= A < existe £ C T finito, tal que ¥. |= A.

Demonstragdo. (=)

Pelo teorema da completude, I' = A = T + A.

30
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O

Como exemplo de aplicacdo do teorema da compacidade, contruiremos um corpo
ordenado ndo arquimediano. Uma referéncia para os diversos conceitos de corpo,
corpo ordenado e propriedades de corpo ordenado é a dissertacdo de Custddio [2]
(2016).

Definicdo 1.41. Sejam £ = ((F;)ic1, (R})jej, (ck)kek ) uma linguagem e T uma L-teoria.
Definimos o fecho de T em £ (ou o conjunto das consequéncias de T) como sendo

Conseq;(T) = {A| Aé L-sentencaeT |- A}

Usaremos a seguinte versdo da propriedade arquimediana para corpos:

Definicao 1.42. Um corpo ordenado K contendo IN (isto é, N C K) é dito arquimedi-
ano se IN ¢ ilimitado em K. Ou seja: Vx € K 3n € N(x < n).

Teorema 1.43. Existe um corpo ordenado ndo arquimediano.

Demonstragdo. Seja L = (+,-,<,0,1) a linguagem dos corpos ordenados e T a teoria
dos corpos ordenados. Temos que Q |~ T.

Acrescentamos o simbolo de constante « & linguagem L, definindo a linguagem L,.
Além disso, defina o termo t; = 1 e paracadan € N, f,.1 = t, + 1. Assim, , é 0
termo 14+ 14 ---4 1, n vezes.

[ ] T():T,
. T1:T0U{t1<ﬂc};
. T2:T1U{t2<ﬂc};

. TgZTQU{t3<DC};
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o T" = |J Ty
nelN

Note que Conseq.(T*) = Conseq(T). Isto é, T* e T tm as mesmas consequéncias

semanticas na linguagem L.
Afirmacao: T* tem modelo.

De fato, seja X C T* finito. Como T,, C T,.1 Vn € IN, existe n € IN tal que ¥ C T,,.
Vamos mostrar que cada T, tem modelo:

De fato, seja Q, o modelo Q interpretando o novo simbolo de constante como sendo
a% =+ 1. Temos que Q, |= T, pois T, = TU{t <a} U{tr <a}U---U{t, <a},
Q. |= T e, claramente, Q, = {t; <a}U{tr <a}U---U{t, <a}.

Portanto, pelo teorema da compacidade, existe Q* |~ T*.

Assim, Q* é corpo ordenado. Além disso, Q* = U Ty
nelN

Isto é:

VneNQ =t <a

Ou seja, informalmente:

IeQ VReNQ Ft, <x
Portanto, Q* é ndo arquimediano.

O

Corolario 1.44. Se um corpo ordenado F ¢ ndo arquimediano, entdo existe ¢ > 0 tal que

1 ..
e < _ para todo n € IN positivo.

Demonstracdo. Se F é ndo arquimediano, entdo existe ¢ € FF tal que n < «, para todo
n € IN. Assim, tomando-se ¢ = 1/x, segue 0 que queremos. O

No caso em que [F = Q*, isso significa que ¢ € menor que todos os racionais posi-
tivos. Se considerarmos a extensio para os reais e tomarmos a respectiva extensdo

ndo-standard R*, o mesmo vale para todos os reais positivos.

Corolario 1.45. A propriedade arquimediana para corpos ndo pode ser formalizada em

linguagem de primeira ordem.
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ordenado. Nesse caso, T U {Arq}

1.3 SISTEMAS FORMAIS DE AXIOMAS E SINTAXE.

priedade arquimediana € equivalente a uma sen-
Arq. Considere T o conjunto dos axiomas de corpo

é o conjunto dos axiomas de corpo arquimediano.

Seguindo a demonstracio feita no teorema, com T U {Arq} no lugar de T, cada Q,
é modelo de T U {Arq}, porque o corpo Q é arquimediano. Entdo obtemos Q* corpo

nao arquimediano e modelo de Arq, contradicio.

O
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AXIOMATIZACAO DA GEOMETRIA PLANA

Nesse capitulo apresentaremos, de forma informal do ponto de vista da légica, ba-
seado no trabalho de Hilbert [9]] (1902, cap. 1), os axiomas da geometria euclidiana
plana. Antes, baseado em obras como Eves [|4] (cap. 5-2) e Roque [[11]] (2012), con-
taremos brevemente um histérico de como a geometria se desenvolveu. Passando por
Euclides e os Elementos, que foi uma das primeiras e mais brilhantes obras que utili-
zaram o método postulacional, até chegar a geometrias nao euclidianas, a Hilbert e
sua magistral obra, a qual d4d luz ao presente trabalho. As imagens que servem como
ilustracdo aos axiomas sdo de autoria do autor e foram feitas utilizando o software
Geogebra.

2.1 INTRODUGAO HISTORICA

Ao fazer uma introducdo a obra de Fetissov [7]] (1995, parte 1), Hygino H. Domin-
gues descreve a histéria da Geometria, dividindo-a em 3 fases: geometria subconsciente,

geometria cientifica e geometria demonstrativa.

Até mesmo o homem mais primitivo tinha necessidade de noc¢des basicas de geome-
tria. Entre essas nocoes estdo a de distincia, figuras geométricas bdsicas para demarca-
¢ao de terras, vertical e horizontal para constru¢des. O homem neolitico representava,
através de desenhos, elementos do seu dia a dia, criava utensilios e instrumentos se
valendo de simples observacbes que contavam com um certo senso geométrico inato.
Essa fase é chamada de geometria subconsciente e tem como caracteristica o fato de

lidar somente com situacOes concretas.

Com o tempo, o homem passou a relacionar entre si observacdes geométricas que

tinham em comum alguma propriedade, o que exigia um certo grau de abstracdo. Por

34
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)m o comprimento de uma circunferéncia qualquer

area do circulo como um duodécimo da drea do
quadrado de lado igual a circunferéncia respectiva. Essas e muitas outras conclusoes
da época sio resultados de um processo empirico.

Essa fase é chamada de geometria cientifica pelo fato de a metodologia empregada

lembrar o método cientifico moderno: observacdo, ensaio e erro.

Depois, o homem comecou a se perguntar o porqué de afirmacdes que eram expli-
cadas simplesmente por processos empiricos, caracterizando o inicio da fase chamada
de geometria demonstrativa. Foi nessa época que surgiram as primeiras demonstracdes
em geometria.

Esses primeiros passos da deducao ldgica teriam surgido com Tales de Mileto (6237
- 5467 a.C.) Os seguintes teoremas e suas demonstracoes sao atribuidos a ele:

e Os dngulos da base de um tridngulo isésceles sdo iguais;

Dois ngulos opostos pelo vértice sdo iguais;

Todo didmetro bissecciona o circulo;

Os angulos inscritos numa semi circunferéncia sao retos;

Se dois triangulos tém dois dngulos e um lado em cada um deles respectivamente

congruentes, entao esses tridngulos sdo congruentes.

O valor de Tales nédo se deve ao contetido dos teoremas acima, mas sim pelo fato de
ter inaugurado o método dedutivo em geometria, baseando suas demonstragdes em
resultados preliminares mais simples e mais intuitivos. O que representou um grande

avanc¢o no desenvolvimento da matemadtica.

Outro que contribuiu com o desenvolvimento da matemdtica demonstrativa foi Pi-
tdgoras de Samos (570 - 495 a.C.) com sua Escola Pitagdrica. Nas obras pitagdricas
é possivel observar algumas cadeias de teoremas, uns deduzidos de outros através de

raciocinios ldgicos, mas néo partindo de axiomas bem explicados.

Foi-se, aos poucos, aperfeicoando o discurso légico como uma sequéncia de dedu-
¢Oes rigorosas a partir de algumas suposicOes iniciais explicitamente enunciadas. A
primeira tentativa de organizar logicamente a geometria num sistema dedutivo, teria
sido feita por Hipdcrates de Quio, no sec. V a.C. Seguiram-se algumas tentativas mais
bem sucedidas de L.éon, Tetidio e outros, todos na Grécia. Mas o auge dessa organiza-
¢do veio com os Elementos de Euclides, IIT a.C.
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De acordo com Eves [4](cap. 5-2), os Elementos de Euclides (300 a.C.) ndo tra-
tam apenas de geometria, contém também teoria dos nimeros e dlgebra elementar,
contendo no total 465 proposicdes distribuidas em treze livros. Os Elementos de Eu-
clides ndo sdo uma obra de total autoria do autor, mas sim uma compilacdo altamente
bem sucedida e um arranjo sistemdtico de trabalhos anteriores. Além de acrescentar
muitas demonstracoes e aperfeicoar outras, o seu grande mérito foi a étima escolha
de proposicOes e seu arranjo em uma sequéncia légica a partir de poucas afirmacoes
iniciais.

No livro 1 dos Elementos de Euclides, inicia-se o estudo da geometria plana, hoje
conhecida como Geometria Fuclidiana Plana, em sua homenagem. Inicialmente ele
define os objetos geométricos cujas propriedades deseja-se estudar. Sdo 23 defini¢bes,
entre as quais encontramos as definicées de ponto, reta, circulo, tridingulo, retas pa-
ralelas, etc. Em seguida, ele enuncia 5 nocoes comuns, que sdo afirmactes admitidas
como verdade 6bvias, chamadas de axiomas. Séo elas:

Axioma 1 Coisas iguais a uma mesma coisa sdo também iguais.

Axioma 2 Se iguais sdo adicionados a iguais, os totais obtidos sdo iguais.
Axioma 3 Se iguais subtraidos de iguais, os totais obtidos sdo iguais.
Axioma 4 Coisas que coincidem uma com a outra sio iguais.

Axioma 5 O todo é mais do que qualquer uma de suas partes.

O que Euclides faz é construir axiomaticamente a geometria plana. O trabalho de
Euclides destaca-se pelo fato de que com apenas 5 postulados ele foi capaz de deduzir
465 proposicoes.

A seguir, os 5 postulados de Euclides:
Postulado 1. Pode-se tracar uma (tinica) reta ligando quaisquer dois pontos.

Postulado 2. Pode-se continuar (de maneira tinica) qualquer reta finita continuamente

em uma reta.
Postulado 3. Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.

Postulado 4. Todos os dngulos retos sdo iguais.
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ostulado 5 merecem atencdo. Com apenas estes 4

oposicoes. Nos postulados 1 e 2 os termos entre
parénteses ndo foram empregados por Euclides; porém, pela forma como ele os aplica,
deduz-se que estes termos foram implicitamente assumidos. Euclides define 4ngulos
sem falar em medida e define 4ngulo reto como um angulo que € igual ao seu suple-
mentar. Daf a necessidade do Postulado 4.

Analisaremos a proposicdo 28 do livro 1. Proposicdo 28. Sejam duas retas m e n

cortadas por uma terceira reta r.

Se a soma dos dngulos formados é 180 graus, entdo m e n sdo paralelas. Na simbo-
logia atual podemos representar a Proposicdo 28 da seguinte maneira:

a+p=180" =>mnNn =0

E a reciproca é verdadeira? Ou seja, é verdade que

mNn =0 —a+ p = 1807

A resposta a essa pergunta é complexa e levou mais de dois mil anos para ser enten-
dida completamente. De fato, esta reciproca é exatamente o contetido do Postulado
5.

Postulado 5. Se uma reta, cortando duas outras, forma angulos internos, no mesmo
lado, cuja soma € menor do que dois dngulos retos, entdo as duas retas, se continuadas,
encontrar-se-ao no lado onde estdo os dngulos cuja soma é menor do que dois dngulos

retos.
Esta sentenca € equivalente a dizer que:

Dada uma reta e um ponto nfo incendente sobre a mesma, existe somente uma reta

paralela a reta dada que passa pelo ponto dado.
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Hos Elementos de Euclides, o método axiomadtico se

e em outras dreas como uma poderosa ferramenta
de sistematizacdo do conhecimento cientifico. Como dito por Sant’anna [|12](2003,
cap.1) exemplo disso, sdo as célebres Leis de Newton (sec. XVII), a partir das quais
podemos deduzir, em particular, as Leis de Kepler das orbitas planetdrias. Outros
exemplos sdo as leis da termodinidmica e as leis da teoria da evolucgio das espécies.

Era inevitdvel que a obra passasse por inumeras anélises e criticas ao longo do tempo.
Revelaram-se algumas falhas légicas na obra, as mais comuns e mais graves dessas
falhas foram suposicoes feitas por Euclides sem base em nenhum postulado. Por exem-
plo, em algumas ocasides, o autor admite a infinitude da reta, mas seus postulados s

garantem que a reta ndo ¢ limitada.

De acordo com Sant’anna [12]](2003, cap. 1), entre inimeras andlises, o quinto
postulado, também conhecido como postulado das paralelas chamou a atencdo dos
matemdticos. Muitos acreditavam que quando Euclides chegou no Postulado 5 nédo
soube como demonstrd-lo e entdo resolveu deixd-lo como postulado, pois parece muito
mais com um teorema que com uma simples afirmacdo que podemos aceitd-la sem de-
monstracdo. Durante dois mil anos, foram feitas muitas tentativas de provar o quinto

postulado usando os demais.

Veremos em[2.9 uma estrutura que satisfaz os 4 primeiros postulados, mas que viola
o postulado das paralelas, o Disco de Klein. Isso mostra que o postulado das paralelas
é independente dos outros 4 postulados, sendo impossivel demonstra-lo usando como

premissa os 4 postulados.

As geometrias ndo euclidianas mostraram que a geometria ndo precisava ter um ca-
rater material e intuitivo. Dizer que uma afirmacéo € verdadeira ndo implica nenhuma
conotacdo material, mas simplesmente que esse resultado é consequéncia légica do
conjunto de axiomas. Os discursos légicos que seguem essa linha sdo chamados de axi-
omdticas formais, contraria as axiomdticas materiais, como a de Euclides. A primeira
sistematizacdo formal da geometria surgiu em 1899, no Fundamentos de Geometria, de
David Hilbert (1862 - 1943).

Moritz Pasch, em 1882, também publicou um livro que tratava de forma sistemdtica
a geometria euclidiana, essa obra foi uma das fontes de inspiradoras de Hilbert, que
acabou ficando bem mais famosa. Outro que se destacou nos primérdios do método
axiomatico foi o italiano Giuseppe Peano, em 1889, com os axiomas de Peano para a

aritmética, inclusive o principio de inducao.
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s de Geometria

Hilbert publicou os Fundamentos de Geometria (Grundlagen der Geometrie) em
1899, traduzido em vérios idiomas e apresentado no Congresso Internacional de Mate-
madtica de Paris (1900). Tomando como primitivos os conceitos de ponto, reta e plano
e, ainda, com vistas a manifestar as interligac6es fundamentais entre esses elementos e
alguns conceitos basicos, as relacdes de incidéncia, estar entre e congruente e apoiando-
se em 21 axiomas, divididos em 5 grupos (incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo
e continuidade), Hilbert construiu formalmente, evitando assim as armadilhas da in-
tuicdo, um sistema geométrico euclidiano grandemente aprimorado. As falhas légicas
de Euclides, particularmente as suposicoes técitas, estavam por fim preenchidas.

Posteriormente a publicacdo de Fundamentos de Geometria, David Hilbert criou a
escola formalista. A tese do formalismo é que a matematica é, essencialmente, o
estudo dos simbolos formais. De fato, o formalismo considera a matematica como
uma colecdo de desenvolvimentos abstratos em que os termos sdo meros simbolos e as

afirmac0es sdo apenas férmulas envolvendo esses simbolos.

2.2 AXIOMATIZAGAO DA GEOMETRIA PLANA

Baseado no trabalho de Hilbert [9]]1 (1902, cap. 1), apresentaremos um conjunto de
axiomas que serdo suficientes para demonstrar todos os resultados conhecidos desde o
ensino fundamental. O programa de Hilbert apresenta axiomas para geometria linear
(1 dimensado), geometria plana (2 dimensdes) e geometria espacial (3 dimensdes).
Como faremos a axiomatizacdo da geometria plana, adaptaremos essse conjunto de

axiomas de forma a retirar o que for relativo apenas a geometria espacial.

Consideraremos dois conjuntos distintos de elementos. Chamaremos os elementos
que compdem o primeiro conjunto de pontos e usaremos como notacao letras maius-
culas de nosso alfabeto: A, B, C,... Chamaremos os elementos que compde o segundo
conjunto de retas e usaremos como notacdo letras minusculas de nosso alfabeto: r, s,
t,...

Existem relacOes, primitivas ou nfo, entre os elementos desses dois conjuntos, que

b1 M

indicaremos por meio de palavras como “estdo situados”, “entre”,

b1

paralelo”, “congru-
ente”, etc. A descricdo completa e exata segue como consequéncia dos axiomas da

geometria.
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2.2 AXIOMATIZACAO DA GEOMETRIA PLANA

0 desenvolvimento feito no capitulo 1 também se

um utnico dominio de elementos na estrutura, ou

um unico tipo de varidveis. As linguagens de tipos multiplos utilizam conjuntos de

varidveis diferentes para referirem-se as entidades distintas como pontos e retas. Todos

o0s teoremas que vimos ainda valem com as mesmas demonstragoes.

2.2.1 Axiomas de Incidéncia

Pontos e retas do plano satisfazem a cinco grupos de axiomas. O primeiro grupo é

constituido pelos axiomas de incidéncia.

Nos livros de matematica do ensino bdsico, geralmente, encontramos apenas os dois

primeiros.

Axioma de Incidéncia 1: Dados dois pontos distintos, existe uma iinica reta que os

contém.

Axioma de Incidéncia 2: Em toda reta existem pelo menos dois pontos distintos.

Axioma de Incidéncia 3: Existem trés pontos distintos com a propriedade que nenhuma

reta passa pelos trés pontos.

2.2.2 Axiomas de Ordem

Dissemos anteriormente que a no¢do de “estar entre” ¢ uma noc¢éo primitiva. Nesta

secdo iremos apresentar o segundo grupo de axiomas que rege as leis para esta nocao,

os axiomas de ordem.
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Axioma de Ordem 2: Para quaisquer dois pontos distintos A e C, existe pelo menos um

> ,
ponto B pertencente a reta AC tal que B estd entre A e C.

Aplicando esse axioma a dois pontos de uma reta (que existem em virtude do se-
gundo axioma de incidéncia), depois a cada par de pontos formado por um antigo e
0 NOVO ponto e assim sucessivamente, concluimos que entre dois pontos quaisquer de

uma reta hd uma infinidade de pontos dessa reta.

Definiciio 2.1. Dados dois pontos distintos A e B de uma reta, o segmento de reta AB
(ou BA) é, por definicdo, a parte da reta formada por A, B e todos os pontos dessa
reta situados entre A e B.

Axioma de Ordem 3: Se trés pontos distintos estdo sobre uma mesma reta, ndo mais

guie um ponto estd entre os outros dois.

Este axioma assegura que uma reta ndo é um circulo, onde ndo temos a nocdo bem

clara de um ponto estar entre outros dois.

c

Definicao 2.2. Dados dois pontos distintos A e B, a semirreta de origem em A con-
tendo B € o conjuntos dos pontos do segmento AB unido com todos os pontos C tais
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Definicao 2.3. Considere uma reta r e dois pontos distintos P e Q nio pertecentes a r,
dizemos que os pontos P e Q estdo em um mesmo lado da reta r se o segmento PQJ ndo

a intercepta. Caso contrdrio, dizemos que P e Q estdo em lados opostos da reta r

_|

Definicao 2.4. Dados uma reta r e um ponto P ndo pertencente a r, o semiplano
determinado por r contendo P € o conjunto de todos os pontos ( tais que P e (Q estdo
do mesmo lado de r unido aos pontos de r.

Axioma de Ordem 4 (Separacdo do plano): Sejam A, B e C trés pontos que ndo estdo
sobre uma mesma reta e seja r uma reta que ndo contém nenhum dos trés pontos. Entdo

se 1 intercepta o segmento AB, ela também intercepta o segmento AC ou o segmento BC.
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Faremos uso de duas nocoes (primitivas) de congruéncia: de segmento e de dngulos.
A congruéncia de tridngulos pode ser definida usando congruéncia de segmentos e de
dngulos. Qualquer que seja a nocdo de congruéncia, usamos o simbolo =.

Definicao 2.5 (lado da reta em relacdo a um ponto). Dado um ponto A pertencente
a uma reta r, diremos que dois pontos B e C estdo na reta, mas em lados opostos em

relacdo ao ponto A se, e somente se, B e C pertencem aretar e A estd entre B e C.

Axioma de Congruéncia 1: Se A e B sdo dois pontos distintos de uma reta r e C é
um outro ponto de uma reta s, ndo necessariamente distinta da anterior, entdo é sempre
possivel encontrar dois pontos D' e D" em s e em lados opostos em relacdo ao ponto C,

tal que os segmentos AB, CD’ e CD’ sejam congruentes.

Axioma de Congruéncia 2: Se um segmento AB e um segmento A’'B’ sdo congruentes a

um mesmo segmento A’ B”, entdo os segmentos AB e A’B’ sdo congruentes entre si.
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- B’ entre A' e C', e se, ainda, AB = A'B' e BC = B'C/,

entdo AC = A'C.

Isto é: se a segmentos congruentes somarmos segmentos congruentes, entao as somas

também serdo congruentes.

Definiciio 2.6. Angulo é uma figura geométrica formada pela unifio de duas semirretas

de mesma origem.

As semirretas sdo chamadas de lados do dngulo e a origem em comum € o vértice
do angulo. Se os lados sdo semirretas opostas, esse dngulo é chamado de dngulo
raso. Caso os lados sejam semirretas coincidentes, chamamos o angulo de dngulo nulo.
Denotaremos como AOB (ou B@A) o angulo de lados O—1>4 e O—B> e vértice O.

. —
Axioma de Congruéncia 4: Seja AOB um dngulo ndo raso e ndo nulo e O'B’ uma

— — .
semirreta. Existe exatamente uma semirreta O’ A’ em cada lado de O'B’ tal que AOB =
AO'B.
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s dngulos AOB e A'O'B’ sdo congruentes entre si.
A B A B A B
] o o"
A B A B A B" =
0 o au
A seguir, introduziremos a definicdo de tridingulo e congruéncia de tridngulos antes

de enunciar o Axioma de Congruéncia 6 que relaciona congruéncia de segmentos e
dngulos.

Definicao 2.7. Dados A, B e C trés pontos nio pertencentes simultaneamente a uma
mesma reta, chamaremos de tridngulo A ABC a unifo de AB, BC e CA.

_|
Definicdo 2.8. Dizemos que dois tridngulos AABC, AA'B'C’ sdo congruentes, e deno-
tamos por AABC = AA'B'C/, se AB= A'B’, AC=A'C’, BC = B'C/, BAC = BA'C,
ABC = A'B'C'e BCA=B'C'A'.
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——r——+r———+r——crr~—— B'A'C’ sdo vdlidas, entdo a congruéncia NABC =

ANA'B'C’ € satisfeita.

2.2.4 Axioma das paralelas

Na geometria plana, definimos que duas retas distintas sdo paralelas se nfo se inter-

ceptam.

Axioma das Paralelas: Seja r uma reta e P um ponto ndo pertencente a essa reta r.

Existe uma, e somente uma, reta paralela a r que contém P.

2.2.5 Axiomas de Continuidade

Os axiomas de continuidade nao envolvem uma terceira relacdo primitiva, mas ga-
rantem que certas construcOes sao possiveis. Tais construgdes vao permitir medir dis-

tancias entre pontos utilizando nimeros reais.

Axioma de Continuidade 1 (Axioma de Arquimedes): Dados dois segmentos de reta
S — —

AB e CD, existe na semirreta CD uma sucessdo Cq, Cy, ..., C,, C, 11 de pontos tais que
Cy estd entre C e Cp, Cp estd entre Cr e Cs, ..., e CCp = C1Co = CoC3 = .. = ABe D

estd entre C, e C,.1 para algumn > 1.
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Curiosamente, o Axioma de Arquimedes tem relacdo com o axioma das paralelas e
versOes usualmente equivalentes, j4 que implica que a soma dos dngulos internos de
um tridngulo é < 180° (teorema de Legendre). A esse respeito, veja o trabalho de Max
Dehn discutido nas p. 83-86 de Hilbert, 1902.

A seguir, enunciaremos o Axioma de Continuidade 2 de Hilbert, fazendo uma tradu-
¢do literal de seu enunciado original [9] (1902, cap. 1), adaptado para o contexto da
geometria plana.

Axioma de Continuidade 2: A uma estrutura de pontos e retas, ¢ impossivel adicionar
outros elementos de modo que essa estrutura estendida forme uma nova geometria obe-
decendo esses cinco grupos de axiomas. Em outras palavras, os elementos da geometria
formam uma estrutura que ndo € suscetivel a extensdo, se considerarmos vdlidos esses

cinco grupos de axiomas.

Esse axioma diz que para qualquer modelo para os outros axiomas, ndo é possivel
adicionar mais elementos ao seu dominio de modo que essa nova estrutura com as in-
terpretacOes adequadas satisfaca esses mesmos axiomas. Agora, é importante observar
que essa “quantificacdo” sobre todos os modelos, é impossivel de ser formalizada den-
tro da linguagem de primeira ordem da geometria, exatamente por fazer referéncia

aos seus modelos.

No préximo capitulo, faremos a formalizagéo légica dos Axiomas de Hilbert descritos
acima. Veremos que € possivel formalizar em primeira ordem os Axiomas de Incidéncia,
Ordem, Congruéncia e o Axioma das Paralelas. Entretanto, o Axioma de Continuidade
1 ndo é um axioma de primeira ordem (veremos por qué) e o Axioma de Continuidade
2 nem mesmo é possivel de ser formalizado nessa linguagem, pelo que comentamos

anteriormente.

Faremos uma breve descricdo (informal) do modelo Euclidiano: esse modelo é sim-
plesmente o modelo com os pontos do IR? e as retas do R?, denotaremos esse modelo
simplesmente por R?. As relacdes de “estar entre”, congruéncia, pertinéncia sio as
usuais da Geometria Analitica. E possivel ilustrar o papel do Axioma da Continuidade

2 com esse modelo se considerarmos a subestrutura Q formada por pontos racionais e
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tacdes das relacdes restritas a Q2. Como € possivel

Continuidade 2 exclui Q? como modelo.

(Observacdo: Encontra-se uma dificuldade ao usar Q? como um modelo da geome-
tria euclideana plana, mesmo na auséncia do Axioma da Continuidade 2, porque os
pontos (0,0) e (1,1) tem distancia v/2 entre si, que nfio pode ser remarcada (com o
compasso por exemplo) a partir da origem ao longo do eixo das abscissas. Ou seja,
os axiomas de congruéncia no sio vdlidos em Q. Para realizar todos os axiomas de
incidéncia, congruéncia e ordem, requerendo realmente o Axioma de Continuidade
2, substitua Q por seu fecho pitagdrico, isto é, o menor corpo ordenado contendo os
racionais e também fechado sob a operacio x — +/x2 + 1. Ele ainda é menor que R

(por exemplo, ndo contém os transcendentes).)

Construiremos em detalhes esse modelo Euclidiano IR?, mas como mencionamos an-
teriormente, existem modelos de Geometria ndo Euclidiana, isto é, que néo satisfazem
o Axioma das Paralelas. O Disco de Klein (ou modelo de Klein, ou Beltrami-Klein) é
um desses exemplos. Baseado na descricio feita por Greenberg [8]] (1993, cap. 7),

faremos uma breve descricdo desse modelo aqui.

Definicdo 2.9 (Disco de Klein). Considere R > 0 um ndimero real e O = (a,b) € R?.
O conjunto dos pontos do Disco de Klein de raio R e centro (a,b) é dado por

D={(x,y) € R?| (x—a)®+ (y—b)* < R*}.

Serd importante considerar também o bordo do disco, que é:

oD = {(x,y) € R* | (x —a)* + (y — b)* = R?}.

O conjunto das retas é formado pelas cordas abertas. Isto é, se A,B € dD séo
pontos distintos no bordo, associamos uma reta determinada por A e B como sendo o
segmento de reta AB do plano Euclidiano, sem os pontos A e B.
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As relacOes de “pertencer” e “estar entre” sdo as mesmas relacdes do plano Eucli-
diano restritas aos conjuntos de pontos e retas do Disco de Klein. As relagdes de
congruéncia, por outro lado, ndo sio tdo simples. A relacdo de congruéncia de seg-
mento depende de uma férmula de distancia entre pontos do dominio (isto é, de uma
métrica), e a relacdo de congruéncia de 4ngulo nio é conforme (isto é, ndo coincide
com o dngulo euclidiano), no entanto, é simples de ver como o Axioma das Paralelas
falha, como na seguinte figura:

Com o modelo de Klein, é possivel fazer uma segunda ilustracdo do Axioma da
Continuidade 2: de fato, o disco de Klein é uma subestrutura do plano euclideano
(os elementos primitivos restantes na subestrutura desempenham os mesmos papéis
e mantém as mesmas relacdes entre si). Entdo, essa subestrutura nao pode satisfazer

todos os axiomas, falhando justamente no das paralelas.

Agora, se Dy e D, sdo dois dicos de Klein concéntricos, eles satisfazem os mesmos
axiomas e se i : D1 — D, é a imersdo canfnica de Dy em D, existem retas r,s em Dy
que nio se interceptam, mas i(r),i(s) se interceptam em D, e entdo a imersdo de um
disco no outro ndo é elementar (i.e., ndo preserva propriedades ou, na terminologia do

capitulo 1, as férmulas com pardmetros).
Agora, uma breve discussao sobre “unides” de modelos:

Considere, uma origem O em RR? fixada e para cada n € IN um disco de Klein
D, de raio n e origem O (com as interpretacOes das relacdes primitivas descritas
como acima). Obtemos uma familia {D, | # € IN} de modelos para Geometria néo
Euclidiana. Agora, R?> — Unen Dy Interpretarmos um ponto de R? como sendo um
ponto de algum disco. Dizemos que r é uma reta de R? se r N D, é uma reta em D,,
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um modelo para essa teoria.

(Observacao: Ignoramos os axiomas de congruéncia ao visualizar um disco de Klein
dentro do outro, segundo a nocao de subestrutura. As relaces de incidéncia e ordem
sdo respeitadas, mas as medidas (como comprimentos) dentro do menor disco nao sdo
as mesmas com referéncia ao maior; de fato, em ambos, as retas devem ser infinitas e

ilimitadas.)
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A seguir, introduziremos uma linguagem de primeira ordem, e escreveremos 0s pri-
meiros axiomas da geometria de Hilbert nessa linguagem, com excecido dos axiomas
de continuidade. Como mencionado anteriormente, os axiomas de Hilbert ndo séo for-
malizdveis em primeira ordem, e provaremos isso usando o teorema da compacidade,
construindo uma geometria ndo-arquimediana (i.e., um modelo que é uma extensdo
elementar dos axiomas de Hilbert sem continuidade e que satisfaz a nega¢éo do axi-
oma da continuidade). Enfim, para formalizar a geometria de Hilbert em linguagem
l6gica, precisaremos fazer uma digressdo e introduzir a linguagem de segunda ordem,

que vem a ser uma extensao para a linguagem de primeira ordem.

A linguagem da geometria (de primeira ordem) de Hilbert é dada por

L= (P,R, €,E, 51,52).

Onde

e P : Simbolo relacional undrio. Indica que é um ponto. Exemplo: P(a), significa

que a4 é um ponto.

e R : Simbolo relacional undrio. Indica que é uma reta. Exemplo: R(s), significa

que s é uma reta.

Convencionaremos que a discrimina¢io entre pontos e retas serd feita usando varia-
veis maitisculas para pontos e mintsculas para retas, a fim de facilitar a leitura. Por
exemplo, o Axioma de Incidéncia 1 ficaria escrito, usando os predicados undrios, da

seguinte forma:

Va Vb (P(a) AP(b)ANa#£b —3lr (R(r) A (a€r) A (beT))
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maiusculas e minusculas, fica escrito da seguinte

TOUTITIT,

YAVB(A#B—3r((Acr) A (BET))),

7

e provavelmente concordamos que a ultima forma de escrever é muito mais sim-
ples. Isso é andlogo a dizer que existem tipos de varidveis: uma metavaridvel para
ponto, e uma metavaridvel para reta. Entretanto, caso se usem os predicados para
um dnico dominio, em vez de dominios distintos, é preciso acrescentar o axioma
Va(P(x)V R(x)) A =3x(P(x) A R(x)) A JxP(x) A JxR(x).

e c: Simbolo relacional bindrio. Indica que um ponto pertence a uma reta. Exem-
plo: € (A,r). Significa que o ponto A pertence a reta r. Para facilitar o entendi-

mento e leitura usaremos a notacdo A € r.

e E : Simbolo relacional terndrio. Indica que um ponto estd entre outros dois.
Exemplo: E(A, B, C), significa que B esta entre A e C. Para facilitar o entendi-
mento e leitura usaremos a notacao A x B x C.

e =1 : Simbolo relacional quaterndrio. Indica que dois segmentos de retas (deli-
mitados pelos quatro pontos) sdo congruentes. Exemplo: =; (A, B, A/, B'), para
facilitar o entendimento e leitura usaremos a notacdo AB = A'B’. Significa que
o segmento AB é congruente ao segmento A’B’.

e =, : Simbolo relacional 6-drio. Indica que dois dngulos (determinados pelos
seis pontos) sdo congruentes. Exemplo: =, (A,O,B, A’,0’,B’), para facilitar
o entendimento e leitura usaremos a notacao AOB = A'O'B. Significa que o
angulo AOB é congruente ao dngulo A’ O'B.

Axioma de Incidéncia 1
VAVB(A#B—3r((Acr) A (BEr))),
Notagdo: podemos chamar essa reta r, de 1@
Axioma de Incidéncia 2
Vr3A3IB((A#B) AN (A€r) A (Ber))

Definicao 3.1 (pontos colineares). Sejam A, B e C pontos, se existe uma reta r tal que
Aecr,BereC er, diremos que A, B e C sdo pontos colineares e denotaremos por
Col(A, B,C). Ou seja:

VAVBVYC (Col(A,B,C) + Ir ((Aer)A(Ber)A(Cer)))
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Axioma de Incidéncia 3
3A 3B 3C (~Col(A, B,C))
Axioma de Ordem 1

VAVBYC ((A*xBxC) — (Col(A,B,C)AN(A £ B)AN(AAC)AN(BAC)N(CxBxA)))

Axioma de Ordem 2
VYAVC ((A+#C)— 3B (AxBxC))

Definicao 3.2 (segmento de reta). Dados dois pontos A e B, definiremos o segmento
de reta AB como a unido de A, B e todos os pontos que estio entre A e B. Ou seja:

VAVBVYC (C€AB <« ((C=A)V(C=B)V(AxCxB)))

Axioma de Ordem 3

VAVBYC ((A#B)AN(A#AC)AN(B#C)) - (((AxBxC)V(A*xCxB)V (Bx
AxC)) A ((A*B*C)—>—|((A*C*B) (B*A*C)))/\((A*C*B)—>—|((B*A*
C)V(A*xB+C)))A((BxAxC) —> —((AxCx*xB)V(AxBx(C)))))

Definicao 3.3 (semirreta). Definimos semirreta AB como a unido dos pontos perten-
centes ao segmento AB e dos pontos C tais que (A x B x C). Ou seja:

VC ((C € AB) ¢ ((C € AB)V (A*B+C)))

Axioma de Ordem 4

VA VB VC ((—Col(A,B,C)AVr (-((Aer)v(Ber)v(Cer)))) — (3D ((D €
rYA(D & AB)) — (3E ((E€r)A(E€ AC)) v (IF ((F€r) A (F € BC)))))))
Definicao 3.4 (lado da reta em relacdo a um ponto). Dado um ponto A pertencente
a uma reta r, diremos que dois pontos B e C estdo na reta, mas em lados opostos em

relagio ao ponto A (notacdo: OP;(A,r, B,C)) se, e somente se, B e C pertencem a reta

re A estd entre B e C. Ou seja:

Vr YAVBYC ((OPy(A,r,B,C) < (BE ) A(CET)A(B*AxC)))
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VAVBVA Vrvs ((A€rABer)A(A €s)) — 3B B ((B' e s)A (B’ €
s) AOP1(A',s,B,B") A (AB =, A'B') A (AB =1 A'B")))

Axioma de Congruéncia 2

VAVBVA' VB VA" VB" ((AB=1 A'B') A (A’B' = A"B")) — (AB =1 A"B"))
Axioma de Congruéncia 3

VA VB VC VA VB VC' ((A*BxC) A (A"« B« C') A (AB =1 A'B') A (BC =,
BC)) = (AC = A'C))

Definicio 3.5 (Angulo). Chamaremos de 4ngulo AOB a unifio das duas semirretas
OT{ e 53) Ou seja:
~ —
YC((C € AOB) <+ (C € OAVOB))

_|

Definicao 3.6 (Lado de um plano em relacdo a uma reta). Dada uma reta r e pontos
A e B ndo pertencentes a r, diremos que A e B estao em lados opostos em relacdo a
reta r (notacdo: OP;(r, A, B)) se existe interseccdo entre o segmento ABearetar. Ou
seja:

VAVBVYr ((OPy(r,A,B)) < (=(Aer)A—=(Ber)AIC ((Cer)A(C € AB))))

Axioma de Congruéncia 4

< PN o PN
YAVO VB YO VB A’ FIA" ((OP,(O'B', A’, A")) A (AOB =, A'O'B') A (AOB =,
A"O'B'YAN(O'B = O'A') A (O'B' = O'A7))

Axioma de Congruéncia 5

VYAVYOVBYA'YO' VB VA" VO' VB" (((AOB =, AO'B')A(A'O'B' =, A"O"B")) —
(AOB =, A"O"B"))

Definicao 3.7 (Tridngulo). Sejam pontos A, B e C pontos distintos, o tridngulo A ABC
¢ a unido dos segmentos AB, BC e AC. Ou seja:

VD ((D € AABC) < ((D € AB)V (D € BC) V (D € AC)))
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ngulos). Dados pontos A, B, C, A’, B/, C’, dizemos

4\1u\, X7 TDC — 371 DD« OC, © ounente se AB El A/B/ BC El B/C/, AC El A/C/,

ABC =, A’B'C', ACB =, A'C'B' e BAC =, BPA'C’. Ou seja:

VA VB VC VA’ VB ¥C' ((AABC =, AA'B'C') < ((AB =1 A'B) A (BC =
B'C') A (AC =1 A’C') A (ABC =, A'B'C') A (ACB =, A'\C'B') A (BAC =, B'A/C')))

_|

Axioma de Congruéncia 6

VA VB VC VYA’ VB' YC' (((AB =1 A'B') A (AC =1 A/C') A (BAC =, BAC')) —
(AABC =, NA'B'C))

Definicao 3.9 (Retas paralelas). Dadas r e s retas, dizemos que r é paralela a s, quando
ndo hd um ponto em comum as duas. Notagdo: r || s . Ou seja:

Vrvs (r||s <+ =3A ((AE€r)A(Acs)))

Axioma das Paralelas

ViVA(m(Aer)=>Ts ((Aes)A(s]| 1))

Como mencionado anteriormente, os axiomas de continuidade nao podem ser for-
malizados em légica de primeira ordem, usando essa linguagem que estamos utili-
zando. A seguir, vamos construir uma L-estrutura e assumiremos que ¢ um modelo
para os axiomas de Hilbert descritos até aqui. A demonstracdo de que essa estrutura
é de fato um modelo é feita no capitulo seguinte (ver[4.I). A partir desse modelo ire-
mos construir uma extensio elementar que satisfaz a negacio do primeiro axioma da
continuidade, e veremos como isso implica que ndo é possivel descrever esse axioma

em primeira ordem.
Nossa L-estrutura é da forma M = (D, EM eM) E{”, 55\4), onde D — Dy U D».

No Dy estfo os elementos do dominio referentes aos pontos, assim, D; serd o R?,
e no D; estdo os elementos do dominio referentes as retas, que por sua vez S30 con-
juntos de pontos no R?. Portanto, como o conjunto dos pontos e o conjunto das retas
do dominio sdo disjuntos, podemos particionar o dominio e definir nosso modelo da

seguinte forma:
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T — (7 ,DQ,EM, GM,E'{\/{, Eé\/l)
e D; = R?

Uma reta é determinada por uma tripla (a,b,¢) com a 7~ 0 ou b 7 0 tomando os
pontos (x,y) € R? que satisfazem ax + by + ¢ = 0. Assim, para cada tripla (a, b, c)
como acima, consideraremos [(a,b,c)] C R?, a reta determinada por essa tripla:

[(a,b,¢)] = {(x,y) € R* | ax + by + ¢ = 0}.

e D, = {[(a,b,c)] € P(R?) |[a £ 0Vb +# 0}
o cM={((x,y),[(a,b,c)]) € D1 x Dy | ax + by + ¢ = 0}

o EM = {((x,y), (x" ), (x",y")) € D* | 3 (a,b,c) € R(((x,y) € [(a,b,0)]) A
(Y)Y el@bDANb#0— (x<x' <"V’ <X <x)A(b=0— (y<

Y <y'vy' <y <y))}

o == {((xy), (¥,y), (" y"), (", y") € DY | (x =¥+ y—y) = ('~
x///)Z + (y// o y///)Z}
Falta interpretar a congruéncia =,. Porém, em Geometria Euclidiana, a relacdo =,

pode ser definida a partir da relacdo =;. Isso ocorre devido ao caso de congruéncia
LLL.

Informalmente, se queremos mostrar que dois dngulos AOB e CO'D sdo congruen-
tes, podemos prosseguir da seguinte forma: fixamos um ponto na semirreta O—1>4, que
pode ser o préprio A, entdo pelo Axioma de Congruéncia 1, tomamos o Uinico ponto
B’ na semirreta O_B> tal que OB’ =1 OA. Agora, novamente pelo Axioma de Congruén-
cia 1, tomamos os Unicos pontos C’' na semirreta O—/>C e D' na semirreta %) tais que
OA=,0C =0D.
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Se AB' =1 C'D/, entéo AOB =, cO'D. Logo, € suficiente interpretar o simbolo =;.

Mesmo nédo sendo necessdria a interpretacdo da relacdo de congruéncia de dngulos,
mostraremos como medir um dngulo qualquer sabendo as coordenadas do vértice e de
um ponto em cada lado desse dngulo. Sabendo isso, teremos como coroldrio a forma
de decidir se dois d&ngulos sdo congruentes.

Definicdo 3.10 (Medida de &ngulo). Sejam (x4,y4), (x0,y0) € (xp,yp) trés pontos
distintos e ndo colineares do R?. Calculamos a medida do &ngulo AOB (notacio:
m(AOB)) utilizando a seguinte expressio:

(AOB) — arccos (xa —x0).(xg —x0) + (ya —yo0)-(¥y8 —¥o)
408) <\/(XA —x0)* + (ya — yo)*/ (xp — x0)* + (ys — yo)2>

- . —~2
Explicacio: usamos o produto interno dos vetores O7i e OB.

_|

Definicdo 3.11 (Congruéncia de angulos). Eves [5] (1997, p. 94) Sejam (x4,y4),
(x0,y0) e (xp,yp) trés pontos distintos e nio colineares do R? e sejam (x/y,v/,),
(x5, ¥5) € (x5, ) trés pontos distintos e ndo colineares do R?, diremos que os 4n-
gulos AOB e A'O'B sdo congruentes (notacio: AOB =, A'O'B’) se, e somente se:

(x4 —x0)-(xs — x0) + (ya —yo)-(ys — ¥o)
V(x4 —x0)* + (ya —y0)*v/(xp — x0)? + (y8 — Yo0)?
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—x0) + (Y4 —¥0)- (g — ¥o)
oA — Yo ) (¥ — X6)2 + (Vy — )

_|

Definicao 3.12. A estrutura que construimos acima serd dita modelo usual da geome-
tria euclidiana (veja o Teorema [4.1)). Denotaremos esse modelo simplesmente por IR?

(embora nosso dominio seja o R? unido com o conjunto das retas em IR?).

Agora usaremos o teorema da compacidade para construir uma geometria nao ar-

quimediana.

Teorema 3.13. Seja T a teoria apenas com os axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia
e paralelas (i.e., sem os axiomas de continuidade). Existe um modelo para T onde vale a

negacdo do Axioma 1 de continuidade.

Demonstracdo. Seja R? usual. Considere a linguagem expandida L2, com um novo
simbolo de constante para cada ponto do R?, e considere P, um sfimbolo novo de
constante. Considere a semirreta real r = {(x,0) | x € Ry} e para cada n € N seja
A, = (n,0) € r. Recursivamente, vamos construir uma teoria T* O T consistente da

seguinte forma:

o To=T;

1 =Ty U {"(Ao * Poo *Al)};

T = Ty U {=(A1 % Py % A2)};

Tg = T2 U {"(Az * Poo *Ag)};

e Ty 1=TyU {_‘(Anfl * Poo An)}’

T" = U Tu
nelN
Observe que toda parte finita de T* estd em algum T),. E além disso, Conseq Ly (T) =

Conseqr ,(T").

Note que cada T, tem modelo: se ¢ : Var — R? tal que 0*(Pyx) = A, 1 temos que
(R%;0) |= T

Assim, T* tem um modelo que, por construcio, € ndo arquimediano. O
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tinuidade 1 ndo pode ser formalizado em ldgica de

ProrcircUraerTt.

Por conta disso, faremos uma breve andlise da sintaxe e da seméntica da légica de

segunda ordem.
LOGICA DE SEGUNDA ORDEM

Na linguagem de 22 ordem temos os seguintes tipos de varidveis e quantificadores:

e varidveis para individuos: x,v, z, ... com quantificadores V 3;

e para cada n € IN temos varidveis para as relacdes e funcdes n-drias e quantifi-
cadores V" 3", que denotaremos simplesmente por V 3 e # ficard implicito pelo

contexto.

Exemplo 3.1 (Axiomas de Peano). Considere a linguagem Lps = (+,-,0,s) da aritmé-
tica de Peano. Em primeira ordem, o Axioma de Inducéo €, na verdade, um Esquema

de Axiomas. Assim, se A é uma férmula, é axioma:
L] (A|x:0 AVx (A — A|x:s(x))) — VxA
Ja em segunda ordem, podemos escrever como um tnico Axioma:

o VA (A(0) AVx (A(x) — A(s(x))) = Vx A(x))

Note que, no exemplo anterior, em primeira ordem sé conseguimos escrever um
axioma se, e somente se, é nos dada uma férmula. Isto é, precisamos, a priori, de
uma férmula. Por outro lado, em segunda ordem, podemos quantificar sobre todas as
férmulas de uma vez e também sobre conjuntos que nio sido dados por férmulas, uma

vez que podemos quantificar também sobre relacdes e funcoes.
Axioma de Continuidade 1

— —
VA VB YC VYD 3n3Py..3P, — (P = C) A (P, € CD)A . APy € CDAPPy = ... =
Py_1P, = ABA(P,_1 % D% Py))

Note que o axioma acima quantifica sobre uma relacdo n-dria. Gostariamos de es-
crever “existe n € IN e uma relacio n-dria X tal que...”, mas ndo podemos fazer isso
em primeira ordem, porque cada »n natural estd na metalinguagem usada pra construir
os simbolos relacionais e funcionais n-arios e para indexacdo. Para incluirmos a cldu-
sula existencial dn, portanto, precisamos que 7 seja varidvel, ou seja, incluir N como

dominio. Para eliminarmos as elipses “...”, precisamos considerar Py, ..., P, como um
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5. Para garantir que n e esse subconjunto sdo fini-

a ordem, conforme o Teorema (Com segunda
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GEOMETRIA ANALITICA COMO REALIZACAO

No capitulo anterior fizemos a formalizacdo dos axiomas de incidéncia, ordem, con-
gruéncia e das paralelas usando linguagem de primeira ordem. Para os axiomas de
continuidade, mostramos que o primeiro axioma de continuidade nio é formalizadvel
em primeira ordem, mas sim, em segunda ordem e o segundo axioma de continuidade
ndo é formalizdvel por se tratar de um metaaxioma. Nesse capitulo apresentaremos o
comeco da demonstracdo de uma estrutura que satisfaz todos os axiomas de primeira
ordem da geometria plana de Hilbert.

Teorema 4.1. A estrutura R? definida no capitulo anterior (Definicdo veja também
Eves [I5|]], 1997, p.94 ) ¢ modelo para os axiomas de primeira ordem da geometria de
Hilbert.

Para demonstrar esse teorema teriamos que provar que a estrutura IR? satisfaz a
cada um dos axiomas de primeira ordem descritos no capitulo anterior. Nesse trabalho
apresentaremos apenas a demonstragéo do primeiro axioma de congruéncia. Para com-
paracdo, faremos duas demonstracoes desse axioma, uma demonstracdo utilizando as
nocdes usuais de geometria analitica e uma demonstracdo formal utilizando as defini-

cbes de satisfacdo apresentadas no primeiro capitulo.

Comecemos pela demonstracdo utilizando ferramentas usuais de geometria anali-

tica.

Lema 4.2. Sejam (a,b,c) € R3e (a',b',d/) € R% a#0oub+0ea #0oub’ #0. Se
existem A, B distintos tais que A, B € [(a,b,c)| N [(a',V, )] entdo existe k € R* tal que
(a',V',c") = (ak, bk, ck) e, portanto, [(a,b,c)] = [(a',V,c)].
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- ' coes axa +bys+c=0,axg+byg+c=0,ax4+
byasa+c =0ea'xg+bysg+c =0.

Das duas primeiras equacoes, temos que

a(xp—x4)+byg—ya) =0.

Das outras duas equacdes, temos que
a'(xg —xa)+ b (yg —ya) = 0.

e Se x4 = xp, entdo yu 7 yp, pois A 7 B. Obtemos, nesse caso, que b = b' = 0.
Logo, tanto 4 como 4’ sdo ndo nulos. Assim,

C !

c
XA:JCB:—:—/.
a a

/ ]
. a c B
Logo, podemos definir k = PR E, comob =¥ = 0, entdo b’ — bk.
e Se y4 — yp, por raciocinio andlogo, chegaremos ao mesmo resultado.

o Sexa 7 xpeya 7~ yp. Temos que

g —ya 4 4
XB— XA v b
ﬂ/ /
Logo, definindo k = PR temos:

ck = (—axy —bya)k = —(ak)xp — (bk)ys = —a'xy —b'ys = ¢

Agora, para ver que [(a,b,c)] = [(a/,V,c)], sejam k ndo nulo como acima e (x,y) €
[(a,b,c)] entdo ax + by + ¢ = 0 e, portanto, 0 = (ak)x + (bk)y +ck = a'x + by + ¢,
segue que (x,y) € [(a,b',¢')]. Aoutra inclusdo ¢ andloga.

O
Note que esse lema diz que existe uma Unica reta que passa pelos pontos distintos
—
A, B. Denotaremos essa Unica reta por AB:
Defini¢do 4.3. Sejam A = (x4,y4) € R%, B = (x5,y3) € R ¢ A £ B, definimos

Xa ya 1
=< (x,y) ER*| | xp yg 1 |=0
x y 1

=
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uma equacio da forma ax + by +c = 0, onde a 72 0

u v /7 . LVICLIO P]- \,\,loulllbllL\,’
>
AB = [(ya — YB,XB — XA, XAYB — XBYA)].
_|

Note que o Lema que nos permite definir a reta f@) determinada por A e B é
exatamente a afirmacio de que o Axioma da Incidéncia 1 vale no modelo R2. Isto &,
provamos que dados pontos A, B distintos, existe uma unica reta que contém A e B.
Mas como seria escrever essa afirmacdo formalmente usando a definicdo de satisfacio
apresentada no Capitulo 1? Mais precisamente, como provar formalmente

R? |- VAVB (P(A)AP(B)AA #B— 3 (R(r) N A€r A BEr))?

Aqui, é importante a utilizacdo dos predicados undrios P (para ponto) e R (para
reta), pois sdo eles que irdo permitir que uma dada valoracéo particione o dominio
em D; e D,. Para entender a dificuldade em executar uma demonstracdo formal,

ilustraremos como validar esse axioma.

Seja o : Var — D. Queremos provar que
(R?,0) = YA VB (P(A)AP(B)AA#B—3r (R(r) N A€r A BET))
Assim, seja T : Var — D tal que 1(v) = 0(v) se v ndo é A. Agora queremos provar

que
(R?,7) = VB (P(A) AP(B) — 3r (R(r) AN A€Er A BET))

Seja 6 : Var — D tal que 6(v) = t(v) se v ndo é B. Queremos mostrar que
(R?,0) |= (P(A)AP(B) — 3tr (R(r) N A€r A BET))
O que ¢é equivalente a mostrar que se (R?,0) = (P(A) A P(B)) entdo (R?,0) =

Ar (R(r) AN A €r A B € r). Agora, basta mostrar que existe uma tnica valoragio

p: Var — D com p(v) = 6(v) se v ndo é r, tal que

(R?,p) = R(r) N Acr A Ber
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iii. p(B) € p(r)

Como (IR2,6) |= (P(A) A P(B)), entdo PR*(9(A)) e PR*(6(B)). Como p(v) = 6(v
se v ndo é r, em particular, p(A) = 6(A) e p(B) = 6(B), com isso PR (p(A)) e
P¥(o(B)).

Assim, defina

GEOMETRIA ANALITICA COMO REALIZACAQ

e p(v) =06(v)sevndoér
o p(r) = p(A)o(B
Note que p estd bem definida e satisfaz os itens i., ii. e iii. acima.

Informalmente, que o que provamos anteriormente é:

VAeDIVBeDi (A+£B—3reD, (A€rABeET)).

A parte crucial do argumento foi, na verdade, o Lema |4.2] que usamos para tomar

p(r) como sendo a tinica reta determinada por p(A) e p(B).

Perceba que € possivel fazer todas as demonstracdes usando as nocdes de geometria
analitica que conhecemos, e fica convencionado que qualquer demonstracdo desse
tipo pode ser convertida em uma demonstracdo usando a noc¢ao formal de satisfacio e

modelo que conhecemos.
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CONSIDERACOES ADICIONAIS

A seguir faremos uma breve descricdo de “conjuntos definiveis”, assunto que é cor-
relato com o presente trabalho e fica como indicacdo para maiores estudos a respeito.
Para maior profundidade no assunto, tem-se como referéncia Van den Dries [|3] (1998,
cap. 1, secdes 1 e 2).

Lugares geométricos (circulo, pardbola, cone etc.) sdo conjuntos de pontos que
satisfazem propriedades dadas. Essas propriedades podem ser consideradas aquelas
descritas pelas férmulas como desenvolvidas no primeiro capitulo. Os conjuntos cor-

respondentes sdo chamados “conjuntos definiveis”.

Como temos conjuncio, disjuncdo e negacio de férmulas, as familias de conjuntos
definiveis sdo fechadas sob interseccio, produto cartesiano, unido (em nimero finito)
e complemento. Além disso, os conjuntos vazio e universo sempre sio definiveis (for-
mulas x 74 x e x = x). Portanto, essas familias sdo dlgebras de Boole. Temos um
sistema de dlgebras de Boole, uma para cada produto cartesiano ou poténcia dos do-

minios da estrutura considerada.

Esse sistema também tem a seguinte propriedade: diagonais (férmulas x = y) e
projecdes de conjuntos definiveis sdo definiveis, em decorréncia da quantificacio exis-
tencial. Por exemplo, se A é o dominio e D é um subconjunto definivel de A3, entéo

{(x,z) € A*| existe y em A de modo que (x,y,z) em A}
é definfvel também.

Um sistema de dlgebras de Boole em todos os produtos cartesianos e poténcias do
dominio e sujeito a tais propriedades pode ser postulado assim como sistema de con-
juntos definiveis.

As relacOes primitivas constréem os conjuntos definiveis mais simples: {(x,y) | x € y},
{(x,y,u,v) | xy = uv} etc. Entretanto, conjuntos definfveis nfo tém hierarquia entre
si. Podemos nos perguntar se um outro grupo de conjuntos tomados como “simples”
gera o mesmo sistema de algebras de Boole. Isso implica haver outros entes primitivos
e outros axiomas equivalentes aos da estrutura original, no sentido de que esses entes

primitivos e axiomas sio interdefiniveis.
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Unlimited A euclideana plana, Blumenthal (1980) apresenta

h espacgo A:

Definicdo 4.4. Sejam P e Q dois pontos distintos de um espago A, a reta L(P, Q)
determinada por P e Q é o conjunto de todos os pontos X tais que Col(P,Q, X) (ou
seja, P, Q e X sdo colineares). Claramente, P,Q € L(P, Q). Blumenthal (cap. VII,
secio 4).

Definicdo 4.5. Sejam P e Q dois pontos distintos de um espago A, a reta L(P, Q)
consiste em P, Q e todos os pontos X tais que (X« P+« Q) ou (P+ X+ Q) ou (P * Q x X).
Blumenthal [[1]] (cap. VII, se¢do 6).

Essas definicbes substituem o ente primitivo “reta” por outro, a partir do qual as

retas tornam-se conjuntos definiveis.

Outro exemplo pode ser encontrado em Tarski e Givant (1999, p. 177 e 188).
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