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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos a geometria diferencial das curvas planas de um modo
mais acessivel para um leitor ndo especialista no assunto, mas de forma a despertar seu
interesse. A Teoria Local das Curvas Planas é desenvolvida por meio de exemplos e, em
particular, exibimos a familia das curvas pedais. Ilustramos a Teoria Global por meio do
Teorema dos Quatro Vértices e apresentamos, também, formas de explorar os conceitos
de geometria diferencial na Educacdo Basica, com resultados geométricos interessantes
e visualmente atraentes. Para isso, contamos com o auxilio do GeoGebra, um software
de matemadtica dindmica, e da string art, um estilo de arte caracterizado por um arranjo
de cordas que formam padrdes geométricos. Com isso, buscamos proporcionar ao
leitor uma forma diferente de experimentar a geometria diferencial das curvas planas,
bem como proporcionar aos alunos do Ensino Médio um aprendizado interessante de

geometria analitica.

Palavras-chave: geometria diferencial; curvas planas; curva pedal; Teorema dos

Quatro Vértices; string art.
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ABSTRACT

In this work, we present the differential geometry of the plane curves in an accessible

way for not specialized readers in the subject, but in order to arouse their interest.

The Local Theory of Plane Curves is developed by means of several examples and, in
particular, we bring out the class of pedal curves. In order to ilustrate the Global Theory
we present the Four-Vertex Theorem and we also present a way to introduce differential
geometry concepts to secondary school students with interesting and visually attractive
geometric results. To do this, we use the software GeoGebra, a interactive geometry
and algebra application, and string art, a sort of art characterized by an arrangement
of strings that form geometric patterns. We hope to provide to the readers a pratical
experience of differential geometry of plane curves, as well as providing them the

students of High School with an interesting learning of analytical geometry.

Keywords: differential geometry; plane curves; pedal curve; Four-Vertex Theorem;

string art.
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INTRODU CAO

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre a geometria diferencial das curvas planas
e temos como principal objetivo estuda-la de um modo mais acessivel, baseando-nos

em conceitos fundamentais dos cdlculos vetorial e diferencial.

A restricdo as curvas planas se deve ao fato de que muitos resultados podem ser
obtidos apenas com conceitos basicos de tais cdlculos e por nos permitir trabalhar em
um ambiente bastante conhecido na Educagdo Bésica, que é o plano euclidiano. Com
isso, adquirimos a possibilidade de utilizarmos o computador para obtermos, sem
grande dificuldade, representa¢des graficas que nos auxiliam na exploracdo de algumas

propriedades das curvas planas.

No Capitulo 1, trazemos os principais conceitos do célculo vetorial, das isometrias no

plano e do cédlculo diferencial que serdo utilizados nos capitulos seguintes.

Apresentamos, no Capitulo 2, os conceitos fundamentais da geometria diferencial
plana, tais como curva parametrizada diferencidvel, curva regular, comprimento de arco
e reparametrizacdo, além de exemplos de parametriza¢Ges de curvas ja conhecidas no

Ensino Médio, como as cdnicas.

No Capitulo 3, introduzimos uma classe particular de curvas planas, as curvas pedais.

Definimos suas coordenadas, trazemos exemplos — como as limagons, a lemniscata de
Bernoulli, a cissoide de Diocles e a estrofoide reta —, fornecemos alguns dados histéricos

e indicamos algumas de suas aplicagdes.

Passamos a estudar, no Capitulo 4, a geometria local das curvas planas, que trata

das propriedades geométricas da curva em uma vizinhanca de um ponto de seu trago.

Exploramos, principalmente, o conceito de curvatura, com sua interpretacdo geométrica
e com gréficos de func¢do curvatura, que nos permitem identificar pontos de méaxima ou
de minima curvatura — os vértices.

Ainda neste capitulo, tratamos de raio de curvatura, de centro de curvatura, de
circunferéncia osculadora e de evoluta de uma curva e demonstramos o Teorema

Fundamental das Curvas no Plano, que afirma que a fung¢do curvatura de uma curva

plana regular a determina completamente, a menos de um movimento rigido no plano.

XV
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No Capitulo 5, passamos a investigar algumas propriedades globais das curvas planas,
como indice de rotacdo e curvatura total. Demonstramos, também, o Teorema dos
Quatro Vértices, que, em sua primeira versao, afirma que toda curva plana, regular,
techada, simples e convexa possui, pelo menos, quatro vértices.

Exploramos, no Capitulo 6, possibilidades de abordar o assunto na Educagao Baésica.
Trazemos duas propostas de abordagem da curva pedal: a primeira, com a construcgdo
geométrica de algumas curvas pedais das conicas e auxiliados pelo GeoGebra; e a
segunda, com a determinagdo algébrica de suas coordenadas cartesianas, por meio de
conceitos de geometria analitica tratados no Ensino Médio. Por fim, trazemos uma
proposta de atividade que instiga os alunos sobre a nogdo de curvatura de uma curva
plana, em que trabalhamos com a string art, um estilo de arte que se caracteriza por um
arranjo de cordas que formam padrdes geométricos e que valoriza o sentido e a beleza
do objeto em seu contorno.

Com isso, esperamos, ao obtermos resultados geométricos interessantes e visualmente
atraentes, despertar o interesse do leitor pelo assunto e favorecer o ensino da geometria
analitica no Ensino Médio, ao entrelacarmos relagdes de interdependéncia, linguagem
algébrica e objetos geométricos, e proporcionar uma nogao de cdlculo diferencial para
este segmento, ao trabalharmos com nogdo de taxa de varia¢do, de crescimento e de

decrescimento de funcdo, de periodicidade e de estimativa.
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PRELIMINARES

No estudo da geometria diferencial das curvas planas, sdo utilizados conceitos funda-
mentais de célculos vetorial e diferencial. Para isso, apresentamos um breve resumo

sobre o assunto, além de comentarmos sobre isometrias.

1.1 CALCULO VETORIAL

Nesta se¢do, vamos ver os conceitos mais relevantes do calculo vetorial no plano, a

serem utilizados neste trabalho, além de algumas isometrias.

Sabemos que o plano euclidiano 77, munido de um sistema de eixos ortogonais OXY,
pode ser posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto IR? de duplas ordenadas
de ntimero reais P = (x,y), chamadas pontos de IR?. Do Teorema de Pitdgoras, podemos

notar que a distancia entre dois pontos P; = (x1,y1) € P» = (x2,12), do plano, é dada
por

dpp, = \/(xz - xl)z +(y2 — ]/1)2-

O segmento orientado do ponto P; = (x1,y1) ao ponto P, = (x,¥2), nesta ordem,
determina um vetor 17152> que representa o deslocamento em linha reta de P; a P>. Em
termos do sistema de coordenadas ortogonais escolhido, tal vetor (deslocamento) é
determinado por ITP; = (xp —X1,Y2 — Y1) € 0 seu comprimento, também chamado

norma, é dado por

‘Eﬁz‘ - \/(xz —x)*+ (12— 1)

Podemos notar que existe um tinico ponto P, tal que (ﬁ’ = P;P,. Com isso, existe
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos pontos de IR? e o conjunto dos

vetores do plano.
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Para quaisquer dois vetores v1 = (a1, b1) e vy = (ap,by) e nimero real «a, definimos as
operagoes
01+ 0p = (a1 +112,171 +b2),‘
avy = (wag, aby) .

Munido de tais operacdes, o R? torna-se um espago vetorial.

Dois vetores, v; e vy, sdo considerados linearmente dependentes caso existam «;
e wp reais ndo nulos, tais que x1v; +apvp = 0. Em contrapartida, sdo considerados
linearmente independentes caso, para toda combinagdo linear da forma ajv; + a2vp =0,
temos a1 = ap = 0. Podemos notar, entdo, que dois vetores, v; = (a1,b1) e vp = (az, by),

a

sdo linearmente dependentes quando = 0; caso contrario, sdo linearmente

by by
independentes.

Além disso, dois vetores linearmente independentes (suponhamos v; e v;) sempre
formam uma base do plano em questao, ou seja, o conjunto de vetores B = {v1, v2} é uma
base do plano se todo vetor dele puder ser expresso, de forma tnica, como combinagao
linear dos vetores de B, isto é, v = av; + bvy, em que a e b sdo as coordenadas de v na
base B. Uma base natural para o espaco vetorial R?> é dada pelos vetores e; = (1,0) e
ep = (0,1), também conhecida por base candnica.

O produto interno (ou escalar) dos vetores vy = (a1,b1) e v = (a2, by) é definido por
(01,02) = a1az + biby
ou por
(v1,v2) = |v1| |v2| cos b,

em que 6 é o angulo entre eles, com 0 < 6 < 7r. Podemos notar, facilmente, que
(0,0) = [v]*.
Para v = (a,b) e a real, sdo verificadas, também, as seguintes propriedades em relacdo

ao produto interno:

(v1,02) = (v2,01)

(01, 002) = a (v1, 02)

<M71/Uz>
(ULUZ + U3> = <01,02> + <01,U3>

[(v1,02)] < o1 |02



1.1 CALCULO VETORIAL

Dois vetores sdo ditos ortogonais se o produto interno entre eles é nulo. Assim,
podemos concluir que dois vetores sdo ortogonais se, e somente se, um deles é nulo ou
o angulo entre eles é reto.

Se os vetores forem ortogonais e unitérios, eles formam uma base do plano, chamada
base ortonormal, como é o caso da base candnica {e1,e;}. Uma base ortonormal
{v1,v2}, com v = (a1,by) e v = (ap,v2), tem mesma orientacdo da base canodnica se

a az

- > ( e orienta¢do oposta se este determinante for negativo.
1 9

1.1.1 Isometrias no plano

As isometrias no plano sdo bijegdes que preservam distancias, como definimos a seguir.

Definicdo 1.1. Uma isometria do plano é uma aplicagio F : R? — R? que preserva distdncias,

ou seja,
[F(p)—F(@)|=1Ip—al,

para quaisquer pontos p e q do plano.

A aplicacdo T : R? — R? que associa, para um ponto v fixo do plano,

T(p)=0v+p

é chamada translacdo por v, que é uma isometria no plano, assim como sua inversa
T~1, que é uma translagdo por —ov.

A aplicagdo R : R2 — R2 que associa, para 6 fixo,
R (x,y) = (xcosf — ysend, xsen + y-cosh),

com 0 < 0 < 27, é chamada rotagdo de 6 e também é uma isometria no plano.

Da defini¢do, podemos concluir que, se F e G sdo isometrias no plano, entdo a com-
posta F o G também é. Com isso, ao trabalharmos com curvas planas regulares mais
adiante, consideraremos que duas curvas, a e 3, sdo congruentes se existir uma apli-
cagdo M : R?> — R?, composta por movimentos de rotagdo e de translacdo (isometrias

proprias), tal que « = M o B, ou seja, as duas curvas se diferem apenas por suas posi¢des
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no plano. Esta aplicacdo pode ser definida, baseada nas defini¢des supracitadas de

translagdo e de rotacdo, por

cos 8 —sen @
M(p) = p+v
sen cos 9

Para mais detalhes sobre isometrias, ver LIMA.

1.2 CALCULO DIFERENCIAL

Nesta secdo, vamos ver os conceitos mais relevantes do cdlculo diferencial a serem

utilizados neste trabalho.
Uma fungéo vetorial  : [ C R — R2, com I um intervalo real aberto, é uma corres-

pondéncia em que, para cada t € I, associamos um ponto « (t) = (x (t),y (t)) do plano,
em que as fungdes x : | — R ey : I — R sdo chamadas fun¢des coordenadas de «.

Se f é uma fungdo real e « e B sdo fungdes vetoriais definidas em I, sdo verificadas as

seguintes propriedades:

Para a fungdo vetorial « (t) com limite L real quando t — f(, denotamos

lima (t) =L,

i’—>f0

quando, dado & > 0, existe 6 > 0, tal que se 0 < |t — tp| < J, entdo |« (t) — L| < &. No-
tamos que, se a (t) = (x(¢),y (t)) e L = (L1, Ly), entdo thn? « (t) = L se, e somente se,
—1o

limx(t)=Lje tlgrt})y (t) = Ly.

t—to
Esta fungdo vetorial é continua em ty € I se thrrtl a(t) = a(ty) e é diferenciavel, se
—to
existe

¥ (1) = lim 2 =2 (o)
t—to t—1tp
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(derivada de primeira ordem de «). Logo, a () = (x () ,y (¢)) é continua se é continua
para todo t e é diferencidvel se suas fun¢des coordenadas também forem diferencidveis,
ou seja, se existe a’ (t) = (x' (t),y (t)), para todo ¢.

Se a’ também for diferencidvel, temos uma nova funcio vetorial, que é a derivada de
segunda ordem de «, denotada por a”. De modo andlogo, podemos definir as outras
derivadas de ordem superior. Além disso, se uma funcdo vetorial possui, em todos os
seus pontos, derivadas de todas as ordens, ela é dita funcdo diferencidvel de classe C*.

Se a e B sdo fungdes vetoriais diferencidveis no intervalo real aberto I e f é uma

funcgdo real também diferencidvel em I, entdo sdo verificadas as seguintes propriedades:

(oc +B)  dua dﬁ

dt dt dt

d(fa) _ f f
dt dt

i) (o8)

Se a é uma fungdo vetorial diferencidvel de classe C* em I, entdo, para todo natural

ndo nulo 7 e para ty € I, temos o desenvolvimento de x em série de Taylor, em f:

3o (=) g g ),

em que lim Rilth) — 0, com t € I.
t—to (t—to)’






CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo, vamos apresentar conceitos fundamentais da geometria diferencial
plana, como curva parametrizada diferencidvel, curva regular, comprimento de arco
e reparametrizacdo de uma curva, que servirdo como base para o desenvolvimento
da Teoria Local e, posteriormente, para trabalharmos com a Teoria Global das Curvas

Planas.

2.1 CURVA PARAMETRIZADA DIFERENCIAVEL NO

PLANO

Uma curva plana é descrita pela determinagdo das coordenadas de seus pontos como
func¢des de uma varidvel. Desta forma, definimos uma curva parametrizada diferenciavel

do plano, que é o objeto basico deste trabalho.

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel no plano é uma aplicacio «
I — R? de classe C®, em que 1 é um intervalo aberto da reta. O conjunto a (I) =
{a(t)=(x(t),y(t)) e R*:t € I} é chamado trago da curva w e as fungdes x (t) e y (t)

sdo chamadas fungdes coordenadas.

2

Dizer que a curva parametrizada diferenciavel a () = (x (t),y (t)) é de classe C*® é
equivalente a dizer que cada uma das func¢des coordenadas x (t) e y (¢) sdo fungdes
infinitamente diferencidveis.

Vejamos alguns exemplos de curvas parametrizadas diferencidveis.

Em geometria analitica, a reta pode ser caracterizada de diversas formas. Uma delas é

simplesmente afirmando que uma reta em IR? é o conjunto das solugdes de uma equagio
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cartesiana da forma ax + by + ¢ = 0, com 4, b, c reais. Contudo, podemos caracteriza-la

como uma curva parametrizada diferencidvel da seguinte forma:
a(t) = (xp+at, yo+bt),
com t real e em que (xg, o) é uma solucdo qualquer da equagdo cartesiana.
Exemplo 2.2. Na Figura 1, podemos observar o trago da reta dada pela curva parametrizada

diferencidvel « (t) = (1+2t,1+3t), com t real, que passa pelo ponto P = (1,1) e é paralela ao
vetor v = (2,3).

Figura 1: Exemplo de curva parametrizada diferenciavel no plano cujo trago é uma reta.

Uma elipse é definida como o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos (focos) é constante. Uma elipse de centro na origem
e de semieixos de medidas a e b, paralelos aos eixos das abscissas e das ordenadas,

respectivamente, é dada pela equacgao cartesiana

BRIEE

Para parametrizarmos esta equacgdo, vamos considerar duas circunferéncias de centro
também na origem e de raios de medidas a e b e um ponto P = (xp,yp) pertencente a

elipse, como podemos observar na Figura 2.



2.1 CURVA PARAMETRIZADA DIFERENCIAVEL NO PLANO

Gax
N

Figura 2: Demonstracdo de uma equagao paramétrica da elipse.

Na figura, temos N = (xp,0) e A a interse¢do da circunferéncia de raio de medida a
com 1@, ou seja, A = (xp,y4). Como C = (0,0), o tridngulo ANC é retangulo em N.
Assim, considerando NCA =t € 10, %], temos

med (CN) _ |xp]

os () = med (CA) a '

ou seja, |xp| = acos (t). Agora, tomamos B como a interse¢do da circunferéncia de raio
de medida b com (ﬁ, de modo que B = (xp,yp), com P pertencente a elipse. Além
disso, tomamos M = (xg,0) e, consequentemente, temos o tridngulo BMC retangulo
em M. Como med (MéB) = med (N@A), temos

med (BM) _ |yp|

sen (t) = — (@) ==

ou seja, |yp| = beos (t). Portanto, a elipse em questdo tem equacdo paramétrica

x = acos (t)
y =bsen (t)

com t real, e pode ser dada pela curva parametrizada diferenciavel

a (t) = (acos (t),bsen (t)).

Se a elipse estiver centrada no ponto (xo, o), temos, por translacdo, que sua equagao

2 2
(ﬂ) s (y—_yo> 1
a b

cartesiana é
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e sua parameétrica €
X = Xxg +acos (t)
y=yo+bsen(t)

ou seja, ela pode ser dada pela curva parametrizada diferencidvel

a () = (xp +acos (t),yo + bsen (t)).

Exemplo 2.3. Na Figura 3, podemos observar o trago da elipse dada pela curva parametrizada
diferencidvel « (t) = (2cos (t),1+sen (t)), com t real, com centro em (0,1) e semieixos de

medidas 2 e 1, respectivamente.

Figura 3: Exemplo de curva parametrizada diferencidvel no plano cujo traco é uma

elipse.

A circunferéncia é um caso particular de elipse, em que os semieixos possuem mesma
medida, ou seja, é o lugar geométrico dos pontos de um plano que equidistam de
um ponto fixo, chamado centro, e esta distdncia é chamada raio. Logo, suas equagdes
cartesiana e paramétrica podem ser obtidas do caso anterior, assim como a curva
parametrizada diferencidvel.

Uma hipérbole é definida como o lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferenca
absoluta das distancias a dois pontos fixos (focos) deste mesmo plano é constante. Para

uma hipérbole de centro na origem (sem perda de generalidade) e de semieixo real de
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medida a e semieixo imagindrio de medida b, paralelos, respectivamente, aos eixos das

abscissas e das ordenadas, a equagdo cartesiana é dada por

-

com seus focos sobre o eixo das abscissas.

Para parametrizarmos a hipérbole, utilizamos as fun¢des cosseno e seno hiperboli-

.. ty ,—t t_,—t .
cos definidas por cosh (t) = 55— e senh (t) = £5'—, respectivamente, e notamos que

cosh? (t) — senh? (t) = 1, para t real. Logo, podemos considerar

cosh (t) =

7

SR [ R

senh (t) =

. ty ,—t . - L
Porém, como &5— > 0, a parametrizagao x = acosh (t) s6 nos fornece um dos ramos

da hipérbole — 0 que estd contido no semiplano de abscissas positivas. Por reflexdo em
relacdo a mediatriz do segmento que une seus focos, a equagdo paramétrica para tal

hipérbole pode ser dada por
x = Facosh (t)
y = bsenh ()
cuja curva parametrizada diferencidvel correspondente é

a (t) = (Facosh (t), bsenh (t)).

Se a hipérbole estiver centrada em (x, o), temos, por translagdo, que sua equagao

X — X 2_ Y—1Yo 2:1
a b
x = xg £ acosh (t)
y =y +bsenh (t)

cartesiana é

e sua paramétrica é

ou seja, ela pode ser dada pela curva parametrizada diferencidvel
a (t) = (xo £ acosh (t),yo + bsenh (t)).

Exemplo 2.4. Na Figura 4, podemos observar o trago da hipérbole dada pela curva parametrizada
diferencidvel o (t) = (2 + cosh (t), 2 + senh (t)) , com t real, com centro em (2,2) e semieixos

de medidas 1 e %, respectivamente.

11
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Figura 4: Exemplo de curva parametrizada diferenciavel no plano cujo traco é uma

hipérbole.

N ~ N

De maneira andloga, chegamos a equagdo paramétrica e a curva parametrizada

diferencidvel da hipérbole cuja equagdo cartesiana é dada por

2 /x\2
@) -G) =1
ou seja, quando seus focos estdo sobre o eixo das ordenadas, bem como para o centro
em (xo,Yo)-

A cicloide, apesar de ndo tdo difundida na Educagdo Bésica quanto as conicas, é uma
curva que aparece bastante em nosso dia a dia. De acordo com Lockwood (1961, p.
88-89), ela foi estudada por muitos matemaéticos, como Johann Bernoulli (suico, 1667
- 1748), que propds o problema da braquistécrona, que consistia em descrever uma
curva que ligasse dois pontos, A e B, com este localizado a uma altura menor do que
aquele, de modo que tal curva determinasse a trajetéria que minimizasse o tempo para
que um corpo fosse de A até B, quando submetido apenas a gravidade. Além disso, a
cicloide também se relaciona com a solu¢do do problema da tautécrona, que consiste em
descrever uma curva em que, ndo importa de onde certo corpo parta dela, ele demora
exatamente o mesmo tempo para deslizar até o ponto minimo desta curva, também
submetido apenas a gravidade.

Para mais detalhes sobre as solu¢des dos problemas da braquistcrona e da tautocrona,
ver CASTRO (2014, p. 17-34).

A cicloide é definida como o lugar geométrico de um ponto P fixado em uma

circunferéncia, que “rola”, sem deslizar, ao longo de uma reta. Para parametrizarmos
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uma cicloide, vamos considerar a tal reta como o eixo das abscissas (sem perda de
generalidade) e P = (xp, yp) inicialmente na origem e pertencente a circunferéncia de

centro C e de raio de medida r, como mostra a Figura 5.

90

Figura 5: Demonstracdo da equagdo paramétrica da cicloide.

Na figura, temos que A é a intersecdo do eixo das abscissas com a reta perpendicular
a este eixo e que passa por P, que B é a interse¢cdo deste mesmo eixo com a reta
perpendicular a ele e que passa por C e que Q € CB é tal que med (QB) = |yp|, de
modo a formar o tridngulo PQC retangulo em Q e com QéP = t, no sentido horario,

com t € ]0,F[.

Como med (OB) = med( PB), entdo |xp| = med (OB) — med (AB) = rt — med (PQ) e
lyp| = med (CB) — med (CQ) =r — med (CQ). Como med (PC) = r, entdo

sen (t) = @;

cos (t) = @,

ou seja, med (PQ) =rsen(t) e med (CQ) =rcos(t). Logo, |xp|=rt—rsen(t) e
lyp| = r — rcos (t). Portanto, a cicloide em questdo tem equagdo paramétrica
x=r(t—sen(t))
y=r(1—cos(t))

com t real, e pode ser dada pela curva parametrizada diferenciavel

a(t)=r(t—sen(t),1—cos(t)).

13
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Exemplo 2.5. Na Figura 6, podemos observar o traco da cicloide dada pela curva

a(t) = (t—sen(t),1—cos(t)), com t real, gerada de uma circunferéncia de raio de medida 1.

-]

Figura 6: Exemplo de curva cujo trago é uma cicloide.

Podemos observar que, para os pontos em que t = 2K7r, com K inteiro, formam-se
ctspides no trago da cicloide, chamadas singularidades da curva.

Localmente, as curvas parametrizadas diferencidveis no plano podem ser tomadas
como uma funcdo diferencidvel f : I — IR. Assim, o gréfico desta fungdo pode ser dado
pelo trago da curva parametrizada diferenciavel a (t) = (¢, f (t)), com t € I.

Um exemplo classico de curva que pode ser dada por uma fungdo é a pardbola. Ela é
definida como o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de um ponto
fixo (foco) e de uma reta (diretriz), ambos pertencentes a este mesmo plano.

Consideramos a pardbola de equagao cartesiana

x2

y= 1p’
de vértice na origem e de diretriz paralela ao eixo das abscissas (sem perda de gene-
ralidade), cuja distancia entre estes dois objetos mede p (esta também é a medida da
distancia entre o vértice e o foco). Podemos observar que sua equagao cartesiana pode

ser tomada como uma funcdo diferenciével f, dada por

para x =t real, ou seja, a pardbola é dada pela curva parametrizada diferenciavel

a(t) = (t f(t)) e o traco de a coincide com o grafico de f.



2.1 CURVA PARAMETRIZADA DIFERENCIAVEL NO PLANO

Se a pardbola tiver vértice em (xg, yp), temos, por translacdo que sua equagdo cartesi-
ana é )
(x — xp)
4p

e que ela pode ser dada pela curva parametrizada diferencidvel

Y—Yo=

t2
lx(t) = (X0+t,y0+@>.

Exemplo 2.6. Na Figura 7, podemos observar o trago da pardbola dada pela curva parametrizada
diferencidvel w (t) = (t, 1+ %), com t real, de vértice em V = (0,1) e distancia dele a reta

diretriz 1.

Figura 7: Exemplo de curva parametrizada diferencidavel no plano cujo traco é uma

parébola.

De maneira andloga, chegamos as curvas parametrizadas diferencidveis relacionadas
2

as parabolas de equagdes cartesianas vy = —ff—p (também com o eixo de simetria sobre o
2 2
das ordenadas) e x = 4y_p ex= —Z—p (com o eixo de simetria sobre o das abscissas), para

vértice na origem.

Podemos notar que os exemplos apresentados até aqui podem ser tratados na Edu-
cacdo Bésica, mesmo sem o conhecimento de diferenciabilidade por parte dos alunos,
uma vez que, de acordo com Sao Paulo (2011, p. 66-69), as aulas de Matemaética da 3°
série do Ensino Médio devem contemplar, no primeiro bimestre, o contetido de geome-

tria analitica no plano, que trata, de modo geral, de pontos, retas e conicas e, dentre

15
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as habilidades a serem desenvolvidas, destacamos “saber identificar as equagdes das
cOnicas na forma reduzida e conhecer suas propriedades”. Além disso, a trigonometria
necessaria para as parametrizagdes apresentadas deve ter sido trabalhada no final da 1?

série e no inicio da 22 série do Ensino Médio.

2.2 CURVA REGULAR

Mais adiante, ao desenvolvermos a Teoria Local das Curvas Planas, vamos precisar
que exista uma reta tangente a curva parametrizada diferencidvel a : I — R?, para cada
valor do parametro t. Para tal, basta que o vetor tangente a « (t) = (x (t),y (t)), definido
por &’ (t) = (¥’ (t),y' (t)), ndo seja nulo, para todo valor do pardmetro. Deste modo,
restringimos grande parte de nosso estudo as curvas que satisfazem esta condicao,

denominadas regulares.

Definigdo 2.7. Uma curva parametrizada diferencidvel a : I — R? é regular se, para todo t € I,

o vetor tangente é nio nulo, ou seja, o’ () #0.

Para a : [ — IR? uma curva regular, a reta tangente a a, em ty € I, é a reta que passa
pelo ponto « (tp) da curva, na dire¢do do vetor tangente neste ponto, ou seja, na dire¢do

de &’ (t9). Logo, esta reta pode ser dada por
g (r) = a(to) +ra’ (to),

com 7 real.

Das curvas parametrizadas diferenciaveis vistas até aqui, somente a cicloide néo é
regular, pois seu vetor tangente torna-se nulo quando ¢ = 2K7r, com K inteiro. Porém, a
cicloide pode ser considerada regular por partes, uma vez que existe uma parametriza-
¢do (pelo comprimento de arco) diferencidvel de classe C* que caracteriza tal curva de

maneira regular, como veremos mais adiante.

2.2.1 Comprimento de arco

Consideramos uma curva regular a : I — R?, definida por a (t) = (x (t),y (t)), e fixamos

o intervalo [fg, t] C I, a fim de calcularmos o comprimento desta curva neste intervalo.



2.2 CURVA REGULAR

Ao partirmos [tg, t], com tg < t] < ... < t, < t,1 =t, e ligarmos, de maneira retilinea,
os pontos « (t9) ,« (t1), ..., & (t), ordenadamente, obtemos uma linha poligonal, que tem

comprimento, como podemos observar na Figura 8.

Figura 8: Calculo do comprimento de arco de uma curva.

Logo,

med (a(£5)a (611) ) = Asi = /(¥ (tia1) = % (6))+ (3 (i) — y (1))

e o comprimento da curva em tal intervalo pode ser dado, aproximadamente, por

As ~ iAsi.
i=0

Podemos considerar

. 2 . 2
Asi = | (ML) ((%‘) +<i—{;) ) _ at/ ()24 (072,

em que v = % é a velocidade média de um corpo que se move durante um periodo At

de tempo ao percorrer uma distancia As, ou seja, v é o médulo do vetor velocidade v.

Assim, se diminuimos a norma da parti¢do do intervalo, temos que

se torna, no limite (ou seja, quando |t;;; — t;| — 0),

s(t)= [V 02+ (),

17
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t
visto que As = [v (t)dt.
fo
Logo, a partir de um ponto ¢y € I, definimos o comprimento de arco da curva « por

s(t)= [ o (t)]at,

para to < t. Como |&’ (t)| é 0 médulo do vetor tangente, entdo |a’ (t)| > 0, mas, como a
curva é regular, entdo |a’ ()| > 0, 0 que torna a fun¢do comprimento de arco diferencia-
vel e, portanto, tal integral existe.

Vejamos os cdlculos de comprimento de arco para uma circunferéncia e para um arco

de cicloide, ambos no intervalo [0, 27].

Exemplo 2.8. Consideramos a curva reqular « (t) = (rcos (t),rsen (t)), com t real e r real
positivo, cujo trago é uma circunferéncia. O comprimento de arco desta curva, com t € [0,27], é

dado por

2r
s (t) =/\/rzsen2 (t) + r2cos? (t) dt.
0

Logo, para tal intervalo, este comprimento é

2r
s([0,2m]) = /rdt = [t]3" =277,
0
que é, justamente, a expressido mais conhecida na Educacio Bdsica para o cdlculo do comprimento

de uma circunferéncia.

Exemplo 2.9. Consideramos a curva reqular o (t) =r (t —sen (t),1 — cos (t)), com t real e r
real positivo, cujo traco é uma cicloide. O comprimento de arco desta curva, com t € [0,27], é

dado por

27
s(t) = 0/ \/r2 ((1 — cos (t))* + sen? (t)) dt.

Das fungoes trigonométricas do arco duplo, temos 1 — cos (t) = 2sen’ (%) e, portanto,

s(t)=—4r {cos (%)Kﬂ =8r.



2.3 REPARAMETRIZAGAO

Podemos observar que ndo foi calculado, exatamente, o comprimento de uma cicloide,
que é infinito; o que calculamos foi o comprimento de seu arco no intervalo [0, 27|,
ainda que saibamos que cada um de seus outros arcos, em intervalos [2K7t, 27t (K +1)],

com K inteiro, tenham o mesmo comprimento.

Podemos notar que o comprimento de uma hipérbole ou de uma pardbola também é
infinito, mas isso nao nos impede de calcularmos o comprimento de arco de cada uma

dessas curvas em algum outro intervalo pré-definido.

2.3 REPARAMETRIZACAO

E intuitivo imaginar que uma curva nao precisa ter uma tnica parametrizagdo. Ao
tragarmos, por exemplo, a curva parametrizada diferenciavel B : [0, 2] — R?, definida
por B (t) = <—1 + %2 + %), notamos que seu traco é o mesmo da curva a : [0,1] — R?,
definida por a (t) = (—1+2t,2 + 3t), que é um segmento de reta com inclinagdo 3 e com
extremidades em (—1,2) e (1,5). Logo, observamos que, de fato, duas curvas podem

ter o mesmo traco.

Consideramos h : | — I uma fungdo diferencidvel de classe C*°, chamada mudanca de
parémetro, estritamente crescente ou estritamente decrescente, ou seja, /4 7! Oe, portanto,
injetiva e, por hipétese, sobrejetiva. A composta f3: | — IR?, definida por 8 = & o h, com
a : [ — R?, é uma reparametrizacdo de « por , visto que seu traco é o mesmo do trago

da curva original, como podemos observar na Figura 9.

B =a(l

Figura 9: Reparametriza¢do de a por h.
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Também podemos considerar a reparametrizagio de B por k1, uma vez que, como
é bijetiva, ela é invertivel.

Como a reparametrizacdo de uma curva depende da fun¢do mudanca de parametro,
que, por sua vez, depende do pardmetro, entdo podemos notar que, realmente, a
reparametrizacdo de uma curva ndo € tnica.

Para as curvas « e f3 citadas, temos B (t) = (xoh) (t) e h:[0,1] — [0,2], com h (t) = %

(ouh=1:10,2] = [0,1], com k™1 (t) = 2v/%).

2.3.1 Reparametriza¢do pelo comprimento de arco

Como vimos, uma curva pode ser reparametrizada desde que sua fun¢cdo mudanca de
parametro seja diferencidvel de classe C* e bijetiva. Como a fungdo comprimento de
arco respeita tais condi¢des, podemos reparametrizar uma curva pelo comprimento de

arco. Assim, segue definigao.

Definicdo 2.10. Dadas uma curva reqular o : I — R? e sua funcio comprimento de arco

s: 1 —s(I) C R, tais que existe a inversa s~ 1, definida em s (I), a fungido composta B = a0 s~

é a reparametrizagdo de w, em que [ estd parametrizada pelo comprimento de arco (PPCA).

Vejamos uma proposicdo baseada nesta definicéo.

Proposigdo 2.11. Uma curva reqular o : [ — R? estd PPCA, ou seja,

t
/\zx’(t)\dt:t—to,
fo

para ty < t € I se, e somente se, seu vetor tangente é unitdrio.

Demonstragio. (<) Se o vetor tangente da curva é unitdrio, entdo seu comprimento de

arco é

t t
/|a'(t)|dt:/1dt: [t]}, =t — to, paratg < t € I.
to to
(=) Se, para ty < t, temos

t
/\oc’(t)\ dt =t —to,
fo
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entao ,
d , d
$t/|a (t)| dt—%(t—to),
0

ou seja, o’ ()| = 1.
[l

Reparametrizar uma curva regular « : I — R? pelo comprimento de arco tem a
tinalidade de fazer o intervalo I passar a ter, exatamente, 0 mesmo comprimento da
curva para tal intervalo e sem deformacdes, ou seja, para cada t € I, o comprimento
do arco, do instante inicial tp € I até t é s(t) =t —ty. Logo, podemos notar que o
comprimento de arco é sempre ndo negativo.

Vejamos exemplos de reparametrizacdo de uma reta e de uma circunferéncia, pelo

respectivo comprimento de arco.

Exemplo 2.12. Consideramos a curva regular « (t) = (at, bt), com t real e a e b reais e simulta-
neamente ndo nulos, cujo traco é uma reta. Temos, a partir de ty =0,

t

s(t) = / o/ (t)| dt = Va2 + b2 [t]} = tVa? + b2

e, portanto,

para s real. Logo,

B(s)=aoh(s)=a (ﬁ) - (Wfibzf \/;ibz)

é a parametrizagdo desta reta pelo comprimento de arco. De fato,

pol= | (Gam) + ()

Exemplo 2.13. Consideramos a curva reqular a (t) = (rcos (t) ,rsen (t)), com t real e r real
positivo, cujo trago é uma circunferéncia. Temos, a partir de ty =0,

t

s(t):/\a'(t)\dt:r[t]g:rt

0
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e, portanto,

para s real. Logo,

B(s) = (o) (s) =a (2) = (reos (2) rsen (%))

é a parametrizagio da circunferéncia pelo comprimento de arco. De fato,

8] = yfsen (3) weost (2) =1

Vejamos, a seguir, que toda curva regular admite uma reparametrizacdo pelo com-
primento de arco, ainda que isso nem sempre seja vidvel, visto que a inversa de uma

fungdo pode néo ser obtida facilmente por métodos analiticos.

Proposicao 2.14. Toda curva regular no plano admite uma reparametrizagio pelo comprimento

de arco.

Demonstragio. Seja « : [ — IR?> uma curva regular, de pardmetro t. Se existir uma curva
regular B : | — R?, de parametro s, tal que B ([J]) = a ([I]) — ou seja, se ambas possuirem
0 mesmo traco — e com  PPCA - ou seja, com |’ (s)| =1 -, B deverd satisfazer B = a o h,

em que h é estritamente crescente — ou seja, i’ > 0.

Assim,  terfamos B’ (s) = (aoh)' (s) =&’ (h(s)) I (s). Dai,  temos
B ()] = |a" (i (s)) - B (s)] = h' (s) - |a’ (k1 (5)) |, ou seja,
1

M) = e

t
Como w é regular e s (t) = [ |a ()| dt, entdo s’ (t) = |’ (t)| > 0 — ou seja, s () é estri-
to

tamente crescente e, portanto, injetiva. Por hipoétese, s (f) é sobrejetiva e, portanto, é
bijetiva e, consequentemente, invertivel.
Logo, dada uma curva regular & qualquer, tomamos / = s~ . Portanto, pela discussdo

acima, f =h(s) e
1

o ()]

W(s)=
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Assim, tomando B = a o 1, temos a reparametriza¢do pelo comprimento de arco desejada

e, de fato,

B ()] = |o (1 (5)) - 1 (s)] =

para todo t € I. O

Vejamos como parametrizar um arco de cicloide pelo comprimento de arco.

Exemplo 2.15. Seja a (t) = v (t —sen (t),1 — cos (t)) uma parametrizacio de um arco de

cicloide, para t € [0,27], com r real positivo. Temos

-8 for (G ()] o - (1)

s~ (t) = h(s) = 2arccos (1 - :—r) :

e, portanto,

Logo,

B(s)=r <2arccos (1 — 4%) — sen <2arccos (1 — %)) ,1—cos <2arccos (1 — %)))

é a parametrizagdo do arco de cicloide pelo comprimento de arco. De fato,

B ()= M)Z ((Vors=2) v iar—9?) -1

Neste exemplo, encontramos a parametrizacdo de um arco de cicloide pelo com-
primento de arco. Podemos notar que, para a ordenada do vetor tangente se anular,
precisamos de s = 4r. Consequentemente, teriamos a’ (4r) = (1,0), ou seja, o vetor
tangente nunca se anula com esta parametrizagdo. Logo, os pontos em que t = 0 ou
t = 27 sdo singularidades ndo essenciais da curva, pois existe uma parametrizacdo em

que eles ndo sdo singularidades.
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CURVA PEDAL

Neste capitulo, vamos estudar uma interessante classe de curvas planas, as curvas
pedais, que sdo curvas oriundas de outras. De acordo com Ferreira (2011, p. 292), 0
primeiro a tratar de uma curva pedal, ainda sem utilizar esse nome, foi Gilles Personne
de Roberval (francés, 1602 — 1675), quando estudava a composi¢do de movimentos e
alguma maneira de encontrar uma tangente a uma curva.

Vejamos, a seguir, a definicdo de curva pedal, como podemos determinar suas

coordenadas e as aplicacdes de algumas delas.

Definicdo 3.1. A curva pedal de uma curva plana reqular é descrita pelas intersecoes das retas
tangentes a curva original com as respectivas retas perpendiculares que passam por um ponto

fixado do mesmo plano, chamado pedal.

Consideramos a curva regular a () = (f (t),g(t)), com f real e f e g fungdes re-
ais diferencidveis de classe C*, a ter sua curva pedal determinada em relagdo ao
pedal P = (xp,yp), pertencente ao mesmo plano. O vetor tangente desta curva é
o' (t) = (f'(t),4 (t)) e, portanto, sua reta tangente é dada por

y = 8 (t)

f1(#)

Logo, a reta perpendicular a esta e que passa por P é
A0

g (t)

A curva pedal B (t) = (x (t),y (t)) é determinada, entdo, pela interse¢do destas duas

(x = f (1) +g ().

(x —xp) +yp.

retas, ou seja,

g (t) _ @)
Iz (t) (x (t)_f(t))""g(t) = _g/( (x (t) _xP)"‘yP-

Dai, concluimos que

x (1) = F1() (epf (1) +ypg (H) +8° (1) (F (1) 8"(H) — /() 8 (),
(f (D) +(g' (1)
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g (t) (epf" (1) +ypg" (1)) — f' (1) (f () &' (t) = f' () g ()
(f (£)* + (g (1)°

Vejamos alguns exemplos interessantes de curvas pedais das conicas.

y(t)=

3.1 CURVA PEDAL DA ELIPSE

Consideramos a elipse dada pela curva regular « (¢) = (acos (t) ,bsen (t)), com t real, de
centro na origem e de semieixos de medidas a e b, respectivamente. Ao substituirmos
suas fungdes (e suas derivadas) coordenadas nas férmulas, obtemos a curva pedal da

elipse, em relacdo a um ponto P = (xp,yp) do mesmo plano, de coordenadas

p) _ asen (t) (axpsen (t) — bypcos (t)) + ab>cos (t)
x(t) = a2sen? (t) + b2cos? (t) ’

5 - beos (t) (—axpsen (t) + bypcos (t)) +a’bsen (t)
y(t) = a2sen? (t) + b2cos? (t) '

Para o pedal no centro da elipse (origem), sua curva pedal pode ser parametrizada

da forma
ab

pt) = a?sen? (t) + b2cos? (t)

Se a > b, o eixo maior da elipse estad sobre o eixo das abscissas e sua curva pedal em

(beos (t) ,asen (t)).

relagdo ao centro é como a apresentada na Figura 10, que é uma oval de Cassini.

s

-/

Figura 10: Curva pedal da elipse em relacdo ao seu centro.
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Se b > a, o eixo maior estd sobre o eixo das ordenadas e sua curva pedal em relagao
ao centro é uma rotagao de 7 da curva anterior. Se a = b, a elipse é uma circunferéncia

e sua curva pedal em relagdo ao centro pode ser parametrizada da forma

B(t) =r(cos(t),sen(t)),

que é a propria circunferéncia de raio de medida r.
Para o pedal em um dos focos, F, da elipse, a curva pedal pode ser, para a > b e
F = (xf,0), parametrizada da forma

B (t) = aZsen? (t) flr b2cos? (t)

<axpsen2 (t) + b?cos (t), bsen (t) (a — xpcos (t))),

cujo trago é uma circunferéncia de mesmo centro da elipse e de raio de medida a

(medida de seu semieixo maior), como podemos observar na Figura 11.

Figura 11: Curva pedal da elipse em relacdo a um de seus focos.

Seb>aeF=(0yr) acurva pedal da elipse em relacdo a qualquer um de seus
focos é uma rotagao de 7 da curva anterior, mas de raio de medida b (também medida
de seu semieixo maior, neste caso). Se a = b, a elipse toma a forma, novamente, de
uma circunferéncia, em que os focos coincidem com o seu centro e, portanto, sua
curva pedal continua a ser ela propria. Neste caso, a distancia focal da elipse é nula e,
consequentemente, sua excentricidade (razdo entre as medidas da distancia focal e do
eixo maior) também. Assim, podemos notar que, se a excentricidade da elipse tende a

zero, seu traco tende a uma circunferéncia enquanto, se sua excentricidade tende a um,
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seu traco tende a um segmento de reta, cujos focos sdo os extremos deste segmento,
dado que a distancia focal passa a coincidir com o seu eixo maior e, consequentemente,
a medida de seu eixo menor é nula.

Vejamos mais algumas curvas pedais.

Consideramos a circunferéncia dada pela curva regular « (t) = r (cos (t) ,sen (t)), com
t real, de centro na origem (sem perda de generalidade) e de raio de medida r. Ao
substituirmos suas funcoes (e suas derivadas) coordenadas nas férmulas, obtemos a
curva pedal da circunferéncia, em relagdo a um ponto P = (xp,yp) do mesmo plano, de

coordenadas

x (t) = sen (t) (xpsen (t) — ypcos (t)) + rcos (t);

y (t) = cos (t) (—xpsen (t) + ypcos (t)) +rsen (),

que recebe, de maneira geral, o nome de limagon.

z

Para um pedal externo a circunferéncia, a limagon apresenta um laco, isto é, ha

autointerse¢do da curva exatamente no pedal, como podemos observar na Figura 12.

L

Figura 12: Curva pedal da circunferéncia em relagdo a um ponto externo a ela.

N .

Para um pedal pertencente & circunferéncia, vamos dar o nome de cardioide a
limacon formada, uma vez que sua forma se assemelha a de um coracao (alguns autores
nomeiam a limagon anterior também de cardioide). Além disso, podemos observar, na

Figura 13, que ela possui uma tnica ctspide, exatamente no pedal.
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Figura 13: Curva pedal da circunferéncia em relacdo a um ponto pertencente a ela.

Podemos notar que, neste caso, uma curva regular (circunferéncia) gerou uma curva

ndo totalmente regular (cardioide), j4 que esta possui uma ctspide.

Para um pedal interno a circunferéncia, a limagon fica sem autointersecdo e sem
ctuspide e, quanto mais ele se aproxima do centro, mais ele toma a forma da prépria

circunferéncia, como podemos observar na Figura 14.

N

Figura 14: Curva pedal da circunferéncia em relacdo a um ponto interno a ela.
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3.1.1 Ovais de Cassini

De acordo com Weisstein ([2017]), as ovais de Cassini foram investigadas inicialmente
por Giovanni Domenico Cassini (italiano, 1625 — 1712), em 1680, quando, ao estudar
o movimento de corpos celestes, propo-las como alternativa as trajetérias elipticas
de Johannes Kepler (alemdo, 1571 — 1630): Kepler considerava constante a soma das
distancias, enquanto Cassini suponha constante o produto das distancias, como veremos
a seguir.

Essas ovais compdem uma familia de curvas planas, como vemos a seguir.

Definicao 3.2. As ovais de Cassini sdo curvas planas descritas pelos pontos, P, do plano, tais
que o produto das distdncias de cada um deles a dois pontos fixos Fy e F, (distantes 2m entre si)

é constante e igual a n2.

Para encontrarmos a equacao cartesiana das ovais de Cassini, consideramos F; = (m,0)
e F, = (—m,0) (sem perda de generalidade). Podemos observar, na Figura 15, que

P = (x,y) em coordenadas cartesianas e P = (7,6) em coordenadas polares.

Figura 15: Demonstragdo da equagao cartesiana das ovais de Cassini.

Ao aplicarmos a Lei dos Cossenos, temos, para o tridngulo F;OP,

2

d1* = m? + 12 — 2mrcos (6)
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e, para o tridngulo POF,,

dy* = m? + 12 — 2mrcos (11 — 6).

Como med (PF,) - med (PF,) = n?, temos

(mz + 12 — 2mrcos (9)> <m2 + 12 + 2mrcos (9)) =nt

7
ou seja,

2
<m2 + r2> — 4m?r*cos? () = n*.

Da relacdo entre coordenadas polares e cartesianas, temos 72 = x2 + 12 e cos (0) = .
r

Logo, a equagdo cartesiana de uma oval de Cassini é
2,2, 2)> 2,2 _ 4
(x+y+m>—4mx:n,

com o ponto médio de F; e F, na origem.

Como podemos observar na Figura 16, se n < m, a curva é composta por duas curvas
desconexas, sem autointersecao, e refletidas em relagcdo ao eixo das ordenadas; se n = m,
a curva tem uma autointersecdo exatamente no ponto médio de F; e F, ou seja, ela
ndo é simples; e, se n > m, temos uma curva simples e fechada, que tende a uma

circunferéncia, quando n — oo.

Figura 16: Ovais de Cassini.

Por rotacao de %, podemos encontrar a familia das ovais de Cassini com F; e F, no
eixo das ordenadas e, por translagdo, podemos encontré-la com ponto médio de F; e F,
fora da origem.
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Cassini acreditava que o Sol orbitava em torno da Terra sobre uma destas ovais, com
a Terra em um dos focos da oval. Porém, foram as trajetérias elipticas propostas por

Kepler consideradas as corretas.

3.1.2 Limagon

De acordo com Weisstein ([2017]), as limagons foram investigadas, inicialmente, por
Albrecht Diirer (alemdo, 1471 — 1528), em 1525, quando apresentou um método para
desenhar linhas em caracol. Por volta de 1637, ela foi redescoberta por Etienne Pascal
(francés, 1588 — 1651), que estudou seu caso mais genérico, e, s6 em 1650, é que ela foi,
realmente, nomeada por Roberval.

Para encontrarmos a equacdo cartesiana das limagons, consideramos o pedal na
origem e uma circunferéncia de centro no eixo das abscissas. A curva pedal desta

circunferéncia é uma limagon de equagao polar
p(0) =r+mcos(0),

em que m é a medida da distancia do pedal ao centro da circunferéncia e r é a medida
de seu raio.
X

Da relagdo entr rdenadas polar artesianas, tem =+/x2+y2ecos(0) = 2.
elacdo entre coorde s polares e cartesianas, temos p y? e cos (0) 5

Logo, a equagdo cartesiana de uma limagon é

(x2+y2 —mx)2 =72 <x2+y2>.

Se r < m, a limagon se assemelha a apresentada na Figura 12, pois o pedal é externo a
circunferéncia; se m = r, a limagon é uma cardioide, pois o pedal pertence a circunferén-
cia; e, se m < r, a limagon se assemelha a apresentada anteriormente na Figura 14, pois
o pedal é interno a circunferéncia.

De acordo com Pickover (2009, p. 138), em 1674, Ole Christensen Romer (dinamarqués,
1644 — 1710) interpretou a forma da cardioide como rodas dentadas de uma engrenagem.
Ja em 1708, Philippe de La Hire (francés, 1640 — 1718) determinou seu perimetro e,
em 1741, Johann Castillon (italiano, 1708 — 1791) usou, pela primeira vez, o termo
“cardioide” para nomeé-la.

Como, para m = r, temos uma cardioide na equagdo geral de uma limagon, entdo sua
equagdo polar é

p(0)=r(1+cos(0))
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e sua equacao cartesiana é

(Ray-ra) =2 (2 42).

Para determinarmos seu perimetro, consideramos « (6) = p (6) (cos (0),sen (0)) e,

portanto,

o' (0) = (o' (8)cos (0) —p (0) sen (0),p' (0)sen (0)+p (0) cos (8)).

Dai, temos

5 (0) = 7\/(,; (0))2+ (o' (0))2d6 = zr7 cos (g) ‘ do
0 0

o (fr - QL) -

ou seja, a cardioide tem perimetro oito vezes maior do que a medida do raio da
circunferéncia que a gera.

Existem varias aplica¢des da cardioide, como verificar padrdes de interferéncia e
de congruéncia de ondas que irradiam, concentricamente, de um ponto. Com isso,
podemos detectar, por exemplo, dreas de maior sensibilidade em um microfone: o

microfone cardioide é mais sensivel ao som frontal e minimiza o som traseiro.

3.2 CURVA PEDAL DA HIPERBOLE

Vamos estudar, agora, algumas curvas pedais da hipérbole. Para isso, consideramos a
hipérbole dada pela curva regular « (t) = (£acosh (t) ,bsenh (t)), com t real, de centro
na origem e de semieixos de medidas a e b, respectivamente. Ao substituirmos suas
fungdes (e suas derivadas) coordenadas nas férmulas obtidas no inicio do capitulo,
temos a curva pedal da hipérbole, em relagdo a um ponto P = (xp,yp) do mesmo plano,

de coordenadas

x(t) = asenh (t) (axpsenh (t) £ bypcosh (t)) + ab*cosh ()
- a2senh? (t) + b2cosh? (t) ’

(
/- beosh (t) (bypcosh (t) & axpsenh (t)) — a’bsenh (t)
y(t) = a?senh? (t) + b2cosh? (t) '
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Para o pedal no centro (origem) da hipérbole, sua curva pedal pode ser parametrizada

da forma

ab
pt) = a?senh? (t) + b2cosh? (t)

(Ebcosh (t), —asenh (t)),

que recebe 0 nome de lemniscata de Bernoulli (mais detalhes na Subsecdo 3.2.1) e esta

representada na Figura 17.

Figura 17: Curva pedal da hipérbole em relagdo ao seu centro.

Para o eixo real da hipérbole sobre o eixo das ordenadas, ela é uma rotagao de 7 da
hipérbole anterior, ou seja, a lemniscata de Bernoulli relacionada a ela também é uma

rotagdo de 7 da lemniscata anterior.

Para o pedal em um dos focos, F, da hipérbole, sua curva pedal é, para o eixo real

sobre o eixo das abscissas e F = (xf,0),

a
B(t)= a%senh? (t) + b2cosh? (t)

<EleS€7’l]’l2 (t) & b?cosh (t) , —bsenh (t) (a T xpcosh (t))),

que é uma circunferéncia de mesmo centro da hipérbole e de raio de medida a (medida

do semieixo real), como podemos observar na Figura 18.
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Figura 18: Curva pedal da hipérbole em relagdo a um de seus focos.

3.2.1 Lemniscata de Bernoulli

De acordo com Lockwood (1961, p. 117), Jakob Bernoulli (suico, 1654 — 1705) publicou
um artigo, em 1694, em que descrevia uma curva plana denominada lemnisco, cujo
trago era um “oito deitado”. Porém, ele ndo sabia que o que tinha acabado de descrever
era um caso particular das ovais de Cassini — descritas cerca de quatorze anos antes
-, uma vez que esta curva também pode ser definida como o lugar geométrico dos
pontos P do plano, tais que med (PF,) - med (PE,) = n?, em que F, e F, sdo os focos da
hipérbole, distantes 21 entre si.

Desta forma, a equagdo cartesiana da lemniscata de Bernoulli é, baseada na demons-
tracdo da equacdo cartesiana das ovais de Cassini,

(xz +y?+ n2>2 — 4n’x* = nt,
dado que m = n. Por rotagdo de 7, podemos obter a lemniscata com F; e F, no eixo das
ordenadas e, por translacdo, podemos encontra-la com ponto de autointerse¢do fora da
origem.

De acordo com Weisstein ([2017]), as propriedades gerais da lemniscata de Bernoulli
s6 foram descobertas em 1750, por Giovanni Francesco Fagnano dei Toschi (italiano,
1715 — 1797), mas outros matemaéticos também estudaram tal curva, como Leonhard
Paul Euler (suico, 1707 — 1783) e Johann Carl Friedrich Gauss (alemdo, 1777 — 1855),
que investigaram o seu comprimento, o qual mais tarde, viria a contribuir com o

desenvolvimento da teoria das fungdes elipticas.
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3.3 CURVA PEDAL DA PARABOLA

Vamos, agora, estudar algumas curvas pedais da parabola. Para isso, consideramos

7 4p
Ao substituirmos suas func¢oes (e suas derivadas) coordenadas nas férmulas, obtemos

a parabola dada pela curva regular « (t) = (t ﬁ), com t real e de vértice na origem.

a curva pedal da parabola, em relacdo a um ponto P = (xp, yp) do mesmo plano, de

coordenadas
X (f) = 8pxp +4typ +1°
o 2(4p2+t2)
: 2ptxp + tzyp — pt‘2
y(b) = 4p? + 12

Para o pedal no foco, F, da parabola, sua curva pedal é uma reta tangente ao vértice,

como podemos observar na Figura 19, que pode ser parametrizada da forma

t (4p +t2
B = (%o)

dado que F = (0, p).

Figura 19: Curva pedal da parabola em relacdo ao seu foco.

Para o pedal no vértice, a curva pedal da pardbola é uma cissoide de Diocles (mais
detalhes na Subsecdo 3.3.1), como podemos observar na Figura 20, que pode ser

parametrizada da forma

b= r (37):
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Figura 20: Curva pedal da pardbola em relacdo ao seu vértice.

Podemos notar que a cissoide de Diocles possui cispide no pedal. De fato, ' (0) =
(0,0), ou seja, ela ndo é uma curva totalmente regular. Além disso, esta curva possui

uma assintota na diretriz da parabola, visto que

t2

e 2 +ap? P

Agora, para o pedal em qualquer ponto pertencente a diretriz da parabola, sua curva

pedal é uma estrofoide, que pode ser parametrizada da forma

1 8pxp — Apt + B
B(t) = yreR < 5 ,2pt (xp t)>

Se este pedal for exatamente o pé da diretriz, ou seja, também pertencer ao eixo
de simetria da pardbola, a curva pedal é chamada estrofoide reta (mais detalhes na

Subsecdo 3.3.2), que pode ser parametrizada da forma

_ t 4p — 2
B =—gayp (L2t

como podemos observar na Figura 21.
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Figura 21: Curva pedal da pardbola em relacdo ao pé da diretriz.

Podemos notar que a estrofoide reta possui assintota y = —2p, uma vez que
2pt?
im ———— = —2p.
t—+oo 12 +4p? P

Para qualquer parédbola de vértice fora da origem ou de eixo de simetria ndo coinci-
dente com o eixo das ordenadas, suas curvas pedais podem ser tomadas por movimentos

rigidos em relagdo as apresentadas.

3.3.1 Cissoide de Diocles

De acordo com Boyer (1974, p. 69), Hipocrates de Quios (grego, 470 a.C. — 410 a.C.)
demonstrou que o problema da duplicagdo do cubo (construir o lado de um cubo cujo
volume é o dobro do volume de um cubo dado) podia ser solucionado dados dois

segmentos de medidas a e 24, tais que se obtivessem outros dois de medidas x e y, de

forma que

a x
x oy 24

pois, dai, podemos concluir que x3 =245,
Menécmo (grego, 380 a.C. — 320 a.C.) também resolveu este problema, que, de acordo
2

com Borlin (2008, p. 27-29), fe-lo com a intersecdo de duas parabolas, x* = ay e y* = 2ax,

. 3
como podemos observar na Figura 22, em que yp = xgV/2.
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Figura 22: Solugdo de Menécmo para o problema da duplicagdo do cubo.

Ja Diocles (grego, 240 a.C. — 180 a.C.) criou a cissoide como uma de suas tentativas em
resolver tal problema por métodos geométricos, como afirma Almeida & Reis (2008, p.
264), ja que tal curva esta relacionada com a parabola e também ¢é possivel determinar
nela os dois meios proporcionais citados por Hipdcrates, como podemos observar na

Figura 23.

Figura 23: Solugdo de Diocles para a duplicacdo do cubo.

Na figura, temos a ctspide C da cissoide, o ponto A pertencente a sua assintota
e ao seu eixo de simetria e o ponto B, tal que med (BC) = 2med (AC) = 2a, além de

BCLAC. O segmento AB intercepta a cissoide em D e, por este ponto, tragamos um
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outro segmento, de extremidades em sua cispide e em sua assintota, de forma a
demarcarmos E, cuja distancia ao ponto A é av/2.

Podemos verificar tal fato da seguinte maneira: consideramos A = (0, —a), B = (24,0),
C=(0,0), D=(x,y),comx>0ey<0,eE= (e, —a). Areta que passapor CeE é
dada por x — 2y — 2a = 0 e a que passa por A e B é dada por ax +ey = 0. A intersecdo

dessas retas determina D, cuja ordenada é

2a?
4 2a+e
e cuja abscissa é
2ae
2a+e
Tomando a equagéo cartesiana dessa cissoide, que é y> = —x? (a +y) e substituindo os

. 3
valores das coordenadas cartesianas de D, encontramos ¢ = av/?2.

Podemos notar que os calculos apresentados para a resolugdo do problema da
duplicacdo do cubo - tanto de Hipdcrates, de Menécmo e de Diocles — foram feitos com
conhecimentos adquiridos durante o Ensino Médio (segundo o Curriculo do Estado de
Sao Paulo, conforme ja citado), o que torna a discussdo desse assunto cabivel em tal

segmento, tal como fizemos nesta subsecéo.

Vale ressaltar que ndo foi Diocles quem atribuiu a esta curva o nome de “cissoide”,
que s foi mencionado, pela primeira vez, por Geminus de Rodes (grego, 110 a.C. — 40
a.C.), em comentdrios a uma obra de Arquimedes de Siracusa (grego, 287 a.C. — 212
a.C.), cerca de um século depois da morte de Diocles, como afirma Lockwood (1961, p.
132-133).

Em 1634, Pierre de Fermat (francés, 1607 — 1665) e Roberval estudaram as tangentes
desta curva e, em 1658, Christiaan Huygens (holandés, 1629 — 1695) e John Wallis
(inglés, 1616 — 1703) calcularam a 4rea entre a curva e sua assintota. Ja Isaac Newton
(inglés, 1643 — 1727), de acordo com Almeida & Reis (2008, p. 287-291), apresentou um
novo método para se desenhar a cissoide de Diocles, que pode ser encontrado nesta
referéncia.

Um fato curioso é que a cardioide, que é a curva pedal da circunferéncia em relagdo
a um ponto pertencente a ela mesma, também pode ser a curva pedal da cissoide de
Diocles, mas em rela¢do a certo ponto em seu eixo de simetria, cuja distancia a ctaspide

é quatro vezes a distancia dela a assintota, no sentido em que aparece na Figura 24.
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Figura 24: Cardioide como curva pedal da cissoide de Diocles.

De acordo com Marques, Parra & Suzuki (2006, p. 9), no século XIX, foi constatado, a
partir dos estudos de Paolo Ruffini (italiano, 1765 — 1822), Niels Henrik Abel (noruegués,
1802 — 1829) e Evariste Galois (francés, 1811 — 1832), que, apesar dos esforcos de Diocles,
o problema da duplicagdo do cubo ndo podia ser resolvido, de fato, apenas com régua e
compasso, ou seja, sua cissoide também ndo era perfeitamente construtivel com apenas

instrumentos euclidianos.

3.3.2 Estrofoide reta

Roberval foi, provavelmente, o primeiro a estudar a estrofoide reta, ainda que, de acordo
com Lockwood (1961, p. 97), sua mais antiga referéncia seja atribuida a Evangelista
Torricelli (italiano, 1608 — 1647), que, por volta de 1645, descreveu-a quando ela ainda
era chamada pteroide. Esta curva s6 teve seu nome atual proposto em 1846, por Henry
Montucci (francés, 1808 — 1877).

Pelo mesmo método de Newton citado anteriormente para desenhar a cissoide de

Diocles, também ¢é possivel desenhar a estrofoide reta.
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TEORIA LOCAL DAS CURVAS NO
PLANO

Estudaremos, a partir de agora, a geometria local das curvas planas, isto é, trataremos
das propriedades geométricas que uma curva plana possui em uma vizinhanca de um
de seus pontos.

Para desenvolvermos a Teoria Local das Curvas no Plano, também necessitamos de
que a curva parametrizada diferencidvel em questdo seja regular. Assim, consideraremos,
como base para o seu desenvolvimento, a curva regular PPCA « : [ — R?, dada por
a(s)=(x(s),y(s)), coms € I (como vimos anteriormente, toda curva regular pode ser
reparametrizada pelo comprimento de arco).

Como « é regular e PPCA, temos «’ (s) unitario, que denotaremos por ¢ (s), ou seja,

A partir deste vetor, construimos uma base ortonormal do plano, {t(s),n (s)}, com

mesma orientagdo da base candnica, em que 7 (s) é o vetor normal a « em s. Logo,

que, de fato, é unitdrio, pois |1 (s)| = \/(—y’ ())*+(x' (s))* =1,e é ortogonal a f (s),
pois (£ (s), 1 (s)) = —x' ()1 (s) + ' (5) ¥/ (5) = 0.

Para cada s, podemos determinar a base {f (s),n (s)}, chamada referencial de Frenet,
em que t e 1 sdo fungdes diferenciaveis de I em R?, de classe de C®, tais que t : s — ¢ (s)
en:s+— n(s). Estes vetores formam um diedro ortonormal associado a curva, chamado

diedro de Frenet, que é um sistema de referéncia mével ao longo da curva.

4.1 CURVATURA

Uma bésica nog¢do de curvatura de uma curva plana é tomé-la como uma fungdo que

mede, em cada ponto, o quanto a curva deixa de ser uma reta. Deste modo, a curvatura
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é uma propriedade local, visto que se trata de uma propriedade geométrica em uma
vizinhanga de cada um dos pontos do trago da curva.

Ainda considerando a curva « (s) = (x(s),y(s)) citada, sabemos que |t (s)|2 =1
e, portanto, ((t(s),t(s))) =0, ou seja, (t'(s),t(s))+(t(s),t (s))=0 Como
(t'(s),t(s)) =(t(s),t (s)), entdo

(t'(s),t(s)) =0.

Logo, concluimos que ' (s) é perpendicular a t (s) e, como ¢ (s) é perpendicular a 7 (s),

temos que #' (s) é multiplo de 7 (s). Assim, podemos relaciona-los por

em que k (s) é um fator de proporcionalidade, chamado curvatura de « em s, que pode

ser interpretado como “o tamanho da projegdo de ' (s) em n (s)”, ja que

(£ (s),m(s)) = (k(s)n (s),m(s)) = k(s) (n(s),m(s)) =k(s) n (s)]* =k (s) - 1 = k (s).

Logo, a curvatura da curva pode ser dada por

k(s)=(t'(s),n(s)) =x"(s)y" (s) =x" (s)¥' (5).

De maneira analoga, podemos mostrar que 1’ (s) é perpendicular a 7 (s) e, portanto,

n’ (s) é maltiplo de £ (s). Como

(n'(s),t(s)) = ((=y" (s),x"(s)) , (x'(5), ¥ (5))) = x" (s)y' (5) = x' () ¥" (5) = —k (s),

podemos relaciona-los por
n' (s) = —k(s)t(s).

As duas equagodes que acabamos de determinar, ' (s) =k (s)n (s) en’ (s) = =k (s) t(s),
sdo chamadas equacdes de Frenet para as curvas planas e elas tém por finalidade
determinar a primeira derivada de cada vetor da base do referencial de Frenet em
fungdo da prépria base.

Medir o quanto uma curva deixa de ser uma reta em determinado ponto também
pode ser interpretado como a medida da taxa de variagdo da direcdo da reta tangente a

curva neste ponto. Notamos que, se k (s) > 0, temos

[t (s)| = [k(s)n(s)] =k(s)|n(s)| =k(s)-1=K(s)
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e, se k(s) <0, temos

ou seja,

Isso nos mostra que o valor absoluto da curvatura indica, de fato, a velocidade com que
as retas tangentes a curva mudam de direcéo.
Vejamos exemplos do célculo do valor absoluto da curvatura para curvas regulares

PPCA, como a reta e a circunferéncia.

Exemplo 4.1. Consideramos a curva regular PPCA

B as bs
*(s) = Va2 + 02 Va2 +12)’

com a e b reais e simultaneamente ndo nulos, cujo traco é uma reta. Seu vetor tangente é

constante, o que implica em t' (s) = 0 e, portanto, k (s) = 0. Logo, a curvatura de uma reta é

sempre nula.

Exemplo 4.2. Consideramos a curva regular PPCA

w(s) = (reos (1) rsen (7))

cujo trago é uma circunferéncia de raio de medida r. O valor absoluto de sua curvatura é

ou seja, constante e igual ao inverso da medida de seu raio.

Como o valor absoluto da curvatura de uma circunferéncia é sempre constante e
igual ao inverso da medida de seu raio, notamos que, quanto maior for esta medida,
menor serd o valor absoluto da curvatura, ou seja, se ¥ — oo, temos k (s) — 0, o que
significa que a circunferéncia se aproxima de uma reta.

Uma outra abordagem para o valor absoluto da curvatura é a que segue.
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Dada uma curva regular PPCA « (s) = (x(s),y(s)), com s € I, fixamos sy € [ e
consideramos os vetores tangentes t (sg) e t (so + /), com (s + h) € I, tais que ¢ (h) é o

angulo formado por eles, com 0 < ¢ (h) < 7. Da Lei dos Cossenos, temos

£ (s0+h) — t (s0)|2 = [¢ (s + B)[2+ [¢ (s0) > — 2 |¢ (s0 + )| |¢ (s0)] cos (¢ () =
=21 cos (¢ (1))

e, das relagdes do arco duplo, temos

£ (s0+ H) — £ (s0)|? = sen? (@) ,

n (220

Como a fungéo curvatura mede a velocidade com que as retas tangentes a curva mudam

ou seja,

’t(50+h)—t(50)’ =2

de direcéo, entdo

¢(h)
IR ()| sy —t(s)] . 2|sen (%)
i A R
Visto que lim sen (h) = h, entdo
h—0
219wl e
Rl A

Até aqui, a curvatura foi tratada apenas para curvas regulares PPCA. Como nem
sempre é facil encontrar tal parametrizacdo, vamos determinar a fungdo curvatura para
uma curva regular com parametro real qualquer.

Consideramos a curva regular a : [ — RR?, definida por a (m) = (x (m),y (m)), para-
metrizada por um parametro real qualquer, m, e f uma reparametrizacdo de a pelo
comprimento de arco, ou seja, 5 (s (m)) = a (m).

Ao derivarmos esta tltima equagao, temos B’ (s (m))s’ (m) = &’ (m). Sabemos que

m

s(m) = / | (m)| dm

mo

e, portanto, s’ (m) = |a’ (m)|. Logo, temos
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ou seja,

e, consequentemente,

Como B (s(m)) =a(m), entdo t (s (m)) =t (m) en(s(m)) =n(m). Logo, a curvatura
de « pode ser dada por

k(m)=k(s(m))=(t (s (m)),n(s(m))) = X' (m) y" (m) — x" (m) y' (m)

(& (m))+ (v (m))?)

Com isso, concluimos que a curvatura de uma curva, em determinado ponto, ndo

NI

depende de sua parametrizacao.

4.1.1 Interpretacdo geométrica da curvatura

O sinal da curvatura de uma curva regular depende de sua orientacdo, ou seja, do
sentido de percurso de seu trago: se a curva estiver se curvando, localmente, para a
direita, tem curvatura negativa; se para a esquerda, positiva.

Para melhor visualizarmos esta situagdo, consideramos a curva regular PPCA
a: I — R2 Como k(sg) = (¥ (s0),m(s0)) = (& (s0) , 1 (s0)), entdo, se k (sg) < 0, temos
2" (s9) e n (sp) em sentidos opostos e, se k (sg) > 0, temos a” (sy) e 1 (s9) no mesmo

sentido, como podemos observar na Figura 25.

k>0 t

Figura 25: Interpretacdo do sinal de curvatura.
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A reta tangente a «, em sy € I, pode ser dada por
T(s)=a(sg)+ (s —sg)a’ (sp)

e ela divide o plano em dois semiplanos. Ao expandirmos « (s) em série de Taylor, em

torno de s(, temos

(s — so)2

5 " (s9) + R (s),

a(s)=a(sy)+(s—sg) a (s9)+
ou seja,
(s — so)2
2

. ~ . . R(s) _
em que R (s) é uma funcdo vetorial, tal que 5152) [ 0.

Como « (s) — T (s) é um vetor contido no semiplano que contém o trago da curva e

a(s)—T(s)= ~a” (s9) + R (s),

como o vetor R (s) é suficientemente pequeno, entdo o vetor a’ (sg) estd sempre contido
no semiplano que contém, localmente, o traco da curva, como podemos observar na

Figura 26.

u,(s)-T,(s)

a,(Sp)

Figura 26: Interpretacdo geométrica da curvatura.

Também podemos interpretar o sinal da curvatura da seguinte maneira: se a reta
tangente a curva, em determinado ponto, mantém a curva a sua direita — no sentido
de percurso do traco —, a curva tem curvatura negativa neste ponto; se a reta mantém
a curva a sua esquerda, a curvatura é positiva (como podemos observar na figura
anterior).

Se a orientacdo da curva for invertida, seu vetor normal, em determinado ponto,
também tem seu sentido invertido, porém o vetor «”, neste ponto, ndo, pois ele é
intrinseco do traco de a. Podemos observar tal fato na Figura 27, que inverteu a

orientagdo da curva apresentada Figura 25.
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n, %

Figura 27: Alteragdo de orientacéo.

Deste modo, duas parametriza¢des de curvas regulares de mesmo trago sé tém a
mesma orientacdo se a fun¢do mudanga de pardmetro preserva a orienta¢do da curva
original, ou seja, se esta fungdo é estritamente crescente; se a funcao for estritamente

decrescente, as orientacdes sdo contrarias.

4.1.2 Grafico de curvatura

Para verificarmos o comportamento da fun¢do curvatura, de uma maneira mais visual,
podemos observar seus gréficos, onde é possivel identificar pontos de curvatura maxima
ou de curvatura minima e, até mesmo, pontos singulares da curva.

Inicialmente, vamos analisar o grafico de curvatura de uma elipse. Para isso, conside-
ramos a curva regular « (m) = (acos (m) ,bsen (m)), com m real e a e b reais ndo nulos,
cujo traco é uma elipse de centro na origem (sem perda de generalidade). Sua funcéo

curvatura é dada por
ab

(a%sen? (m) + b2cos? (m))

k(m) =

NI

Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.3. Consideramos a curva reqular o (m) = (2cos (m) ,sen (m)), com m real, cujo

trago é uma elipse. Sua fungdo curvatura é dada por

2

(4sen? (m) + cos? (m))

k(m) =

NI

cujo grdfico pode ser observado na Figura 28.
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Figura 28: Grafico de curvatura de uma elipse.

No gréfico, podemos notar que tal elipse tem curvatura maxima (igual a 2) em pontos
em que m = K7t e curvatura minima em pontos em que m = @, com K inteiro.
Neste caso, o eixo maior da elipse encontra-se paralelo ao eixo das abscissas, mas, se
estiver paralelo ao das ordenadas, estes pontos de curvatura méxima e de curvatura
minima se invertem.

Sabemos que uma circunferéncia é uma elipse cujos semieixos possuem mesma
medida. Logo, da fungdo curvatura obtida, genericamente, para uma elipse, concluimos
que a da circunferéncia, em que r é a medida de seu raio, é dada por k (m) = % Como
sua funcdo curvatura é constante, ela possui infinitos pontos criticos.

Consideramos, agora, a curva regular a (m) = (facosh (m) ,bsenh (m)), com m real,
cujo trago é uma hipérbole de centro na origem (sem perda de generalidade), de eixo

real sobre o eixo das abscissas, e com a e b reais positivos. Sua fungédo curvatura é dada

por

Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.4. Consideramos a curva reqular o (m) = (£2cosh (m) ,senh (m)), com m real,

cujo trago é uma hipérbole. Sua fungio curvatura é dada por
2

(4senh? (m) + cosh? (m))%

k(m)=F

(negativo para um ramo e positivo para outro), cujo grdfico pode ser observado na Figura 29.
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Figura 29: Grafico de curvatura de uma hipérbole.

A curvatura do ramo da hipérbole que estd no semiplano de abscissas negativas estd
representada por ky, ou seja, é positiva. J4 a curvatura do ramo que esta no semiplano
de abscissas positivas estd representada por kj, ou seja, é negativa. Podemos observar
que as curvaturas sdo exatamente opostas em pontos simétricos dos ramos, em relacado
ao eixo das ordenadas e que, de fato, a curvatura maxima dessa hipérbole é 2 e a
minima é —2.

Como ml_lgzloo (m) = 0, podemos concluir que a hipérbole se aproxima de duas retas
(assintotas), quando m — $co, que se cruzam em seu centro (origem) e que sdo refletidas
em relacdo ao eixo das ordenadas.

Vamos analisar, agora, o grafico de curvatura de um grafico de funcdo. Considera-
mos a curva regular a (m) = (m, f (m)), com m real, cujo trago é o grafico da fungdo

diferenciavel f. Sua fungdo curvatura é dada por

k (m) f// (m) =
(1+ (7 (m))?)*

Logo, o sinal de sua curvatura esta diretamente relacionado ao sinal de f” (m).
Da fungdo curvatura de um grafico de fungdo, podemos concluir que a funcdo
2
curvatura de uma parabola, representada pelo trago da curva regular a (m) = (m, T—p>,

com m real, em que p é a medida da distancia de seu vértice a diretriz, é dada por

4 2
k(m) = —F .
(4p* +m?)?
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Vejamos um exemplo.

m2

Exemplo 4.5. Consideramos a curva reqular o (m) = (m, T), com m real, cujo traco é uma

pardbola. Sua fungdo curvatura é dada por
k (m) = : 37
(4 +m?2)2

cujo grdfico pode ser observado na Figura 30.

Figura 30: Grafico de curvatura de uma parabola.

No gréfico, podemos notar que a curvatura dessa parabola é sempre positiva e que
a curva possui um tnico ponto de curvatura méxima, em seu vértice, mas ndo possui
pontos de curvatura minima. De fato, os vértices de uma curva regular sdao pontos

criticos de sua fungdo curvatura, como definimos a seguir.

Definicao 4.6. Um vértice de uma curva plana regular é um ponto em que a primeira derivada

de sua fungio curvatura se anula.

Como muito trabalhado na Educagdo Bésica, sabemos que a parabola possui, real-
mente, um Unico vértice.

Apesar de ml_1>ri100 k (m) =0, a pardbola ndo possui assintotas como a hipérbole, uma
vez que, dado que mgriloo f' (m) = +o0, as unicas assintotas possiveis seriam verticais,

porém, isso ndo ocorre na pardbola, pois a fungdo f é polinomial.



4.1 CURVATURA

Vejamos, agora, o grafico da fun¢do curvatura de uma cicloide, que nos permite
visualizar ndo s6 seus pontos criticos, mas também as singularidades da curva.
Consideramos a curva regular por partes o (m) =r (m — sen (m),1 — cos (m)), com m

real e r real positivo. Sua fun¢do curvatura é dada por

1

k =
(m) 4r [sen ()]

Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.7. Consideramos a curva regular por partes a (m) = (m — sen (m),1 — cos (m)),
com m real, cujo traco é uma cicloide. Sua fungio curvatura é dada por

1

O = e (BT

cujo grdfico pode ser observado na Figura 31.

Figura 31: Grafico de curvatura de uma cicloide.

Podemos observar que esta cicloide possui curvatura méaxima em pontos em que
m = (2K+1), para K inteiro, mas ndo possui pontos de curvatura minima, pois,
quando m = 2K, a curvatura tende a —co, ou seja, sdo pontos de singularidade da
curva e, com isso, ocorrem as ctispides em seu traco.

Se tivéssemos, por exemplo, uma cicloide invertida, sua fun¢do curvatura ndo pos-
suiria pontos de maximo, mas possuiria pontos de minimo e, em suas ctspides, a

curvatura tenderia a oc.
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4.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS NO

PLANO

O Teorema Fundamental das Curvas no Plano nos mostra a importancia da curvatura de
uma curva regular: a fun¢do curvatura de uma curva regular a determina complemente,
a menos de um movimento rigido no plano.

Enunciamos, a seguir, o teorema e apresentamos uma demonstracdo para tal.

Teorema 4.8. 1. Dada uma fungio diferencidvel k (s), com s € I C IR, existe, no plano, uma

curva regular PPCA w (s), cuja curvatura é k (s).
2. A curva a (s) é unica quando fixamos w (so) = (xo,yo) e &' (so) = vo, tal que |vg| = 1.

3. Se duas curvas requlares, a (s) e B (s), tém a mesma curvatura, entio elas se diferem
apenas pelas suas posigdes no plano, ou seja, existe uma rotagio, R, e uma translagio, T,
no plano, tais que « (s) = (Ro T) (B (s)).

Demonstragido. 1. Consideramos a funcao
S
0 (s) = /k(s)ds,
50

com sy fixo, A real e fixamos um ponto (xp,1p) do plano. A curva regular

a(s)=(x(s),y(s)) pode ser definida por

a(s) = <x0+/cos (0(s)+A) ds,y0+/sen (0(s)+A) ds),

50 S0
que estd PPCA, visto que &’ (s) = (cos (6 (s) + A) ,sen (6 (s) + A)) é unitario. Logo,

sua curvatura é dada por
(t'(s),n(s))=0"(s) =k(s).

2. Consideramos a curva regular PPCA «a(s)=(x(s),y(s)), de curva-
tura k(s). Das equagdes de Frenet, temos ' (s)=k(s)n(s) e, por-
tanto, (" (5),y" () =K(5) (¥ (5), %' (s)), ou sefa, *"(s)=k()y'(5) e
y" (s) =k (s)x’ (s). Do teorema de existéncia e unicidade de solucdes de equagdes

diferenciais, segue que, fixados a (sg) = (xo,Y0) € &' (o) = vp, a curva a é tnica.
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3. Consideramos duas curvas regulares, a (s) e B (s), de mesma curvatura. Ao

fixarmos sy, existem, no plano, uma translagdo T, tal que T (B (s0)) = « (so),

e uma rotagdo R, tal que R (B’ (so)) =’ (sg). Consideramos a curva regular

7(5) = (RoT) (B(5)). Logo, 7 (s0) = (Ro T) (B (s0)) = R o (& (s0)) = & (s0), dadla

a rotacdo de um ponto em relagdo a ele mesmo, ou seja, 7y (sg) = (xo,yo). Além

disso, 7' (so) = (RoT) (B (so)) =Ro (B (s0)), dada a translagdo de um vetor,

ou seja, 7' (sp) =a’ (sp) =vp. Do item anterior, segue que y =« e, portanto,
x(s) = (RoT) (B(5)).

[]

Vejamos uma proposic¢do oriunda deste teorema.

Proposicao 4.9. Uma curva é uma reta se, e somente se, sua curvatura é identicamente nula.

Demonstragdo. (=) Se a: [ — R? é uma curva regular PPCA, cujo traco é uma reta,
entdo « (s) = (xo,Yo) +sv , em que (xp, Yo) € um ponto do plano por onde ela passa e v
é um vetor unitério, ao qual ela é paralela. Logo, &” (s) = 0 e, portanto, sua curvatura
k (s) é nula.

(<) Se a curvatura, k (s), de uma curva regular PPCA «, é nula, entdo a” (s) = 0. Ao
integrarmos esta equagdo duas vezes seguidas, podemos obter « (s) = (xo, yo) + sv, que

é uma reta que passa pelo ponto (xg, o) do plano e é paralela ao vetor unitario v. [

Este teorema também nos serd muito ttil para a demonstracdo do Teorema dos

Quatro Vértices, no préximo capitulo.

4.3 EVOLUTA

A evoluta de uma curva regular também pode nos ajudar a identificar os vértices da
curva. Antes de estudé-la propriamente dita, vamos a alguns conceitos prévios.

Vimos, anteriormente, que o valor absoluto da curvatura de uma circunferéncia é
constante e igual ao inverso da medida de seu raio. Entdo, ao considerarmos a curva
regular PPCA « (s), com k (s) # 0, a quantidade

PO ol
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chamada raio de curvatura de a em s, é, também, a medida do raio da circunferéncia

que melhor se aproxima de « em s e cujo centro é dado por

c(sg) =w(s0) + k(so)n (so),

chamado centro de curvatura de a em sj. A esta circunferéncia, que possui a mesma

curvatura de « em sy, damos o nome de circunferéncia osculadora (ou circulo osculador).

Notamos que o centro de curvatura é um ponto que parte de « (sp), no sentido de
seu vetor normal se a curvatura for positiva neste ponto (ou no sentido oposto de seu
vetor normal se a curvatura for negativa), a uma distancia igual a do raio. Ou seja, se a
curvatura for positiva, o vetor normal estd do mesmo lado da circunferéncia osculadora
e, se a curvatura for negativa, ele estd do lado oposto, como podemos observar na

Figura 32.

Figura 32: Circunferéncias osculadoras.

Quando variamos o pardmetro de &, os centros de curvatura passam a descrever uma
trajetéria B, chamada evoluta de a, que ¢, justamente, o lugar geométrico dos centros
das circunferéncias osculadoras da curva. Assim, a evoluta da curva regular PPCA «,

supracitada, é definida por

Determinemos a evoluta de uma circunferéncia.
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Exemplo 4.10. Consideramos a curva regular PPCA « (s) =r (cos (2) ,sen (£)), cujo trago é
uma circunferéncia de centro na origem (sem perda de generalidade) e de raio de medida r. Para

todo s, o centro de curvatura da respectiva circunferéncia osculadora é

B(s)= (rcos (;) ,rsen (;)) +% (—cos (;) , —sen (;)) =(0,0).

Logo, a evoluta de uma circunferéncia é o seu proprio centro.

Além de a evoluta de uma circunferéncia ser seu préprio centro, seu raio de curvatura
também ¢é o seu préprio raio. Logo, qualquer circunferéncia osculadora de uma

circunferéncia é ela prépria.

Sabemos que nem sempre é facil encontrar uma parametriza¢do de curva pelo compri-
mento de arco. Assim, vamos definir a evoluta para uma curva regular parametrizada

por um parametro real qualquer.

Consideramos uma curva regular « (f) = (x (t),y (t)), parametrizada por um para-

n(t)

metro, t, real qualquer. Sabemos que W] é um vetor unitario. Logo, a evoluta é dada

por

¢ (1) =a(t)+mn(t).

Vejamos a evoluta de uma elipse dada por uma curva regular que nado estd PPCA.

Exemplo 4.11. Consideramos a curva reqular o (t) = (acos (t),bsen (t)), com t realea e b

reais positivos, cujo trago é uma elipse. Sua evoluta é dada por

B(t) = (az B b2> <c053 (t)’ _senz (t)>/

a

cujo trago estd representado na Figura 33, para a (t) = (2cos (t) ,sen (t)).
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Figura 33: Uma elipse e sua evoluta.

Podemos observar que houve ctispides na evoluta nos pontos em que t = %, com

K inteiro, que sdo, justamente, os pontos criticos da fun¢do curvatura da elipse. Deste
modo, a evoluta deixa de ser regular nestes pontos, que sdo os vértices da curva original.

No grafico, notamos que a elipse possui quatro vértices, tais que dois sdo de curvatura
méaxima e dois de minima. Nos de curvatura méxima, a circunferéncia osculadora
encontra-se dentro da elipse e, nos de minima, é a elipse que se encontra dentro da

circunferéncia, como podemos observar na Figura 34.

Figura 34: Circunferéncias osculadoras de uma elipse em um ponto de curvatura ma-

xima e em um de minima.



4.3 EVOLUTA

Vejamos mais um exemplo de evoluta de uma conica — no caso, a hipérbole.

Exemplo 4.12. Consideramos a curva reqular « (t) = (F£acosh (t),bsenh (t)), com t real e a e
b reais positivos, cujo trago é uma hipérbole. Sua evoluta é dada por
a® + b?

B(t)=F o <—bcosh3 (t),asenh’ (t)),

cujo trago estd representado na Figura 35, para o (t) = (£2cosh (t) ,senh (t)), além da circun-

feréncia osculadora em um de seus vértices.

Figura 35: Uma hipérbole, sua evoluta e a circunferéncia osculadora em um de seus

vértices.

No gréafico, notamos que houve ctspides na evoluta somente para os dois pontos
criticos da funcdo curvatura da hipérbole: um de curvatura maxima e um de minima.

Para finalizarmos as evolutas de conicas, vamos observar a evoluta de uma parébola.

Exemplo 4.13. Consideramos a curva reqular o (t) = <t, i—;), com t real e p real positivo, cujo

traco é uma pardbola. Sua evoluta é dada por
1/ B 5 oo
B =g (50 52).

cujo trago estd representado na Figura 36, para o (t) = (t, %) , além da circunferéncia osculadora

em seu vértice.
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Figura 36: Uma pardbola, sua evoluta e a circunferéncia osculadora em seu vértice.

A evoluta da parabola tem o formato de uma parabola semictibica, que possui uma

Ginica ctspide, exatamente no tnico ponto critico da funcdo curvatura da parébola.

Nosso tltimo exemplo de evoluta é para a cicloide, que também é uma cicloide.

Exemplo 4.14. Consideramos a curva regular por partes a (t) =r (t —sen (t),1 — cos (1)),

com t real e r real positivo, cujo traco é uma cicloide. Sua evoluta é dada por

B(t)=r(t+sen(t),—1+cos(t)),

cujo trago estd representado na Figura 37, para « (t) = (t —sen (t),1 —cos (t)), além da

circunferéncia osculadora em um de seus vértices.
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Figura 37: Uma cicloide, sua evoluta e a circunferéncia osculadora em um de seus

vértices.

No grafico, podemos observar que a evoluta da cicloide tem seu mesmo traco, a
menos de um movimento rigido no plano. Como a cicloide possui infinitas ctispides,

sua evoluta também possui, ou seja, a cicloide possui infinitos vértices.






TEORIA GLOBAL DAS CURVAS NO
PLANO

A geometria diferencial das curvas planas se divide em duas partes: a geometria
diferencial local, que vimos no capitulo anterior, e a geometria diferencial global,
que veremos aqui, onde estudamos as influéncias das propriedades locais sobre o

comportamento da curva como um todo.

A geometria diferencial global é muito rica e, mesmo em seu caso mais simples que
envolve somente as curvas planas, ela ja nos oferece exemplos de teoremas interessantes,
como o Teorema dos Quatro Vértices. Antes de demonstrarmos tal teorema, vamos
estudar algumas propriedades globais das curvas planas, regulares e fechadas (para

isso, segue defini¢do).

Defini¢do 5.1. Uma curva plana e reqular, a : [a,b] — R?, é fechada se a (a) = a (b) e todas

as suas derivadas coincidem em a e em b.

5.1 PROPRIEDADES GLOBAIS

Consideramos a curva regular, fechada e PPCA «:[0,/] - R?, definida por
a(s)=(x(s),y(s)). A indicatriz tangente de a é a curva diferencidvel

t:[0,1] — S C R?, em que S' é um circulo de raio unitério, definida por

O vetor velocidade dessa indicatriz é t' (s) = (x” (t),y" (t)), que coincide com a segunda
derivada de «, ou seja, t' (s) =k (s)n (s) (das equagdes de Frenet), em que k(s) é a
curvatura de & e 7 (s) é o seu vetor normal, para cada s.

Na Figura 38, podemos ver a relagdo entre uma curva e sua indicatriz tangente.
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Figura 38: Indicatriz tangente.

Consideramos ¢ (s) o angulo que f (s) faz com o eixo das abscissas, no sentido positivo,
com 0 < ¢ (s) < 27. Logo, temos x’ (s) = (s)) ey’ (s) =sen(¢(s)). Como

e (58)

para ¢(s)#% e ¢(s)#3, temos ¢(s) bem definida localmente. Logo,

t'(s) =" (s) (=sen (¢ (s)) ,cos (¢ (s))) = ¢’ (s) (), ou seja,
"(s) =(t (s),n(s)) =k(s).

Isso nos sugere a defini¢cdo da fungédo global diferenciavel ¢ : [0,/] — R, dada por

:O/k(s)ds

que coincide, a menos de constantes, com a fungdo local diferencidvel 6 (s) definida na

demonstracao do Teorema Fundamental das Curvas Planas.
Se a curva regular a : [a,b] — R? estiver parametrizada por um parametro , real

qualquer, a fungdo definida acima serd dada por

5.1.1 Indice de rotacdo

Podemos notar que a func¢do ¢ (s) mede o angulo total descrito pelos pontos ¢ (s) da
indicatriz tangente, & medida que percorremos «, de 0 a . Como « é fechada, este

angulo tem que ser um multiplo inteiro de 27, ou seja,

I
/k )ds =271,
0
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em que I é chamado indice de rotacdo de «, que tem seu sinal a depender da orientacdo

da curva. Analogamente, temos o indice de rotacdo para uma curva regular ndo PPCA:
b
/k(m) |’ (m)| dm =27
a
Vejamos o indice de rota¢do de uma circunferéncia, com orientagdo positiva.

Exemplo 5.2. Consideramos a curva regular e fechada w :[0,27t] — R?, definida por
a (m) =r (cos (Km) ,sen (Km)), parametrizada por um pardmetro m, real qualquer, em que K
é um miimero natural ndo nulo e cujo trago é uma circunferéncia de raio de medida r. Seu indice
de rotacdo é

271

[ L Krdm
0

I= =K.

27

E intuitivo pensar que uma circunferéncia dada por a (t) = (cos (2t),sen (2t)),
com f€[0,27r], por exemplo, dd duas voltas em torno de «(0), visto que
a (0) = (1) = a (271). Porém, justamente por essa falta de injetividade, ndo podemos
considerd-la uma curva simples.

De fato, o Teorema do Indice de Rotacdo (uma demonstracdo pode ser encontrada
em CARMO, p. 476-477) afirma que o indice de rotagdo de uma curva plana, regular,
simples e fechada s6 assume os valores +1, a depender de sua orientagao.

Na Figura 39, podemos observar alguns exemplos de indices de rotagéo.

Figura 39: Indices de rotagao.
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Notamos que o indice de rotagdo da lemniscata de Bernoulli é nulo, pois, a partir do
ponto de interse¢do, percorremos, completamente, o lago direito em sentido positivo
e o esquerdo em sentido negativo. Ja o indice de rotacdo da outra oval de Cassini é
facilmente percebido que é igual a 1 e, em valor absoluto, este é o tinico indice de
rotacdo que uma curva plana, regular, simples e fechada pode assumir. Podemos notar,
também, que o indice de rotagdo da limagon é 2, pois o vetor tangente d4 uma volta
(em azul) e, depois, outra (em vermelho).

Notamos que os dois tltimos indices foram positivos, pois o sentido de percurso do
traco de cada uma dessas curvas era também positivo. Assim, se invertéssemos este

sentido, o indice de rotacdo teria seu valor negativo.

5.1.2 Curvatura total

Como a curvatura de uma curva plana regular, x, mede a mudanca de direcdo das
retas tangentes a curva, em cada ponto de seu traco, entdo, se integrarmos a funcao
curvatura, k (s), de uma curva PPCA, do ponto inicial « (0) ao ponto final « (I), temos

sua curvatura total, ou seja,
I
ktotul (S) = /k (S) ds.
0

Caso a curva ndo esteja PPCA, sua curvatura total é dada por

b
Kot (1) = [ K (m) [ ()| dim,

a

com m € [a,b].

Notamos que a curvatura total mede a rotagdo total da curva e que, se a curva também
for fechada, o indice de rotagdo é dado pelo quociente entre a curvatura total e 27t.
Logo, a curvatura total da lemniscata de Bernoulli é nula, a da outra oval de Cassini

apresentada na Figura 39 é 271 e a da limagon com um lago é 4.

Vejamos o célculo da curvatura total para o arco de uma cicloide, que é uma curva

plana, regular e nao fechada.
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Exemplo 5.3. Consideramos a curva reqular «:[0,271] — R?,  definida por

z

a(t)=r(t—sen(t),1—cos(t)), com r real positivo, cujo trago é um arco de cicloide.

27 27T
1 t
dt=|—2| =-n,

como podemos observar na Figura 0.

A curvatura total desta curva é

Figura go0: Curvatura total de um arco de cicloide.

Notamos que, como a curva nao é fechada, sua curvatura total ndo é, necessariamente,
um multiplo inteiro de 27r. Além disso, a curvatura total deste arco de cicloide é
negativa devido a sua orientagéo.

A hipérbole também é uma curva plana, regular e ndo fechada. Porém, se quiséssemos
calcular sua curvatura total pela defini¢do, terfamos certa dificuldade em obter a integral
de sua funcdo curvatura. Contudo, podemos notar que ela é nula, de maneira andloga a
lemniscata de Bernoulli ou, entdo, ao observarmos o grafico de sua func¢do curvatura
(apresentado no Capitulo 4), visto que a curvatura em um de seus ramos é exatamente
oposta, em pontos simétricos, a curvatura no outro ramo. Como a curvatura total é
dada pela integral de suas curvaturas pontuais, entdo, de fato, a curvatura total da
hipérbole é nula.

Sabemos que a curvatura da curva regular « : [0,/] — R? tem seu sinal a depender

de sua orientacdo. Assim, para definirmos curvatura absoluta total dessa curva, PPCA,
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basta considerarmos o valor absoluto de sua curvatura, ou seja, a curvatura absoluta

total é dada por

1

/\k(s)] ds.

0

Caso a curva ndo esteja PPCA, a curvatura absoluta total é dada por

b

[ V)| |af ()| dm,

a

com m € [a,b].

Assim, para o arco de cicloide do dltimo exemplo, a curvatura absoluta total é 7.

52 TEOREMA DOS QUATRO VERTICES

Um exemplo de teorema relevante da geometria diferencial global das curvas planas é
o Teorema dos Quatro Vértices (TQV). De acordo com Carneiro & Garcia (2017, p. 1), 0
TQV, em sua primeira versdo — demonstrada, em 1909, por Syamadas Mukhopadhyaya

(indiano, 1866 — 1937) —, considerava apenas curvas estritamente convexas.

Vejamos a definigdo de curva plana, regular e convexa.

Definicdo 5.4. Uma curva reqular o : [a,b] — R? é convexa se, para todo t € [a, b], seu traco

estd totalmente contido em um dos semiplanos determinados pela reta tangente em t.

Com isso, podemos observar, na Figura 41, que sdo convexas as curvas dos exemplos
(@), (b) e (d), sendo que as duas primeiras sdo, também, estritamente convexas, e que a

curva do exemplo (c) ndo é convexa.
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Figura 41: Convexidade de curvas.

Da definicao e da figura, podemos intuir que, em uma curva convexa, a curvatura ndo
muda de sinal, visto que ela ndo possui pontos de inflexdo, e que toda curva convexa é

simples (ndo possui autointersecdo).

A demonstracdo de Mukhopadhyaya baseou-se na ideia de contato entre curvas.

Porém, trazemos, aqui, uma demonstracdo que julgamos mais simples do que essa
e que pode ser estendida para curvas convexas (ndo, necessariamente, estritamente

convexas).

Vejamos o enunciado do TQV, para este caso.
Teorema 5.5. Toda curva plana, regqular, fechada e convexa tem, pelo menos, quatro vértices.
Para a prova do teorema, vamos considerar o lema a seguir.

Lema 5.6. Sejam A, B e C reais arbitrdrios e seja a : [0,1] — R? uma curva regular, fechada e

PPCA, definida por a (s) = (x (s),y (s)) e cuja curvatura, k (s), ndo muda de sinal. Entdo,

l
/ (Ax (s) + By (s) + C) K (s) ds = 0.
0
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Demonstragdo. Do Teorema Fundamental das Curvas no Plano, temos a fungédo
6:10,]] = R, tal que x' (s) =cos (0 (s)) ey’ (s) =sen (6 (s)). Logo, k (s) =6 (s) e, tam-
bém, x” (s) = =k (s)y' (s) ey” (s) =k (s) x’' (s). Como « é fechada, entdo

l

l
/Ax(s)k’(s)ds:A [x(s)k(s)]g—/k(s)x'(s)ds -
0

0

e, analogamente, temos

Além disso, temos
I
/Ck’ (s)ds = Ck(s)], = 0.
0
Logo,

[
/ (Ax (s) + By (s) + C) K (s) ds = 0.
0

Vamos a demonstracdo do teorema.

Demonstragdo. Consideramos « : [0,/] — R? uma curva regular, fechada e convexa,
PPCA, definida por « (s) = (x(s),y (s)).

Se sua curvatura for constante em qualquer subintervalo, todos os pontos deste
subintervalo sdo pontos criticos da fun¢do curvatura, ou seja, a curva possui infinitos
vértices — 0 que prova o teorema.

Vamos assumir, adiante, que a curva ndo contém segmentos de retas nem arcos de
circunferéncias.

Como k (s), fungdo curvatura de &, é continua em |0, /], ela possui, neste intervalo,
um ponto de minimo e um ponto de maximo e, portanto, a curva tem, no minimo, dois
vértices, « (s1) (o qual consideramos de curvatura méxima) e « (sp) (o qual consideramos

de curvatura minima), ou seja, k' (s1) = k' (sp) = 0.
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Tomamos « (s1) e « (sp) sobre o eixo das abscissas (sem perda de generalidade).

Assim, temos v (s1) =y (s2) = 0 e este eixo divide a curva em dois arcos, e 7y, com
cada um deles em um dos lados do eixo, ou seja, a fungdo y (s) muda de sinal apenas

em sy, para 0 = 51 < sp < I, conforme esquematizado na Figura 42.

y(s)>0
B (K(s)>0)

a(0)=als

|
|
i

1

y(s)<0

Figura 42: Demonstracdo do Teorema dos Quatro Vértices.

Suponhamos que a curva intercepte o eixo das abscissas em um ponto intermediério
de « (sp) e a (I) (andlogo para « (s1) e a (s2)). Sua convexidade implicaria em a curva
conter o segmento « (sy) a (I) e, consequentemente, k (s1) =k (sp) =0. Como « (s1) e
« (s2) sdo pontos de méxima curvatura e de minima, respectivamente, isso implicaria
em k (s) =0, para todo s € [s2,]], 0 que é uma contradigdo para a consideracdo de que
esta curva ndo contém segmento de reta. Logo, a curva ndo intercepta o eixo das

abscissas em um ponto intermedidrio de « (s2) e a (I).

Consideramos By (s) = 0 a equagdo do eixo das abscissas, ou seja, um dos arcos estd
em By (s) > 0 (vamos supor pB) e outro estd em By (s) < 0 (vamos supor 7). Se nédo
houvesse mais vértices além dos dois supracitados, terfamos k' (s) < 0 para 0 < s < s,
ek’ (s) > 0 para sy < s <[, ou seja, k (s) ndo mudaria de sinal ao longo de cada um dos

arcos.
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Porém, podemos ajustar o valor de B de modo que

I
/By (s) k' (s)ds #0,
0

pois

/By (s)K (s)ds = B /y VK (s ds+/y VK (s)ds |,

em que y (s) k' (s) > 0 em qualquer um dos arcos (em 7y, a curvatura é decrescente e a
curva se encontra abaixo do eixo das abscissas; em f3, a curvatura é crescente e a curva
se encontra acima do eixo das abscissas), o que é uma contradicdo.

Isso mostra que k' (s) muda de sinal em, pelo menos, um arco (suponhamos 7). Logo,
existe um terceiro vértice em 7. Porém, como « (s1) e « (s2) sdo pontos de maxima
curvatura e de minima, respectivamente, entdo k' (s) deve mudar de sinal duas vezes

neste arco, o que implica em existir um quarto vértice. [

Como a curva em questdo é fechada, k' (s) muda de sinal de forma que k (s) sempre
possua um numero par (se finito) de pontos criticos, os quais sdo metade de curvatura
maxima e outra metade de curvatura minima.

Um exemplo de curva plana, regular, fechada e convexa é a elipse, que possui,
exatamente, quatro vértices, se ela também ndo for uma circunferéncia (neste caso, ela
possui infinitos vértices), com dois deles de curvatura maxima — interse¢des com seu
eixo maior — e dois de minima — intersecdes com seu eixo menor.

Vamos calcular, algebricamente, os vértices de uma elipse.

Exemplo 5.7. Consideramos a curva reqular o (t) = (acos (t) ,bsen (t)), comt € [0,27t] eae

b reais positivos e distintos entre si, cujo traco é uma elipse. Sua curvatura é dada por

ab

k(D) = VaZsen (t) + b2 cos (t)

e seus vértices podem ser determinados por

K (1) = (a® + b%) absen (t) cos (t) o

V/aZsen? (t) + b2cos? (t)

Logo, seus vértices se encontramem t =0, t = %, t=rmet= 37”
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Podemos calcular que as curvaturas minimas e maximas da elipse em questdo sdo
dadas por k (t) = ;5 ou k(t) = a% (a depender da ordenacdo de a e b). Logo, se a > b,
a curvatura maxima é k (f) = ;; e a minima é k (¢) = a% ; se a < b, a curvatura maxima
passa a ser k (t) = u% e a minima passa a ser k (t) = ;.

Muitas extensdes do TQV foram feitas ao longo dos anos. Em 1912, por exemplo,
Adolf Kneser (alemdo, 1862 — 1930) o demonstrou para curvas ndo necessariamente
convexas. Além disso, ele observou, como afirmam DeTurck et. al. (2007, p. 203), que os
vértices de uma curva plana correspondem a pontos de tor¢do nula de sua antiprojecao
estereogréfica — o que j4 entraria no estudo da geometria diferencial no espago, que ndo
é objeto de nosso estudo nesta dissertacdo.

Em 1937, William Caspar Graustein (estadunidense, 1888 — 1941) passou a estudar tal
teorema para curvas ndo necessariamente simples. Além disso, outras demonstracoes
foram surgindo, com o uso de propriedades analiticas ou geométricas (algumas delas
podem ser encontradas em CARNEIRO & GARCIA, p. 21-35). Em 1985, Robert
Osserman (estadunidense, 1926 — 2011) também demonstrou tal teorema, mas baseado
na ideia de circulos circunscritos, e ainda obteve uma relagao entre o niimero de vértices
e o nimero de pontos de tangéncia da curva com o circulo circunscrito.

Também foi provada a reciproca do TQV (algumas demonstragdes podem ser encon-
tradas em CARNEIRO & GARCIA, p. 45-57), que tem como ideia central estabelecer
as condi¢des necessarias e suficientes para que uma fungao real, continua e periddica
seja a funcdo curvatura de uma curva plana, regular, simples e fechada: ela tem que ter,
pelo menos, dois maximos locais e dois minimos locais.

Ainda de acordo com Carneiro & Garcia (2007, p. 1), em 1971, Herman Gluck
(estadunidense) provou tal reciproca, motivado pela existéncia de esferas no espaco
euclidiano, mas a prova s6 considerava curvas estritamente convexas. Em 1997, Bjorn E.
J. Dahlberg (sueco, 1949 — 1998) provou essa reciproca para curvas ndo necessariamente
convexas, com o uso de técnicas de topologia diferencial de dimensao finita para resolver
uma equacdo funcional. Isso ocorreu pouco antes de sua morte, o que fez com que a
publicacdo da demonstracdo fosse a titulo péstumo, em 2005.

Podemos observar que o TQV, apesar de sua primeira versdo datar de 1909, ainda
pode ser considerado atual, pois, a cada nova abordagem que se faz dele, novos aspectos

sobre as curvas sdo revelados.
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De acordo com Sido Paulo (2011, p. 47), o desenvolvimento de inteligéncias esta
diretamente relacionado com a capacidade em se fazer perguntas que realmente nos
interessam e ndo em fornecer respostas a perguntas provenientes de interesses que nao
sdo nossos. Desta forma, para explorarmos qualquer contetido na Educacdo Basica,
é sempre mais eficaz partirmos de situagdes ja percebidas pelos alunos e seguir, dai,
para questdes especificas, do que iniciar com o préprio conteido para, s6 depois,

contextualizé-lo.

Como vimos neste trabalho, as curvas planas estdo relacionadas com outras areas
do conhecimento humano, como a Fisica, quando citamos a relagdo da cicloide na
solugdo dos problemas da braquistécrona e da tautdcrona, a relagdo da elipse com as
Orbitas planetérias e a relacdo da cardioide com a sensibilidade de alguns microfones.
Se situagdes como essas forem apresentadas aos alunos da Educagdo Basica, de modo
a despertar o interesse pelo assunto, as aulas de Matemaética na 3° série do Ensino
Médio, por exemplo, podem se tornar mais interessantes, uma vez que, de acordo
com o curriculo supracitado (p. 69), deve-se contemplar, nesta série, o contetido de
geometria analitica no plano, que trata, de modo geral, de pontos, retas e conicas, e,
dentre as habilidades a serem desenvolvidas, destacamos “saber identificar as equagdes

das conicas na forma reduzida e conhecer suas propriedades”.

O problema da duplicagdo do cubo pode ser trabalhado na Educacdo Basica da forma
como apresentamos no Capitulo 3, mas, também, por dobraduras (a solugdo pode ser
encontrada em BORLIN, p. 36-41) — o que pode tornar a aula de Matematica bastante
atrativa, ao se relacionar com a Arte. Além disso, o método de Newton citado para
descrever a cissoide de Diocles e a estrofoide reta também pode ser trabalhado com os
alunos ao construirmos, em madeira, um “esquadro de Newton” (uma proposta pode
ser encontrada em ALMEIDA & REIS, p. 287-292).

Porém, precisamos limitar a abordagem desta secdo, para evitarmos o enciclopedismo.

Assim, trazemos duas propostas de abordagem de curva pedal (constru¢do geométrica
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de algumas curvas pedais das conicas, auxiliados pelo GeoGebra, e determinacdo
algébrica de suas coordenadas cartesianas, por meio de conceitos basicos de geometria
analitica) e uma proposta de atividade que instiga os alunos sobre a nogdo de curvatura
de uma curva plana, em que trabalhamos com a string art, uma arte que se caracteriza
por um arranjo de cordas que formam padrdes geométricos e que valoriza o sentido e a

beleza do objeto em seu contorno.

6.1 CONSTRUCAO GEOMETRICA DA CURVA PE-
DAL

A construgdo geométrica de algumas curvas pedais das conicas sera feita com o auxilio
do software de matematica dindmica GeoGebra, desenvolvido por Markus Hohenwarter,
uma vez que ele permite o desenvolvimento de atividades investigativas, em um

processo de cria¢do e de exploracdo, como buscamos fazer adiante.

Para isso, precisamos apresentar ao discente a defini¢do de curva pedal, que é a curva
descrita pelas interse¢des das retas tangentes a uma curva plana com as respectivas
retas perpendiculares e que passam por um ponto fixo do mesmo plano, chamado
pedal. Podemos notar que todos os conceitos que determinam a curva pedal devem ser

trabalhados no Ensino Médio.

Para as construcoes apresentadas adiante, consideramos centro e vértice na origem, o
que bastaria a aplicagdo de uma translacdo caso estes pontos ndo estivessem na origem
do sistema cartesiano e, se necessdrio, também poderiamos aplicar uma rotacdo. A
aplicagdo de tais isometrias sdo, de fato, razoaveis, pois, de acordo com a proposta de
Sao Paulo (2011, p. 70), também para a 3% série do Ensino Médio, este assunto deve
ser tratado de forma a desenvolver a habilidade “saber construir gréficos por meio de
isometrias”. Porém, nada impede que o aluno refaca o procedimento de construgéo,

com a equacdo cartesiana pré-determinada que julgar conveniente.

Nas Figuras 10 a 14, mostramos exemplos de curvas pedais da elipse. Agora, vamos

mostrar como construi-las geometricamente, utilizando o GeoGebra.
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. L2 . . .
Exemplo 6.1. Consideramos a elipse % + y* = 1, de centro na origem e de semieixos de medidas
2 e 1, respectivamente. Sua curva pedal, em relagio ao seu centro, pode ser construida, no

GeoGebra, da sequinte maneira:

Na Entrada, digitamos %2 +y? =1, a fim de aparecer a elipse na Janela de Visualizagdo.

Ainda na Entrada, digitamos P = (0,0), a fim de fixarmos o pedal.

Selecionamos o comando “ponto em objeto” e clicamos sobre a conica, a fim de marcarmos

o0 ponto A pertencente a ela.

Selecionamos o comando “reta tangente” e clicamos sobre A e, depois, sobre a conica, a fim

de determinarmos a reta tangente a ela e que passa por este ponto.

Selecionamos o comando “reta perpendicular” e clicamos sobre P e, depois, sobre a reta

tangente, a fim de determinarmos a reta perpendicular a ela e que passa pelo pedal.

Selecionamos o comando “intersegdo de dois objetos” e clicamos sobre a reta tangente e,
depois, sobre a reta perpendicular, a fim de marcarmos o ponto B, que é a intersegdo destes

dois objetos.

Na Janela de Algebm, clicamos com o botdo direito do mouse sobre B e, depois, sobre

“habilitar rastro”.

Ainda na Janela de Algebm, clicamos com o botdo direito do mouse sobre A e, depois, sobre

“animar” .

Desta forma, construimos, geometricamente, a curva pedal da elipse XIZ + y2 =1, em
relagdo ao seu centro, que, como vimos, é uma oval de Cassini.

Adquirir conhecimento de algo é sempre conhecer o seu significado, ou seja, pre-
cisamos semear contetidos significativos para o discente. Deste modo, ensinar um
tema requer, também, despertar o interesse destes alunos em sua histéria, pois os
significados sdo vivos e se transformam, como no caso das 6rbitas dos planetas, citadas
anteriormente. E justamente na histéria onde buscamos uma compreenséo mais clara
dos significados dos conceitos e do significado das mudancas conceituais. Com isso,
esperamos conduzir esta atividade de modo a apresentar o contexto histérico que

envolve as curvas aqui trabalhadas.
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Se a elipse fosse, também, uma circunferéncia do tipo x> + y? = 1, de centro na origem
e de raio unitdrio sua curva pedal, em relacdo ao seu centro, poderia ser construida
pelo mesmo procedimento anterior, s6 alterando a equacéo a ser digitada na Entrada.

Agora, para o pedal em um ponto externo a circunferéncia, a curva pedal também
pode ser construida pelo mesmo procedimento, mas com a alteragdo, também, do
segundo passo: selecionamos o comando “ponto” e clicamos sobre algum ponto externo
a conica. Desta forma, construimos, geometricamente, a curva pedal de tal circunferéncia
em relagdo a um ponto externo a ela, que é uma limagon de um lago.

De maneira anédloga, podemos construir a curva pedal da circunferéncia em relagao a
um ponto pertencente a ela, que é uma cardioide, ou em relacdo a um ponto interno
a ela (distinto de seu centro), com a também seguinte alteracdo no segundo passo:
selecionamos o comando “ponto em objeto” e clicamos sobre a cOnica ou selecionamos
o comando “ponto” e clicamos sobre algum ponto interno a cdnica e distinto de seu
centro, respectivamente.

Neste momento, podemos investigar, junto com os alunos, que, conforme o pedal se
aproxima do centro da circunferéncia, a limagon comega também a se aproximar do
formato da prépria circunferéncia, o que, de fato, ocorre quando o pedal coincide com
0 seu centro.

Nas Figuras 17 e 18, mostramos exemplos de curvas pedais da hipérbole. Agora,

passamos a construgdo geométrica, utilizando o GeoGebra.

. . 2 . .
Exemplo 6.2. Consideramos a hipérbole - —y? = 1, de centro na origem e de semieixos de
medidas 2 e 1, respectivamente. Sua curva pedal, em relagdo ao seu centro, pode ser construida
pelo mesmo procedimento descrito para a curva pedal da elipse, sé alterando a equagio a ser

digitada na Entrada.

Esta curva pedal também é uma oval de Cassini, mais conhecida por lemniscata de
Bernoulli. Agora, para o pedal em um dos focos da hipérbole, precisamos determinar,

inicialmente, suas coordenadas cartesianas.

Exemplo 6.3. Ainda consideramos a hipérbole xZZ —y? = 1. Como as medidas dos semieixos sdo
2 e 1, a metade de sua distincia focal é V2% + 12 = /5. Assim, tomamos, por exemplo, o pedal

(\/g, 0) e, portanto, a curva pedal da hipérbole, em relagdo a este foco, pode ser construida pelo

mesmo procedimento, mas com a alteragio do sequndo passo: na Entrada, digitamos <\/5, 0).
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Desta forma, construimos, geometricamente, a curva pedal de tal hipérbole em relacado
a um de seus focos, que é uma circunferéncia de raio de medida igual a medida de seu

semieixo real. Os alunos podem verificar que, para o outro foco, o resultado é o mesmo.

Nas Figuras 19 , 20 e 21, mostramos exemplos de curvas pedais da parabola. Para

finalizarmos, vamos construi-las no GeoGebra.

, . 2 iy . A
Exemplo 6.4. Consideramos a pardbola y = 7, de vértice na origem e de distdncia unitdria entre
seu vértice e sua reta diretriz. Sua curva pedal, em relacdo ao seu vértice, pode ser construida
pelo mesmo procedimento descrito para a curva pedal da elipse, sé alterando a equagio a ser

digitada na Entrada.

Esta curva pedal é uma cissoide de Diocles.

Agora, para o pedal no foco da pardbola, a curva pedal também pode ser construida
pelo mesmo procedimento, mas com a alteracdo do segundo passo: na Entrada, digita-
mos (0,1). Desta forma, construimos, geometricamente, a curva pedal de tal parabola
em relacdo ao seu foco, que é uma reta paralela a diretriz e que passa pelo vértice. Por
fim, construimos a curva pedal da parabola em relacdo ao pé de sua diretriz, que é uma
estrofoide reta, mas com alteracdo, também, do segundo passo: na Entrada, digitamos
(0, -1).

De maneira geral, esta atividade busca favorecer o aprendizado da geometria analitica
na Educagdo Basica, uma vez que o GeoGebra possibilita diversas exploragdes de
conceitos matemaéticos, de maneira atrativa. Com isso, também entramos no 4mbito da
tecnologia, uma vez que ela esta cada vez mais presente em nosso dia a dia e que os

recursos digitais se incorporam, cada vez mais rdpido, as nossas vidas.

Esperamos, entdo, desenvolver, como sugere os Parametros Curriculares Nacionais
do Ensino Médio (2002, p. 12-13), as competéncias de representagdo e comunicagéo,
principalmente em relacdo a habilidade “identificar, representar e utilizar o conheci-
mento geométrico para aperfeicoamento da leitura e da compreensdo”, de investigacao
e compreensdo, principalmente em relagdo a habilidade “elaborar estratégias de enfren-
tamento de questdes” e de contextualizagdo sociocultural, principalmente em relagdo a
habilidade “reconhecer o sentido histérico da ciéncia, de forma a perceber seu papel na

vida humana em diferentes épocas”.
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6.2 DETERMINACAO ALGEBRICA DA CURVA PE-

DAL

Sabemos que todo tema matematico pode ser explorado em uma perspectiva hist6-
rica, como fizemos aqui, mas também podemos trazer elementos que possibilitem
uma abertura para o novo, de forma a contribuir com a imaginagdo de situacoes que
transcendem os contextos ja existentes. Tao importante quanto contextualizarmos é
termos a capacidade de abstrair, pois, se nos limitamos aos fatos, condenamo-nos a
reproduzir o que ja existe. Desta maneira, sugerimos que as curvas pedais também
sejam determinadas algebricamente, pois é uma forma de generalizarmos a situagao.
Com a resolugéo de sistemas de equagdes, por métodos de substituicdo ou de compara-
¢do — trabalhados, também, na Educagdo Bésica —, podemos determinar, algebricamente,
as coordenadas cartesianas de algumas curvas pedais das conicas. Para as determina-
¢Oes apresentadas a seguir, também sdo considerados centro e vértice na origem, sem

perda de generalidade.

6.2.1 Curva pedal da elipse

. . ~ . z2 y2 .
Consideramos uma elipse de equagdo cartesiana > +3; =1, de centro na origem e
de semieixos de medidas a e b, respectivamente. A reta tangente a ela, no ponto

P = (xp,yp) do mesmo plano, tem equacgdo fundamental

y—yp=m(x—xp),

tal que m é o seu coeficiente angular.

Ao isolarmos y na equacdo da reta e o substituirmos na equagdo da elipse, temos

2, (mle )ty

a? b

Entdo, efetuamos a substitui¢do conveniente

(x —xp+ xp)2
a? a?

7

o que resulta em

2 2 2

_ 2 . 2 . 2
2 2wpx xp? 2xp(x—xp) xp? mP(x—xp)® 2ypm(x—xp) yp

T + =1.
a? a? a? a? a? b2 b2 b?
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2 2 —xp)? ~ .
Sabemos que % — 2’;5" +h = (xa—’z”’) e que, da equacdo da elipse, podemos assu-
xp? P’ —xp)® | 2xp(x— 2(x—xp)? | 2 -
mir xﬂ% + ybiz =1. Logo, temos (x ;ZCP) + xP(;CZ Xp) | (xbzx") + ypml(jzc *p) _ 0, que, ao

evidenciarmos o fator comum aos termos, dd-nos

x—xp 2xp m?(x—xp) 2ypm
(x—xp)< e 2 + = = 0.

Para que tal produto seja nulo, deve ser védlido x—xp=0 ou

(x—xp) , 2x mZ(fop) 2ypm _
S +a—2P+ 2 + = =0.

P deve ser a tnica intersecdo para que a reta seja tangente a elipse, entdo x = xp

Da primeira relagdo, temos x = xp, mas, como

também deve valer para a segunda relagdo, ou seja,

2x P 2ypm
— T =0
a b
Dai, concluimos que
X pbz
ypa?

e, portanto, a equagdo fundamental da reta tangente a elipse, em P, é

e a equagdo fundamental da reta perpendicular a esta e que passa pelo centro (origem)

da elipse é

2
_ ypa
Y= przx.

A curva pedal da elipse, em relagdo ao seu centro, é determinada, entdo, pela
intersecdo destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e

compararmos seus resultados, temos

2

a? xpb
yp = Pz(x—xp)+yp.

T X =
xpb? ypa

Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas
xpa*b*
X=s ————
xp2b* + yP2a4'

_ yp a4b?
y= xp2b* + yp2at’
Apo6s a determinagdo das coordenadas cartesianas da curva pedal, ela também pode

ser construida no GeoGebra, da seguinte maneira:
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e Na Entrada, digitamos a equacdo cartesiana da cOnica a ter sua curva pedal

definida, a fim de que a cdnica apareca na Janela de Visualizagdo.

e Selecionamos o comando “ponto em objeto” e clicamos sobre esta conica, a fim de

marcarmos o ponto A pertencente a ela.

e Na Entrada, digitamos a dupla ordenada, (x,y), encontrada e substituimos xp e

yp por x (A) ey (A), respectivamente, a fim de marcarmos o ponto B.

e Na Janela de Algebra, clicamos com o botdo direito do mouse sobre B e, depois,

sobre “habilitar rastro”.

e Na Janela de Algebra, clicamos com o botdo direito do mouse sobre A e, depois,

sobre “animar”.

Esta construida, entdo, a curva pedal da elipse em relagdo ao seu centro, mas a partir
da determinagdo algébrica de suas coordenadas cartesianas.

Agora, consideramos uma circunferéncia de equagéo cartesiana x2 + y> = 12, de centro
na origem e de raio de medida r. Como a circunferéncia é uma elipse de semieixos
de medidas iguais, entdo, da demonstracdo anterior, temos que a curva pedal da

circunferéncia, em relagdo ao seu centro, é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas
XP1’6 xPTZ xPTZ
X = = = = _xP'
xp2rt + yp2r4 xp2 + yp2 2 ’
6 2 2
_ ypr __ypr _yprt _
y = =Yp.

Coxprrtayp2rt  xp2+yp? 12

Esta é uma forma de mostrarmos para os alunos que a curva pedal da circunferéncia em
relagdo ao seu proprio centro é ela mesma e que, por conta da nossa generaliza¢do nesta
determinacdo algébrica, isso nos mostra que o raio da circunferéncia ndo influencia
neste resultado.

Agora, para determinarmos as coordenadas cartesianas de limagons quaisquer, este
pedal ndo pode estar fixo no centro da circunferéncia. Baseando-nos no inicio da
demonstracdo das coordenadas cartesianas da curva pedal da elipse, o coeficiente

angular da reta tangente a circunferéncia, no ponto P, é

Xp
m=——

yp
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e, portanto, a equacdo fundamental desta reta é
xp
y—yp=—y (x=2p).
A equagdo fundamental da reta perpendicular a supracitada e que passa por um

outro ponto do plano (a ser considerado o pedal), Q = (xg,y0), ¢

y-yg= Z—l; (x —x0)-
Assim, a curva pedal da circunferéncia, em relacdo a este ponto, é determinada pela
intersecdo destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e

compararmos seus resultados, temos

yp Xp
= (x — +yo=——(x — +Yp.
o (¥ %) 90 yp ¥ EP)

Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas ) 3
_ xpyp (yp — yQ) +XQup” +xp°
X = 2 ;
_ xp (xpyq — ypxg) +ypr?
= 2 .

Sabemos, por discussdes anteriores, que, se Q for externo a circunferéncia, temos uma
limacon que possui um lago; se pertencente, temos uma cardioide; e, se interno e distinto
do centro, temos uma limagon que se aproxima da prépria circunferéncia conforme o
pedal se aproxima de seu centro. Esta também é uma interessante investigagdo para ser

feita ao trabalharmos com as coordenadas cartesianas no GeoGebra.

6.2.2 Curva pedal da hipérbole

v _
¥ =

de semieixos de medidas a e b, respectivamente. Exatamente de modo andlogo a

. o < : 2 :
Consideramos a hipérbole de equagdo cartesiana 7 — 1, de centro na origem e

determinacdo das coordenadas cartesianas da curva pedal da elipse, chegamos a

x—xp 2xp m*(x—xp) 2ypm

Para que este produto seja nulo, também deve ser vdlido x —xp=0 ou

(x—xp) 42 m?(x—xp) _ 2ypm
a? a? b2 b2

=0. Ou seja, x = xp e, portanto,

2xp  2ypm _
N

0,
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pois estamos em busca de uma reta tangente. Dai, concluimos que
_ bez
= o
e, portanto, a equacdo fundamental da reta tangente a hipérbole, no ponto P, é

beZ
ypa?

y—yp= (x —xp)

e a equacdo fundamental da reta perpendicular a esta e que passa pelo centro (origem)
da hipérbole é

2

__yra
= — 2x.

be

A curva pedal da hipérbole, em relacdo ao seu centro, é determinada pela intersegdo

destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e compararmos

seus resultados, temos
2 2
a xpb
_ypa X

xpb? ypa?

(x —xp) +yp.

Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas - ) 5
PbZXP b —ypa,
xp2b4+yp2a4'

212 2 2
2 Xp~b~ —ypa

xp2b +yp2at

X=X

Yy=-—Yypa

Para determinarmos as coordenadas cartesianas da curva pedal da hipérbole em
questdo, em relagdo a um de seus focos, F = (i Va2 + b2, O> , temos, da demonstracao

anterior, que a equac¢do fundamental da reta tangente a hipérbole, em P, é

beZ
ypa’

y—yp= (x —xp)

e a equacdo fundamental da reta perpendicular a esta e que passa, agora, por um de

seus focos é

A curva pedal da hipérbole, em relacdo a um de seus focos, é determinada pela
intersecdo destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e

compararmos seus resultados, temos
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Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas
252 4 xpr2a4 .

7

B xp3b* — xpyp2a
xp2b* + ypla
2b2

X

_ ypa® (xpxpb® — xp

22
+yp*a’)
xp2b* + yp2at :

y

6.2.3 Curva pedal da parabola

Consideramos a parabola de equacdo cartesiana x> — 4py = 0, de vértice na origem e p a
medida da distancia entre seu vértice e sua reta diretriz. Exatamente de modo andlogo

a determinagdo das coordenadas cartesianas da curva pedal da elipse, chegamos a
(x —xp) (x +xp —4pm) = 0.

Para que este produto seja nulo, deve ser valido x —xp =0 ou x + xp — 4pm = 0. Ou

seja, X = xp e, portanto, 2xp — 4pm =0, pois estamos em busca de uma reta tangente.

Dai, concluimos que
Xp

=2
e, portanto, a equacdo fundamental da reta tangente a parabola, no ponto P, é
= 5, (1)
y—yp= 2p P
e a equagdo fundamental da reta perpendicular a esta e que passa pelo seu vértice

(origem) é

A curva pedal da parabola, em relagdo ao seu vértice, é determinada pela intersegao
destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e compararmos
seus resultados, temos

2p x
——x =

j
P 2 (x —xp) +yp.

Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

2pyp — xp?\
xz_”(Z?TET’

~ 2pyp — xp?
y=2 < 4p? + xp? )

cartesianas
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Para determinarmos as coordenadas cartesianas da curva pedal em relacdo ao foco,
F =(0,p), da parabola, temos, da demonstragado anterior, que a equagdo fundamental
da reta tangente a pardbola, em P, é
xp
y—yp =g, (x—xp)

e a equagdo fundamental da reta perpendicular a esta e que passa pelo seu foco é

A curva pedal da pardbola, em relacdo ao seu foco, é determinada pela intersecao
destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e compararmos
seus resultados, temos

2p

_XP
Ex+p— 2 (x — xp) +yp.

Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas ) )
2 —
R k.l 2pyp,_
xp? +4p?
_ 4pyp — xp?
e 4p?

Da equacdo da parabola, podemos considerar yp = %. Logo,

y=0,
ou seja, esta curva pedal é o préprio eixo das abscissas. Notamos que a generalizagdo
na resolu¢do nos mostra que, ndo importa o valor da abscissa, a ordenada é sempre
nula. Além disso, podemos perceber que uma mesma curva pode ser dada por mais de
uma maneira.

De maneira analoga, para determinarmos as coordenadas cartesianas da curva pe-
dal da parédbola em relagdo ao pé de sua diretriz, D = (0, —p), temos que a equagao
fundamental da reta tangente a parabola, em P, é

xp
y=yp =g, (x=xp)

e a equacdo fundamental da reta perpendicular a esta e que passa pelo pé da diretriz é

2
y+p= —éx.
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A curva pedal da pardbola, em relagdo ao pé da sua diretriz, é determinada pela
intersecdo destas duas retas. Desta forma, ao isolarmos y em ambas as equagdes e
compararmos seus resultados, temos

2]9 Xp
——x—p==—(x—2xp)+yp.
Xp 2p
Dai, concluimos que esta curva pedal é determinada pelos pontos de coordenadas

cartesianas ) )
xp”~ —2pyp —2p°,
4p? + xp?

X =Xp

_ —3xp®+4pyp
U v

Assim, buscamos com esta segunda atividade, além de também favorecer o aprendi-
zado da geometria analitica no Ensino Médio, desenvolver a capacidade de abstragdo
do discente, ao generalizarmos algumas situa¢des. Principalmente, buscamos entrelagar

os “trés grandes blocos temdticos: nimeros, geometria e relagdes” (SAO PAULO, p. 41).

6.3 NOCAO DE CURVATURA

Para desenvolvermos a atividade sobre nogdo de curvatura proposta nesta sec¢do, pre-
cisamos tomar conhecimento das curvas de Bézier, para podermos justificar nosso
trabalho com a string art, ou arte de cordas, que é um estilo caracterizado por um

arranjo de cordas que formam padrdes geométricos.

6.3.1 Curva de Bézier

De acordo com Biezuner & Jesus (2014, p. 1), as curvas de Bézier foram desenvolvidas,
separadamente, pelos engenheiros Paul de Casteljau (francés, 1930) e por Pierre Etienne
Bézier (francés, 1910 — 1999), para modelar as formas aerodinamicas dos automéveis
fabricados pelas empresas em que trabalhavam, a Citroén e a Renault, respectivamente.

Em 1959, Casteljau desenvolveu um algoritmo eficiente e numericamente estavel para
calcular tal familia de curvas, que ainda é muito utilizado nos dias de hoje, visto que
estas curvas sdo muito tteis para a computacdo grafica, j4 que se adaptam facilmente

a sistemas computadorizados. Porém, como a pesquisa de Casteljau foi considerada
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segredo industrial pela Citroén durante certo tempo, foram os estudos de Bézier, em
1962, que se popularizaram, rendendo-lhe o batismo dessas curvas.

Uma curva de Bézier € uma curva paramétrica polinomial no espaco (aqui, trataremos
apenas no plano), que pode ser definida explicitamente em funcdo dos polindmios de

Bernstein, definidos a seguir.

Definigao 6.5. Um polindmio de Bernstein de grau n é dado por

o= (" s

Para definirmos uma curva de Bézier, precisamos definir, também, um “poligono de

comi=0,..netel0,1].

controle”.

Definicao 6.6. Os pontos Py, ..., P, — chamados pontos de controle — formam um “poligono de
controle” (o qual denotaremos por P = [Py, ..., P,]) se os segmentos Py Py, formam uma linha

poligonal continua.
Assim, vamos a definicdo de uma curva de Bézier.

Definicdo 6.7. Para um “poligono de controle” com n + 1 pontos de controle, a curva de Bézier

é uma curva paramétrica polinomial de grau n, dada por

em que B; , é um polindmio de Bernstein.

Para exemplificarmos as curvas de Bézier no plano, vejamos uma de primeiro grau,

também chamada curva de Bézier linear.

Exemplo 6.8. Uma curva de Bézier linear pode ser dada por

B (t) = iP,-Bi,l () =Py ( (1) > P1-n""+p ( 1 > H1-—0"t =1 —t)Py+tPy,
i=0
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com t € [0,1] e Py, Py pontos do plano, como podemos observar na Figura 43.

Figura 43: Curva de Bézier linear.

Podemos notar que a curva de Bézier linear toma a forma do préprio “poligono de
controle” P = [Py, Py], que, no caso, possui apenas um tnico segmento e dois pontos de
controle.

Vejamos as curvas de Bézier de segundo e de terceiro graus no plano, também

chamadas de curvas de Bézier quadrética e ctbica, respectivamente.

Exemplo 6.9. Uma curva de Bézier quadridtica pode ser dada por
2
B(t) =) PBis(t) = (1—t)*Py+2t(1—t) P + D,
i=0

e uma cibica por
3
B(t)=Y PBis(t) = (1—t)°Py+3t(1—t)°Py +3t> (1 — t) P, + £°Ps,
i=0

com t € [0,1] e Py, Py, Py, P3 pontos do plano, como podemos observar na Figura 44.

0

Figura 44: Curvas de Bézier quadratica e ctibica, respectivamente.
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Podemos observar que a curva de Bézier quadratica possui dois segmentos e trés

pontos de controle, enquanto a ctibica possui trés segmentos e quatro pontos de controle.

Com estes exemplos, podemos notar que uma curva de Bézier se aproxima do
“poligono de controle”, ndo oscilando mais do que ele, tangencia o primeiro e o tltimo
segmentos exatamente no primeiro e no dltimo vértices, respectivamente, visto que
B (0) = Py e B(1) = Py, e estd contida no fecho convexo do “poligono”. Além disso, ela é
invariante sob transformacdes afins e tomamos o cuidado de usar aspas para denominar

“poligono de controle” porque P = [Py, ..., P;] ndo precisa ser, necessariamente, fechado.

Uma curva de Bézier também pode ser definida como um conjunto de pontos en-
contrados por meio do algoritmo de Casteljau: dado um “poligono de controle”, cada
segmento é dividido de acordo com o parametro e conectam-se os pontos obtidos,
formando novos segmentos. Este processo é repetido até se reduzir em um o na-
mero de segmentos e, neste momento, o ponto obtido é o ponto da curva de Bézier

correspondente ao pardmetro, como podemos observar na Figura 45.

Figura 45: Algoritmo de Casteljau.

Para facilitar o entendimento do algoritmo de Casteljau, podemos ver uma
animacdo da constru¢do de uma curva de Bézier por meio deste algoritmo em

https://www.geogebra.org/m/K3rNmY Bc.
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6.3.2 String art

String art, também chamada de arte de cordas, é um estilo caracterizado, como dito
anteriormente, por um arranjo de cordas que formam padrdes geométricos. De acordo
com Habre (2013, p. 213-219), esta arte teve origem no final do século XIX, com Mary
Everest Boole (inglesa, 1832 — 1916), que buscou em seus trabalhos tornar ideias mate-
maticas mais acessiveis as criangas. Boole muito contribuiu para a Educacdo Matematica
e uma de suas contribui¢des mais notaveis € a técnica “arte com fios tensionados”, que,
embora tenha surgido antes das curvas de Bézier, pode ser relacionada com o algoritmo

de Casteljau para a construcdo destas curvas, como podemos observar na Figura 46.

Figura 46: Aproximacdo de uma curva de Bézier pela arte de cordas.

Como vimos, uma curva de Bézier pode ter muitos pontos de controle. Porém, suas
formas mais utilizadas sdo as quadraticas e as ctibicas, visto que polindmios de graus
maiores do que 3 sdo computacionalmente mais custosos de calcular (e, no caso de
nossa atividade, mais dificeis de desenhar). Uma outra desvantagem dessas curvas é
que elas ndo conseguem representar, exatamente, conicas como a elipse, visto que estas
ndo podem ser descritas por func¢des polinomiais. Assim, para a nossa proposta de
atividade, vamos trabalhar com a ideia de curvas de Bézier por partes, ou seja, uma

composicdo de segmentos polinomiais de Bézier de grau baixo (no caso, grau 2).

Um exemplo desta arte é construir uma figura geométrica que se assemelha a uma

circunferéncia. A seguir, vamos fazer tal construcdo, com auxilio do software GeoGebra,
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0 que também pode ser feito com material concreto, como tela e linha ou madeira,
pregos e barbante.

Na Entrada do GeoGebra, digitamos os vértices Py = (0,0), P; = (0,10), P, = (10, 10)
e P; = (10,0) de um quadrado e os pontos médios de cada um dos lados, P = (0,5),
Ps = (5,10), P = (10,5) e P; = (5,0), que serdo nossos pontos de controle. Para
facilitarmos a construgdo, dividimos o quadrado em quatro “poligonos de controle”,
P; = [Py, Py, Py, Pii = [Ps, P1, P5, Pijj = [P5, P2, Ps| e Py, = [Ps, P3, P7], ou seja, passamos a
ter quatro construgdes quadraticas.

Com o auxilio do comando “ponto médio”, marcamos véarios pontos igualmente
espagados sobre os segmentos dos “poligonos de controle” e os ligamos ordenadamente
(com o comando “segmento”), baseados no algoritmo de Casteljau, conforme exemplifica

a Figura 47.

°
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Figura 47: Aproximagao de uma curva de Bézier em quatro partes.

Podemos observar que os segmentos construidos conseguiram nos dar a ideia de
uma circunferéncia, que, no caso, teria centro em (5,5) e raio 5.

O estilo linear da arte de cordas procura valorizar o sentido e a beleza do objeto em
seu contorno e é justamente este contorno que nos remete a ideia de retas tangentes,
que, por sua vez, abre-nos a possibilidade de introduzir a nogdo de curvatura de curvas

planas no Ensino Médio.
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Com os alunos tomando ciéncia de que a curvatura de uma curva mede a variagdo da
direcdo de suas retas tangentes, esperamos que, intuitivamente, eles percebam que as
retas tangentes a uma circunferéncia mudam de diregéo de maneira constante, porém
ndo nula. O que ja deve fazé-los perceber que curvatura constante e nula se aplica a
reta, j4 que ndo hé variagdo de direcdo de suas tangentes.

Como visto no quatro capitulo, o valor absoluto da curvatura de uma curva regular

a, PPCA s, pode ser dado por

em que ¢ (h) é o angulo agudo entre dois vetores tangentes consecutivos. Assim,
para darmos uma nogdo mais algébrica de curvatura para os alunos do Ensino Médio,

podemos calcular
mr - ms

4

1+mr'ms

15(9) |

em que m, e ms sdo os coeficientes angulares das retas tangentes a um determinado
ponto, do qual queremos calcular a curvatura, visto que o cédlculo da tangente do angulo
entre duas retas é contetido previsto a ser contemplado na Educacdo Basica.

Como as curvas de Bézier sdo tangentes aos segmentos de controle somente nos
pontos de controle extremos, vamos efetuar os cdlculos somente para os pontos P, Ps,

P e P; (para a construgdo da Figura 47. Para P;, temos

NERE
|
VR
|
NERE
\/
—_
(o)

tg (¢) = =— ~0,254
1+

NERS
VR
|
N
v
(o)}
W

e, ao fazermos os cdlculos para os outros trés pontos, também chegamos a este mesmo
resultado, o que nos confirma a ideia de que a curvatura da circunferéncia é constante.

Podemos notar que o valor encontrado se difere do valor real da curvatura, % =0,2,
na segunda casa decimal. Assim, se quisermos melhorar nosso resultado, precisamos
descobrir qual a melhor particdo dos lados do quadrado. Para isso, consideramos um

quadrado de lado I a ser dividido em n partes iguais. Logo,

NI~z 1~
I
/?\
NI~3 I~
N———
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ou seja,

2n _1
n2—4 I’

Considerando n > 2, temos n? — 2In —4 =0 e, dai,

2
_ _(_21):':\/(;%[1) _4'1'(_4) :lj:\/m.

n=1 1+\/1+;i2

Assim, a razdo entre n e [, nesta ordem, é

[ 4
1+ 1+l_2’

que se limita a 2, ou seja, a melhor partigdo seria a em que n = 2I. Portanto, para um

n

Como n > 0, entdo

quadrado de lado 10, a melhor particdo seria 20, o que resultaria em

20
tg (¢) = 99 ~ 0,202,

onde o erro passa a ser na terceira casa decimal.

E de suma importancia destacar que, ao realizarmos estimativas, ndo estamos nos
conformando com resultados inexatos por limitagdes em nossos conhecimentos. Neste
caso, a ideia central da atividade é intuir a nogdo de curvatura de curvas planas na
Educagdo Bésica e chegarmos a conclusdo de que a curvatura de uma reta é sempre
nula, a de uma circunferéncia é sempre constante e ndo nula e a de uma elipse pode
ndo ser constante (como veremos adiante), ou seja, nossas estimativas podem ser dignas
de credibilidade, assim como os célculos exatos, a dependerem de nossos objetivos.

Porém, ainda que atinjamos nosso objetivo com esta atividade, ndo podemos nos,
professores de Matematica, afirmar que o que acabamos de fazer foi uma aproximacao
de fato, visto que comprovamos que a melhor parti¢do para o método apresentado
ainda ndo nos d4 o valor real da curvatura. Além disso, se aplicdssemos tal método
para outros pontos, também ndo encontrariamos os mesmos valores, justamente porque
o que construimos ndo é uma perfeita circunferéncia, ja que as curvas de Bézier sdo
dadas por fungdes polinomiais, como discutimos anteriormente.

Deste modo, podemos ir em busca de um aproximagao real. Para isso, precisariamos

de conceitos mais avancados de matemadtica, como curvas racionais, interpolagdo de
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Hermite e distdncia Hausdorff, que podem ser encontrados em VIDAL (p. 23-50), onde
se relaciona curva de Bézier com arco circular. Desta referéncia, é vélido ressaltar, para
este trabalho, que uma aproximacéo para a situagdo que estamos discutindo poderia
ser dada tomando como “poligonos de controle” os poligonos convexos regulares,
com o numero de lados cada vez maior, 0 que aumentaria o namero de pontos de
controle e diminuiria a distancia Hausdorff entre a curva de Bézier e o arco circular
correspondente.

Na Figura 48, podemos ver essa nova construgdo, para poligonos convexos regulares

de trés, quatro, cinco, oito e dezesseis lados.

Figura 48: Arte de cordas em poligonos convexos regulares.

Podemos notar que, quanto maior o namero de lados, mais a construcdo se aproxima
de uma circunferéncia e isso ndo esta relacionado com o ntimero de parti¢des dos lados
dos poligonos e, sim, com o ntimero de pontos de controle. Deste modo, quando o
nimero de pontos de controle tende ao infinito, a distdncia Hausdorff tende a zero e a
curva de Bézier tende ao arco de circunferéncia relacionado.

Para este tipo de construcdo, o calculo da tangente do angulo formado por dois
segmentos nao seria tdo facil de calcular como no método anterior, visto que nao é
simples determinar os tridngulos retangulos envolvidos. Assim, reforcamos a ideia de
que fizemos os célculos baseados na outra construcado para atingirmos o objetivo da ati-
vidade, que é dar uma nocdo de curvatura para os alunos, mas sempre nos importando
com declaragdes matemadticas coerentes, como o caso de s6 nos aproximarmos, de fato,

de uma circunferéncia se utilizarmos a segunda construcao.
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Para finalizarmos nossa atividade, vamos investigar a curvatura de uma elipse de
semieixos de medidas distintas, uma vez que ela ndo possui curvatura constante —
nem nula (como a reta) nem nao nula (como a circunferéncia). Para isso, voltamos a

considerar o primeiro método de construgédo, para facilitarmos os célculos.

Na Entrada do GeoGebra, digitamos os vértices Py = (0,0), P, = (0,10), P, = (20, 10)
e P3 = (20,0) de um retadngulo e os pontos médios de cada um dos lados, Py = (0,5),
Ps = (10,10), Ps = (20,5) e P; = (10,0), que serdo nossos pontos de controle. Para
facilitarmos a construcdo, também dividimos o retangulo em quatro “poligonos de
controle”. Com o auxilio do comando “ponto médio”, também marcamos varios pontos
sobre os segmentos dos “poligonos de controle” e os ligamos ordenadamente, baseados

no algoritmo de Casteljau, conforme exemplifica a Figura 49.

7N

Figura 49: Aproximacdo de uma outra curva de Bézier em quatro partes.

Podemos observar que os segmentos construidos conseguiram nos dar a ideia de uma
elipse, que, no caso, teria centro em (10,5), semieixo maior de medida 10 e semieixo
menor de medida 5.

Como as curvas de Bézier sdo tangentes aos segmentos de controle somente nos

pontos de controle extremos, vamos efetuar os cdlculos somente para os pontos Py, Ps,

Pg e P;. Para P5 e P7, temos
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e, para Py e Ps, temos

. Como as curvaturas ndo sdo iguais para estes quatro pontos, podemos concluir que a
curvatura da elipse de semieixos de medidas distintas ndo é constante.

Podemos notar que os valores encontrados se diferem dos valores reais das curvaturas,
que sdo 11—0 =0,1e % = 0,4, respectivamente. Se quiséssemos melhorar nosso resultado,
também precisariamos descobrir qual a melhor parti¢do dos lados do retangulo, assim
como fizemos com o quadrado. Porém, como a ideia central, neste caso, é mostrar que
a curvatura desta elipse ndo é constante e que ela possui dois minimos de curvatura
e dois maximos, podemos considerar, para nossa andlise, os valores encontrados em
nossos célculos.

Como % < %, podemos concluir que a curvatura nos pontos da elipse pertencentes
ao seu menor eixo é também menor do que a curvatura nos pontos pertencentes ao seu
maior eixo. Além disso, nos pontos intermedidrios aos citados, a variagdo da diregdo
das retas tangentes também ¢é intermedidria em relagdo as citadas, pois, para irmos de
uma curvatura 3% para uma i, e vice-versa, devemos, neste caso, passar por valores
intermedidrios a eles e que ndo se anulam, pois, sendo, formariam segmentos de reta
ou seriam pontos de inflexdo.

Podemos relacionar este fato as orbitas elipticas dos planetas, propostas por Kepler,
em que o Sol se encontra em um dos focos da elipse e os seus pontos de curvatura
maxima sdo chamados periélio (0 mais préximo ao Sol) e afélio (o mais distante ao Sol).

Na Educacédo Basica, estudamos fungdes e, consequentemente, obtemos uma nogao
de taxa de variacdo, que é a ideia bésica do célculo diferencial. Diante da observagdo da
variacdo da curvatura da elipse, podemos trabalhar o crescimento e o decrescimento de
fungdes, o que pode ser a porta de entrada para o célculo diferencial.

A escolha da escala de tratamento de um tema estd sempre relacionada com os
objetivos didético-pedagogicos do docente e, por isso, sempre é possivel ampliar ou
reduzir a aten¢do dada a determinado contetido programaético. Como a geometria
analitica entrelaca as relagdes de interdependéncia, a linguagem algébrica e os objetos
geométricos, introduzir a nogdo de cdlculo diferencial em seu estudo pode ser uma
boa oportunidade de mostrar a verdadeira comunhdo de interesses entre esses trés

segmentos.
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No caso da elipse de semieixos de medidas distintas, por o discente imaginar que
existe uma func¢do que define a curvatura da curva e que esta func¢do possui pontos de
maximo e pontos de minimo, além de ser continua, podemos trabalhar periodicidade
de fungdes e introduzir a nogdo de vértice de uma curva, que sdo os pontos em que se
assume curvatura minima ou maxima. Assim, chegariamos a conclusdo de que a elipse
tem exatos quatro vértices e que, de um vértice para o outro, ora a fungdo curvatura é
crescente e ora é decrescente, sendo simétrica devido a sua periodicidade.

E simétrica, também, a curvatura de uma parabola em relagdo ao seu vértice — o
que pode ser investigado no GeoGebra, por construg¢des anédlogas as feitas nesta segao,
confirmando-nos que a pardbola possui um eixo de simetria perpendicular a sua diretriz
e que passa pelo seu vértice.

Mais uma vez, esperamos que esta atividade favoreca o aprendizado da geometria
analitica na Educacdo Bésica e que desperte o interesse do discente nesta ciéncia, ao

explorarmos no¢des do célculo diferencial, em beneficio de seu crescimento intelectual.
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