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"As leis da matemadtica ndao
sdo apenas invengoes ou
criacdes humanas. Elas
simplesmente existem
independentemente do
intelecto humano. O que
um homem de inteligéncia
apurada pode fazer é
descobrir que essas leis
estdo 14 e conhecé-las".
M.C.Escher
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RESUMO

Este estudo apresenta as obras do artista holandés M.C.Escher como subsi-
dio ao ensino das isometrias. Suas obras sdo repletas de movimento, padroes e
regularidades, onde as figuras se transformam, se repetem e refletem, fazendo
com que o observador seja invariavelmente atraido para descobrir suas particu-
laridades, ou seja, suas simetrias, tornando assim o processo de aprendizagem

em algo diferente, concreto e atraente.

Ap6s uma breve apresentacdo das simetrias, conheceremos um pouco sobre
Escher e suas obras, abordaremos o conceito de grupo com destaque ao grupo
das isometrias com a proposicao que identifica a reflexdo como unidade basica,
afirmando que qualquer que seja a isometria no plano, esta poderd ser obtida

pelo produto de, no méaximo, trés reflexdes.

Complementando este estudo apresentaremos uma aplicacdo da teoria das
isometrias, através do grupo dos ornamentos, onde podemos observar uma

bela relacdo da matematica a arte. Ao final, algumas sugestoes de atividades.

Palavras-chave: Simetria, Isometrias, Escher.
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ABSTRACT

This study presents the works of the Dutch artist M.C.Escher as a subsidy for
the learning of isometries. His works are full of movement, patterns and regu-
larities, where the figures are transformed, repeated and reflected, making the
observer invariably attracted to discover their particularities, that is, their sym-
metries, thus making the process of learning in something different, concrete

and attractive.

After a brief presentation of the symmetries, we will know a little more about
Escher’s works, we will approach the concept of group with emphasis on the
group of isometries with the proposition that identifies reflection as basic unit,
stating that every isometry in the plane can represented as a product of at most

three reflections.

Complementing this study we present an application of the isometries theory
through the group of ornaments, where we can observe a beautiful connection
of mathematics and art. At the end it is presented some suggestions for activi-

ties.

Keywords: Simmetry, Isometries, Escher.
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INTRODUCAO

A motivacdo deste estudo foram as dificuldades encontradas na aprendiza-
gem das transformacdes geométricas, com destaque ao ensino das isometrias

presentes tanto no ensino fundamental como no ensino médio.

A associacdo da arte com a matemadtica é uma importante aliada nesta apren-
dizagem, pois as imagens despertam e estimulam o interesse dos alunos facili-

tando o processo.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), foram elaborados a fim de
servir como ponto de partida para o trabalho docente, norteando as atividades
realizadas na sala de aula. De acordo com os PCNs de Matemadtica: "O pen-
samento geométrico desenvolve-se inicialmente pela visualizacdo: as criancas
conhecem o espaco como algo que existe ao redor delas. As figuras geométricas
sdo reconhecidas por suas formas, por sua aparéncia fisica, em sua totalidade,
e ndo por suas partes ou propriedades. Por meio da observagdo e experimen-
tacdo elas comecam a discernir as caracteristicas de uma figura, e a usar as

propriedades para conceituar classes de formas".

Um das possibilidades mais fascinantes no ensino da Geometria é despertar
no aluno a percepcao de que ela esta presente tanto na natureza, como nas

criagdes humanas, ou seja, nas esculturas, pinturas, construcoes, etc.

Neste estudo, utilizaremos como recurso de aprendizagem, os trabalhos do
artista holandés Maurits Cornelis Escher, pois suas obras sdo repletas de mo-
vimentos, cores, formas, padroes, transformacoes e ambiguidades, que desper-
tam no observador um interesse pelos padroes geométricos e suas respectivas

transformacoes.

Iniciaremos nosso estudo com algumas observacoes relacionando arte, ma-
tematica e simetria. Optamos neste primeiro Capitulo por uma breve apresen-

tacdo do conceito de simetria para que o leitor possa melhor compreender e
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observar as simetrias presentes nas obras de Escher que veremos no Capitulo 2

onde conheceremos um pouco sobre a vida e obra deste fenomenal artista.

A fundamentacdo matemadtica de nosso estudo estara presente no Capitulo
3 com uma breve introducao sobre a teoria dos Grupos e Grupos de Transfor-
macoes, apresentando algumas definicoes e resultados que serdo utilizados no
Capitulo 4 provando através das propriedades e classificacdes que as isometrias

no plano apresentam a estrutura algébrica de grupo.

No Capitulo 5 encerraremos nosso estudo com a apresentacao do grupo dos
ornamentos, com destaque para o grupo dos 17 tipos de papéis de parede que
serviram de grande inspiracdo para Escher na realizacdo de suas obras que

envolviam Tesselacoes.

No Capitulo 6 apresentamos algumas sugestoes de aulas e no Capitulo 7 o

registro das aplicacoes de algumas delas.

Todas as figuras que ilustram o inicio de cada capitulo deste estudo foram
resultado das atividades desenvolvidas com os alunos envolvendo as técnicas

de Tesselacdo de Escher e os conceitos adquiridos em isometrias.



A SIMETRIA NA ARTE E NA MATEMATICA

Trabalho realizado pelas alunas C.A. e N.S.

A arte e a matemadtica sempre estiveram presentes em nossas vidas desde os
primordios tempos e nos acompanham até os dias de hoje. Os primeiros sinais
da matemdtica na arte podem ser observados nas artes rupestres, onde a ideia

de numeros ja surgia nas representacoes de animais e pessoas.

De acordo com [4]], o homem tem demonstrado ao longo da histéria que,
mesmo sem conhecer matematica de forma académica, conseguiu ser criativo,
pois confeccionou belos objetos e realizou verdadeiras obras de arte. Isso acon-
tece porque na realidade, todos nds possuimos um sentido geométrico primi-
tivo, um sentido inato das formas geométricas. Nao faltam exemplos do uso
desse sentido geométrico nas artes antigas, quando nao havia dominio do co-
nhecimento matematico. Entre eles podemos destacar a producdo artistica in-

digena, Figural[l] que além do uso de formas geométricas utiliza outro conceito
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fundamental: a simetria. E ficil encontrar este tipo de artesanato com tracos

idénticos em diferentes povos de variadas épocas.

O conceito de simetria esta diretamente relacionado com a arte, muitos ar-
tistas a definem como uma harmonia resultante de certas combinacoes e pro-

porcoes de uma parte ou um todo de uma obra artistica.

Figura 1: Producdo artistica indigena

Fonte: [22]

Quando pensamos em simetria, nos vem em mente, beleza, harmonia, equili-
brio, proporcéo, ordem e perfeicdo. Ha muito tempo o homem busca a simetria
em tudo aquilo que faz e ela estd presente nas artes, na arquitetura, na natu-
reza e também na matemadtica, onde o padrao, a regularidade, a criatividade
e o rigor prevalecem sempre. Portanto, a arte e a matemadtica, ajustam-se de

forma perfeita e harmoniosa quando falamos em simetria.

Somos inevitavelmente atraidos por proporcdes simétricas e a natureza esta
repleta de simetrias fascinantes. Nas Figuras e [6] podemos observar

alguns exemplos de simetria.
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Figura 2: Simetria em animais

Fonte: [9]

Figura 3: Simetria nas frutas

[25]

Fonte:

Figura 4: Simetria na natureza

Fonte: [9]
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Figura 5: Construcio simétrica - Taj Mahal, India

Fonte:

Figura 6: Construcdo simétrica - Jardim Botanico, Curitiba

Fonte:
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A busca por padroes simétricos esteve presente em muitas civilizacoes e uma
de especial interesse ao nosso estudo foi a civilizagdo moura que permaneceu
na Peninsula Ibérica por aproximadamente 14 séculos. Os mouros exerceram
grande influéncia na arquitetura das construgdes, onde foram observados va-
rios padroes de simetria, porém nenhum deles relativos a seres vivos devido a
preceitos religiosos.

O mais famoso legado mouro é o Paldcio de Alhambra, em Granada na Es-
panha, cuja construgdo foi iniciada no século XIII. A arquitetura, mosaicos e
decoracgoes deste paldcio sdo de beleza incomparaveis. Nesse magnifico pa-
lacio encontramos em seus painéis decorativos todos os padrdes de simetrias

possiveis, indicando um amplo conhecimento empirico mouro. Figuras|[7} [8|[9]

Figura 7: Patio interno do Paldcio de Alhambra - Granada, Espanha

Fonte:
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Figura 8: Detalhes internos do Palacio de Alhambra - Granada, Espanha

Fonte:

Ao observar os detalhes deste palacio Escher se encantou com a simetria dos

painéis decorativos e sem ter conhecimento matematico acabou descobrindo



1.1 AS SIMETRIAS E AS OBRAS DE ESCHER

0s movimentos simétricos utilizados nestes mosaicos. Posteriormente verificou
que se tratavam dos 17 padrdes de simetrias possiveis, também chamados de

papéis de parede, que veremos em detalhes no Capitulo 5.

Para melhor compreendermos os padroes utilizados por Escher é importante
conhecermos algumas operacoes que podemos fazer com figuras do plano, de
modo que elas mudem de posicdo mas mantenham as formas e tamanhos. Es-
sas operacOes que transformam pontos do plano em outros pontos do plano

sdo denominadas transformacoes geométricas.

Definicdo 1.1. Uma transformacdo geométrica no plano é uma fungdo bijetiva
A : T — 71 que associa cada ponto M do plano um ponto M’', denotado M’ =
A(M).

M’ é chamado imagem de M por A . Em particular, se F é uma figura no
plano, a imagem de F por A é o conjunto de pontos imagens de F , denotado
por F' = A(F).

O foco do nosso estudo serdo somente as transformacdes geométricas que
preservam distancias entre os pontos, ou seja, mantém a figura invariavel e sdo
chamadas de isometrias. Estudaremos suas caracteristicas e propriedades no

Capitulo 4.

Uma Isometria que deixa uma figura geométrica F invariante é chamada de

simetria de F e dizemos que a isometria é uma operagao de simetria.

Essas operacOes de simetrias podem ser de quatro tipos: reflexdo, rotacao,

translacéo e reflexdo com deslizamento.

Simetria preserva mais do que a distancia entre os pontos, preserva a figura

como um todo.

1.1 AS SIMETRIAS E AS OBRAS DE ESCHER

Neste primeiro momento, para uma melhor visualizacdo e compreensdo dos
trabalhos realizados por Escher, optamos por uma breve apresentagdo dos tipos

de simetrias utilizadas em suas obras.
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Simetria de Reflexdo em Relacdo a uma Reta

Uma figura geométrica, possui uma simetria de reflexdo se existir uma reta
ao longo da qual a figura possa ser dividida ou dobrada em duas partes iguais,
de modo que uma metade da figura coincida exatamente com a outra metade

quando sobrepostas. Esta reta é chamada de eixo de simetria de reflexao.

Este tipo de simetria possui infinito pontos fixos, pois fixa todos os pontos
de uma reta e inverte a orientacdo do plano, ou seja, se marcarmos os veértices
do tridngulo ABC de tal forma que o caminho ABCA fica orientado no sen-
tido hordrio, no tridngulo simétrico A’B’C’, o caminho anédlogo A’B'C’' A’ sera

percorrido no sentido anti-hordrio. Figura

Figura 10: Orientacdo do plano numa simetria de reflexao

Fonte: Producdo da autora através do software GeoGebra

Tomaremos como exemplo as letras maitsculas A e E. Na letra E o eixo de

simetria é horizontal e na letra A o eixo de simetria é vertical, Figura
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Figura 11: Letras com eixos de simetria de reflexao

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Este tipo de simetria também estd presente em muitas das obras de Escher.

Podemos observar estes movimentos nas figuras[12]e[13] onde os eixos de sime-

tria utilizados por Escher estdo em destaque.

Figura 12: Besouro, tinta e aquarela, 1953
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Fonte: M.C.Escher Gallery
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Figura 13: Caranguejo, tinta, ldpis e aquarela, 1941

Fonte: M.C.Escher Gallery

Simetria de Reflexdo em Relacdo a um Ponto

Uma figura geométrica possui uma Simetria de Reflexdo em relacdo a um
—
ponto M, se para cada ponto A da figura o ponto A’ da reta AM tal que
d(A, M) = d(M, A’) também estd na figura.

Figura 14: Reflexdo através de um ponto
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Fonte: Produgio da autora através do software GeoGebra
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Simetria de Rotacao

Uma figura geométrica possui uma simetria de rotacdo se existir um ponto
fixo O e um angulo &, sendo 0° < a < 360° de modo que, dado um ponto
qualquer P da figura, distinto de O, o ponto P’ obtido pela rotagdo de P em
torno de O pelo 4ngulo & também pertence a figura. O ponto P’ serd chamado

de simétrico de P pela simetria de rotacdo de angulo « e centro O.

Convencionou-se uma orientacdo para os angulos do plano, isto é, os an-
gulos com medida positiva ou simplesmente os angulos positivos serdo aqueles
orientados no sentido anti-horario e os negativos aqueles orientados no sentido

horario.

Na simetria de rotacdo ha somente um ponto fixo que é o centro de rotagédo

e a orientacdo do plano é preservada.

A letra N é simétrica por rotacao de meia-volta, 180°, ou simétrica por refle-
xao através do ponto. J4 a figura da bandeira € simétrica por rotacdes de 90°.
Figura

Figura 15: Simetria de rotacgdo

Fonte: Produgdo da autora através do software GeoGebra

Escher possuia uma grande fascinacdo pelas rotagdes e suas obras estdo re-
pletas deste movimento. Podemos observar a beleza desta simetria nas Figuras

d6leI7Z

13
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Fonte : M.C.Escher Gallery

tinta e lapis, 1942

Fonte: M.C.Escher Gallery

Nas letras maitsculas X e H, ocorre os dois tipos de simetria: uma rotagdo de
180°, também conhecida como de meia volta, obtida através do ponto central, e

dois eixos de simetria de reflexdo através da reta que se interceptam no mesmo

ponto, Figura[18
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Figura 18: Diferentes simetrias na mesma Figura

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Escher adorava brincar com os movimentos e costumava utilizar diferentes
simetrias numa mesma obra. Podemos observar em cada uma das Figuras[19]e

as simetrias de Reflexdo e de Rotacéo.
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Figura 20: Peixe, Pato e Lagarto, aquarela, 1948

e W\

Fonte: M.C.Escher Gallery

Simetria de Translacao

Uma figura geométrica possui uma simetria de translacdo se todos os seus
pontos podem ser deslocados paralelamente a uma direcao fixa de maneira que
a figura obtida seja idéntica a figura original.

Podemos caracterizar qualquer translacdo indicando o deslocamento total
na direcdo horizontal, que chamaremos de x e o deslocamento total na dire-
cdo vertical, que chamaremos de y. Estas grandezas determinam um segmento
orientado de reta chamado vetor de translacdo. Assim, dado um ponto A per-
tencente ao plano, se 7 é o vetor (x,y), a translacdo 77 determinada pelo ve-
tor 7 , é a transformacdo que leva cada ponto A = (a,b) do plano, no ponto
3(A) = A" = (a+x,b+y). O efeito geométrico sobre uma figura qualquer no
plano pode ser interpretado como um deslocamento da figura na direcédo de-

terminada pelo vetor 7, tantas unidades quanto o comprimento de ¢. Figura

211

A translacdo, diferentemente da reflexdo e da rotagdo, ndo possui ponto fixo

e, assim como a rotacdo, preserva a orientacdo do plano.
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Figura 21: Simetria de translacdo
A

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Como dito anteriormente, Escher se encantou com a simetria dos painéis de-
corativos de Alhambra, onde a técnica de tesselacdo foi amplamente desenvol-
vida pelos mouros. Esta técnica consiste em cobrir uma determinada superficie
com um unico padrdo, sem deixar espaco ou sobrepor, fazendo com que os
padrdes sejam repetidos continuadamente de forma a cobrir totalmente a su-
perficie. As translacOes sdo com certeza as simetrias mais utilizadas por Escher

pois estdo presentes em todas as tesselacoes. Podemos observar este tipo de
simetria nas Figuras[22]e

17
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Figura 22: Peixe e Barco, 1948

Fonte: M.C.Escher Gallery

Figura 23: Passaro e Peixe, 1938

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Simetria de Reflexdao com Deslizamento

Uma figura geométrica possui uma simetria de reflexdo com deslizamento se
possuir duas simetrias: de translacdo e de reflexdo através de um eixo paralelo
a direcao de translacao.

Esta simetria ndo possui pontos fixos e inverte a orientacao do plano. Figura

24

Figura 24: Reflexdo com deslizamento
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Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Escher representou muito bem este tipo de simetria em sua obra "Aguia",
Figura onde podemos observar a composicdo das duas simetrias (reflexao

e translacdo) em cada uma das trés dguias de cores diferentes.
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Figura 25: Aguia, 1938

Fonte: M.C.Escher Gallery

Em resumo, utilizando os critérios de nimero de pontos fixos e preservagdo
da orientacdo do plano é possivel perceber que cada uma das simetrias apre-

sentam um padrao tnico de acordo com a tabela abaixo.

Tipos de Simetrias Pontos Fixos | Orienta¢édo do Plano
Reflexao Infinitos Inverte

Rotacao Um Preserva

Translagédo Nenhum Preserva

Reflexdo com Deslizamento | Nenhum Inverte

Alguns padroes simétricos utilizam apenas uma dessas simetrias, outros uma
combinacdo de duas ou mais delas, Escher através do estudo sistemdtico e
da experimentacdo conseguiu identificar os 17 tipos de simetrias diferentes,

passando assim a reproduzir essas simetrias em grande parte de suas obras.



ESCHER

Trabalho realizado pela aluna A.J.

2.1 UM POUCO SOBRE ESCHER

Maurits Cornelis Escher nasceu em Leeuwarden na Holanda em 1898, fale-
ceu em 1970 e dedicou toda a sua vida as artes graficas. Suas notas na escola
ndo eram boas e para ele a escola era um martirio, exceto as aulas de desenho.
Possuia um talento nato para as artes e na fase adulta resolveu cursar arqui-
tetura e como nao se sentia realizado, resolveu abandonar o curso e passou a
dedicar-se unicamente as artes graficas. Casou em 1924 com Jetta Umiker, que
também desenhava e pintava, e permaneceram na Itdlia por 11 anos, periodo
onde as belas paisagens lhes serviam de inspiracao para suas obras, até que fo-
ram obrigados a sair devido a crise politica que assolava o pais. Posteriormente,

passou pela Suica, Bélgica e retornou a Holanda até a sua morte.
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Figura 26: Maurits Cornelis Escher

Inicialmente Escher ndo era bem visto pelos criticos de arte pois ndo sabiam
como classificar suas obras e como ndo o consideravam um artista, acharam
por bem ignora-lo. Escher ndo se intimidou e continuou realizando trabalhos
que hoje sdo mundialmente conhecidos. Pela riqueza de detalhes suas obras

ganharam a simpatia de cientistas, especialmente dos matematicos.

Antes de 1937, Escher esbocava e pintava tudo que achava bonito, utilizando
variadas técnicas em madeira e litografia. Suas obras sofreram uma grande
mudanca apds sua segunda visita ao Palacio de Alhambra, na Espanha, onde
esteve por duas vezes, a primeira em 1926 e a segunda dez anos depois. Ele
fascinou-se com a técnica de tesselacdo utilizada nos ornamentos mouriscos

que decoravam o chéo, as paredes e o teto do paldcio, Figura 27}

Juntamente com sua esposa copiou-os incessantemente e mais tarde copi-
ando e esbocando-os conseguiu identificar 17 grupos de simetrias diferentes,
ou seja, os grupos cristalograficos e que também sao conhecidos como os 17

tipos de papéis de parede. Desde entdo, a paixdo por tesselacdes, também co-
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Figura 27: Mosaicos internos do Paldcio de Alhambra

Fonte:

nhecida como preenchimento de superficie passou a ocupar sua mente e suas

obras buscando sempre regularidades e padroes.

As obras de Escher nos fascinam pelos detalhes, pelas perspectivas precisas,

pelos belos padrdes geométricos e principalmente por seus mundos impossiveis

onde a realidade se mistura a fantasia. Toda sua obra demonstra extraordinaria

manipulacédo do espaco pela dtica de um artista genial.

Suas obras possuem variados temas e diversas fases. Os principais sdo:

1.

2
3
4.
S5
6

Natureza

. Ambiguidade

. Reflexos

O Infinito

. Construcoes Impossiveis

. TesselacOes e Metamorfoses

23
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Conheceremos um pouco de cada fase deste artista, porém somente nos dete-
remos nas Tesselacdes e como podemos utilizd-las para uma melhor aprendiza-
gem das isometrias. A apresentacdo dos demais temas se dara de forma rdpida,
onde poderemos melhor compreender sua habilidade, percepcao e senso geo-

métrico, tornando-o um verdadeiro génio da imaginagao ludica.

2.2 ALGUMAS OBRAS E RESPECTIVAS FASES

Natureza
Nas suas primeiras fases, Escher se dedicava a transmitir suas ideias pessoais
sobre paisagens e locais de que apreciava pois estava morando ainda na Italia,
lugar que admirava e muito o inspirou. Costumava dizer que as obras desta fase
eram "exercicios de dedos", sempre fazia varios esbocos até chegar a imagem
pretendida e por ainda ser um artista desconhecido, ndo conseguia sobreviver
de suas obras. As Figuras[28|e [29|sdo alguns exemplos desta fase.

Figura 28: Castroalva, litografia, 1930

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Figura 29: Palmeira, entalhe em madeira, 1933

Fonte: M.C.Escher Gallery

Ambiguidade
O préprio significado da palavra ambiguidade, "qualidade daquilo que possui
ou pode possuir diferentes sentidos", retrata o sentido de muitas de suas obras
e é um dos temas que mais despertam interesses em seus admiradores, pois nos
faz olhar repetidamente para a obra afim de que possamos melhor compreende-
la. Escher criava essas obras com muita maestria. As litografias representadas
pelas Figuras e[32]sdo bons exemplos desta fase.

Figura 30: Espelho Magico, litografia, 1946

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Figura 31: Desenhando-se, litografia, 1948

Fonte: M.C.Escher Gallery

Figura 32: Répteis, litografia, 1943

S \

Fonte: M.C.Escher Gallery

Reflexos
Escher adorava brincar em suas obras com espelhos e imagens espelhadas. Os

explorou de variadas maneiras e criou alguns auto-retratos que envolviam espe-



2.2 ALGUMAS OBRAS E RESPECTIVAS FASES 27

lhos convexos, no qual eram refletidos tudo que estava a sua volta, induzindo-
nos a perceber que a imagem néo poderia ser real. Esta interessante fase pode
ser observada nas Figuras[33]e[34].

Figura 33: Trés Esferas II, litografia, 1946

Fonte: M.C. Escher Gallery

Figura 34: Mao Com Esfera Refletora, litografia, 1935

Fonte: M.C.Escher Gallery
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O Infinito

Escher buscou uma forma de transmitir o infinito, de ir além da perspectiva
e criar o espaco infinito na limitacdo do papel bidimensional. Sua primeira
tentativa foi a obra Cada vez Menor, Figura onde as figuras partem das
bordas em direcdo ao centro e vao se tornando cada vez menores dando-nos
a sensacao do infinito. Posteriormente criou a série Limites Circulares, onde
realizou o trabalho oposto, as figuras partem do centro e vao diminuindo de
tamanho quando se aproximam das bordas, dando-nos novamente a sensacao
de infinidade, Figura A ideia de tesselacdo também esta presente nestas
obras.

Figura 35: Cada Vez Menor, entalhe em madeira, 1956

Fonte: M.C.Escher Gallery

Figura 36: Limite Circular III e IV, xilogravuras, 1959 e 1960

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Construcoes Impossiveis
Ao criar estas obras Escher utilizava-se de fantasia, onde partes da obra se cons-
tituiam perfeitas, mas o conjunto ndo. Escadas que descem e sobem, conceitos
de interno e externo, alto e baixo, tudo para que despertasse no observador
mais atento um clima de dualidade, impossibilidade e principalmente encanta-
mento. Como se o observador estivesse participando de um jogo, e de acordo

com [7]], Escher costumava dizer:

Tal jogo s6 pode ser compreendido e jogado por aqueles que estdo dispostos a
penetrar a superficie, por aqueles que concordem em usar o cérebro, como na
resolucdo de um enigma. Assim, essa ndo € uma questdo para os sentidos, mas
uma questdo cerebral. Profundidade ndo é de todo necessdria, mas sim um tipo

de humor e autoironia, ao menos para a pessoa que faz as representacoes.

Escher provou assim o quanto se divertia realizando suas obras. Alguns
exemplos desta fase podem ser observados nas Figuras[37]e

Figura 37: Queda D’4dgua, litografia, 1961

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Figura 38: Em Cima e Embaixo, litografia, 1947

Fonte: M.C.Escher Gallery

TesselacOoes e Metamorfoses
Os mouros dominavam com perfeicdo as técnicas de tesselacdo, onde nunca
haviam espacos em branco ou figuras sobrepostas. Escher os admirava e apren-
deu muito com eles, porém lhe era dificil compreender que devido a religido
muculmana, os artistas mouros ndo podiam utilizar-se de figuras que represen-

tassem seres vivos, somente motivos geométricos

Escher se aproximou muito da matemdtica através de seus ensaios, quando
observou que sé era possivel utilizar nas tesselacoes alguns tipos de poligonos,

aqueles onde a soma dos vértices formava 360°.
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A tesselacdo também conhecida como divisdo regular de superficie foi um
tema que muito fascinava e preocupava Escher, escreveu muito sobre o assunto
e se aproximou cada vez mais das leis matematicas, de acordo com [7]], Escher

confessou:

Posso alegrar-me, com boa consciéncia, com esta perfeigdo e testemunhd-la, pois
ndo fui eu que a inventei ou mesmo até a descobri. As leis matemdticas ndo sdo
nenhumas invengdes ou criacées humanas. Elas sdo, elas existem completamente
independentes da mente humana. A divisdo de superficies € a fonte mais rica de

inspiragdo de onde eu alguma vez bebi e ela ainda ndo estd seca.

Esta técnica desenvolvida por Escher e inspirada nos mouros, consistia em
retirar uma fracdo da parte interna de um lado do poligono escolhido e fixd-la
na parte externa do outro lado do poligono, formando assim uma nova figura,
que quando reproduzida vdrias vezes cobria totalmente a superficie do plano
encaixando-se perfeitamente. Esta técnica também é conhecida como técnica
da dentada, onde é utilizado como padrdo geométrico um tnico tipo de figura.

No exemplo da Figura (39| a figura inicial utilizada foi um quadrado.

Figura 39: Recorte para pavimentacao

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra
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A area do poligono inicial permanece a mesma da figura obtida ao final dos
recortes, pois cada parte retirada é encaixada na propria figura, ndo alterando

assim sua drea, Figura [40]

Figura 40: Técnica de pavimentacdo a partir de um hexdgono

66p 4
39 o st e

Fonte:

Este processo pode ser repetido quantas vezes forem necessarias até chegar-

mos a figura almejada, Figura [41]
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Figura 41: Técnica de pavimentacdo a partir de um quadrado
(a) {b) {c)
(d) (e {f

Fonte:

Escher levou anos para dominar esta técnica e utilizava 6 poligonos dife-
rentes para iniciar sua tesselacdo, quadrados, retdngulos, losangos, paralelo-
gramos, tridngulos equildteros e hexdgonos regulares. Passou a dar vida aos
poligonos desenhando dentro de cada um deles, peixes, pdssaros, cavalos e
outras animais. Através do jogo de cores e sombras, criava pavimentos que re-
presentavam transformacdes e chamou-os de Metamorfose, onde uma figura ia
gradativamente se transformando em outra. A principio utiliza-se somente das
cores preto e branco e seus respectivos degrades. Na criacdo de sua primeira
metamorfose, chamada "Metamorfose I", Figura [42] se preocupou somente em

representar as fases de uma transformacao.
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Figura 42: Metamorfose I, xilogravura, 1937

Fonte: M.C.Escher Gallery

Na criagdo do "Metamorfose II", Figura |43} representou toda a grandeza de
uma transformacao partindo e chegando no mesmo motivo geométrico. Levou
meses para conclui-la pois possuia 4 metros de comprimento e esta represen-

tada em quatro partes para melhor visualizacdo dos detalhes da obra.

Figura 43: Metamorfose II, xilogravura, 1939-1940
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Fonte: M.C.Escher Gallery
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Seu terceiro trabalho sobre metamorfoses, "Metamorfose III", Figura foi
uma complementacdo do trabalho anterior e o realizou 37 anos depois. Esse
painel de xilogravura possui 29 matrizes diferentes e seu comprimento total
é de 7 metros. E sua mais longa sequéncia de metamorfoses e também est4

representada em partes para melhor visualizacao.
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Fonte: M.C.Escher Gallery

Sua gravura mais famosa até hoje é "Dia e Noite", Figura[45], e utilizou todas
as técnicas de tesselacdo e de metamorfoses de que tinha conhecimento. Os
passaros brancos e escuros nunca sao vistos simultaneamente, servem de fundo
uns dos outros.
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Figura 45: Dia e Noite, xilogravura, 1939

Fonte: M.C.Escher Gallery

A principio ele somente duplicava as figuras, mas passou a inverter, girar e
refletir formando novos padrdes. Abaixo podemos admirar algumas de suas

obras onde as técnicas de tesselacdo estdo presentes.

Figura 46: Lagarto, pintura, 1942

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Figura 47: Peixe, aquarela, 1942

Fonte: M.C.Escher Gallery

Figura 48: Dois Peixes, aquarela, 1941

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Figura 49: Cavaleiros, aquarela, 1946

Fonte: M.C.Escher Gallery

Figura 50: Lagarto, Peixe e Morcego, aquarela, 1952
IS GASSSININIEE
48 |

Fonte: M.C.Escher Gallery
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Trabalho realizado pelo aluno L.R.

3.1 INTRODUCAO

Ao observar os padroes e simetrias das figuras nos deparamos com concei-
tos informais da estrutura de grupo. Estes conceitos sdo fundamentais para o
estudo das simetrias.

O estudo das transformacdes geométricas e da simetria estdo relacionadas
a estruturas algébricas chamadas grupos. A classificacdo destes grupos foram
desenvolvidas pelos matematicos Marius Sophus Lie (1842-1899) e Félix Klein
(1849-1925) que em 1870 decidiram concentrar seus estudos em formalizar
uma teoria para o estudo dos grupos continuos de transformacoes, cujas pro-
priedades dos entes geométricos permaneciam invariantes, independente do

conjunto das transformacoes aplicadas sobre ele.
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No mesmo ano, Lie formulou a teoria dos grupos continuos de transforma-

¢cOes geométricas relacionado-os com os sistemas algébricos.

Em 1872, Felix Klein tornou-se professor da Universidade de Erlangen com
apenas 23 anos de idade, e ja na aula inaugural, apresentou seu programa de
modelos para compreensdo das diferentes geometrias, unificando-as através
da nocéo de grupos de transformacdes. Esse programa ficou conhecido como
Programa de Erlangen e teve grande impacto em todas as dreas da Matematica
e da Fisica. Neste programa, Klein apresenta uma nova estruturacdo para a
geometria fundamentada nas teorias de Lie para os grupos continuos de trans-
formacoes, utilizando assim as propriedades das figuras que sdo preservadas
para certo grupo de transformacdes, permitindo nao sé classificar as geome-
trias como também traduzir problemas geométricos em linguagem algébrica e

resolvé-los através da teoria dos invariantes.

De acordo com [21], o termo transformagdo foi originalmente introduzido
pelo matematico Sophus Lie (1842-1899) basicamente como sindénimo de uma
funcio. Em Algebra Linear, chamam-se transformacdes as aplicacbes de um
espaco vetorial em outro, sendo de especial interesse as chamadas transforma-
¢oes lineares. Em Analise e Topologia interessam especialmente as transforma-
¢Oes continuas. Em geral, cada disciplina interessa-se especialmente por certos
tipos de transformacgdes, aquelas que preservam as propriedades ou relacdes

consideradas mais importantes para a disciplina em questao.

O foco do nosso estudo é o conjunto das transformacdes geométricas que

preservam distancias, ou seja, o subconjunto das isometrias.

Ao final deste Capitulo provaremos que o conjunto das transformacoes geo-

métricas possui a estrutura de um grupo.

Definiremos o conceito de grupo e suas propriedades de acordo com os auto-
res [8], [21] e [24]. Estas propriedades serdo utilizadas no Capitulo 4 para a

classificacdo das diferentes isometrias.
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GRUPOS

Consideremos uma estrutura da forma (G, ), sendo G um conjunto nao

vazio dotado de uma operagdo bindria * que associa a cada par ordenado

(a,b) € G x Gum elementoaxb € G.

Representamos uma operac¢éo bindria sobre G da seguinte maneira:

x:GXxG—G

(a,b) — a%b

Observe que a * b (1é-se: a estrela b) é uma outra forma de indicar a funcao

x(a,b), e que uma operacao binaria combina dois elementos. Quando existe

uma operacao * definida sobre G, seja ela binaria ou nao, dizemos que G é um

conjunto munido da operacdo *. Em particular, se x é operacdo binaria sobre

G, entdo dizemos que G ¢é fechado com relacdo a operagéo *.

Exemplo 3.1. Exemplos de operagdes bindrias:

1.

Se x é operagdo de adi¢cdo, temos que a adi¢do sobre N, Z,Q, R ou C é uma

operagdo bindria.

Se x € operagdo de subtragdo, temos que a subtragdo sobre , Z,Q,R ou C é

uma operagdo bindria.

Se x é operacdo de multiplicagdo, temos que a multiplica¢do sobre N, Z., Q, R
ou C é uma operagdo bindria.

Se x ¢ uma divisdo, temos que a divisdo sobre Q ou R é uma operagdo
bindria.

A adi¢cdo de vetores em um espago vetorial V é uma operagdo bindria pois,

+:VxV—V

(u,v) — u+v

A fungdo * € potenciagdo de IN* x IN* — IN* temos que a operagdo de

b

potenciagcdo dada por ax b = a’ é uma operagdo bindria sobre IN*. No
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entanto, esta mesma fungdo sobre Z. e Q ndo é uma fungdo bindria. De fato,

sendo (3,-1) € Z x Z e (5, %) € Q x Q temos, respectivamente, que:

1
_n-1_ -~
3x(-1)=3"1=3¢2Z

5*%:5%:¢5¢Q

Definicdo 3.2. Seja G um conjunto ndo vazio dotado de uma operagdo bindriax.
Dizemos que (G, x) é um grupo ou que G € um grupo com respeito a operagdo *,

se esta operag¢do satisfaz as seguintes propriedades:

1. Associatividade: ¥ a,b,c € G temos que (a*b) xc = a* (b *c),

2. Elemento neutro: de € G, tal que para todo a € G, temosaxe =exa = a,

onde e é chamado elemento neutro para a operagdo x.

3. Elemento inverso: Ya € G 3b € Gtalqueaxb =bxa =¢, onde b é
1

chamado o inverso de a e é denotado por b =a~".
Se ocorre a x b = b x a, para quaisquer elementos a,b € G, dizemos que o

grupo (G, x) é comutativo ou abeliano (em homenagem ao matematico norue-
gués N.H. Abel - 1802-1829).

Sea € Gem € Z, a poténcia m-ésima de a de expoente m, é o elemento de
G denotado por a™ e definido da seguinte maneira:

e se m=0

a" =< a" lxg se m>0

(a1 se m<0
Exemplo 3.3. Grupo aditivo de classe de restos (Z.,,, +), n > 2.

Lembremos que, para qualquer inteiro n > 2, o conjunto das classes de resto
mddulo n, ou seja, Z, = {0,1,2,.....,.n — 1} é o conjunto quociente de Z pela
relacdo de equivaléncia definida pela congruéncia mddulo n. A adi¢do é definida

por: a+b = a+b. Esta operagdo é associativa e comutativa e, além disso, tem 0

como elemento neutroeVa € Z,, 3n—a € Z,talquea+n—a=a+n—a=

7 = 0. Portanto, (Z,+) é um grupo comutativo ou abeliano.
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Exemplo 3.4. Considere o conjunto Z com a operagdo usual de adi¢cdo (+). Te-

mos:
eVabe”Z —a+beZ;
e VabceZ —a+(b+c)=(a+Db)+c;
e J0eZtalqueVaec Z — 0+a=a;
eVacZ —d—-acZ:(—a)+a=0.
Logo, (Z, +) € grupo.

Exemplo 3.5. Considere o conjunto Q* com a operagdo usual de multiplicagdo(-).

Temos:
e Va,beQ*—a-beQ
e VabceQ*—a-(b-c)=(a-b)-c
e 11 ceQ*talqueVac Q" — 1-a=a;
eVaeQ* —31c0Qa-1=1

Logo, (Q*, -) € grupo.

3.3 SUBGRUPOS

Definicao 3.6. Seja (G, x) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Di-
zemos que H é um subgrupo de G se com a mesma operagdo bindria de G os
elementos de H formarem um grupo, isto é, quando as seguintes condicoes sdo

satisfeitas:
e C1 - Quaisquer hy, hy € H, temos hy x hy € H.
e C, - Quaisquer hy,hy, hs € H, temos hy * (hy * h3) = (hq * hy) * h3.

e C; - Existe em H um elemento neutro ey tal que ey xh = hxey = h,

qualquer que seja h € H.

e Cy-Paracada h € H, existe k € H tal que hxk =k« h = epy.

Ante a definicdo acima podemos tirar as seguintes conclusoes:
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1. A condicdo C, é sempre satisfeita pois, a igualdade hq * (hy * h3) = (hy *

hy) * hs é valida para todos os elementos de G.

2. O elemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro
edeG. Tomehe HC G.Comoh € Gentdoe=hxh"1 =ep,

3. Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente igual ao inverso de
h em G. De fato, se k é o inverso de h em H, entdo hxk = kxh = ep,
logo hxk = kxh = e, pois ey = e, e portanto k é o inverso de h em G, e

denotamos por h~ 1.

Teorema 3.7. Seja G um grupo e seja H um subconjunto ndo vagio de G. Entdo
H é um subgrupo de G se, e somente se, as duas condigbes seguintes estiverem

satisfeitas:
e (i) Yhy,hy € H, temos hy x h, € H.
e (ii) Vh € H, temos h! € H.

Demonstracao
Suponhamos que o subconjunto H satisfaca as condi¢oes I e II do Teorema
acima, logo, em particular, esta verificada a condi¢cdo C; da definicao Basta
mostrar que as condi¢oes Cp, C3 e C4 sdo verdadeiras.

e Cp - Por hipoétese, temos (axb)xc =ax(bx*c), Va,b,c € G, logo, esta

igualdade também é verdadeira para todos os elementos a,b,c € H.

e C3 - Como H # @ temos que existe um elemento 2 € H entdo por (ii)

existe , a—! € H, ou seja, ey € H e é imediato que a xey; =a, V a € H.
o Cy - E verdadeiro em virtude da condicao (ii).

Reciprocamente, suponhamos que H seja um subgrupo de G. Conforme a
condicdo C; da definicdo H é fechado em relacdo a operacdo de G, logo,
estd satisfeita a condicdo I do Teorema. De acordo com a condicdo Cs, existe
em H o elemento ey, portanto H # . Para verificarmos a condicdo II temos
que ey * ey = ey = ey * e, logo, em virtude da lei do cancelamento aplicada a
elementos de G temos que ey = e. Se a é um elemento qualquer de H, entdo,

de acordo com o axioma Cy, existe a’ € H tal que a xa’ = ey = e, esta igualdade
4 H
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mostra que @’ também € o inverso de a em G. Portanto, conforme a unicidade

do inverso, temos 4’ =a !l eentdoa ! € H. B

Se H C G, H # G, entdo H é um subgrupo préprio de G. Observe que e e G

sdo sempre subgrupos de G, chamados de subgrupos triviais.

Definicdo 3.8. A ordem de um grupo finito G é definida como sendo o numero
de elementos em G e é denotada por |G|.

Exemplo 3.9. O grupo G = {—1,1}, com a operagdo de multiplicagdo, é um
grupo finito de ordem 2.

Exemplo 3.10. Como Z € infinito, entdo o grupo (Z,+) possui ordem infinita.
Seja G um grupo. Dizemos que um elemento a € G possui ordem n > 0 se, e

somente se, n é 0 menor inteiro tal que a” = e. Se a € G possui ordem n, entao

denotamos por |a|= n.

Exemplo 3.11. Considere o grupo (Z¢, +), com operagdo de adi¢do. O elemento

2 € Zg possui ordem 3. Vejamos

P

NI

2’ =2+2=1
2°=242+2=6=0

logo, como 3 € o menor expoente inteiro do elemento 2 cujo resultado da poténcia

é 0 (elemento neutro da adi¢do), temos que a ordem do elemento 2 é 3.

Exemplo 3.12. Considere o grupo (Z4, +), com operagdo de adi¢do. O elemento

1 € Z4 possui ordem 4. Vejamos

logo, como 4 € o menor expoente inteiro do elemento 1 cujo resultado da poténcia

é 0 (elemento neutro da adi¢do), temos que a ordem do elemento 1 é 4.
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Exemplo 3.13. Considere o grupo (C*,.), com operacdo de multiplicacdo. Os

elementos -1, i € C* possuem, respectivamente, ordens 2 e 4. Vejamos

D'=-1 (17

(-D-=D=1
il =1, =1, P=i2i=—1-i=—i it=2.?=(-1)-(-1)=1
logo, como 2 e 4 sdo respectivamente, os menores expoentes inteiros que apli-
cados aos elementos -1 e i as poténcias resultam em 1 (elemento neutro da mul-

tiplicagdo), temos que a ordem do elemento -1 é 2 e a ordem do elemento i é
4.

Proposicdo 3.14. Seja a € G, onde G é um grupo. Se |a|=n, entdo a™ = e se, e

somente se, n|m.

Demonstracao:
(=) Seja |a|= n e suponha que a™ = e. Pelo algoritmo da divisdo de Euclides
temos que existem unicos q,r € Z, talquem =gn+re0 < r < n. Sendo assim

temos:

a"=e=a""=e=a"ad" =e= (@")1a" =e=a"=e.

Como |a|= n, isto é, n é o menor inteiro tal que a" = e, concluimos de r < n
e a’ = e que a Unica possibilidade é termos r = 0. Consequentemente, m = gn e,

por definicdo, n|m.
(«<=) Por outro lado, se n|m, entdo m = kn e a™ = a"" = (@)  =c. A

Definicdo 3.15. Seja G um grupo e a € G. Denomina-se subgrupo gerado por

a o conjunto de todas as poténcias inteiras de a, isto €

<a>= {...a‘z,a_1 a a, az,...}

O elemento a € o gerador do subgrupo.

Exemplo 3.16. Considere o grupo (R*,.) para a operagdo de potenciagdo e -2, -1

€ R* . Assim temos:

o < 2>={(-2"meZ}={.,—%1-31,-24,-816,..}
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o < —1>={(-D"mez}={-1,1}

Definicdo 3.17. Um grupo é chamado de ciclico se existe um elemento a € (G, x)

tal que o conjunto G coincide com o subgrupo gerado pelo elemento a, ou seja,

G=<a>={a"|neZ}.

Exemplo 3.18. Seja o grupo (Zs, +), para a operagdo de soma. Entdo Zs3 é um
grupo ciclico gerado por 1 e 2, ou seja, Z3 =< 1 >=< 2 >.Vejamos,

Z3 = {0,1,2} (classes de resto médulo 3)

para a = 0, temos:
0'=0"=0 =0, logo < 0 >= {0}

para a = 1, temos:

=0, logo <1>=1{0,1,2}

para a = 2, temos:

Como Z3 =< 1 >=< 2 >, concluimos que Z3 é ciclico de geradores 1 e 2.

Exemplo 3.19. Seja o grupo (Z4,+), para a operag¢do de soma. Entdo Z4 é um
grupo ciclico gerado por 1 e 3, ou seja, Z4 =< 1 >=< 3 >.Vejamos,

Z4=10,1,2,3} (classes de resto médulo 4)

para a = 0, temos:
0'=0°=0=0" =0, logo < 0 >= {0}
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2 =2

¥ =2+2=4=0

2°=0+2=2

2°=2+2=4=0,1logo <2 > ={0,2}

para a = 3, temos

—_

3'-3
3*=3+3=6=2
3’-24+3=5=1
3'=T1+3=4=0,logo < 3> = {0,1,2,3}

3.4 GRUPO DAS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

Teorema 3.20. O conjunto T das transformagoes geométricas dotado da opera-

cdo de produto (de composi¢do) de funcbes € um grupo.

Demonstragdo.

e A transformacdo identidade, é definida por (P) = P para todo ponto P.
Se 1 estd no grupo das transformacdes 7, entdo 7 possui a propriedade
identidade.

e O produto de duas transformacgdes ¢ uma transformacao, se e somente
se este produto for uma bijecdo. Sejam P, Q tais que (A - Ap)(P) =
(A1 - A2)(Q) . Temos (A3 - A1)(P) = (A2 - A1)(Q) e, portanto, A; - (A1(P)) =
Ay - (A1(Q)) . Como A, € injetora, pois é uma transformacdo, obtemos
A (P) = A(Q) e sendo A também injetora temos P = Q, ou seja, A1 - Ay
¢ injetora. Agora para mostrar que Aq - A, € sobrejetora, consideremos P
um ponto qualquer no plano. Como A, é sobrejetora, existe P’ no plano

tal que A,(P’) = P. E, como A também é sobrejetora, existe P” no plano
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tal que A{(P”) = P’. Portanto, (A1 - Ay)(P)=A, - (A1(P")) = A(P') =P, 0

que implica que A; - A, € sobrejetora, logo A; - A, é uma bijecéao.

e Como uma transformacao A é uma correspondéncia bijetiva de um grupo
de pontos sobre si mesmo, podemos definir A ~! também como uma trans-
formacio, tal que A~1(P) = P’ se e somente se, P = A(P'). A transforma-

cdo A~ é chamada de inversa da transformacio A, pois

AAT=p"1. )=,

Como A~!e A € T, entdo T possui a propriedade inversa.

e O produto de transformacdes ndo é comutativo e se o plano 7t tém pelo
menos trés pontos, ndo € dificil encontrar duas transformacoes A e ¢ de
7t tais que A i # YA, quer dizer, o grupo de todas as transformacoes
de 7 ndo é comutativo, mas isto ndo impede que existam algumas trans-
formacoes A, ¢ que comutem, isto €, tais que Ay = PA. Por exemplo, a

identidade : comuta com qualquer transformacao.

Assim, o conjunto 7 de todas as transformacées de 7r, com a operacdo de

produto de composicdo, forma um grupo (ndo abeliano). W

As transformacdes geométricas que nos interessam neste trabalho, como vi-
mos, sdo as reflexdes, translacoes, rotacoes e reflexdes deslizantes. Estas se
caracterizam por preservar distdncias entre pontos e formam, como veremos,

um subgrupo de 7: o subgrupo das isometrias do plano.
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Trabalho realizado pelos alunos V.G.S. e L.H.L.

Para que possamos melhor compreender os padroes das tesselacoes de Es-
cher é importante conhecermos as transformacdes geométricas que foram uti-
lizadas, ou seja, as isometrias. Estas transformacdes preservam as distancias
entre pontos, assim cada segmento da figura obtida tem o mesmo tamanho do
seu correspondente na figura original. De um modo geral, dizemos que duas fi-

guras sdo congruentes se existe uma isometria que transforma uma das figuras
na outra.

Neste Capitulo desenvolveremos um estudo mais aprofundado das Isome-
trias, suas propriedades, definicdo e os quatro tipos de isometrias possiveis:

translacdo, rotacdo, reflexdo e reflexdo deslizante. No decorrer deste estudo

apresentaremos a proposicdo que identifica a reflexdo como unidade basica
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das isometrias, afirmando que qualquer que seja a isometria no plano, esta

podera ser obtida pelo produto de, no maximo, trés reflexoes.

Para a composicdo deste capitulo utilizamos como referéncia os autores [2],
(141, [15] e [21] .

Adotaremos que o plano 7 é o plano R? e que a distancia entre dois pontos
A e B, serd dada por d(A, B) sendo:

d(A, B) = \/(x2 — x1)? + (y2 — )2

onde A = (x1,y1) € B = (x2,2)

4.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Definicdo 4.1. Uma isometria no plano 7t é uma transformagdo geométrica ¢ :
T — 7T que preserva as distdncias entre os pontos, isto é, ¢ é uma isometria se

para quaisquer pontos A, B € 7 tem-se:

d(A,B) = d(A',B')

onde A" = $(A) e B = $(B).

Proposicédo 4.2. A inversa de uma isometria também € uma isometria

Demonstracdo. Dados dois pontos A e B € r tal que A’ = ¢(A) e B’ =
¢(B). Seja ¢! a inversa da isometria ¢ tal que ¢~ '(A’) = A e ¢~ 1(B') = B,
pela definicao temos que d(A,B) = d(A’, B'), pois ¢ é isometria. Como
d(A,B) = d(¢p—1(A"), ¢~ 1(B")) entdo d(A’, B') = d(¢~1(A’), p~1(B')). Segue que

¢~! também ¢ uma isometria. B

Proposicao 4.3. O produto de duas isometrias também é uma isometria

Demonstragdo. Sejam ¢ e w isometrias, P e Q pontos do plano, entdo

e ¢(P) =P, w(P') = P” entdo ¢w(P) = P”
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e 9(Q) =Q, w(Q') = Q" entdo ¢pw(Q) = Q”, devemos ter
o d(¢pw(P), pw(Q)) = d(P”,Q”), para todo P e Q do plano. De fato,

d(pw(P), pw(Q)) = d(w(P(P)), w(p(Q))) = d(w(P"), w(Q)) = d(P”, Q") = d(P, Q)

Como ¢ e w sdo isometrias, entio

d(P,Q) =d(P', Q) =d(P”,Q").
Segue que o produto de isometrias também é uma isometria.ll

Teorema 4.4. Propriedade das Isometrias. Se ¢ for isometria, entdo obedecerd

as seguintes propriedades: c
e (a) ¢ preserva colinearidade, logo ¢ transforma retas em retas;

o (b) ¢ preserva dngulos.

Demonstragdo.

e (a) ¢ preserva colinearidade, logo ¢ transforma retas em retas. Dada
uma reta r e dois pontos distintos A e C € r e os pontos A’ e C' € ¥'. Seja
B € r, um dos trés pontos A, C, B estd entre os outros dois. Suponha
que B esteja entre A e C, isto é B € AC. Os demais casos sdo tratados

analogamente. Assim, AC = AB + BC e, portanto,
A'C'=AC=AB+BC=A'B' +B'C

portanto B’ € A’C’. Assim os pontos A’, B’ e C’ sdo colineares. Isto

mostra que B € r, logo ¢(r) =1'.

e (b) ¢ preserva angulos. Dado um &ngulo ABC, considere A’ = ¢(A),
B’ = ¢(B) e C' = ¢(C). Como AB = A’B/, AC = A’C’ e BC = B'C’. Logo,

pelo caso LLL os tridngulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes e, portanto, os

angulos ABC e A’B’'C’ também serdo congruentes. H.

Vale destacar que a bijetividade de uma isometria, que aqui assumimos na
propria definicdo, é consequéncia da preservacdo da distdncia. Temos, de fato,

a seguinte
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Proposicao 4.5. Se phi : m — m é uma fungdo que preserva distdncias entre

pontos, entdo ¢ é uma bije¢do, isto €, ¢ é uma isometria.

Demonstragdo.

Primeiramente provaremos a injetividade. Dados dois pontos A e B € r tal
que A’ = ¢(A) e B’ = ¢(B), entédo

A#B=d(A,B)>0=d(A",B)>0= A" #P

Logo ¢ € injetiva, falta provar a sobrejetividade. Considere um ponto arbi-
trario A’ € 71’ e procuramos determinar um ponto A € 7t tal que ¢(A) = A'.
Para isso, tracemos uma reta qualquer » em 7r. A imagem de r por ¢ é uma
reta . Se A’ € ' entdo, por definicdo de imagem, existe um ponto A € r
tal que ¢(A) = A’. Caso contrdrio, seja s’ a reta perpendicular baixada de A’
sobre ' (figura[51). Denotemos por B’ a intersec¢do de 1’ e s’. Como B’ € 7/,
existe B € r tal que ¢(B) = B. Seja s a reta perpendicular a r passando por B.
A imagem de s pela isometria ¢ é a reta perpendicular a ' e contém B’, logo
¢(s) = s’. Como A’ € ¢, existe A € s tal que ¢(A) = A’. Portanto ¢ é uma
bijecdo. M.

Figura 51: Toda isometria ¢ € uma bijecdo
! |

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra
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4.2 TIPOS DE ISOMETRIAS

4.2.1 Reflexdo

Definicdo 4.6. Dada uma reta r, a reflexdo em relacdo a uma reta r serd dada
pela fungcdo ¢, : 1 — 1, tal que ¢,(A) = A para todo A € repara A ¢ r,

¢r(A) = A’ tal que a mediatriz do segmento AA’ é a reta r.

Seja P o ponto médio de AA’. P sera o pé da perpendicular baixada de A
sobre r. Figura[52]

Figura 52: Reflexdo de um ponto em relacdo a uma reta

A

Fonte: Produgdo da autora através do software GeoGebra
Teorema 4.7. Toda Reflexdo em relacdo a uma reta é uma isometria.

Demonstragdo. Para provar que ¢ € uma isometria, consideramos quatro

casos:

e Caso 1: A e B pertencentes a r. Entdo A’ = A e B’ = B, logo AB = A’B/

(Caso trivial de identidade).
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Figura 53: Reflexdoemrcom Ae B € r

A=A r B=B
@ @

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

e Caso 2: Se A ndo pertencente a r e B pertencente a r. Desse modo temos
que ¢,(A) = A’ e ¢,(B) = B’ = B, como r é a mediatriz do segmento AA’,
entdo AB = A’'B' = A’B.

Figura 54: Reflexdo em r com A ndo pertencente a r e B pertencente a r

I

=
m

o——-————--—DT-—“-———-~——0

=

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

e Caso 3: Se A e B ndo pertencem a r e se AB nio é perpendicular a 7, entfio
temos os pontos M e N pertencentes a r que sio os pontos médios de AA’
e BB/, respectivamente. Utilizando o critério LAL os tridngulos AANB
e AA’NB’ sdo congruentes, pois AN = A’N, o angulo ANB = A'NB’ e
BN = B'N, logo, AB = A’B’. Na Figura |55/ vemos duas imagens, uma
vez que o caso é valido independente se os pontos A e B estdo do mesmo

lado ou em lados opostos de 7.
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Figura 55: Reflexdo em r com A e B ndo pertencentes a r e AB nédo perpendicular a r

0

Ny

Fonte: Produgdo da autora através do software GeoGebra

e Caso 4: Se A e B niio pertencentes a r e AB é perpendicular a r, entfio

temos duas situacodes:

(i) AB tem interseccdo com r no ponto ponto M, logo AB = AM +
MB. Pela Definico |4.6/ temos que A’B’ = A’M + MB’ = AB, que era o

resultado esperado.
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Figura 56: Reflexdo em r com A e B ndo pertencentes a r e AB perpendicular a r no

ponto M

Fonte: Produgio da autora através do software GeoGebra

(ii) AB ndo tém intersecciio com r, logo AB = |AM — BM|, temos
ainda que A'B’ = |A’M — B'M|= |AM — BM|= AB.

Figura 57: Reflexdo em r com A e B niio pertencentes a r e AB perpendicular e sem

interseccdo com r

- @ e 1&[ ----------- . o

Fonte: Produgio da autora através do software GeoGebra

Provamos assim, que toda reflexdo em relacdo a uma reta é uma isometria.l.
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Definicdo 4.8. Dado um ponto M, chamado centro de reflexdo, a reflexdo em
relacdo a um ponto serd dada pela func¢do ¢p : T — 7, tal que fixa o ponto
M e associa a cada ponto P do plano, P distinto de M, o ponto P’ tal que M € o

ponto médio do segmento PP’.

Teorema 4.9. Toda reflexao em relacdo a um ponto é uma Isometria.

Demonstragdo. Para provar que ¢p ¢ uma isometria, consideramos dois ca-

SOS:
e Caso1l: P, Qe M nao colineares.

A definicdo acima nos diz que ¢p(M) = M e que para todo ponto P do
plano distinto de M, temos que ¢p(P) = P’ se e somente se, M é o ponto
médio de PP/, logo P e P’ sdo simétricos em relacio ao ponto M, que
é o centro de reflexdo. Dados dois pontos distintos P e Q, sendo P’ =
¢op(P) e Q' = ¢p(Q), temos que se P, Q e M sdo pontos ndo colineares
entdo P/, Q/, M sdo também néo colineares. Utilizando o critério LAL
de congruéncia, temos que os tridngulos PMQ e P’M Q' sdo congruentes,
pois OM = Q'M, PM = P’"M e m(/QMP) = m(/Q' MP’), logo PQ = P'Q’.

Figura 58: P, Q e M néo colineares

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra
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e Caso 2: P, Q e M colineares.

O mesmo resultado PQ = P’Q’ se obtém quando P, Q e M sio pontos

colineares, inclusive com P ou Q, eventualmente coincidentes com M.

Figura 59: P, Q e M colineares

]

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Verificamos assim que toda reflexdo em relagdo a um ponto também € uma

isometria do plano. B

4.2.2 Translagdo

Para o estudo das translacoes é necessdrio o conhecimento prévio do conceito
de vetores suas propriedades e operacoes. Recomendamos os autores [3]] e [|17]]

para um maior aprofundamento no assunto.

Definicdo 4.10. Dados os pontos distintos A, B e P no plano e um vetor ii = ﬁ
a translacao segundo o vetor i serd dada pela funcdo T 10— T tal que
T(P) = P/, sendo P’ = P + AB.

Se os pontos A, B e P forem colineares, entdo o ponto P’ também serd coli-
near com A e B, sendo o tinico ponto pertencente a reta definida pelos pontos
A e B que se encontra a distancia de P tal que d(A, B) = d(P, P'), com BP e AP’

tendo o mesmo ponto médio.
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Figura 60: A, B e P colineares

P A P B
@----mmnn ® ® o
A P =] P
o o ®-------- °
A B P =
® o R ettt °

Fonte: Producéo da autora através do software GeoGebra

Se o ponto P ndo for colinear com os pontos A e B, entdo os pontos A, B, P
e P’ formam um paralelogramo. Da mesma forma, o ponto P’ é o tinico ponto
que se encontra a distdncia de P igual a distidncia de AB, ou seja, d(P, P') =

d(A, B) e o segmento PP’ é paralelo ao AB.

Figura 61: P nio colinear ao segmento AB

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Se A = B entdo a translacao € a identidade e tem deslocamento nulo.

Teorema 4.11. Toda translagdo é uma Isometria.

Demonstragdo. Para provarmos que Ly é uma isometria, consideramos dois

casos:
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e Caso 1: Searetar contém P e Q e é paralela ou igual a reta s qug)ntém
A e B entdo o vetor if = zﬁ, restrito a r, é a translacio de vetor PP/, logo
PP’ = AB.

Caso 1A, PP’ e QQ’ sem pontos em comum, temos:

P'Q'=P'Q+QQ' =PP'+P'Q=PQ

Figura 62: PP’ e QQ’ sem pontos em comum
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-]
A
B

Fonte: Produgdo da autora através do software GeoGebra

Caso 1B, PP’ e QQ’ com pontos em comum, temos:

P'Q'=QQ — QP'=PP' — P'Q =PQ

Figura 63: PP’ e QQ’ com pontos em comum
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Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra
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e Caso 2: Se r ndo é paralela nem igual a s entdo PP’ e QQ’ sdo lados
opostos de um paralelogramo, o mesmo ocorre para PQ e P’Q’. Logo
P’Q’ = PQ.

Figura 64: PP’ e QQ’ sdo lados opostos de um paralelogramo

Fonte: Producdo da autora através do software GeoGebra

Verificamos assim, que toda translacdo é uma isometria do plano.ll

4.2.3 Rotagdo

Definicdo 4.12. Dados os pontos distintos P, Q e O do plano e tomando o dngulo
(orientado) « = /POQ, a rotacio de dngulo « em torno do ponto O serd dada
pela fungdo po, : T — 7 tal que pp,(O) = O e para todo ponto A # O no
plano, po 4(A) = A’ com AO = A/O e /AOA' = /POQ.

Decorre imediatamente da definicdo que se m(a) = 0 entdo pp, = ¢, funcéo
identidade.

Observagoes. Relativamente ao sentido da rotacdo, considera-se que se m(«x) >
0, a rotacdo é feita no sentido positivo ou anti-horéario, e se m(x) < 0, a rota-
cdo é feita no sentido negativo ou hordrio. O ponto O permanece invariante.
Quando o angulo /AOB é raso, ou seja quando OA e OB sdo semi-retas opos-
tas, a rotagdo pp , coincide com a reflexdo por um ponto ¢, através do ponto
0.
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Teorema 4.13. Toda Rotacao é uma isometria.

Demonstragdo. Para provar que pp, € uma isometria, consideramos dois

casos:
e Caso 1: Se os pontos O, A e B forem colineares, temos que:
AB =0B — OA = A’B’ (se A estiver entre O e B) ou
AB = AO + OB = A’B’ (se O estiver entre A e B),

em ambas as situacdes AB = A'B'e OA = OA’ e OB = OB'.

Figura 65: Rotacdo do angulo « entre pontos colineares

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

e Caso 2: Se os Pontos O, A e B ndo forem colineares temos que:

/AOB' e /A’OB tém a mesma bissetriz b, logo m(/AOB) = m(/A’OB’),
entdo pelo critério LAL de congruéncia temos que os triangulos AOB e
A’OB’ sdo congruentes, pois OA = OA’ e OB = OB/, portanto AB = A’B'.
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Figura 66: Rotacdo de angulo « de pontos nédo colineares

Fonte: Produgio da autora através do software GeoGebra

Verificamos assim, que toda rotacdo é uma isometria do plano.l

4.2.4 Reflexdo com Deslizamento

Definicdo 4.14. Dado um vetor ndo-nulo ii e r uma reta paralela a dire¢do do
vetor 1, a Reflexdio com Deslizamento, serd dada pela fungdo O, : T — 7
tal que 9y, seja um produto de duas isometrias: uma reflexdo ¢, em relagdo a

reta r e uma translagdo t; determinada pelo vetor i, ou seja:
Oizr = @rTa = T @r
Teorema 4.15. Toda Reflexdo com Deslizamento é uma isometria.

Pela proposicdo todo produto de isometrias é uma isometria, logo a re-

flexdo com deslizamento ¢, também ¢ uma isometria.ll
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4.3 ISOMETRIAS NO PLANO

Devido ao importante papel que as reflexdes desempenham na teoria das iso-
metrias, escolhemos dentre as variadas abordagens possiveis a representacdo
das isometrias como produto de no maximo trés reflexdes. Para tanto, necessi-
tamos a apresentacdo de algumas proposicoes e definicdes que serdo utilizadas

no decorrer deste estudo.

Definicdo 4.16. Seja uma isometria ¢ : 1 — 7t e P um ponto do plano, dizemos

que P é um ponto fixo ou invariante de ¢ se, e somente se, ¢p(P) = P.

Definicdo 4.17. Seja uma isometria ¢ : 1 — 7 e v uma reta do plano, dizemos

que r é uma reta invariante de ¢ se e e somente se, ¢(r) =r.

Proposicao 4.18. Se uma isometria ¢ : 71 — 71 possui dois pontos fixos distintos
entdo ou ¢ é a identidade ou ¢ € a reflexdo em relacdo a reta que contém esses

pontos.

Figura 67: Uma isometria em 2 pontos fixos distintos

Fonte: Producéo da autora através do software GeoGebra

Demonstragcdo. Sejam A # B pontos do plano tais que ¢(A) = A e ¢(B) = B.
Entdo ¢ deixa fixos todos os pontos da reta r = ﬁ, Figura Se ¢ ndo for a
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identidade, existe um ponto C no plano, fora da reta r, tal que C’' = ¢(C) # C.
Como AC = AC' e BC = BC/, areta r é a mediatriz do segmento CC’ e o ponto
C’ é a imagem de C pela reflexdo ¢,. Dado agora qualquer ponto P fora da
reta r, devemos ter P’ = ¢(P) # P, pois caso contrério terfamos PC # P'C’
(uma vez que P estd do mesmo lado de um dos pontos C ou C’). E pelo mesmo

argumento usado para o ponto C, resulta ¢(P) = ¢,(P). B

Proposicao 4.19. Se duas isometrias o,¢ : T — 7t coincidam em dois pontos
distintos A e B, tais que 0(A) = ¢p(A) e o(B) = ¢(B) entdo ou 0 = ¢ ou 0 = P@y,
onde ¢, € a reflexdo em relagdo a reta r = AB.

Demonstragdo. Como o e ¢ sdo isometrias que coincidem em A e B pontos
distintos, temos que c(A) = ¢(A) = A’ e 0(B) = ¢(B) = B’. Desse modo pode-
mos dizer que:

o lp(A) =01 (A) = A
cl¢pB)=c"1(B)=B
Logo, o~ !¢ = identidade. Segue que o = ¢.

Para 0~ '¢ = ¢, e fazendo ¢ = 0@, segue que

clop=c"log, =19, = ¢,. R

Proposicdo 4.20. Se uma isometria ¢ : 71 — 7T possui trés pontos fixos ndo

colineares entdo ¢ = identidade.

Demonstragcdo. Com efeito, sejam A, B e C pontos ndo colineares no plano
7T, tais que ¢(A) = A, $(B) = B e ¢(C) = C. Considere as retas r = j@ es= jﬁ

A imagem da reta r pela isometria ¢ € a reta que passa pelos pontos ¢(A) = A
e ¢(B) = B. Logo ¢(r) = r pela proposicdo [4.18] tem-se ¢(X) = X para todo
X € r. Analogamente, se vé que ¢(Y) = Y para todo ponto Y € s. Seja agora

Z um ponto qualquer do plano. Facamos passar por Z uma reta t que corta r e
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s respectivamente nos pontos X e Y. Como ¢(X) = X e ¢(Y) =Y, concluimos
que ¢ deixa fixos todos os pontos da reta t. Em particular, ¢(Z) = Z. Sendo Z

um ponto arbitrdrio do plano, resulta que ¢ = identidade. R.

Figura 68: Isometria em 3 pontos fixos ndo colineares

Fonte: Produgio da autora através do software GeoGebra

4.4 PRODUTO DE ISOMETRIAS

Nesta secdo, verificaremos os resultados obtidos do produto entre isometrias

e a importancia da reflexdo no nosso estudo.

Teorema 4.21. Sejam r e s retas paralelas entre si, o produto de duas reflexdes
@r@s 1 T — 7 é uma translagdo cujo vetor ii é o dobro do vetor distdncia entre

as retas, ou seja, ¢rPs = Ty = T, 7.

Demonstragdo. Vamos considerar a isometria ¢ = ¢, s, onde r e s sdo retas
C oA . o
paralelas de vetor distdncia d . Sejam P um ponto arbitrario, P¢,(P), P =

@s(P') e Q e R as projecdes ortogonais de P sobre as retas r e s, respectivamente.

Figura [69]
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Figura 69: Produto de reflexdes entre 2 retas paralelas

Fonte: Producdo da autora através do software GeoGebra

Segue que,
— — — —
ii= PP = PO+ QP + PR+ RP" = 2(QP + P'R) = 24

Entdo, ¢ = 7; ou seja, @, ¢s = T -

_7

O vetor il = PP” = 2d ndo depende da posicdo de P e sim do vetor distincia
d entre as retas, isto é, depende somente da distancia e da direcao das retas r e
s. Reciprocamente, dada uma translacao t;, podemos escolher arbitrariamente

duas retas paralelas, r e s que tenham o vetor distncia d = 7.

Logo, toda translacdo pode ser representada de infinitas maneiras como pro-
duto de duas reflexdes entre retas paralelas. A Unica condicdo é que o vetor

distancia entre asretas r e s sejad = 5. WL

Proposicdo 4.22. Seja t; uma translagdo segundo um vetor ii. Seja ¢ uma reta
paralela a ii e sejam A em A" pontos da reta ¢ com ii = AA”. Entdo para
qualquer reta r perpendicular a ¢, existe e € tinica a reta s, também perpendicular

a t, tal que ¢,(A) = A e p5(A") = A", ou seja, T = Pros

Demonstragdo. A isometria t; € a translacdo ao longo da reta ¢ na direcdo do

vetor AA”. Seja r uma reta qualquer perpendicular a ¢. Se A’ = ¢,(A), entdo
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a reta s é a mediatriz do segmento A’A’”. Figura A conclusdo segue da
demonstracdo do Teorema [}

Figura 70: Unicidade da reta perpendicular de um produto de 2 reflexdes entre retas

paralelas

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Teorema 4.23. Sejam r, s e t retas paralelas entre si. O produto de trés reflexdes

Pr@s@t : T — 71 € uma reflexdo cujo eixo € paralelo as retasr, s e t.

Demonstragdo. Sejam dados trés pontos nao colineares A, B e C, ndo perten-
centes as retas r, s, t. Considerando o ponto A, sejam A’ = ¢,(A), A" = ¢ps(A’)
e A" = g;(A"). Seja u a mediatriz do segmento AA”” (caso A = A", adotamos
como mediatriz a reta por A paralela as retas dadas). Pela definicdo de refle-
x40, os pontos A, A’, A” e A" sdo colineares, logo o ponto A"’ é a imagem de
A pela reflexdo relativa a u , isto é,

Prpspr(A) = pu(A).

De modo andlogo, B"" e C""" correspondem, respectivamente, a imagem de B
e C pelas reflexdes relativas s mediatrizes dos segmentos BB/ e CC"’ (com o
mesmo cuidado no caso de segmentos nulos). Tais mediatrizes devem necessa-
riamente coincidir com a reta u, caso contrario teriamos d(A, B) # d(A"’, B")
ou d(A,C) #d(A"”,C"). Portanto, a isometria ¢,@s¢; é a reflexdo ¢,. Figura
[ |
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Figura 71: Produto de reflexdes entre 3 retas paralelas

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Como consequéncia dos Teoremas el4.23| podemos concluir que quando
se efetuam produtos de reflexdes em retas paralelas, se o nimero de reflexoes

for par teremos uma translacdo e se for impar teremos uma reflexao.

Teorema 4.24. Sejam r e s retas concorrentes no ponto O sob um dngulo de
medida positiva « ou respectivamente negativa B. O produto de duas reflexoes
@r@s : T — 7T entre as retas é uma rotagdo cuja amplitude serd igual ao dobro

do dngulo existente entre as elas, ou seja pow = P0,20 = £0,2p-

Demonstragdo. Vamos considerar a isometria pp, = ¢;@s, onde r e s sdo

retas concorrentes no ponto O sob um angulo « de medida positiva m(/POQ).

A demonstracdo sob um angulo de medida negativa é andloga. Figura

Seja A um ponto arbitrario, com A # O. Sejam A’ = ¢,(A) e A” = ¢ps(A’), P

é a projecdo ortogonal de A na reta r e Q a projecdo ortogonal de A’ na reta s.

Como a rotagdo conserva a orientacdo de um angulo, temos que:

m(/AOP) = m(/POA")

m(LA'OQ) = m(LQOA")
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Figura 72: Produto de duas reflexdes entre retas concorrentes

Fonte: Producio da autora através do software GeoGebra

Donde segue que:

m(w) = m(LAOA") = m(/AOP)+m(/POA")+m(/A'OQ) +m(/QOA") =
= 2(m(/POA") +m(/(A'OQ))
= 2(m(/POQ))
= 2m(x)

Portanto ¢,¢s = 7024 = 70,28 = 0, W

A imagem A” de um ponto A, pela rotagdo po .,, depende unicamente do
ponto O de interseccdo entre as retas r € s e do angulo positivo # ou negativo
B entre elas. Reciprocamente, dada uma rotacédo pp ,, podemos escolher arbi-
trariamente duas retas r e s concorrentes no ponto O sob um angulo w = 5

(sentido positivo) ou w = g (sentido negativo).

Logo, toda rotagdo pp ., pode ser representada de infinitas maneiras como
produto de duas reflexdes em retas concorrentes. A Unica condicdo é que r e s

interceptem-se no ponto O, sob o dngulo %.
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Proposi¢do 4.25. Seja pp, uma rotagdo de centro em O e dngulo «, e { uma

reta arbitrdria que passe no ponto O. Entdo existem e sdo tinicas as retas r e s,

tais que pox = PrPr = PePs.

Figura 73: Unicidade das retas concorrentes r e s em um produto de duas reflexdes

Fonte: Producéo da autora através do software GeoGebra

Demonstragdo. Seja po , uma rotagdo de centro em O e dngulo «. Seja £ uma
reta arbitrdria que passa no ponto O. Sejam r e s as retas por O que formam
um angulo de —7 e +75 com a reta /, respectivamente. Figura O resultado
segue entdo do Teorema |

Teorema 4.26. Sejam 1, s e t trés retas concorrentes em um determinado ponto
P. Entdo existe uma unica reta ¢ também concorrente em P tal que a isometria
obtida pelo produto das reflexoes sucessivas em cada uma das trés retas, é uma

reflexdo nesta reta: @rQs@; = @y.

Demonstragdo. Pelo Teorema |4.24] sabemos que ¢, ¢ uma rotacdo de cen-
tro em P. Pela Proposicdo |4.25] existe uma unica reta ¢ que passa por P tal que

a rotacdo ¢,¢s pode ser escrita como ¢,¢;. Resulta portanto

PrPsPt = PrPrPr = Py

pois ¢;¢; € a identidade (duas reflexdes sucessivas na mesma reta). Figura
[ |
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Figura 74: Produto de trés reflexdes entre retas concorrentes

Fonte: Producdo da autora através do software GeoGebra

Teorema 4.27. Sejam r, s e t retas distintas que ndo sdo paralelas nem concor-
rentes num unico ponto. O produto de trés reflexbes ¢,ps@; : T — 7 € uma

reflexdo com deslizamento 9.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor r e s sdo concor-
rentes em um ponto P. Note que por hipotese, P nao estd em . Pelo Teorema
teremos que o produto de reflexdes entre retas concorrentes ¢ uma rota-
cdo e pode ser definida por qualquer par de retas r/, s’ que sejam concorrentes
em P e tais que o 4ngulo entre 7' e s’ (com sentido de 7’ para s’) seja igual ao

angulo entre r e s, tal que
PrPs = QrPs = PPa

temos entdo que

PrPsPt = Py Psr Pt

Obteremos em seguida a reta s” paralela a reta ' que passa por Q, e a

reta t' perpendicular a reta s” no ponto Q. Analogamente ao que foi efetuado
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anteriormente, a rotacao de angulo raso em torno de Q definida pelo produto
das reflexdes entre as retas s’ e t serd a mesma que a definida entre as retas s”
e t'. Figura[75| Temos entdo que,

Ps Pt = Qs Py = PQ,p

Logo,
PrPsPt = Pr P Pt = P P P/

Figura 75: Produto de 3 reflexdes entre retas ndo paralelas e ndo concorrentes

Treamg,

Fonte: Produgdo da autora através do software GeoGebra

Dado que as retas ' e s” sdo retas paralelas, pelo Teorema [4.21| o produto

¢, s € uma translagdo ao longo de t' cujo segmento orientado tem o com-
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primento igual ao dobro da distancias entre as retas +’' e s”, entdo T = ¢, g,

resulta ¢, ¢s¢¢ = Tey = @y T é uma reflexdo deslizante. B

4.5 REPRESENTAGAO DAS ISOMETRIAS

O teorema seguinte é um dos mais importantes de toda a teoria das isome-

trias, sendo mesmo o mais importante.

Teorema 4.28. Teorema Fundamental das Isometrias
Se AABC = ADEF, entdo existe uma e uma so isometria ¢ tal que ¢(A) = D,
9(B) =E e p(C) = F.

Demonstragdo. Provaremos a existéncia. A ideia é construir uma isometria ¢

como composta de trés oportunas isometrias ¢1, ¢, ¢3. Figura

Se A = D, tomamos simplesmente ¢; = 1. Se A # D tomamos para ¢; a
reflexdo na mediatriz #; de AD. Em qualquer dos casos tem-se @1(A) = D.
Sejam By = ¢1(B), C; = ¢1(C). Se By = E pomos ¢, = (; se By # E, entdo D
estd na mediatriz ¢, de B{E, pela propriedade caracteristica da mediatriz, pois
DE = AB = DB pela hipdtese sobre os tridngulos e por ¢; ser isometria, e
neste caso tomamos para ¢, a reflexdo na mediatriz de BiE. Em qualquer dos

casos tem-se
p2(D) =D e ¢o(By) = E.

Seja Cp = ¢2(Cq). Se C; = F pomos @3 = 1; se C, # F, entdo D e E estdo na

mediatriz {3 de C,F, pela propriedade caracteristica da mediatriz, pois

DF = AC=DC, =DGC,
EF=BC=BC; =EG
pela hipdtese sobre os tridngulos e por ¢ e ¢, serem isometrias. Neste caso

tomamos para @3 a reflexdo na mediatriz de C,F. Em qualquer dos casos tem-

se ¢3(D) = D, ¢3(E) = E e ¢3(C) = F. Pondo ¢ = @3¢,¢1, tem-se:
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Figura 76: Teorema fundamental das isometrias

Fonte: Produgdo da autora através do software GeoGebra

P(A) = 93¢291(A) = 93¢92(D) = ¢3(D) = D

@(B) = 939291(B) = ¢3¢2(B1) = ¢3(E) = E

P(C) = 939291(C) = p392(C1) = p3(C2) = F
0 que prova a existéncia.

Provaremos a unicidade. Suponhamos ¢, ¢, duas isometrias que aplicam A,

B, Cem D, E, F, respectivamente. Entao

clpA=0"'D=A
cl¢B=0c"'E=B

cloC=0c"1F=C.

Logo o~ ¢ = 1 pela proposicio|4.20, donde ¢ = o. B

A isometria ¢ construida no decurso da demonstracdo anterior ¢ um pro-
duto de, quando muito, trés reflexdes. Assim é, na realidade, para qualquer
isometria, como veremos no corolario a seguir, que nos mostra a importancia
das reflex0es na teoria das isometrias. Este corolario é apresentado como con-

sequéncia da demonstracdo do teorema anterior.
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Corolario 4.29. Teorema de Representacdo das Isometrias

Toda isometria ¢ igual ao produto de, quando muito, trés reflexoes. Além disso, se
a isometria fixa um ponto, entdo é uma reflexdo ou um produto de duas reflexoes;
se a isometria fixa dois pontos, entdo € a reflexdo na reta determinada por estes

pontos ou a identidade.

Demonstragdo. Seja ¢ uma isometria. Dados trés pontos ndo colineares A,
BeC, sejam D = ¢(A), E = ¢(B) e F = ¢(C). Entdo o AABC = ADEF,
por (LLL), e ¢ € igual ao produto de, quando muito, trés reflexées, De acordo
com a demonstragdo do Teorema (por unicidade, ¢ = ¢ = @391, nNas
notacoes da demonstracdo). Se ¢ fixa um ponto qualquer, podemos supor sem
perda de generalidade que seja A, entdo a demonstracdo do teorema também
mostra que ¢ € igual ao produto de, quando muito, duas reflexées (caso ¢ = 1).
Se ¢ fixa dois pontos, podemos supor A e B, resulta (ainda na notacdo da

demonstracdo) ¢ = ¢ = @3, que € uma reflexdo ou a identidade.ll

Concluimos este capitulo com o resultado mais importante sobre isometrias

no Ambito do estudo das simetrias.

Teorema 4.30. Teorema de Classificacao das Isometrias
Se ¢ é uma isometria no plano 7, entdo ¢ é uma translagdo, uma rotagdo, uma

reflexdo ou uma reflexdo deslizante.

Demonstracdo. Conforme provado anteriormente no Teorema de Represen-
tacdo das Isometrias, a isometria ¢ pode ser expressa pelo produto de, no mé-
ximo, trés reflexdes: ¢ = ¢,¢s¢;. Assim, seguiremos uma andlise conforme o

numero de reflexdes necessdrias para definir ¢.

1. Uma reflexdo: ¢ = ¢, sendo ¢, e ¢, iguais a identidade. Trata-se entdo

de uma reflexao.

2. Duas reflexdes: ¢ = ¢s¢;, sendo ¢, igual a identidade. Teremos dois

casos:

e Caso 1: Retas s e t paralelas. Serd uma translacdo associada ao
vetor ortogonal as retas e de mdédulo igual ao dobro da distancias

entre elas (Teorema 4.21)).
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e Caso 2: Retas s e t concorrentes. Sera uma rotacdo centrada no
ponto de interseccdo entre as duas retas e de amplitude igual ao

dobro do angulo que as duas retas fazem entre si (Teorema |4.24]).
3. Trés reflexdes: ¢ = @r@s@;.

e Caso 1: Retas r, s e t paralelas entre si. Serd uma reflexdo (Teorema
4.23)).

e Caso 2: Retas r, s e t concorrentes num ponto. Serd uma reflexdo

(Teorema [4.26)).

e Caso 3 : Retas 7, s e t nem paralelas nem concorrentes em um Unico

ponto. Serd uma reflexdo com deslizamento (Teorema |4.27).

Conclusédo, de acordo com o exposto acima, se ¢ for uma isometria, entdo ¢

sera uma translacgao, rotacao, reflexdo ou reflexdo com deslizamento. ll
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GRUPOS DOS ORNAMENTOS

Trabalho realizado pelas alunas A.B.F. e B.C.

Uma aplicacdo da teoria das isometrias é o estudo dos ornamentos do plano

onde podemos observar uma bela relacdo da matematica a arte.

O estudo do grupo dos ornamentos € bastante vasto e interessante, porém op-
tamos em somente apresentar as classificacoes sem demonstrar cada um delas.
Utilizamos para a composicao deste capitulo os autores [[11] e [16].

Podemos considerar que grupos de diferentes isometrias aplicadas conjunta-
mente determinam um ornamento, ou seja, cada grupo de isometrias estabe-
lece um determinado padrao de simetria. Estes padrdes de ornamentos sdo
distribuidos em trés grandes classes:

e Grupos das Rosetas ou Rosaceas.

e Grupos dos Frisos ou Faixas.
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e Grupos dos Papéis de Parede ou Cristalogréficos.

Grupos das Rosetas
Sao grupos de isometrias em que ndo aparecem translacdes, somente rotagoes
e, possivelmente, reflexdes. As figuras que apresentam esse padrdao ornamental
evidenciam uma simetria circular. Algebricamente, os grupos de rosetas sao

grupos ciclicos finitos ou grupos diedrais.

Figura 77: Grupo das rosetas

Fonte : Depositphotos

Grupos dos Frisos ou Fitas
Sao grupos em que aparece exatamente uma Unica translacido geradora. Ha so-
mente sete grupos de frisos, que apresentaremos abaixo a titulo de curiosidade,

utilizando os seguintes simbolos ordenados:

e Simbolo 1: Tera sempre a letra p, indica que se trata de um padrédo, em

inglés "pattern".
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e Simbolo 2: Representa a simetria de reflexdo axial vertical e pode conter
2 simbolos:

m - O friso possui simetria de reflexdo axial vertical e a letra m vem

do inglés "mirror", espelho.

1 - O friso ndo possui este tipo de simetria.

e Simbolo 3: Representa o tipo de simetria e pode conter 3 simbolos:
m - O friso possui reflexdo axial horizontal.
a - O friso possui reflexdo de deslizamento.
1 - O friso ndo possui as duas simetrias anteriores.

e Simbolo 4 - Representa a simetria de rotacdo e pode conter 2 simbolos:
1 - O friso ndo possui simetria de rotacao.

2 - O friso possui simetria de rotacdo de meia-volta.

Na figura [78] podemos observar os 7 tipos de frisos descritos anteriormente.

Figura 78: Tipos de frisos
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Figura 79: Algoritmo dos 7 tipos de frisos

de eixo vertical ?

Existe uma reflexde Existe uma reflexde de eixo horizontal
de eixo horizontal ? ou uma reflexdo deslizante?

Existe rotagao? Existe uma re
[meia volta) de eixa horizontal ? {meia valta)

pmmz pma? pmill pimil plal piiz piil
[19]

Grupo dos Papéis de Parede ou Cristalograficos de dimensao 2

A teoria dos ornamentos originou-se no estudo das formas regulares dos
cristais que obedecem a padrdes periddicos. Fedorov foi um cristalégrafo russo
que em 1891, identificou e classificou cada um deles. Foi somente nos anos
20, através dos trabalhos de Niggli e de Polya, que surgiram os 17 grupos de

simetria que sdo denominados grupos cristalograficos bidimensionais.

O nome do grupo cristalografico de cada um dos grupos de papel de parede
foi estabelecida pela Unido Internacional de Cristalografia, também conhecida

como nota¢do Hermann-Mauguin e consta de quatro simbolos ordenados:
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e Simbolo 1 - Terd a letra ¢ (centrado), quando o paralelogramo primitivo
¢ um losango que se pode emoldurar centrando-o em um retangulo e
a letra p (primitivo) em qualquer outro caso. Dos 17 grupos, existem

somente dois centrados: cm e cmm.

e Simbolo 2 - Representa a maior ordem de rotacdo que podemos encontrar.
Quando um mosaico possui um centro de rotacdo de uma determinada
ordem, também tera os outros centros divisores desta ordem. As ordens

podem ser:

Ordem 1 - Nao possui simetria de rotacao.
Ordem 2 - Possui rotagdo de angulo 180°.
Ordem 3 - Possui rotacédo de angulo 120°.
Ordem 4 - Possui rotacao de angulo 90°.
Ordem 6 - Possui rotacao de angulo 60°.

e Simbolo 3 - Representa o tipo de simetria e pode conter dois simbolos:
m do inglés "mirror- espelho, possui simetria de reflexao axial.

g do inglés "glide- deslizamento, possui simetria de reflexdo com des-

lizamento.

e Simbolo 4 - A mesma classificacdo do simbolo anterior, com respeito a

presenca ou ndo de um segundo tipo de eixo de simetria m ou g.

A identificacdo de grupos de revestimentos pode ser realizada através de um
algoritmo na forma de um fluxograma, Figura [80| onde os grupos de simetria

sdo mais facilmente compreendidos.
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Figura 80: Algoritmo dos 17 tipos de papel de parede
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Como mencionado anteriormente, Escher visitou por duas vezes Alhambra,
e somente na segunda visita, conjuntamente com suas esposa Jeta, copiaram
varios padroes encontrados nas paredes, tetos e chao do palacio. Na figura
podemos observar os 17 tipos de papel de parede encontrados em Alhambra e

os esbocos dos mesmos realizados por Escher e sua esposa, Figura



GRUPOS DOS ORNAMENTOS

Figura 81: Os 17 tipos de papel de parede de Alhambra

Fonte:

Figura 82: Esbocos de Alhambra realizados por Escher e Jeta

Fonte:
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A seguir, algumas obras de Escher com seus respectivos grupos de papel de

parede de acordo com a classificacao cristalografica pelo qual é conhecido.

Na obra "Peixe", Figura [83|destacamos o quadrado como a figura base desta
simetria e pertence ao grupo p4. Este grupo possui somente rotagoes de ordem

4 e rotacoes de ordem 2.

Figura 83: Escher e o grupo p4 de papel de parede

"Peixe- Grupo p4

Na obra "Lagarto", Figura |84] destacamos o hexagono regular como a figura
base desta simetria e pertence ao grupo p3. Este grupo possui somente rotagoes

de ordem 3.

"Lagarto- Grupo p3
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Na obra "Peixe, Pato e Lagarto", |85|destacamos o triangulo equildtero como
figura base desta simetria e pertence ao grupo p3m1l. Este grupo possui refle-
x0es e rotacdes de ordem 3. Os eixos das reflexdes sdo inclinados a 60° um

para o outro e todos os centros de rotacao situam-se nos eixos de reflexao.

Figura 85: Escher e o grupo p3m1 de papel de parede

"Peixe, Pato e Lagarto- Grupo p3ml

Na obra "Besouros", Figura [86] destacamos o losango como figura base desta
simetria e pertence ao grupo cm. Este grupo contém reflexdes e reflexdes com
deslizamento de eixos paralelos. Nao hd rotagdes e as translacbes podem ser

inclinadas em qualquer angulo umas das outras.

Figura 86: Escher e o grupo cm de papel de parede
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SUGESTOES DE ATIVIDADES

&

Trabalho realizado pela aluna T.C.

O conceito de simetria é estudado e aplicado em diversos campos da ciéncia,
da tecnologia e das artes, sendo possivel utilizar diferentes contextualizacoes
tornando-se assim um tema de facil desenvolvimento e aprendizagem. Esse
tema é de suma importancia para o entendimento das transformacgoes geomé-
tricas e um excelente ponto de partida para a construcao das nocoes de propor-
cionalidade e congruéncia.

As atividades propostas possuem uma abordagem mais significativa do tema
das isometrias, possibilitando ao aluno construir conceitos e utiliza-los na cons-

trucao de ornamentos do plano euclidiano.

Para o desenvolvimento das atividades utilizamos como recursos didaticos as

obras do artista Escher, bem como a utilizacdo de videos e o software "GeoGe-

n

bra".
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Plano de Aula

Duracdo da Atividade: 8 aulas de 50 minutos

Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio

Tema: Estudando as Isometrias Através das Obras de M.C.Escher

Objetivos:

1.

Investigar e reconhecer formas congruentes e diferentes posicionamentos

em uma superficie plana;

. Relacionar posicionamentos de figuras congruentes em situaces envol-

vendo reflexdes, translacoes, rotacoes e reflexdes com deslizamento;

. Identificar padrdes e pavimentagdes nas obras de Escher;

Reconhecer as diferentes simetrias utilizadas por Escher;

. Construir figuras simétricas através do conceito de isometria;

. Utilizar o software GeoGebra como ferramenta interativa e dindmica no

processo de aprendizagem das isometrias, possibilitando ao aluno cons-

truir, visualizar, alterar e transformar uma figura geométrica.

Reconhecer os critérios de diferenciacdo entre as simetrias através dos

pontos fixos e da orientacao do plano.
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Atividade 1

Tema: Simetrias de Reflexdo, Rotacdo e Translacdo
Duracdo: 2 aulas de 50 minutos
Recurso Utilizado : Sala de multimidia.

Esta atividade é utilizada como introducdo ao tema das isometrias, com apre-
sentacdo de pequenos videos onde o aluno possa compreender e ampliar seus

conhecimentos sobre o tema e sua relacdo com as obras de Escher.

Esses videos apresentam os conceitos de forma clara, contextualizados no
cotidiano do aluno e com destaque para questdes do Enem (Exame Nacional

do Ensino Médio) relacionadas ao tema.
Sugestoes de videos:

1. Simetrias no Enem - Reflexdo, que podera ser visualizado no endereco:
https : | Jwww.youtube.com/watch? v = 77D8Vzp8QIc
Professor Eloy Machado

Resenha do video : Video de 11 minutos que apresenta o conceito intui-
tivo e formal de Simetria e sua relacdo com a natureza, ciéncia e arte. O
conceito de reflexdo através da reta e do ponto é amplamente desenvol-

vido.

Algumas obras de Escher sdo apresentadas, bem como questdoes do Enem

que abordem a simetria de figuras e as transformacoes geométricas.

2. Simetrias no Enem - Rotacdo, que podera ser visualizado no endereco:
https : / Jwww.youtube.com/watch? v = —yh4Y JFA364
Professor Eloy Machado

Resenha do video : Video de 9 minutos onde o conceito de rotacdo é
amplamente desenvolvido com varios exemplos e algumas questoes do

Enem que envolvem esse assunto sdo discutidas detalhadamente.
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3. Simetrias no Enem - Translacdo, que podera ser visualizado no ende-

reco:
https : | Jwww.youtube.com/watch? v = ue3an AcKRIs
Professor Eloy Machado

Resenha do video : Video de 7 minutos onde o conceito de translacio
¢ amplamente desenvolvido com varios exemplos das obras de Escher
e algumas questdoes do Enem que envolvem esse assunto sdo discutidas
detalhadamente.

. Isto é Matematica - O Estranho Mundo de Escher, que podera ser visu-

alizado no endereco:
https : | Jwww.youtube.com/watch? v = 7acOWC3tzwl

Professor Rogério Martins

Resenha do video : Video de 8 minutos que apresenta poligonos, azule-
jos e pavimentacoes em museus europeus analisando suas simetrias, bem

como o estranho e maravilhoso mundo de Escher.
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Atividade 2

Tema: Identificando Tipos de Isometrias nas Obras de Escher

Duracdo : 1 aula de 50 minutos
Recurso Utilizado : Listas A, B, C e D, com trés obras de Escher em cada lista.

OrientacOes: A aula devera ser iniciada com um debate sobre as transforma-
coOes geométricas identificadas nos videos da aula anterior para posteriormente
o professor apresentar os conceitos formais de simetria e transformacoes geo-

métrica que preservam distancias (isometrias).

A seguir a turma deverad ser dividida em dupla para a realizacao da atividade
de identificacdo das simetrias utilizadas por Escher, onde cada dupla recebera

4 listas num total de 12 obras a serem analisadas.

Caso o professor ndo disponha de copias para todas as duplas, as listas pode-
rdo ser trocadas entre si e as respostas de cada dupla registradas em uma tnica
folha. De modo que ao final da aula todos tenham identificado as 12 obras

apresentadas.

Ao final da atividade o professor devera compartilhar as respostas obtidas e

fazer suas consideracoes finais.

95



96 SUGESTOES DE ATIVIDADES

LISTA A

Continuando nossos estudos, identifique em cada uma das obras de Escher,

qual ou quais apresentam simetria de reflexdo, translagéo, rotacédo ou reflexdo

com deslizamento. Justifique sua resposta.

—
Lo

=
A

d Figura A3 - Borboleta, 1948
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LISTA B

Continuando nossos estudos, identifique em cada uma das obras de Escher,
qual ou quais apresentam simetria de reflexdo, translagéo, rotacdo ou reflexdo

com deslizamento. Justifique sua resposta.

Figura B1 - Pdssaro e Peixe, 1938

£ &2yl
Pty
“Cuyi’

V

Figura B2 - Anjo e Deménio, 1941

Figura B3 - Palhacos, 1938
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LISTA C

Continuando nossos estudos, identifique em cada uma das obras de Escher,
qual ou quais apresentam simetria de reflexdo, translagéo, rotacédo ou reflexdo

com deslizamento. Justifique sua resposta.

Figura C1 - Dois Passaros, 1938

Figura C2 - Cavalo Marinho, 1937

B Figura C3 - Peixe, 1942
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LISTA D

Continuando nossos estudos, identifique em cada uma das obras de Escher,
qual ou quais apresentam simetria de reflexdo, translacdo, rotacdo ou reflexao

com deslizamento. Justifique sua resposta.

Figura D1 - Ledo Alado, 1945

3 d Figura D2 - Lagarto, 1942
0 YBR| UETA B SR

> J}S‘ v ©
ARA

Figura D3 - Lagarto, Peixe e Morcego, 1952
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Atividade 3

Tema: Construindo Uma Tesselacdo Através das Obras de Escher

Duracdo : De 2 aulas de 50 minutos

Recurso Utilizado : Sala de multimidia, cartolina, régua, tesoura, lapis de

cor e caneta colorida.

O inicio desta atividade deverd ser a apresentacdo de dois pequenos videos
sobre Tesselagoes, sendo o primeiro um video somente com tesselacoes de Es-
cher e o segundo um video demonstrando a técnica de construcdo. Apesar do
segundo video ser em inglés, os alunos conseguem compreender facilmente a

técnica utilizada.
Sugestao de Videos:

1. Escher’s Tessellations, que podera ser encontrado no endereco:
https : | Jwww.youtube.com/watch? v = njp6yexWb fw
Autora : Sarah M.

Video de 6 minutos somente com apresentacdo das obras que Escher uti-

lizou a técnica de pavimentacao.

2. Simple Tesselation English, que poderd ser encontrado no endereco:
https : / Jwww.youtube.com/watch? v = t]YtBF6gt4c
Professor : Arving Gupta

Autor : Ashok Rupner - Fundacao Tata Trust
Video de 2 minutos em inglés, ensinando a fazer uma pavimentacao atra-
vés da construcdo de um passaro obtido de um quadrado. Apesar do

video ser em inglés, ele é de facil compreensao por ser bem detalhista.

Apés a apresentacdo dos videos cada aluno deverd construir e colorir uma
Tesselacdo utilizando as técnicas e conceitos adquiridos. O professor pode es-

tipular ou ndo, o tamanho do poligono inicial que poderd ser um quadrado,
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triangulo equilatero, hexagono regular ou retangulo para que o aluno possa
iniciar os recortes formando uma nova figura geométrica que serd utilizada
para preenchimento do plano, ou seja, tesselacdo. O professor podera aprovei-
tar este momento para abordar o tema dos dngulos formados pelas figuras de
uma tesselacdo e o porque somente estas quatro figuras geométricas poderdo

ser utilizadas.
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Atividade 4

Tema: Isometrias no GeoGebra
Duracgéo : De 2 a 3 aulas de 50 minutos
Recurso Utilizado : Sala de informatica, software GeoGebra

Nesta atividade o aluno deverd explorar o software GeoGebra, afim de co-
nhecer algumas de suas ferramentas e testar seus conhecimentos adquiridos

em isometrias.

Caso a escola ndo disponha de nimero suficiente de computadores, os alunos
poderao sentar-se em duplas de modo que ambos possam conhecer e explorar

o software.

Sugerimos uma aula para apresentacao das ferramentas e construcdo de figu-
ras geométricas basicas, antes da execucao do roteiro proposto abaixo, fazendo

assim com que os alunos se familiarizem com o software.

Roteiro:

Sugiro que todos os computadores ja estejam com o programa aberto e com

a opcao malha e eixos desabilitada.

1. Construa um poligono de sua preferéncia;

2. Construa uma reta ao lado deste poligono;

3. Selecione a opcao reflexdo e salve na opg¢éo "gravar como". Figura |87},
4

. Verifique que se alterar o formato da figura original a imagem obtida

através da reflexdo também sera alterada.
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Figura 87: Geogebra com exemplo de reflexdo

- (348,378)
-(12.98,3.9%)
-(212,204) o
39,2.24)

Fonte: Confeccdo da autora através do software GeoGebra

5. Para a construcao de uma isometria de rotacdo serdo necessarios um po-

ligono e um ponto do plano.

6. Selecione o poligono, o ponto e um determinado dngulo. Figura [88;;

Figura 88: Geogebra com exemplo de rotacao
ool =] +]

Fonte: Confeccdo da autora através do software GeoGebra

7. Para a construcdo de uma isometria de translagéo serdo necessarios cons-

truir um poligono e um vetor.
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8. Selecione o poligono e o vetor. Figura[89}

Figura 89: Geogebra com exemplo de translacdo

Envaca

Fonte: Confec¢io da autora através do software GeoGebra

9. Para construir uma reflexdo deslizante, o aluno podera escolher se vai
iniciar pela reflexdo ou pela translacdo. Observe que ndo importando a

ordem das isometrias aplicadas a imagem final serd a mesma. Figura[90]

Figura 90: Geogebra com exemplo de reflexdo com deslizamento

£ exemplo de Reflexdo deslizante.

janela Ajuda Entrar

HENED =

2=z

>
EA » Janela

Fonte: Confeccdo da autora através do software GeoGebra
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Trabalho realizado pelas alunas A.F. e K.C.

Foram desenvolvidas atividades voltadas ao tema das isometrias utilizando
as obras de Escher como agente motivador e foram aplicadas em 120 alunos

do 3° ano do Ensino Médio de uma escola publica.

Alguns de nossos alunos desconheciam o conceito de transformacdo geomé-
trica que preserva distancias e apesar do tema ndo estar presente no conteudo

curricular do 3° ano, foi utilizado como revisdo para o ENEM.

No primeiro momento, os alunos foram estimulados a apresentarem seus
conceitos pessoais sobre simetria e muitos associaram rapidamente a estética
corporal, pois simetria é um conceito inerente ao ser humano e nos sentimos

naturalmente atraidos por tudo que é simétrico.

Ap0ds trocarem ideias, sem conhecimento do conceito formal sobre simetria,

os alunos registraram suas observagdes sem qualquer intervencdo da profes-
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sora, pois o objetivo era que conseguissem perceber o quanto a simetria esta

presente em nossas vidas.

Num segundo momento, a professora apresentou os conceitos matematicos
necessarios e em seguida os alunos foram levados a sala de video para que
assistissem aos videos do professor Eloy Machado, cujos temas sdo sobre as
Simetrias no Enem, com aplicacoes dos conceitos e também algumas questdes
envolvendo reflexdo, rotacdo, translacao e reflexdo deslizante. Isso despertou
grande interesse por parte deles, além do que, Escher é varias vezes menci-
onado, pois muitas de suas obras apresentam conceitos matematicos de fdcil
percepcdo. A apresentacdo foi interrompida em alguns momentos para que
eles resolvessem os problemas propostos antes da visualizacdo dos resultados
e conseguiram facilmente encontrar a alternativa correta. O video sobre as
obras de Escher foi bastante apreciado devido as técnicas, os movimentos e as
cores utilizadas. Muitos ficaram admirados em perceberem tantos conceitos

matemadticos numa obra cujo artista ndo era matematico.

Num terceiro momento os alunos foram divididos em duplas e cada dupla
recebeu listas com 12 diferentes obras de Escher para que fossem analisadas,
identificando assim, quais os tipos de simetrias encontradas em cada uma de-

las.

Os poucos erros apresentados nas andlises das obras (somente 4 alunos),
foram os relacionados com as reflexoes deslizantes, demonstrando assim que
o objetivo proposto foi alcancado, onde o aluno participa ativamente do seu

processo de aprendizagem.

Num quarto momento, os alunos foram levados novamente a sala de mul-
timidia e assistiram a dois videos relacionados as técnicas de tesselacdo de
Escher e criacdo de um motivo geométrico. Ao retornarem para a sala de aula,
a professora solicitou que trabalhassem em dupla ou individualmente e todos
receberam um quadrado de cartolina com lado 7 cm para que criassem um
motivo geométrico com recortes para ser utilizado na tesselacdo de uma folha
de sulfite.
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Figura 91: Aplicacdo da atividade 3

Fonte : Arquivo pessoal da professora

As atividades foram realizadas durante 3 aulas, sendo uma somente para a
criacdo do padrado e as restantes para a pintura e acabamento. Todos partici-
param ativamente e ndo foi observado qualquer dificuldade para a realizacao

desta atividade. O registro da aplicacdo pode ser observado na Figura

Todos os trabalhos que ilustram o inicio de cada capitulo desse estudo, fo-
ram desenvolvidos nesta atividade onde os alunos partiram de um quadrado
para pavimentar uma folha de sulfite. Na figura [92| apresentamos alguns dos

padroes utilizados.

Num ultimo momento, os alunos foram levados a sala de informatica para
a visualizacdo e construcdo de figuras, bem como suas transformacoes geo-
métricas, utilizando o software "GeoGebra". A aplicacdo desta atividade foi
prejudicada pelo nimero reduzido de computadores, pois poucos estavam fun-

cionando perfeitamente.
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Figura 92: Alguns padroes criados pelos alunos

Fonte : Arquivo pessoal da professora

Os resultados obtidos na aplicacdo das atividades propostas, foram muito
bons. Os alunos sentiram-se estimulados a estudar as isometrias, pois a ex-
ploracdo dos elementos matematicos presentes nas obras de Escher é de facil
visualizacdo e entendimento, consequentemente, os conceitos foram assimila-

dos facilmente e resultando em excelentes trabalhos.



CONSIDERACOES FINAIS

s FF\ T

Trabalho Realizado pela aluna S.G.C

Este estudo teve como objetivo utilizar as obras do artista M. C. Escher como
subsidio ao ensino das isometrias, demonstrando assim que a matematica pode
ser estudada e compreendida de uma maneira diferente e agradavel, pois as
obras de Escher nos fascinam com conceitos de padrdes, movimentos, continui-

dades e ambiguidades.

E realmente incrivel estudar sobre este artista que levava meses de trabalho
e estudos prévios, para que suas obras fossem claramente definidas da melhor
maneira e com a maior exatiddo. Tudo que fazia era resultado de longa pes-
quisa pois ndo se permitia nenhuma liberdade artistica, sem que antes tivesse

encontrado alguma regularidade em seus projetos.

Escher obteve efeitos surpreendentes e inicos em suas producoes e isso € o
que o torna especial, pois suas obras estdo repletas de padroes, regularidades,

proporcoes, ordem e beleza. Conceitos que o aproximam cada vez mais da
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matemadtica. Chegou até mesmo a ser chamado por alguns, como um artista

com "alma"de matematico.

O estudo da obra de Escher nos permitiu compreender as diferentes possibi-
lidades e familiaridades entre saberes produzidos nas praticas desse artista e

nas praticas da matematica escolar.

Foi extremamente gratificante observar que a aquisicdo do conhecimento
matematico precisa estar associado ao envolvimento do aluno, pois todas as
atividades propostas foram muito bem recebidas e o interesse em aprender

algo novo, compreensivel e agradavel era visivel a todos.

Espero ter contribuido para que outros professores possam encontrar novas
propostas de transformar a sala de aula em um local onde o aluno possa se
sentir estimulado a construir seu proprio conhecimento, ampliando assim seus
horizontes e acreditando que a matematica pode e deve ser vista como algo

prazeroso e extremamente presente em sua vida.
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