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RESUMO

Nesta dissertacdo exploramos o nimero de ouro, ou razdo aurea & presente em
diferentes contextos como segmento dividido em média e extrema razao, o retdngulo
aureo, os tridngulos dureos e o pentagono regular. Em especial, os tridngulos dureos
de um pentdgono regular, chamados de tridngulos centrais de ouro e a obtencao da
razdo aurea através das relacoes das areas dos triangulos; através das relacoes entre
os incentros, ortocentros, circuncentros e lados dos tridngulos. Construimos circulos
de 9 pontos e destacamos a presenca da razdo durea, em sua maioria, na reta central
dos tridangulos de ouro, limitadas pelo vértice comum e o ponto médio de sua base
isdsceles e o centro de cada circunferéncia de 9 pontos. Apresentamos ainda, propostas
de atividades, em sala de aula, para abordar de maneira diferenciada com os alunos o

numero de ouro ®, acompanhadas de suas resolugdes presentes em um apéndice.

Palavras-chave: razdo aurea, tridngulo de ouro curto, triangulo de ouro alto.

ix






ABSTRACT

In this dissertation we explore the number of gold, or golden ratio ® present in dif-
ferent contexts as segment divided into average and extreme ratio, golden rectangle,
golden triangles and regular pentagon. In particular, the golden triangles of a regu-
lar pentagon, called central golden triangles and the attainment of the golden ratio
through the relations of the triangle areas; through the relationships between the in-
centers, orthocentres, circumcenters, and sides of the triangles. We construct a circle
of 9 points and we emphasize the presence of the golden ratio, for the most part, in the
central line of the golden triangles, limited by the common vertex and the midpoint
of its isosceles base and the center of each circumference of 9 points. We also present
proposals for activities in the classroom to approach students in a differentiated way

the number of gold ®, accompanied by their resolutions present in an appendix.

Keywords: golden ratio, short golden triangle, high golden triangle.
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INTRODUCAO

Este trabalho foi elaborado visando a despertar no aluno de Educacdo Basica o in-
teresse pelo estudo da Matematica, associando as relagdes entre varios temas centrais
algébricos e geométricos e buscando significado para cada etapa, pois de acordo com
os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica, o ensino deve proprorcionar ao
aluno um desenvolvimento da capacidade de raciocinio 16gico matematico e formar
cidadaos criticos, resolvendo os problemas que a vida em sociedade apresenta, com

habilidade de fazer inferéncias e apresentar argumentagdes concisas.

Sabemos que os nuimeros e suas relacoes fazem parte da histéria da humanidade,
despertando o encantamento e curiosidade de muitos estudiosos. Desde os tempos de
Euclides (século III a.C.), dos Pitagéricos (século V a.C.) até os dias atuais os homens
dedicam os estudos a Matemadtica procurando proporcdes, padroes ou até regularida-
des em objetos, na natureza e até no universo. Muitas descobertas se deram a partir

do encantamento que os nuameros provocam.

Um problema que chamou a atenc¢éo dos estudiosos em Matemadtica, desde Euclides,
foi a incomensurabilidade de um segmento, pois é possivel construir dois segmentos
cuja razdo entre eles nio pode ser expressa por ntimero racional. E o caso do niimero
7t (pi), de aproximadamente, 3, 1416... que é a razdo entre a medida do comprimento
de uma circunferéncia e a medida de seu didmetro; o nimero e, ou numero de Euler,
em homenagem ao matematico sui¢o Leonhard Euler, é a base dos logaritmos naturais
e também utilizado no célculo de juros compostos. Seu valor é, de aproximadamente,
2,7182.... Mas também do numero ¢ (Fi), de aproximadamente, 1,61803..., nimero
que esta presente em nosso meio de variadas formas: na arte, na arquitetura, na

natureza, em formas geométricas, e até em algumas razoes matematicas.

Pensando nisso, nosso estudo se baseara nas relagdes existentes nos tridngulos dou-
rados curto e alto que formam um pentagono regular inscrito em uma circunferéncia,

isto é, relacoes que apresentam o numero de ouro P.

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos e um apéndice de modo que no pri-

meiro capitulo serd apresentado, apds uma breve contextualizagdo histérica, o que é
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o numero de ouro e uma forma algébrica de obtencdo a partir de um segmento, divi-
dindo em média e extrema razdo. Estudaremos, na forma de exemplos, aproximacoes
para o numero de ouro a partir de radicais e de fracdes continuas. Faremos uma cons-
trucdo geométrica de uma divisdo durea em um segmento qualquer e apresentaremos

duas propriedades envolvendo o nimero de ouro.

No segundo capitulo, evidenciamos a presenca do nimero de ouro a partir da razdo
dos lados em dois tipos de tridngulos isésceles: o curto, com angulos de 36°, 36° e
108°; e o alto, com angulos de 72°, 72° e 36°. Construiremos uma espiral formada
a partir de triangulos dourados inscritos infinitamente a partir de cada uma de suas
bissetrizes. Apresentaremos uma forma de construir retdngulo com secdes douradas,
bem como espiral a partir de infinitos retangulos dureos semelhantes e inscritos no
retdngulo dureo inicial. E, estudaremos a presenca do numero de ouro no pentdgono
regular a partir da razdo de uma diagonal com o lado, e dos segmentos formados pelas

interseccoes das diagonais.

No terceiro capitulo, estudaremos a presenca do nimero de ouro no pentagono re-
gular a partir das relacdes entre os triangulos dourados curto e alto nos vértices do
pentagono regular e os seus pontos de incentro, ortocentro e circuncentro. Encontra-
remos também o nuimero de ouro nas relacoes dos centros dos circulos de nove pontos
formados pelos triangulos dourados curto e alto do pentdgono regular e seus incentros

e circuncentros.

No quarto capitulo, apresentaremos seis propostas de atividades para os alunos com
objetivo de ampliar o repertério matemadtico nas suas resolucoes e despertar o interesse
pelo estudo da Matemadtica, encontrando o nimero de ouro nas construcoes geométri-
cas com segmento dividido em média e extrema razdo, retdngulo dureo e pentdgono
regular e suas diagonais; na relacdo entre dreas de tridangulos dourados alto e curto,
nesta ordem, a partir dos vértices de um pentdagono regular; e nas relacoes dos la-
dos de um tridngulo isésceles curto (36°, 36° e 108°) com seu incentro, ortocentro e

circuncentro.

Por fim, este trabalho aborda um apéndice com as resolucoes e demonstracoes das
propostas de atividades dos alunos presentes no capilulo quarto, visando um melhor

aproveitamento pelo educador.

Néao podemos deixar de relatar que as figuras presentes neste trabalho foram criadas
com o auxilio de um recurso computacional denominado Geogebra, na versdo 5.0: um

software livre, de matematica dindmica, criado para o ensino e aprendizagem da ma-
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tematica, agrupando recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade,

estatistica e calculos simbdlicos em um mesmo ambiente.






O QUE E O NUMERO DE OURO

Neste primeiro capitulo da dissertacdo, apresentaremos alguns conceitos que serdo
Uteis para o desenvolvimento do trabalho. Definiremos o ntimero irracional & que
corresponde a razdo durea, explorando algumas propriedades e discutiremos algumas
formas de obtencdo aplicando o conceito da razdo extrema e média bem como onde
encontramos a razdo durea. Faremos a constru¢do geométrica da razdo durea com
régua e compasso e discorreremos sobre o conjugado do numero $. Para isso nos
valeremos das referéncias [3]], [50, [6], [10], [11].

1.1 O QUE E 0O NUMERO DE OURO

O numero de ouro ou proporcdo durea € uma constante real algébrica irracional que
na literatura matematica tinha por simbolo a letra grega tau (), indicando “a segdo”
ou “o corte”. Porém, o matematico americano Mark Barr deu a razio o simbolo de Fi
(®), no inicio do século XX, a primeira letra grega do nome de Fideas, em homenagem
ao escultor que viveu entre 490 e 430 a.C. As maiores realizacoes de Fideas foram o
“Partenon de Atenas”, com suas estruturas contemplando as propor¢oes douradas, bem
como a largura entre as colunas e suas alturas e o “Zeus” no templo de Olimpia. Este
numero também é conhecido como razdo durea, razdo de ouro ou média e extrema

razdo. Se apresenta numa infinidade de elementos da natureza e é definido como:

Definicdo 1.1. Dado um segmento AB, dizemos que um ponto X € AB divide o

— . _AB AX )
segmento AB em medla € extrema razao se ﬁ = XiB Neste caso, 0 numero real
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A AX
%(: X—B), também denotado pela letra grega @, é chamado de razao durea

(ou razao dourada).

positivo

Sendo AB = x e AX =y, conforme ilustrado na Figura[I] temos que

E = y = CI)
y x—y
Segue que x = y®. Logo,
ye _ _ Y
y y®-vy
Consequentemente,
PP-®-1=0 (1.1)

cujas raizes séo:

1 +2\@ =1,6180339887498948482045868343656381177203091 . ..
1-+5
> = —0,6180339887498948482045868343656381177203091 ...

A solucdo positiva nés chamamos de ntiimero de ouro ou niumero & . Ja a solucdo ne-
gativa é conhecida como o conjugado do niumero ® cujo simbolo podemos representar

por ® ou simplesmente por ¢ , pois a sua soma com o ntimero & resulta em 1.

Entéo, por (1.1)), temos que:

1+¢5+1—v@
2 2

Observacdo 1.1.1. O produto das raizes de (1.1) resulta em —1, isto é, ®D = —1,
1

podendo-se afirmar que ® = —

D+ = =1.

1++/5

5 ed =

. Entao, o

1—-+/5
Demonstragdo. Sejam as raizes da equacao ll D= 2\[
produto das raizes, sdo:
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PP = = =—1.
2 2 4
Temos ainda que
11 2 _1—\/5_6
@ 1+v5  1+5 2 '
2

O]

O numero aureo é conhecido ha muitos anos. Ja no livro Os Elementos VI, Euclides
trata de um problema de seccionar um segmento em extrema e média razdo. Menciona,
em [3]], o corte de uma reta finita em extrema e média razio.

A X B
° o °

Figura 1: Ponto X dividindo o segmento AB em média e extrema razéo

O segmento obtido através da definicdo anterior pode ser encontrado também de
maneira geométrica, mais precisamente utilizando régua e compasso, mas deixaremos

o processo de construcdo para discussdo na préxima secao.

1.2 MAIS ALGUMAS FORMAS DE OBTENGAO DO NUMERO DE OURO

Na secdo anterior vimos que a forma quadrdtica (1.1) resulta na razdo durea. Nesta
secdo vamos manipular a equacdo quadratica a fim de encontrarmos outras relacoes
matematicas para o numero aureo e também realizaremos algumas construcoes geo-

métricas onde obteremos a razdo aurea.

Exemplo 1.1. A seguir mostraremos como escrever uma aproximac¢do para o numero

aureo a partir de radicais:

A partir da equacéo (1.1) encontramos:

P =D +1.
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Aplicando em ambos os membros o radical, encontramos:

O=v1+d.

aplicando recursivamente este resultado, encontramos:

<I>=\/1+\/1+\/1+\/1+.... (1.2)

Exemplo 1.2. A seguir mostraremos como escrever uma aproximacdo para o nimero

aureo a partir das fracGes continuas:

A partir da Equacéo (1.1) encontramos:

P2 =D +1.

Dividindo por & a equacdo podemos escrever que:

1
d=1+—. 1.3
3 (1.3)

Usando recursivamente este resultado para & obtemos:
1
D=1+ i : (1.4
1+ —
1
T+ 1
=
1+—

Exemplo 1.3. Utilizando régua e compasso, obteremos um ponto M seccionando um

segmento AB, obtendo uma razao durea conforme Figura

1. Trace um segmento qualquer AB ;

2. Trace uma perpendicular BC ao segmento AB de tal modo que o comprimento

BC seja igual a metade do comprimento AB ;

3. Trace um segmento do ponto A até o ponto C, determinando o triangulo AABC

retdngulo em B ;
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4. Trace uma circunferéncia de raio BC com centro em C, determinando o ponto N
no segmento AC ;

5. Trace a circunferencia de raio AN com centro em A, determinando o ponto M

no segmento AB .

Figura 2: Ponto M dividindo o segmento AB na razio durea

Na Figura |2|o ponto M estd dividindo o segmento AB na razdo durea, isto é,

AB _AM _

AV BM T

O resultado desta construcao pode ser facilmente demonstrado conforme segue:

Demonstragdo. Sejam as medidas dos segmentos AB = x e BC = NC = * Aplicando o

teorema de Pitdgoras temos que:

2_ .2, %X
AC —x+4
Aczgxfa

Sabendo que AN = AM e que BC = CN podemos calcular que:

AM = AC — BC
X X
AM =257
X
AM—§<\/5—1).

Entdo, podemos obter que:

AB x V5+1

AM ~ (\@_1) T2

D.

N &
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Portanto,
AB

AM
O

Constatamos ao longo desta secdo, na forma de exemplos, como podemos obter
aproximacdes da razdo durea através de radicais em (1.2), mas também podemos ob-
ter aproximacoes para o nimero P através de fracdes continuas em (I.4). Verificamos
também como obter uma razdo aurea através de um segmento de medida qualquer
apenas utilizando régua e compasso e na proxima secdo apresentaremos algumas pro-

priedades que estdo contidas na razdo durea.

1.3 ALGUMAS PROPRIEDADES QUE ENVOLVEM O NUMERO DE OURO

Nesta secdo apresentaremos duas propriedades que o numero de ouro apresenta,
seguidas de suas devidas demonstracoes. A primeira relaciona a poténcia de nimeros

inteiros e a segunda o somatdrio de niimeros inteiros negativos.

Propriedade 1.1. Dados quaisquer trés nimeros inteiros consecutivos n,n+1,n + 2, en-

tdo serd sempre verdade que ®" + ®"*1 = P"+2,

Demonstracdo. Pela Equacéo (1.1), temos que ®? = 1 + ®. Assim,
D"+ DM = D" (1+ D) = PP = P
O

Propriedade 1.2. A série de todas as poténcias de ® com expoentes inteiros negativos é

iguala @, isto &, ) ® " = .

n=1
[ee]
Demonstragdo. A soma infinita Z " = ® é a série geométrica cujo primeiro termo é
n=1
1
1 . .1 . - . )
g € CWarazdo & o < 1. Assim, esta série converge para o numero real S = — =
1— —
)

o1 o1 o1

2 _ _
L. Segue da Equacéo 1! que S = i = o(@-1) =o.
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No préximo capitulo abordaremos o nimero de ouro na Geometria, verificando sua

presenca em algumas formas geométricas.






O NUMERO DE OURO NA GEOMETRIA

Neste capitulo buscaremos a razdo durea tridngulos curto e alto, no retdngulo, no
pentagono regular, bem como nas espirais. Veremos algumas aplicacdes da razdo aurea

com a Natureza, na Arquitetura e nas Artes. Para isso nos valeremos das referéncias

(311, (50, ed, [11].

2.1 TRIANGULOS AUREOS

Nesta secdo estudaremos o triangulo isdsceles de ouro que serd muito util para o
desenvolvimento deste trabalho. Veremos que pode se apresentar de duas maneiras:
o triangulo isdsceles alto e o tridngulo isosceles baixo ou curto. Veremos a diferenca
entre suas defini¢des e apresentaremos suas construcoes. A seguir temos as definicoes
de ambos triangulos isdsceles e em seguida mostraremos que num triangulo isdsceles

aureo podemos inscrever infinitos tridngulos isdsceles dureos.

Definicdo 2.1. Dizemos que um triangulo isésceles é um tridangulo de ouro curto

quando a razdo entre a medida da base e a medida de um dos lados congruentes,

V5+1

nesta ordem, corresponde a razdo aurea, isto €, resulta em 5

Proposicao 2.2. Todo tridngulo cujos dngulos medem 36°,36° e 108° é um tridngulo de

ouro curto.

13
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Figura 3: Tridngulo isdsceles curto

Demonstragdo. Sejam, AB = x, BC = AC =y, conforme ilustrado na Figura Tracare-
mos um segmento CD cujo ponto D seja intersec¢iio do segmento AB de maneira que
a med(BéD) = 36°. Em seguida podemos observar que o tridangulo A ABC foi dividido
em dois tridngulos isdsceles sendo o ABCD ~ AABC pelo caso dngulo-lado-angulo.

Podemos obter seus lados conforme segue:

Figura 4: Tridngulo de ouro

Pela relacdo de semelhanca nos tridngulos AABC e ABCD , temos que:
AC _ AB
BD BC’
Ou podemos escrever conforme segue:

y _x
xX—y y

Multiplicando ambos membros por (x — y) v , temos que:

V=Ex(x—y).

Ou ainda,
x> —xy —y*=0.



2.1 TRIANGULOS AUREOS

Desenvolvendo a equacdo quadratica, temos que:

YEVE+E? y+yV5
= 2 T

x
X
Logo, se y # 0, temos que:
x 1+ V5
y 2
A . AB
Portanto, em um tridngulo de ouro curto AABC a razdo — = ®. O

AC

Definicao 2.3. Dizemos que um triangulo isdésceles é um tridngulo de ouro alto (ou

longo) quando a razdo entre a medida de um dos lados congruentes e a medida da

V5+1

base, nesta ordem, corresponde a razdo aurea, isto €, resulta em B

Proposicao 2.4. Todo tridngulo cujos dngulos medem 72°,72° e 36° é um tridngulo de

ouro alto.

Figura 5: Tridngulo isdsceles alto

Demonstragdo. Sejam AC = BC = x, AB = y, conforme ilustrado na Figura |5} Tra-
caremos a bissetriz do angulo ABC obtendo o ponto D pertencente ao segmento AC.
Em seguida podemos observar que o tridngulo AABC foi dividido em dois tridngulos
isosceles sendo o AADB ~ A ABC pelo caso angulo-lado-angulo. Podemos obter seus

lados conforme segue:
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Figura 6: Tridngulo de ouro

Pela relacdo de semelhanca nos tridangulos AABC e AADB , temos que:
AB _AC
AD AB’
Ou podemos escrever conforme segue:
y o x
x—y Y

Multiplicando ambos membros por (x — y) v , temos que:

v =x(x—y).

Ou ainda,
X —xy—y*=0.

Desenvolvendo a equacio quadratica, temos que:

YEVA+A? y+yV5
- 2 )

X

Logo, se ; # @, temos que:

x 1++/5
y_ 2

Portanto, em um tridngulo aureo alto A ABC a razdo o.

AC _
AB



2.2 RETANGULO AUREO

A seguir, apresentaremos a construcdo de uma sequéncia inscrita e infinita de trian-

gulos isdsceles dureos.

1. Construir um tridngulo is6sceles ndo equildtero AABC de base AB e med(ACB) =
36°;
2. Marcar o ponto D no segmento AC, tal que D seja a intersecciio do segmento

‘AC com a bissetriz de ABC;

3. Marcar o ponto E no segmento BD, tal que E seja a intersec¢éo do segmento BD

com a bissetriz de BAC ;

4. Repetir o processo anterior para marcar os pontos F, G e H.

Figura 7: Triangulos isdsceles inscritos

2.2 RETANGULO AUREO

Podemos encontrar na Arquitetura e na Arte, com certa frequéncia, a utilizacao de
formas geométricas retangulares na proporg¢ao durea por trazer uma agradavel propor-
cao aos olhos de quem as véem. Alguns exemplos sdo o edificio sede da Organizacdo
das Nacoes Unidas em Nova lorque, o Partenon em Atenas, Zeus no templo de Olimpia,
em obras de Leonardo Da Vinci como Monalisa e Sdo Gerolamo, nas obras de Sandro
Botticelli como O nascimento de Vénus e tantos outros que a utilizaram em seus tra-

balhos. E nesta secdo abordaremos o retangulo dureo, explorando a sua construcdo
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geométrica, obtendo o nimero & através da razdo, validada pela demonstracdo. Fare-

mos ainda construgao de retangulos aureos inscritos em um retangulo aureo inicial.

Definicao 2.5. E chamado de retangulo dureo todo retangulo cuja razdo entre o seu
comprimento (dimensdo maior) e a sua largura (dimensdo menor) resulte na propor-

cdo aurea.

Isto é, um retangulo [JABCD, com AB > BC, sera dito retdngulo dureo se e somente

AB
— =.
SeBC

A construcdo de um retadngulo aureo pode ser feita de acordo com os seguintes

passos:

1. Construir um quadrado JAEFD (figura[8);
2. Marcar o ponto médio do segmento AE e denoté-lo por G;

3. Marcar o ponto B sobre a semirreta zﬁ , tal que seja a intersecgdo do arco de

circulo cujo centro e raio sdo, respectivamente, o ponto G e o segmento GF;

4. Marcar o ponto C na intersec¢do da semirreta lﬁ com perpendicular da semir-
reta zﬁ no ponto B.

Figura 8: Retdngulo dureo

Para verificarmos que o retdngulo [JABCD é um retangulo dureo como na Figura

faremos a demonstracdo abaixo:

Demonstragdo. Sejam as medidas dos segmentos AE = EF = x. Como G é ponto médio

de AE temos que GE = g Podemos notar que AFEG é um tridngulo retangulo em E.
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Entéo, aplicando o Teorema de Pitdgoras podemos encontrar a medida de GF que tem

mesma medida de GB pois sdo raios do mesmo arco.

GF? = GE? + EF?

2
2
GF = xz+x2
xv'5
F=——.
G 2
Como GE:AG:%temosque:
AB=AG+GB
AB_x+x\f5_x(\@+1)
2 2 2 '

Logo, aplicando a definicdo [2.5|temos que:

x( 5+1>

AB_ T3 _ V541
BC X 2
Portanto, A
B
— =,
BC

O

Analogamente a secdo anterior, é possivel inscrever infinitos retangulos semelhantes
a partir de um retangulo dureo inscrevendo quadrados cujo lado é a menor medida
do retangulo circunscrito. Neste processo recursivo, obtemos os infinitos retangulos

aureos.

2.3 ESPIRAIS

Nesta secdo serdo apresentados modelos de espirais formados a partir das constru-
coes de infinitos tridngulos dureos e infinitos retangulos dureos descritos nas secoes

anteriores e buscaremos esclarecer o procedimento para se chegar a espiral de cada
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Figura 9: Retangulos aureos inscritos no retangulo dureo

Figura 10: Espiral gerada a partir do tridngulo dureo alto

um destes modelos. A importancia destes modelos nos remete a semelhanca com algu-
mas situacoes da natureza. Podemos visualizar nestes modelos na formagédo de nossa
Via Lactea, nos girassois da familia compositae, nos moluscos nautilos, nas ondas do

mar, nos furacdes e nos redemoinhos.

A primeira espiral é formada a partir da sequéncia de triangulos dureos inscritos
num dado tridngulo dureo alto. Com a bissetriz de um dos dngulos de medida igual a
72° do triangulo de ouro alto, obtemos um tridngulo de ouro curto. O vértice do angulo
de medida 108° do triangulo de ouro curto é o centro do primeiro arco da espiral e
seu raio é a medida do lado congruente do tridangulo de ouro curto. O processo assim

continua na construcao da espiral, como na Figura

Ja os infinitos retangulos dureos incritos que foram construidos na se¢do anterior

descrevem uma espiral a partir dos infinitos arcos consecutivos cujos raios sdo o lado
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Figura 11: Espiral gerada a partir do retangulo dureo

de cada um dos quadrados inscritos nos retangulos aureos e o centro € o vértice supe-

rior do quadrado que faz fronteira com o retangulo formado pela divisdo, conforme a

Figura

2.4 PENTAGONO

Nesta secdo serd apresentado o pentdgono regular e a relacdo com a estrela de cinco
pontas, observaremos alguns segmentos dureos contidos e faremos as demonstracoes

cabiveis.

Ao longo da histéria, observamos que a razdo durea é conhecida desde os Pitagéricos
de 500 anos a.C. e que os fildsofos da escola pitagorica ja conheciam os cinco sélidos
geométricos regulares: tetraedro, cubo, octaedro, icosaedro e dodecaedro, sendo este

formado a partir de faces pentagonais regulares com muitos segmentos aureos.

Apesar de estudos apontarem indicios que a estrela de cinco pontas era conhecida
nos séculos IV a III a.C. devido a registros encontrados em formas deste desenho, fo-
ram os pitagodricos que divulgaram o pentagrama ou triangulo triplo que se tornaria o

simbolo da Sociedade de Pitagoras.

Seguiremos verificando dois lemas que envolvem as relacoes no pentadgono regular

a partir de seus lados e diagonais.

Lema 2.6. Em todo Pentdgono Regular a intersecgdo de duas diagonais quaisquer divide

cada uma em média e extrema razdo.
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Figura 12: Pentagrama inscrito em um pentdgono regular

Por exemplo, sendo ABCDE um pentdgono regular e { P} = AD N BE, temos que em
relacfio a diagonal AD do pentdgono regular ABCDE, o ponto P a divide em média e

extrema razao de acordo com a Definicao (1.1).

Figura 13: Secdes douradas no pentdgono regular

AD PD

PD AP
Demonstragdo. Denote por d = BE = AD epora = AB = BC =CD = DE = AE. Os
dois triangulos AABE e AAED formados na Figura [13|sdo isésceles, com dois lados
de medida a e o terceiro d. Como med(BAE) = med(AED) = 108° entfio os 4ngulos das
bases dos tridngulos AABE e AAED medem 36°, de modo que estes tridngulos sdo
aureos curtos. Com isso podemos verificar que os tridangulos AAPB e AAEP, internos
ao tridngulo ABEA sao isdsceles, pois med(PﬁE) = med(DAE) =36°e med(BgP) =
med(BAE) — med(PAE) = 108° — 36° = 72°. Como med(EBA) = med(PBA) = 36°,
entio med(APB) = 72° e, como med(AEB) = med(AEP) = 36° temos que med(APE) =
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108°. Logo, os triangulos AAPB e AAEP séo isdsceles, sendo as medidas dos lados
AB, AP e BP do triangulo A APB iguais a a, d — a e a, respectivamente, e as medidas
dos lados AP, PE e AE do triangulo AAEP iguais ad — a, d — a e a, respectivamente,
conforme dados inseridos na Figura A andlise para o tridangulo APED ¢é analoga.

Temos que sdo semelhantes os triangulos AABE e APAE, donde segue que

BE _AE

AE  PE’
isto é

g_ a

a d—a

Mas, BE = AD, AE = PD =ae PE = AP, de modo que
AD _ PD
PD AP’
Portanto, concluimos que o ponto P divide a diagonal AD em média e extrema

razao. O

Segue diretamente do Lema [2.6/uma relagédo entre a medida da diagonal e do lado

de um pentagono regular qualquer.

Corolario 2.7. Em todo pentdgono regular, a razdo entre a medida de uma diagonal

1
qualquer d e a medida do lado a resulta na razdo dourada, isto €, ® = Z =3 (\@ + 1).

Demonstragdo. Com as notacdes da demonstragdo do resultado anterior, temos que

O]

Conforme o Coroldrio [2.7|temos que a razdo entre a diagonal e o lado do pentdgono

resulta em - = ®. Como a diagonal d é a medida da base do tridngulo isdsceles
d

A ABE, podemos escrevé-la a partir das razdes trigonométricas como cos 36° = 2 ou
a

d
ainda cos 36° = 2 Conforme observado na demonstracao do Lema verificamos
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QU

>
que no Pentdgono regular a relacdo — = &, logo temos que cos36° = 5> ou ainda,
1
o_ —
cos 36° = 1 <\@+1).

Neste contexto temos a estrela de cinco pontas. Ela é composta por razdes aureos

N

obtidas a partir das interseccoes das diagonais do pentdgono regular. Podemos notar
também que este processo pode ser repetido indefinidamente de modo a obtermos infi-

nitos pentagramas inscritos em pentdgonos regulares, mantendo as proporcoes aureas.

Figura 14: Infinitos pentagramas inscritos em um pentdgono regular

Observando os pentagramas inscritos nos pentdgonos regulares da Figura obser-
vamos que se formam tridngulos curtos e tridngulos altos que fardo parte do nosso

objeto de estudo no préximo capitulo.



SECOES DOURADAS NOS TRIANGULOS DE
OURO

Iniciaremos o capitulo apresentando alguns temas importantes para a compreensao
de algumas demonstragdes, e em seguida estudaremos a relacdo durea presente nos
lados e cevianas do pentdgono regular através de seus tridngulos dourados curto e
alto. Encerraremos com a construcdo de circulos de 9 pontos, mostrando a presenca

da razdo durea nas construgoes. Nos valeremos das referéncias [2], [3], [4], [5], [7].

3.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Nesta secdo incluimos algumas relacbes importantes que serdo utilizadas ao longo
do capitulo, principalmente em algumas demonstracoes de proposicoes. Esta secdo foi
dividida em trés subsecOes: teorema da bissetriz interna; lei dos senos; e circulo de

nove pontos.

3.1.1 Teorema da Bissetriz Interna

Este é um teorema muito importante da geometria plana, permitindo determinar
segmentos proporcionais em um tridngulo. Serd uma das ferramentas presentes na
demonstracdo da Proposicdo em que o incentro I; do tridngulo curto AAB;C; di-
vide o segmento H;O na proporc¢io durea sendo H; ortocentro do tridngulo curto e
O o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo curto; o vértice A do tridngulo
curto divide o segmento H,I; na proporc¢io durea. Presente também na demonstracio

da Proposicdo |3.10|em que o incentro I; do triangulo alto AAB;C; divide o segmento
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H;O na proporcao durea sendo H; ortocentro do tridngulo alto e O o centro da circun-

feréncia circunscrita ao tridngulo alto; o centro O divide o segmento A H; na propor¢ao

aurea.

Teorema 3.1. Em um tridngulo, a bissetriz de um dngulo interno divide o lado oposto

em partes proporcionais aos lados adjacentes.

Figura 15: Bissetriz interna do tridngulo AABC

Isto €, sendo zﬁ a bissetriz interna do 4ngulo A de um dado tridngulo A ABC, com
AB

— . BD
D € BC, entdo CD = AC
Demonstragdo. Sejam med(BAD) = a e med(DAC) = B. Trace um segmento CP, para-
lelo a AD que encontra o prolongamento do segmento BA em P. Sejam med(APC) =
«' e med(ACP) = B'. Com isso sabemos que a = B, pois AD ¢ a bissetriz do 4ngulo
BAC; a = a' pois sdo 4ngulos correspondentes nos segmentos paralelos AD e PC;

B = B pois sdo Angulos alternos internos nos segmentos paralelos AD e PC. Temos en-

BD AB
tdo que o’ = B/, implicando em AC = AP. Pelo Teorema de Tales, temos que DC - AP
BD AB
AP = A 1 i tN _ = —,
Como C, concluimos entao que DC = AC O

3.1.2 Lei dos Senos

A relacdo trigonométrica conhecida como lei dos senos € utilizada neste trabalho na
validacdo da razdo durea no segmento I;I; a partir do ponto O, presentes na Proposicdo
em que [ e I; sdo, respectivamente, incentros dos tridngulos curto e alto inscritos

no pentagono regular e O é o centro da circunferéncia circunscrita.
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B D C

Figura 16: Demonstracdo do teorema da bissetriz interna do tridngulo AABC

Temos, em seguida, uma formulacdo da lei dos senos e sua respectiva demonstracao.

Proposicao 3.2. (Lei dos senos) Em um triangulo qualquer o quociente entre cada lado
e o seno do dngulo oposto é constante e igual a medida do didmetro da circunferéncia

circunscrita ao dado tridngulo.

Demonstragdo. Seja um triangulo qualquer A ABC, conforme ilustrado na Figura
inscrito em uma circunferéncia de raio R. Por um dos vértices do triangulo (B), trace-
mos o didmetro correspondente BA’. Tracemos também o segmento A’C, formando
o tridngulo AA’BC. Sabemos que A=A por determinarem na circunferéncia a

mesma corda e o tridngulo AA’BC é retdngulo em C por estar inscrito em uma

.. A s N - - ~ a . P
semi-circunferéncia de didmetro BA’. Temos entdo que senA’ = senA = R isto é,

“ __9R.
senA

. , b c .
De maneira andloga encontramos que =~ =2Re — = 2R. Portanto, conclui-
) senB senC
c

a
mos que = = = = = =2R. O
senA senB senC

Observacao 3.1.1. Aplicando-se a Lei dos senos, podemos concluir a reciproca da propo-
sigdo isto €, que todo tridngulo de ouro curto tem dngulos internos de medidas 36°,
36° e 108°. De fato, sendo b a medida da base de um tridngulo dourado curto, a a medida

do lado isdsceles e 8 a medida de um dos dngulos (congruentes) da base, temos que
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Figura 17: Demonstracdo da lei dos senos em um tridangulo AABC

a b
senf  sen(180° — 26)°

b ++/5 ) .
Como o= J, concluimos que cos6 = e assim, 6 = 36°. De modo com-

4
pletamente andlogo, mostra-se que todo tridngulo dourado alto tem dngulos internos de

medidas 36°, 72° e 72°.

3.1.3 Circulo de 9 Pontos

O circulo de 9 pontos é formado a partir de um triangulo qualquer e as relacoes
com as suas cevianas, porém estd muito atrelado a conhecida Reta de Euler. Antes de
iniciarmos a construc¢do do circulo de 9 pontos, nos estenderemos brevemente para a

reta de Euler.

A necessidade de apresentacdo deste conceito se d4 pois na Proposicdo [3.14{ o utili-
zamos como ferramenta para a demonstracdo; na Proposicao se faz necessdria
a compreensdo devido ao fato de N; ser o centro do raio do circulo de 9 pontos do
triangulo curto; na Proposicao N; é o centro do circulo de 9 pontos de um trian-
gulo alto; e o mesmo ocorre nas Proposicoes e em que precisa-se identificar
o centro de um circulo de 9 pontos nos triangulos curto e alto, respectivamente para

efetivar as demonstracoes.

Lema 3.3. Dado um tridngulo qualquer, sdo colineares seu baricentro G, seu ortocentro

H e seu circuncentro O, conforme ilustrado na Figura
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A reta que passa por G, H e O é chamada de reta de Euler do tridngulo mencionado
no Lema 3.3l

Figura 18: Reta de Euler no tridngulo AABC

Na Figura 18| os segmentos AA’, BB’ e CC’ sdo as medianas, formando o baricentro

G na intersec¢do; as mediatrizes estdo representadas pelos segmentos A’F, B'D e C'E,
cuja intersecc¢do € o circuncentro O; e as alturas relativas aos lados do tridangulo estdo

representadas pelos segmentos AK, BL e CM, cuja intersec¢do é o ortocentro H.

Demonstragdo. Considerando um tridngulo AABC, conforme ilustrado na Figura [19]
a partir de seus pontos médios A’, B/, e C’, podemos inscrever um outro tridngulo
AA'B'C' chamado de tridngulo Medial, pois as medidas de seus lados sdo respectiva-

mente, a metade da medida dos lados correspondentes aos do tridngulo AABC.

Tracando as medianas AA’ e BB’ do tridngulo A ABC, encontramos na intersecgio o
baricentro G; tracando as alturas do tridingulo A ABC referente aos lados BC e AC en-
contramos o ortocentro H do triangulo A ABC; o circuncentro O do triangulo AABC
¢ determinado pelas interseccdes das alturas referentes aos lados B'C’ e A’C’ do tri-
angulo medial AA’B’C’, pois seus vértices sdo pontos médios do tridngulo AABC,

formado pela interseccdo das mediatrizes.

Observando que o quadrildtero AC'A’B’ é um paralelogramo e que o ponto P de-
terminado pela intersec¢do de suas diagonais é também ponto médio das diagonais, e
estando as medianas de A A’B'C’ contidas nas medianas de AABC, temos entdo que

o baricentro G é comum.

Como H é ortocentro do tridngulo AABC, O € o ortocentro do triangulo semelhante

AA'B'C’, G é o baricentro comum aos dois tridngulos, e estando os segmentos corres-
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pondentes na razio 2 : 1, por AA’B’C’ ser medial a AABC, temos que AH = 20A’,
pois AH e A’O sdo paralelas entre si e perpendiculares a B'C’, e AG = 2A’G. Portanto
ANAHG ~ ANA'GO, donde med(A@H) = med(A’@O). Logo, concluimos que os pontos
H, G e O do tridangulo A ABC estdo alinhados. O

Figura 19: Alinhamento do baricentro, circuncentro e ortocentro na reta de Euler no tridngulo
ANABC

Lema 3.4. Dado um tridngulo qualquer; existe uma circunferéncia que contém os pontos
médios dos lados, os pés das alturas e os pontos médios dos segmentos compreendidos
entre o ortocentro e os vértices do tridngulo. Esta circunferéncia é chamada de circulo
de nove pontos e seu centro € o ponto médio do segmento formado pelo ortocentro H e o

circuncentro O (conforme ilustrado na Figura [20).

Figura 20: O circulo de 9 pontos no tridngulo AABC
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Demonstragdo. Seja o tridngulo AABC, conforme ilustrado na Figura Sejam os
pontos A’, B’ e C' pontos médios dos lados BC, AC e AB, respectivamente. Sejam D,
E e F os pés das alturas do tridangulo ABC em relacdo aos vértices A, B e C, respecti-
vamente. Sejam ainda K, L e M os pontos médios dos respectivos segmentos AH, BH
e CH.

Como BC é o lado comum nos tridngulos AABC e AHBC e, os pontos B’, C/, L e
M, respectivamente, pontos médios dos outros lados, temos que B'C’ // LM // BC e

B'C'=LM = %BC.

De maneira andloga temos que AH é lado comum dos tridngulos AAHB e AAHC
e, os pontos C’, L, B’ e M, respectivamente, pontos médios dos lados AB, BH, AC e
- o 1
CH, temosque C'L // BM // AHeC'L=B'M = EAH'

Assim, B’C'LM é um paralelogramo e, como BC 1. AH, B'C'LM é um retangulo.

De forma anéloga, A’B'KL e A’C'KM sio retdngulos. Entdo A’K, B'L e C'M séo

trés didmetros de um circulo.

Como A’DK é um angulo reto e A’K é um didmetro, entfio o circulo passa pelo
ponto D. De forma analoga verificamos que o circulo também passa pelos pontos E e
F.

Como KA’ é um didmetro da circunferéncia de 9 pontos, N é ponto médio de KA’
de modo que N € KA’ N OH. Como K é ponto médio de AH, entdo KH = OA'.

Além disso, AH // OA’. Portanto, AKHN = AA’'NO, KN = NA’ e HN = ON.

Maiores detalhes desta demonstracao sdo encontrados em [7]]. O

Figura 21: Demonstracdo do circulo de 9 pontos no tridngulo AABC
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3.2 SECOES DOURADAS EM TRIANGULOS CURTOS E ALTOS NO PENTAGONO
REGULAR

Verificamos na se¢do anterior que o pentagono regular possui proporcoes douradas
ao relacionarmos o comprimento de uma diagonal d e um lado a. Para efeitos de
comparacdo, consideraremos um par de triangulos de ouro, curto e alto, inscritos no
mesmo pentdgono regular AB;B;C;Cs, como ilustrado na Figura Nomearemos o
triangulo de ouro curto por T; = AB;C; com lados de medidas d, a, a; e o triangulo
de ouro alto por T; = AB;C; com lados de medidas a, d, d. Extraimos, a partir das

~ A L . - D
relagcdes dos tridngulos inscritos curto e alto, a partir dos vértices, que cos36° = —.

2
A . 1
Observando o triangulo alto T;, podemos escrever ainda que sen18° = 5P De fato,
a
o_ 2 @ . : d
senl8® = 9= %4 e, como ja mostramos anteriormente, — = .
a

Figura 22: Triangulos curto e alto

Utilizando as rela¢des trigonométricas apontadas anteriormente podemos verificar
a validade de algumas regularidades ocorridas no pentagono regular e os tridngulos

dourados construidos a partir de seus vértices.

Seguiremos observando a presenca da razdo durea quando relacionamos as areas
dos triangulos alto e curto na Proposicao sendo validada pela demonstracdo em

seguida.

Proposicao 3.5. As dreas dos tridngulos T; e T estdo na proporgdo de ouro, nesta ordem.
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Demonstragdo. Denotaremos por /\; a drea do triangulo de ouro alto e por A\ a drea
do triangulo de ouro curto. Utilizaremos para fins de visualizacdo o esbog¢o na Figura

??. A altura do tridngulo de ouro alto, relativa ao lado B;C; é

hy = dsen72°.

Logo sua area sera,
adsen72°
Bie=—p—

A altura do triangulo de ouro curto, relativa ao lado B;A é
hs = asen72°.

Logo sua area sera

a*sen72°
Ng = —
Portanto a razdo entre as areas sera,
adsen72°
A d
As  a’sen72° a
2

O]

Como B;C; eB;C; sdo as bases dos tridngulos isdsceles nao equilateros T; e T}, res-
pectivamente, temos que as mediatrizes de B;C; e B;C; sdo eixos de simetria dos trian-
gulos dourados T; e T; e, por esta razdo, sdo chamadas de linha central dos tridangulos

dourados T; e T;.

Observamos ainda que o incentro I; do tridngulo de ouro curto estd na linha central
dos tridngulos de ouro, e é a reflexdo do centro O em relacdo a base do tridngulo
isosceles curto B;C;, conforme apresentado na Proposicao [3.6| e seguido de sua de-

monstracao.

Proposicao 3.6. Se I € o incentro do tridngulo T entdo I € a intersecgdo da linha central
de T; (mediatriz) com a perpendicular a BsB;, passando por Bg; € também a reflexdo de
O no lado B;Cs, (como ilustrado na Figura .

Demonstragdo. Seja I; o incentro do tridngulo T,. Como med(AgsCs) = 36°, entdo
I, é tal que med(I,B;Cs) = 18°. Como o pentégono regular tém angulos internos de
108°, med(Csﬁth) = med(ABASBt) - med(A]?sCs) = 108° — 36° = 72°. Assim, temos
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Figura 23: Incentro no tridngulo curto

que med(Isgth) = med(I;BsCs) + med(CsBsB;) = 18° +72° = 90°. Portanto, temos
que o incentro I; é a interseccdo da linha central de T; com a perpendicular a B;B;.
Observando o tridngulo AAOB,, temos que os segmentos OA e OB 551306 8’ raio R

= 72°.

Temos que a linha central de T; é perpendicular a base de T;. Seja D o ponto de

da circunferéncia circunscrita ao pentagono regular e que med(AOB;) =

interseccdo da linha central de T; com a base B;C;. Como o tridngulo AOB;D é
retdngulo em D, temos que med(OB\sD) = 18°. Portanto, I; é a reflexdo de O no lado
B,C;. O

Com base em algumas relagdes encontradas na demonstracdo da Proposicao
podemos calcular o raio interno r; da circunferéncia inscrita ao tridangulo T; em funcao

do raio R da circunferéncia circunscrita no pentagono regular, conforme segue:

rs = DIy = DO.
Como B;O = R, temos que:
’
720 = 2,
Cos R
s = Rcos 72°.

Sendo cos 72° = sen18°, temos que:

= e (3.1)

De modo andlogo, verificamos na Proposicdo que o incentro I; do triangulo de

ouro alto é a reflexdo de A no lado B;Cs.
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Proposicao 3.7. Se I; é o incentro de T; entdo I; é a intersecgdo das diagonais B;Cs e
CtBs, sendo também a reflexdo de A no lado B;Cs, (como ilustrado na Figura .

Figura 24: Incentro no triangulo alto

Demonstracdo. Como AB;CsC; € isosceles e med(BtétCs) = 108°, por ser um angulo
interno do pentdgono regular, temos que med(C;B;Cs) = med(Bt@sCt) = 36°. Como os
angulos da base de T; medem 72°, temos entfo que I; pertence a diagonal B;Cs. De
modo anélogo, concluimos que I; pertence a diagonal B;C;. Portanto, I; é a interseccéio
destas duas diagonais, ou mesmo a interseccdo de uma delas com a linha central de
T;.

Para estudar a reflexdo de A no lado B;Cs, podemos verificar a relacdo de congruén-
cia dos tridngulos AAB;Cs e AI;C;Bs.

Sabemos que o tridangulo AAB;C; € isésceles de medidas a,a,d e angulos de 36°,
108° e 36°; assim como o triangulo AI;B;Cs, pois I; pertence a linha central do tri-
angulo T,. Além disso, med(I;B;Cs) = med(AB;B;) — med(AByCs) — med(B;B;C;) =
108° — 36° — 36° = 36°. Portanto, os triangulos AAB;Cs e AI;B;Cs sdo congruentes
pelo caso angulo-lado-angulo e, consequentemente, o ponto A é a reflexdo do incentro
de T; no lado B,C;. O

A partir das informacoes encontradas na demonstragdo da Proposicao podemos
calcular o raio interno r; da circunferéncia inscrita ao triangulo T; em funcdo do raio R
da circunferéncia circunscrita no pentagono regular. Sendo P o ponto médio de B;C;,

temos que:
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Ty = ItP

Como med(I;B;P) = 36°, temos que:

Tt
a
2

tan 36° =

Ty = %tan 36°.

Sendo g = Rsen36°, pois o tridngulo AB;PO é retingulo em P e tem med(Bt(A)P) =

36°, temos que:

r+ = Rsen36° tan 36°

sen?36°
cos36°

ry =

o
Como cos 36° = 5 temos que:

Pois, temos que (®*> — P — 1 = 0).

Ainda observando os triangulos de ouro, vemos na Proposi¢ao que o ortocentro
H; do triangulo curto forma um tridngulo de ouro alto com os outros pontos O e Bs
e ainda, é o conjugado isogonal do ponto O no préprio triangulo de ouro curto, mas
para validar a demonstragdo, apresentaremos a definicdo de conjugado isogonal em

um triangulo qualquer antes de apresentarmos a proposicdo (conforme ilustrado na

Figura [26).

Definicao 3.8. Dados um triangulo AABC e um ponto P no plano deste tridngulo,
o conjugado isogonal P! de P é o ponto de intersecciio entre as retas obtidas pela
reflexdo de ﬁ e ﬁ em relacdo as bissetrizes dos angulos do tridangulo cujos vértices

sdo A e B, respectivamente, (conforme ilustrado na Figura |25]).
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Observacdo 3.2.1. Segue das propriedades de reflexdo e do Teorema de Ceva trigonomé-
trico que a reta obtida pela reflexdo de C7>7 em relagdo a bissetriz do dngulo ACB também

passa por P71,

Figura 25: Conjugado isogonal de P no tridngulo A ABC

Na Figura os segmentos pontilhados AA’, BB’ e CC’ sdo as bissetrizes do trian-
gulo; os segmentos AD’, BE' e CF’ sdo as reflexdes dos segmentos AD, BE e CF em
relacdo as bissetrizes, formando com as intersec¢des o ponto P nos segmentos AD, BE

e CF e o ponto P~! nos segmentos AD’, BE' e CF'.

Proposicdo 3.9. Se H; € o ortocentro de T; entdo H; é o conjugado isogonal de O em Tj

e o tridngulo AH;B;O formado é um tridngulo de ouro alto, (como ilustrado na Figura

26).

Demonstragdo. Sendo a reta suporte do segmento ACs perpendicular ao segmento
BsH, temos que med(HsBAsA) = 18°, pois H;B;Aéo complementar do suplementar de
BsAC; que mede 108°. De acordo com a Proposicao , temos que med(Ol?s Cs) = 18°.
Procedendo-se analogamente para o vértice C; do tridngulo T;, concluimos que H;
€ o conjugado isogonal de O no triangulo T;. Notemos que H;, I; e O estdo ali-
nhados, de modo que med(HséBs) = med(IsaBs) = 72°. Além disso, med(HsgSO) =
med(H;Bs A) + med(ABsCs) + med(CsB;0) = 18° + 36° + 18° = 72°. Logo, o tridngulo
AH;B;O é alto.
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Figura 26: Ortocentro no triangulo curto

Considerando o tridngulo alto AAB;C; do pentdgono regular (em que B; e C; sdo
os vértices da base), temos que ANAB;C; ~ AH;B;O, pelo caso angulo-angulo de

semelhanca de tridngulos. Consequentemente, pelo Coroldrio

HsBs _ ABt _
B:O  B,C;

Portanto, o triangulo A H;B;O é um tridngulo aureo alto, cujas dimensdes sdo B;O =
R, BsH; = R®, e H;,O = R®. O

Sabendo que o tridangulo A H B;O € isésceles de dngulos 72°, 72° e 36° e a medida
de seu lado B;O = R, podemos confirmar a medida de OH; na demonstracdo anterior

a partir da relacdo trigonométrica que segue:

R
cos 72° = Oils
R
OH;, = ———— = ®R.
* 7 2cos720

E possivel observar ainda, pelo teorema da bissetriz, que I; divide o segmento H,O

na proporc¢ao aurea, conforme segue:
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Pelo teorema da bissetriz, podemos observar ainda que A divide o segmento H,I; na
proporgao aurea, pois o triangulo A H;BgI; tem como bissetriz interna do vértice B o

segmento B;A. Entdo podemos estabelecer a seguinte relacio:

H;A BsH; _
Al, Bl

Estudaremos na Proposi¢do [3.10, de forma semelhante a proposi¢do anterior o or-
tocentro do triangulo A AB;C;, verificando o numero de ouro na relacdo que possui o

centro O, o incentro I; e o vértice A.

Proposicao 3.10. Se H; é o ortocentro do tridngulo T; entdo H; € o conjugado isogonal

de O em T}, (como ilustrado na Figura [27).

Figura 27: Ortocentro no triangulo alto

Demonstracdo. Sendo o prolongamento do segmento B;H; perpendicular ao segmento
AC; e med(ACAtBt) = 72°, temos que med(H,;B;P) = 18°, em que P é o ponto médio do
segmento B;C;. Assim, med(BSEth) = med(BSEtCt) — med(HtgtCt) = 108° — 18° = 90°,
logo o ortocentro H; é a interseccfio da linha central de T, com a perpendicular de B;B;
em B;. Como o tridngulo AAOB; é isésceles, pois OA = OB; =R e med(A@Bt) = 144°,
temos que med(OgBt) = med(OEA) = 18°. Logo, med(OﬁtA) = med(HtﬁtCt). Como o
ponto O pertence a linha central de T;, entdo o conjugado isogonal de O deve pertencer

a linha central. Portanto, H; é conjugado isogonal de O em T;. O
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Sabendo que o triangulo AB;H;O é is6sceles de dngulos 36°, 36° e 108° e a medida

de seu lado B;O = R, podemos calcular o segmento OH; = B;H;, conforme segue:

R
cos 36° = O%{t.
R R
H=BH=——=—. 2
OH; B 908360 @ (3.2)

Por H; ser o conjugado isogonal de O em T;, de acordo com a Proposicao é
possivel observar pelo teorema da bissetriz, que I; divide o segmento H;O na propor¢ao

aurea. De fato,
B:O Ol _

B:H; LH;

Com relacdo a altura do tridngulo dourado, podemos verificar que O divide AH; na

proporcdo durea. De fato,

AHt_AO+OHt_1+OHt
AO A0 AO’

R
Pela Equacéo |l , temos que OH; = o logo,

1

AH,
14
o

a0 "

= | =

1
Pela Equacao Ii , temos que 1 + - ® logo,

AH;
=o.
AO

Se valendo dos resultados obtidos nas Proposi¢des e estudamos individual-
mente os incentros I e I; nos tridngulos de ouro curto e alto, respectivamente e suas
relacées com o centro O. Porém, na Proposicdo [3.11] descrita na sequéncia, estido

relacionados os incentros I e I; com o centro O.

Proposicao 3.11. Se I; é o incentro de T; e I; € o incentro de Ty, entdo Ol; = Alg, e O

divide T,I; na proporgdo durea, (como ilustrado na Figura [27).

Demonstragdo. Pela Proposicdo temos que I; é a reflexdo de O em B;C;; pela
Proposicdo temos que I; é a reflexdo de A em B;C;. Logo, temos que O e [; sdo

reflexdes de I; e A em B;Cs.
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Mas aplicando a lei dos senos no tridngulo AOBI;, é possivel escrever o segmento
OI; a partir de uma relacio entre R e ®. Para isso, podemos verificar, a partir da de-
monstracdo da Proposicdo que med(B;OI;) = 36° pois é o suplementar do 4ngulo
A@Bt = 144°; que med(OEtIt) = 18°, pois med(Ol?tA) =18%e med(ltgtA) = 36°; e que
med(OI,;B;) = 126°, pois é o suplementar dos angulos [;B;0 + L,OB;. Entdo, podemos

escrever conforme segue,

Ol OB;

senl18°  sen126°

Sendo senl8° = cos72° e senl26° = cos36°, podemos reescrever a equacdo con-

forme segue,
Ol R

cos72°  cos36°°

Pelo Corolario [2.7] temos que,

O R

12

2P 2
R

_2» _ R

Ol = ® ok
2
L 1s - - R
Sendo D o ponto médio de B;C;, temos pela Equacao (3.1) que DO = DI, = 5P’

entdo Ol; = DO+ DI = > Logo, temos que O divide I;I; na proporcéo 4urea, pois

R
oL _ &
O, R

P2

O

A partir do estudo sobre as relagdes existentes nos triangulos dourados curto e alto
é possivel demonstrar algumas observacoes ressaltadas pelo matematico Nikolaos Der-
giades: Proposicdo(3.12} Proposicao (3.13|e Proposicéo [3.14

A primeira que serd apresentada, Proposicdo[3.12] descreve a relacio entre o centro
da circunferéncia circunscrita O e o lado IsH; formado pelo incentro I; do tridngulo de

ouro curto e ortocentro H; do triangulo de ouro alto, como sendo o seu ponto médio.

Proposicao 3.12. O é ponto médio de IsH;, (como ilustrado na Figura @
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Demonstragdo. Conforme apresentado na Proposicdo[3.6] temos que I é reflexdo de O

—-— R
no lado B;C;, e como [;D = 2P’ temos que ;O = > De acordo com a Equacdo ||

R
OH; = > Com isso, temos que I;O = OH;. Visto que O estd entre I e Hy, concluimos

que O é ponto médio de [;H;. O

A Proposicao estuda a semelhanca entre os tridngulos AI;H;Bs e AOBsA’, em

que A’ é o antipoda de A no circulo circunscrito a Ts.

Proposicido 3.13. Se A’ é antipoda de A no circulo circunscrito a Ty, os tridngulos
NIsHsBs e ANOA’B;s sdo semelhantes ao tridngulo Ts, e BsHs = BsA' = R® (como ilus-
trado na Figura [27)).

Demonstragcdo. Conforme demonstracdo da Proposi¢cdo temos que med(OLB;) =
72°. Portanto, med(BSIAsHS) = 108°, pois é o suplementar do dngulo OIASBS. E na Pro-
posicao foi demostrado que I;H; = I;B; = R e que B;Hs; = R®, sendo o tridngulo
AIsHsBs semelhante ao tridngulo de ouro T,. Observando o tridingulo AOB;A’, te-
mos que OB; = OA’ = R e que med(A’@Bs) = 108°, pois é o suplementar do dngulo
I,OB; calculado na Proposicio Logo, pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado,
temos que o tridngulo AOA’B; é congruente ao tridngulo AI;HsB; , sendo o lado
BsA’ = B;Hs = R®. O

A dltima observagdo feita pelo matemdtico Nikolaos Dergiades que estudaremos,
esta presente na Proposi¢do [3.14] na sequéncia, que é um estudo da relacdo entre o
centro O da circunferéncia circunscrita, o incentro I, o ortocentro Hs e o vértice B; do

triangulo dourado curto A AB;Cs, formando trés raios, em progressao.

Proposicao 3.14. Os raios Ol;, I;Bs e BsH; estdo em progressdo geométrica, e os circulos
formados pelos respectivos centros O, I; e Bs sdo concorrentes em um ponto L que se

encontra no segmento OB, (como ilustrado na Figura .

~ R . -
Demonstragcdo. Temos que Ol; = > conforme visto na Proposicao ??; I;B; = R, con-

forme verificado na Proposi¢do [3.13} e B;Hs; = R®, conforme Proposi¢io como
BsHs _ LB

IBs Ol
& > 1. Chamemos as circunferéncias A, de centro O e raio Ol;; A, de centro I e raio

IsBs; e Az de centro B e raio BsH;. Como OB; < Ol + I,Bs = Ol + IsHy = OH,, temos
que A1 NAy #@. Seja L € A1 N Ay tal que L e C; estdo no mesmo lado em relagéo a

= @, temos que Ol;, I;Bs e BsH; estdo em progressao geométrica de razao
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reta central que contém o segmento Ol;. Observemos que BsL = BsO+OL = R + o

1
R (1 + q>> = R®. Portanto, B;L = B;H;, de modo que L € As. O

Figura 28: Circulos formados com raios em progressdo geométrica

Seguiremos o estudo com proposicoes que relacionam os centros N; dos triangulos

T; com outros pontos, sendo i = s, f.

Proposicdo 3.15. D divide AP na propor¢do durea, em que D é o ponto médio do
segmento B;C; do tridngulo curto T; e P o ponto médio do segmento B;C; do triangulo

alto T; (como ilustrado na Figura 29).

Demonstragdo. Por construcao, temos que AP = dsen72° e AD = asen36°.
AP d2sen36° cos 36° >

L = =P2— = P2,
8% UD asen36° 2
Consequentemente,
AP AP 1 1 9?
PD ~AP—AD , AD 1 " @2-1
AP P2

Mas, de acordo com a Equacio (1.1), temos que ®* — 1 = ®.

P @2
Portanto, = O

PD-®
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A Proposicao relaciona o segmento PD e a razdo aurea a partir do incentro I;

do triangulo de ouro alto.

Proposicéo 3.16. O incentro I; divide PD na propor¢do durea (como ilustrado na Figura

29).

Demonstragdo. Como vimos na prova da Proposicdo I; é dado pela interseccao das
diagonais B;C; e B;C;. Segue do paralelismo de B;Cs e B;C; que sdo semelhantes os

triangulos AL;BsCs e AIiB;C;. Além disso, I;D é uma altura do tridngulo AI;B;Cs,

DI B;C d
enquanto que I;P é uma altura do tridngulo ALB;C;. Assim, — = —— =~ =@, [
ItP BtCt a

Para continuarmos a busca pela razdo aurea no pentagono regular, nos valeremos
dos Lemas[3.3]e que trataram da circunferéncia de 9 pontos bem como a determi-

nacdo do seu centro Nj.

A Proposicao que seguira aborda a razdo aurea no segmento DN, a partir do
incentro I; do tridngulo de ouro curto T, sendo N o centro da circunferéncia de 9

pontos do mesmo triangulo.

Proposicao 3.17. O incentro I; divide o segmento DN na propor¢do durea, em que Nj

é o centro da circunferéncia de 9 pontos do tridngulo Ts (como ilustrado na Figura [29)).

R®
Demonstragdo. De acordo com o Lema que ON; = N;H;; logo, ON; = ER pois

pela Proposi¢io temos que OH; = R®. Como na Proposicio [3.6| temos que I;D =
DO—£ temos que DN, = ON; — OD, isto é, DN, —@—E—M Mas
- ZCD’ q s — S > ) s = 2 Zq) - ZCD . >

R ..
segue da equacao || que ®?> — 1 = ®, logo DN = > Portanto, I; divide o segmento

DNj na propor¢io durea, pois [[))IZS = i
20

=o. O

Agora, observando o centro N; do circulo de 9 pontos do triangulo de ouro alto T,

encontramos na Proposicéo que aquele divide o segmento OP na razdo durea.

Proposicio 3.18. Para o tridngulo dourado alto T; de altura PA o centro N; divide o
segmento OP na propor¢do durea, em que N; € o centro da circunferéncia de 9 pontos do

tridngulo T; (como ilustrado na Figura[29).

Demonstragdo. Seja o tridngulo AB;OC; is6sceles de medidas R, R e a. Pela Proposicdo

3.10} temos que seus angulos sdo de 54°,72° e 54°, pois H; é o conjugado isogonal de
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R R
Oem T; e B;H; = OH; = > e, consequentemente, H;N; = D Com isso, sabemos que

PO o R®
c0s 36° = —. Como cos36° = —, temos que PO = —.
R 2 2
A n PH;
Observando o triangulo APB;H; retangulo em P, temos que sen18° = B Como
tL1t
BH—R 180—1 PH—RENPN—PH HN—R
tHi = 5 e sen = 5q temos que t= ntéo, P = ¢+ + H; t—E+
R R(1+9) ’ - R ..
T Por (1.1) temos que &~ = & + 1, entdo PN; = 5 Portanto, N; divide
R®
= . . 2
to OP —=-45-=0. O
o segmento OP na propor¢do aurea, pois PN, R
2

As duas udltimas Proposicdes, e deste trabalho trazem o estudo das refle-

x0es dos centros N; e N; em relagdo ao centro O.

Proposicdo 3.19. O centro N; da circunferéncia de 9 pontos do tridngulo T; € a reflexdo
de P em relagcdo ao centro O da circunferéncia circunscrita ao pentdgono regular, (como
ilustrado na Figura[29]).

. R® .
Demonstragcdo. Uma vez que ON; = TR conforme demonstrado na Proposi¢éo e

R® _ ~ .
que OP = ER conforme demonstrado na Proposicdo [3.18] temos entdo que N; é a
reflexdo de P no centro O. O

Proposicao 3.20. O centro N; da circunferéncia de 9 pontos do tridngulo T; é a reflexdo
de D em relagdo ao centro O da circunferéncia circunscrita ao pentdgono regular, (como

ilustrado na Figura[29)).

R R
Demonstragdo. Temos que OD = >’ pela Proposigéo e ON; = OP — PN; = 2’
R® R R(P-1
pois pela Proposicdo|3.18, OP — PN; = - 5= (2) Mas, por || d—-1=
1 R
— e, com isso ON; = —. Logo, N; é a reflexdo de D no centro O. O

o 29

Neste capitulo pudemos perceber muitas formas de obtenc¢do da relacdo durea que
¢ estabelecida em um pentdgono regular, especialmente nos tridngulos de ouro curto
e alto. Foi possivel estender esta andlise ao circulo de 9 pontos presente em cada trian-
gulo. Seguindo para o préoximo capitulo, serdo apresentadas seis atividades propostas
para alunos do ensino regular, com o intuito que se familiarizem com o numero de

ouro e consigam perceber sua presenca na geometria.
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Figura 29: Circulos de 9 pontos



PROPOSTAS DE ATIVIDADES NA EDUCACAO
BASICA

Neste capitulo serdo sugeridas ao professor de Educacao Basica algumas atividades
envolvendo o numero de ouro que, devido a variedade de situacdes em que aparece,
se torna um rico tema para desenvolver aprendizagem dos alunos. Podem ser traba-
lhadas situacées-problema que envolvem construcdes geométricas, proporcionalidade,
semelhanca de figuras, incomensurabilidade, nimeros irracionais e problemas relaci-
onados as situagdes reais. Ressalto que sdo apenas propostas de atividades, cabendo
ao professor fazer as devidas adaptacoes ao perfil e realidade de cada turma. Nos

valeremos das referéncias [11]], [81, [9], [11].

4.1 ATIVIDADE 1 - DETERMINANDO O PONTO DE DIVISAO AUREA DE UM SEG-

MENTO

A atividade tem por objetivo determinar o ponto X em que um segmento qualquer

AB ¢ dividido de modo que a razio entre a medida do segmento AX pela medida do

+5
5
Os materiais necessdrios para a realizacao desta atividade sdo: lapis, papel, régua e

segmento XB seja ® =

compasso;

O desenvolvimento da atividade:

1. Trace um segmento qualquer AB;

2. Trace uma perpendicular BC ao segmento AB de tal modo que a medida do

segmento BC seja igual & metade da medida do segmento AB ;
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3. Trace um segmento do ponto A até o ponto C, determinando o tridngulo AABC

retdngulo em B ;

4. Trace uma circunferéncia de raio BC com centro em C, determinando o ponto Y

no segmento AC ;

5. Trace a circunferéncia de raio AY com centro em A, determinando o ponto X no
segmento AB (Figura [30)).

Figura 30: X é a secfio 4urea do segmento AB

Ap6s o término da realizacdo das construgdes € importante mostrar que o ponto X
divide o segmento AB na razdo durea, conforme apresentado no exemplo Para
que os alunos compreendam o fechamento da atividade devem ter conhecimentos de
resolucdo de equacoes de 2° grau, identificacdo de figuras semelhantes e conhecimento

do Teorema de Pitagoras.

4.2 ATIVIDADE 2 - CONSTRUINDO UM RETANGULO COM SECOES AUREAS

O objetivo desta atividade € construir um retangulo (JABCD a partir de um seg-
mento qualquer AB, determinando sua secdo durea no ponto X e tal que as medidas

do comprimento e largura sdo, respectivamente, AB e AX.

Os materiais necessdrios para a realizacdo desta atividade sdo: 1apis, papel, régua e

compasso;

Segue o desenvolvimento da atividade:

1. Realize os procedimentos da Atividade 1 para determinar a se¢do durea a partir

do ponto X;

2. Transporte o segmento AX perpendicularmente ao segmento AB para os pontos
A e B;
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3. Denomine-as de pontos D e E;

4. Ligue os pontos, formando um segmento DE (Figura [31).

E D

A M X B
Figura 31: Retangulo dureo (JABCD a partir de um segmento AB

Ap6s o término da realizacdo das construgdes cabe ao professor fazer com os alunos
a verificacdo da razdo durea entre os segmentos AB e BC. Para que os alunos compre-
endam, devem ter conhecimentos de resolucao de equacgdes de 2° grau, identificacdo

de figuras semelhantes e conhecimento do Teorema de Pitagoras.

4.3 ATIVIDADE 3 - CONSTRUGAO DE UMA SEGAO AUREA

O objetivo desta atividade é encontrar a razdo aurea a partir de uma construcao

utilizando trés segmentos A1 By, A2B, e A3B3 de mesma medida e uma reta.

Os materiais necessarios para a realizacdo desta atividade sdo: lapis, papel, régua

de precisdo milimétrica e calculadora.

Seguem os procedimentos da realizacdo da atividade:

1. Trace uma reta r e marque sobre ela um ponto Ay;

2. Trace o segmento A;B; de medida 10cm perpendicular a reta r;

3. Denomine por B, o ponto médio do segmento A;By;

4. Trace o segmento A,B, de medida 10cm, de modo que A, esteja sobre a reta r;
5. Denomine por Bz o ponto médio do segmento A;By;

6. Trace o segmento A3B; de medida 10cm, de modo que Aq, A,eA; esteja sobre a
reta r (Figura[32)).

7. Com uma régua de precisdo milimétrica, tome as seguintes medidas:

49



50 PROPOSTAS DE ATIVIDADES NA EDUCAGAO BASICA

A1Asz = ...
A1Ap = ...
ArAsz = ......
8. Com o auxilio de uma calculadora, calcule as razdes a seguir:

A1As
AA, =
A1Ay
ApAs

B

By

By
r A, As Ay

Figura 32: Simples construcdo da se¢do durea

Como etapa final da atividade, o professor pode solicitar que os alunos realizem a

generalizagdo para um valor x qualquer para os segmentos A1B1, A;B; e A3Bj3 antes
de abrir espacos para discussdo sobre as davidas ou dificuldades apresentadas para a
realizacdo da atividade. Para que a demonstracao seja feita os alunos devem ter conhe-
cimento de constru¢des geométricas; teorema de Pitdgoras; fatoracdo; racionalizacio;

propriedades de radicais; e, semelhanca de figuras planas.

4.4 ATIVIDADE 4 - CONSTRUINDO UM PENTAGONO REGULAR

Esta atividade tem por objetivo desenvolver nos alunos a familiarizacdo dos poli-
gonos, bem como verificar a existéncia da razdo durea ® em um pentdgono regular

inscrito em uma circunferéncia.
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Os materiais necessarios para a realizacdo desta atividade sdo: ldpis, papel, régua

de precisdo milimétrica, compasso, transferidor e calculadora.

Seguem os procedimentos da realizacdo da atividade:

1. Marque um ponto O;
2. Trace o segmento OA de medida 6¢m;
3. Trace uma circunferéncia de raio OA e centro em O;

4. Divida a circunferéncia, com um transferidor, em cinco partes iguais marcando
os pontos A, B, C, D e E;

5. Determine o pentdgono regular unindo os pontos A, B, C, D e E, formando os
segmentos AB, BC, CD, DE e EA;
6. Trace trés de suas diagonais AC, AD e BE;

7. Nomeie por F a intersec¢iio entre as diagonais AC e BE (Figura[33);

8. Com uma régua de precisdo milimétrica, tome as seguintes medidas:

9. Com o auxilio de uma calculadora, calcule as razdes a seguir:
diagonal  AC _
lado ~ AB
diagonalmaior ~ CF _
diagonalmenor ~ AF

Em uma etapa seguinte, o professor pode solicitar que os alunos sigam os mesmos
procedimentos para uma outra medida de raio que queiram e, logo apds, confrontem
as razdes obtidas com as encontradas no desenvolvimento desta atividade. Logo ap0s,

deve-se abrir espacos para discussoes e fechamento da atividade.
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oy

O

c~—_ b

Figura 33: Pentagono regular inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio OA

4.5 ATIVIDADE 5 - O NUMERO DE OURO NA RAZAO ENTRE AREAS DE TRIAN-
GULOS DE OURO

A atividade tem por objetivo mostrar aos alunos a presenca do niumero de ouro na
razdo das dreas entre um triangulo de ouro alto e um tridngulo de ouro curto, inscritos

em um mesmo pentagono regular.

Os materiais necessarios para a realizacdo da atividade sdo: compasso, régua de

precisdo milimétrica, transferidor, calculadora e l4pis (Figura [34).

Os procedimentos da realizacdo da atividade séo:

1. Desenhe um pentdgono regular ABCDE, a partir de um centro O e raio de cir-

cunferéncia 8cm, conforme orientacdo presente na Atividade 4;

2. Trace trés diagonais AC, AD e BE, formando os triAngulos isésceles AABE e
ANACD;

3. Encontre M, sendo o ponto médio do segmento BE;
4. Encontre N, sendo o ponto médio do segmento CD;
5. Trace o segmento AM, sendo a altura do triangulo isosceles AABE;

6. Trace o segmento AN, sendo a altura do tridngulo isésceles AACD (conforme
ilustrado na Figura[34);

7. Utilizando a régua de precisdo milimétrica, realize as seguintes medicoes:

Medida da base do tridngulo isosceles /A ABE:
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8. Com o auxilio de uma calculadora, calcule a drea de cada triangulo:

Area do tridngulo A ABE:

BE x AM
AAABE = # = e

Area do triangulo AACD:

CD x AN
A AACD = f = e
9. Com o auxilio de uma calculadora, realize as razoes:
Apacp
AN ABE

e

Figura 34: Pentagono regular inscrito em um circulo de raio 8cm

Ao término da atividade o professor abre espaco para discussdo sobre os resultados
obtidos, mostrando que serda muito préoximo do numero de ouro ®, devido a impre-

cisdes dos instrumentos de medidas utilizados. E importante mencionar também os
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triangulos inscritos no pentdgono regular que sdo os dourados curto AABE e alto
ANACD.

Fica a cargo do professor generalizar o resultado juntamente com os alunos. Para
isso, sera necessario terem conhecimentos de dngulos; razdes trigonométricas: seno,
cosseno e tangente de um angulo; e, calculo de area de tridgulos. Isso dependera do

nivel de aprendizado que a turma se encontra.

4.6 ATIVIDADE 6 - TRIANGULOS DE OURO CURTO E ALTO

O objetivo desta atividade é apresentar para os alunos a presenca do numero de
ouro nos triangulos isdsceles curto (36°, 36° e 108°) e alto (72°, 72° e 36°) através
da construcdo de um tridngulo de ouro curto e as relacOes entre o circuncentro O,
o ortocentro H e o incentro I, medindo com uma régua de precisdo milimétrica e

efetuando os célculos através de uma calculadora (adaptada da Proposicao (3.9)).

Os materiais necessarios para a realizacdo desta atividade sdo: régua de precisio

milimétrica, transferidor, calculadora, l4pis e papel.

Os procedimentos da realizacdo da atividade séo:

1. Desenhe um segmento BC de medida 10cm;

2. Com a régua e o transferidor trace uma reta por B com inclinacdo de 36° em

relacio ao segmento BC;

3. Com a régua e o transferidor trace uma reta por C com inclinacdo de 36° em
relacfio ao segmento BC, de modo a formar um tridngulo isésceles A ABC, cujos

angulos sdo 36°, 36° e 108° e A o ponto de interseccdo das duas retas;
4. Encontre o incentro do tridngulo A ABC e nomeie por I;
5. Encontre o ortocentro do tridangulo A ABC e nomeie por H;

6. Encontre o circuncentro do tridangulo A ABC e nomeie por O (conforme ilustrado
na Figura [35));

7. Utilizando a régua de precisdo milimétrica e uma calculadora, realize as seguin-

tes medicoes e calcule: Medida da base do triangulo:

Medida do lado isésceles do triangulo:
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Calcule:

BC

A7B T,

Medida da distincia do circuncentro ao ortocentro:

Calcule:

OH _

T e

IH

o1 =

Medida da distdncia de B ao circuncentro:

Calcule:
OH

OB =
Medidas dos angulos do triangulo A HBO:

O professor pode pedir que os alunos observem e facam medi¢des nos lados e angu-
los do triangulo formado AHBO, verificando que € is6sceles de ouro alto de maneira
que a razao entre o lado isésceles e a base também é o nimero de ouro ®. E possivel

verificar também que o tridngulo A HBI é isdsceles curto sendo que BI = [H.

Além de levantar estas outras questdes e discutir os resultados obtidos, o professor
tem a opcdo de generalizar com a turma o fato que ocorre com tridngulos semelhantes,

de acordo com os descritos nesta atividade.
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e N R 369
B " 1“.‘"'"”, / C
o)

Figura 35: Triangulo de ouro curto e suas cevianas

Este tipo de intervencao poderd ser feita se os alunos tiverem dominio de equagoes
de 2° grau, razoes trigonométricas, semelhanca de triangulos, Teorema de Tales e

Teorema da Bissetriz Interna.

Ficard a cargo do professor decidir a melhor conducéo e ou adaptacdes para a reali-
zacgdo da atividade.

Com isso, finalizamos esta secdo de atividades sabendo que € possivel realizar mui-
tas outras envolvendo o numero de ouro e suas relacdes existentes nos tridangulos de
ouro curto e alto, no retangulo aureo, e no pentagono regular, porém estas foram ex-
planadas para que o aluno se familiarize e perceba a vasta aplicabilidade deste nimero

que é tdo encantador e que chama a atenc¢ao dos estudiosos ha séculos.

No apéndice, apontamos possiveis solu¢des para a realizacao das atividades propos-

tas neste capitulo, servindo apenas de sugestdo para o professor.



APENDICE A

Neste espaco, deixaremos as resolucoes das seis atividades do capitulo 4, propostas

para os alunos.

A.1 DETERMINANDO O PONTO DE DIVISAO AUREA DE UM SEGMENTO

A proposta da Atividade 1 era para determinar um ponto que dividia o segmento AB

em média e extrema razao através de construcao geomeétrica.

Iniciamos a partir de um segmento AB de medida qualquer e determinando o seu
ponto médio M através de um compasso, tracando duas circunferéncias de raio mai-
ores que a metade de AB e iguais, com centros nos pontos A e B. Ao tracarmos um
segmento pelas interseccdes das circunferéncias, pontos P e Q, encontraremos o ponto
M no segmento AB (figura[36).

Figura 36: Ponto médio M do segmento AB
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Com régua e compasso, tracamos um segmento BC que é perpendicular a8 AB de
forma que BC = EAB' Em seguida, tracamos uma circunferéncia de raio BM e centro
em B, encontrando o prolongamento de AB em R. Tracamos duas circunferéncias de
centros em M e R de modo que os raios tenham medidas maiores que o segmento MB e
que sejam iguais. Uma das intersec¢des entre as circunferéncias foi denominada por K.
O prolongamento do segmento tracado por BK encontra o ponto C na circunferéncia

i 1
de raio MB. O tridngulo A ABC, retangulo em B, formado € tal que BC = EAB (Figura
37).

1
Figura 37: Triangulo retangulo AABC com BC = EAB

Com régua e compasso,tracaremos uma circunferéncia de centro C e raio BC, en-
contrando o ponto Y no segmento AC, e finalmente tracaremos uma circunferéncia de
centro A e raio AY, encontrando o ponto X no segmento AB, de modo que X divide

AB na razdo 4urea (Figura [38).

A M OX B

Figura 38: Tridngulo retAngulo AABC com X dividindo AB na razéo 4urea
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Para que a construcdo na atividade seja validada, seguiremos com uma demonstra-

céo.

Demonstragdo. Sejam as medidas dos segmentos AB=xe BC=YC = % Aplicando o

teorema de Pitdgoras temos que:

AC? = AB? + BC?

AC2 = 24+
C x+4
AC =2 V5.

Como AY = AX e que BC = CY podemos calcular que:

AX=AC-CY
X X
AX==-vV5—-=
2\[ 2
X
AX =2 (V5-1).
Entdo, podemos obter que:
AB x —\/5+1—<D~162
AX ¥ T 2 JomLe
; (v5-1)
Portanto,
AB
—=0br1,62
AX

A.2 CONSTRUINDO UM RETANGULO COM SEGOES AUREAS

A proposta da atividade era construir um retdngulo cuja razdo entre os lados fosse

a do numero de ouro.

Com régua e compasso construiremos, conforme atividade 1 anterior, o ponto X de

modo que divida o segmento AB na razio 4urea (Figura .

Com compasso, construiremos uma circunferéncia de centro A e raio AX. tragare-
mos uma perpendicular ao segmento AB por A, encontrando E na intersec¢do com a

circunferéncia.
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Figura 40: Retangulo dureo JABDE

Tracaremos um segmento DE paralelo ao segmento AB, encontrando D na intersec-

¢dio com o prolongamento do segmento BC (Figura .

Seguiremos com a demonstracao, validando a proposta da Atividade 2.

Demonstragdo. Seja AB = x. Conforme demonstracdo da atividade anterior sabemos

que AX = % (\/3 — 1). Como AE = AX por compartilhar do mesmo raio de circunfe-

réncia, entdo @ i = Vo +1 =d~1,62. O

O




A.3 CONSTRUCAO DE UMA SECAO AUREA

A.3 CONSTRUGAO DE UMA SECAO AUREA

O objetivo desta atividade foi de encontrar um segmento dividido na razdo atirea

através da manipulacdo de trés segmentos de mesma medida.

Inicialmente vamos tracar uma reta que passa pelo ponto A; e por ele A;B;, me-

dindo 10cm perpendicular a reta r, utilizando o transferidor (Figura [41)).

By

10em:

Figura 41: Segmento A;B; de 10cm perpendicular a reta r

Utilizando a régua de precisdo milimétrica, tracemos o segmento A,B, de 10cm tal

que B; seja ponto médio de A1B; e A, intersecte a reta r (Figura.

B

Figura 42: Segmento A;B; de 10cm com ponto médio B, em A;Bj e intersectando a reta r

Com o mesmo procedimento, tracemos o segmento AsB; de 10cm tal que B3 seja

ponto médio de A,B; e Aj intersecte a reta r (Figura.
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By

10em
By

10em

rooA Ao A

Figura 43: Segmento A3B; de 10cm com ponto médio em A;B; e intersectando a reta r

Com a régua de precisdo milimétrica, realizaremos as medicoes dos segmentos soli-
citados na Atividade 3 (Figura [44).

B,
Ay Ay = 1dem AAy 1_-1 ~1.62
_"‘1 1 :‘“12 8. ?
A A =8, Tem
A4 BT

10em S ~ 1,61
B As Ay &2 5, 4dem AAy 5,4
9

10cm

roo Ay Ay Ay

Figura 44: Razdo aurea no segmento A A3 a partir do ponto A,
Os numeros encontrados nas razoes a partir do segmento A1 As, dividido pelo ponto
A, sdo muito préximos do numero de ouro .

Finalizando a resolucdo seguiremos com a demonstracdo dos valores encontrados

presente na atividade.

Demonstragdo. Seja A1By = AyB; = A3Bs = x. Como B, é ponto médio de A1B; e B
¢ ponto médio de A,B,, entdo A1B, = AB3 = % Como A1B; L r, entdo o tridngulo
AByAi1A; é retangulo em Aj. Assim, pelo teorema de Pitdgoras temos:

(A2B2)? = (A1B2)* + (A1 An)?

2 2 x?
(A1A2)" =x vy
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xv/3
A1A2 = T

Seja P € r (Figura , de modo que PB3 L r e como B3 é ponto médio de A;B,

entdo o triangulo retangulo AB3PA, é semelhante ao tridangulo AB,A1A; e AP =
PA, = %AlAz, logo PA; = ng’.

Seja AB3PAj o tridngulo retangulo com B3P = il e B3A; = x, pelo teorema de

4
Pitagoras calculamos PAs3.
2 15x?
PAs? =22 =20
(PA3) ="~ 16~ 16
1
PAs = V1

4
Como A1A3 = A1Ay; — PA, + PAj, entao:

xﬁ_xﬁ+xx/ﬁ= x(v/15 +/3)

Ards = — 4 4 4

Como A,As = AjA3z — A1 Ay, entdo:

x(V15+3)  xv3  x(v/15—/3)
Axfls = 4 T2 T 4 '

Assim, a partir dos resultados obtidos, podemos verificar a existéncia da razdo aurea

entre os seguintes segmentos:

x(V15+/3)
A1A3:f:1+ 5:q>
A1Ar xV3 2 ’
2
V3
A1A2_ Ty 1+\@—(I)

2 _
AyAs  x(V15-+3) 2
4

A.4 CONSTRUINDO UM PENTAGONO REGULAR

Esta atividade tem por objetivo desenvolver a habilidade de construces geométricas,

bem como verificar a existéncia da razdo aurea presente neste poligono.
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roooA P A A

Figura 45: Demonstracdo da razdo durea nos segmento A A3z a partir do ponto Ap

Para o seu desenvolvimento, deve-se inicialmente, marcar um ponto central O e
com 0 compasso, tracamos com raio de 6cm a circunferéncia que sera circunscrita ao
pentagono regular. Em seguida, dividiremos, com o transferidor, a circunferéncia em
cinco partes para identificar os vértices A, B, C, D e E do pentadgono regular. Faremos
isso marcando aleatoriamente um ponto A na circunferéncia. O ponto B deverd ser
marcado tal que med(AOB) = % = 72°. Este procedimento sera comum em todos

os pontos adjacentes (Figura 46)).

Figura 46: Circunferécia de centro O e raio 6cm dividida em 5 pontos (A, B, C, D e E), de

mesma distincia

Com a régua, os segmentos AB, BC, CD, DE e AE formam um pentdgono regular e

ao tracarmos as diagonais AC, AD e BE temos dois tridngulos isésceles que comparti-
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Figura 47: Pentagono regular ABCDE e trés de suas diagonais inscrito em uma circunferéncia

de raio 6cm

lham dos vértices do pentdgono regular. Nomearemos a interseccdo dos das diagonais
AB com BE por F (Figura[47).

Com uma régua de precisdo milimétrica, tomaremos as medidas: do lado AB; da
diagonal AC; de AF e FC que sio segmentos divididos pela diagonal BE (Figura [47)).
E logo apds, com a calculadora, realizaremos o cdlculo das razoes %(]5 e Z—i, obser-
vando que os resultados obtidos sdo muito préximos do niumero de ouro &, devido a

imprecisao dos instrumentos de medicao.

Figura 48: Medig¢bes dos lados e diagonais do pentagono regular ABCDE
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A.5 O NUMERO DE OURO NA RAZAO ENTRE AREAS DE TRIANGULOS DE OURO

A atividade tem por objetivo mostrar a presenca do nimero de ouro na razao entre

as dreas de tridngulos curto e alto presentes em um pentdgono regular.

Para o seu desenvolvimento, deve-se seguir os procedimentos da atividade anterior,
desenhando com um compasso um circulo de centro O e raio 8cm; inserir cinco pontos
A, B, C, D e E de forma que os adjacentes formam com o ponto O angulos de 72°;

com uma régua, tracar os segmentos AB, BC, CD, DE e AE, formando um pentdgono
regular (Figura [49)).

Figura 49: Pentdgono regular ABCDE inscrito em um circulo de raio 8cm

Com a régua, tracaremos trés diagonais AC, AD e BE formando dois tridngulos:
AABE e AACD (Figura[50)).

Com a intencdo de calcular a drea de cada um dos tridngulos, com uma régua de
precisdo milimétrica, tracaremos os segmentos das alturas AM e AN, sendo M e N,
pontos médios dos tridngulos AABE e AACD, respectivamente e A vétice comum

dos dois tridngulos (Figura [51)).

Com régua de precisdo milimétrica, realizaremos as medicdes das bases BE, CD e
alturas AM e AN dos respectivos tridngulos AABE e AACD.

Com uma calculadora, realizaremos o calculo das areas dos triangulos AABE e
AACD, bem como a razdo entre as areas dos tridngulos AABE e AACD (Figura[52).
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Figura 50: Tridangulos AABE, AACD do pentdgono regular ABCDE inscrito em um circulo
de raio 8cm

BEzll,alA maxaz_
AM =~ 4,2 FAABE= — 5 T & ,<A
sop 38,695
paco _ 38,095 o o6
Apape 23,94
CD=T,1 7.1 % 10,9
AD =~ 10.9 Ap acn = — s 38, 695

Figura 52: Calculo da razéo entre as areas dos tridngulos AABE, AACD
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A generalizacdo da atividade passa pelo fato que devemos inicialmente, mostrar que
a razdo entre a diagonal e o lado do pentadgono regular é o numero de ouro, mas

também que estas medidas fazem parte dos tridngulos estudados nesta atividade.

Demonstracdo. Sejam os triangulos AABC e AABE isOsceles e congruentes, pois 0s
lados AB = BC = AE = a por formarem lados do pentdgono regular e as diagonais

AC = BE = d por serem as diagonais do pentagono regular (conforme ilustrado na
Figura[53).

Como a soma dos angulos internos de um pentdgono é 540° e sendo este regular,
temos que o angulo interno de cada vértice sera de = = 108°. Logo, o angulo
interno do vértice A do triangulo AABE e o angulo interno do vértice B do triangulo
AABC tém medida de 108°, sendo os angulos dos lados isdsceles destes tridngulos de

180 — 108
medida iguala ———— = 36°.

Como os tridangulos AABC e A ADE sdo congruentes, o triangulo AACD também é
isosceles, pois med(ACD) = med(BéD) — med(ACB) = 108° — 36° = 72°; med(ADC) =
med(EDC) — med(ADE) = 108° — 36° = 72°; e med(CAD) = med(BAE) — med(BAC) —
med(DAE) = 108° — 36° — 36° = 36°.

Seja ainda, F o ponto de interseccfio das diagonais AC e BE. Como o ponto F € AC
e F € BE, entfio med(PgB) = med(FBA) = med(FEA) = 36°, sendo que o tridngulo
A ABF ¢é semelhante aos triangulos AABC e ANABE (triangulos de ouro curtos). Ja
o triangulo A AFE € isdsceles com dngulos de 36°, 72° e 72° (triangulo de ouro alto),
pois med(FEA) = 36°; med(AFE) = 180 — med(AFB) = 72°, devido ao 4ngulo AFE ser
o suplementar do 4ngulo AFB; e med(FAE) = med(BAE) — med(BAC) = 108° — 36° =
72°. Com isso, AE = FE = a e como BE = d, temos que BF = BE — FE = d — a. Sendo
o tridangulo A ABF iso6sceles, BF = AF =d — a.

Estabelecendo a relacdo de semelhanca entre os tridangulos AABE e A ABF, temos

AE AB . L d a aK a
E—ﬁ—K,lstoe,;— = K. Comod-aK,temosque;-aK_u,

d—a
1+v5
5=

que

.

logo K? — K — 1 =0, cuja raiz positiva é K =
Calculando a drea do tridngulo AACD:

Sendo N o ponto médio da base CD do tridngulo is6sceles, temos que AN é medi-

| | | E

Calculando a area do triangulo AABE:
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Seja EA’ o segmento obtido através do prolongamento do segmento BA de modo

que med(Ez/ﬁl\’A) = 90°. Com isso, med(EﬁA’ ) = 72° pois é o suplementar do angulo

n . " R —_— EA’
BAE, e EA’ é a altura do triangulo referente a base BA, de modo que sen72° = AE
2 [¢)
[ [ assen72
e como AE = a, EA’ = asen72°. Logo sua area é AaApg = —
Com isso, a razdo entre as areas dos triangulos AACD e AABE é, nesta ordem
adsen72°
A d d . A
AACD 5 2 = —. Como — = @, entao LOACD _
AnaBe  a’sen72° 4 a AN ABE
2
Figura 53: Demonstracio da razio entre as areas dos tridngulos AABE, AACD
O

A.6 TRIANGULOS DE OURO CURTO E ALTO

A atividade tem por objetivo mostrar que o tridngulo de ouro curto apresenta o
numero de ouro na relagdo entre circuncentro O, incentro I e ortocentro H e seus

lados, sendo possivel identificar um triangulo de ouro alto.

A atividade se inicia desenhando um triangulo isdsceles de base BC = 10cm e angu-

los isosceles de 36° utilizando régua e transferidor (Figura[54).

Em seguida, com o transferidor e régua, tracaremos a bissetriz em cada um dos trés
angulos internos do tridangulo A ABC encontrando o incentro I na interseccdo das trés
bissetrizes (Figura [55]).
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/‘4 36

B 10em C

Figura 54: Tridngulo de ouro curto AABC

A

/‘4 26

B 10emn C

Figura 55: Incentro I no tridngulo de ouro curto AABC

Utilizando régua e transferidor, tracaremos a mediatriz em cada um dos trés lados

do tridangulo A ABC encontrando o circuncentro O na interseccao (Figura|56)).

O

Figura 56: Circuncentro O no tridngulo de ouro curto AABC

Encontraremos o ortocentro H através da interseccao das alturas referentes aos trés
lados do tridngulo A ABC, utilizando régua e transferidor (Figura[57).

Com uma régua de precisdao milimétrica e uma calculadora, encontraremos as medi-

das dos lados BC e AB, dos segmentos OH, IH, OI e OB, e também realizaremos o

calculo das razo EO—HE O—H
0 Qas 1azoes g TH o1 € 0B
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B 10¢m,” C

0

Figura 57: Ortocentro H no triangulo de ouro curto AABC

Com o auxilio de um transferidor mediremos os angulos HBO, HOB e BHO verifi-

cando que o tridngulo formado AHBO é um tridngulo de ouro alto (Figura[58).

H BC = 10em BC 10
N —_— = —— =~ 1.613
4 : AB = 6,2¢m  AB 6,2
|
’ OH 8.5
/ : N OH =~ & 5em Ti = - ; ~ 1.604
[ A >\, IH =~ 5 3cm 1 ;)%
OI=3.3em 2 _ 22 1 606
or 33> "7
R OH 85
I h N OB =5,3cm ——— = = =~ 1. 604
' AN : OB 53
I — 38N ZHBO =720
b N © OB =12
N /BHO = 36°
0] ’

Figura 58: Razdes dureas no tridangulo de ouro curto AABC

Seguiremos com a demonstracdo da atividade iniciando pelo fato de que um trian-
gulo is6sceles com angulos de 36°, 36° e 108° possui a razdo durea na divisdo de sua

base pelo lado isdsceles, conforme ilustrado na Figura

Demonstragdo. Seja o triangulo isésceles curto AABC, de base BC; O o seu circuncen-
tro; I o seu incentro; H o seu ortocentro.
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Sejam M, N e P os pontos médios dos respectivos segmentos BC, AB e AC; S o
ponto pertencente ao segmento BH de modo que BH L. CS e T o ponto pertencente ao
segmento CH de modo que CH L BT; e, R o raio da circunferéncia que circunscreve

o triangulo AABC com centro em O.

Como ON L AB e N ¢é ponto médio de AB, temos que os tridngulos AANO e
ABNO sdo congruentes com o lado comum ON e OB = OC = OA = R. Com
isso, sabemos que med(A@N) = med(BéN) = 36°, pois med(BﬁO) = 54° (bisse-
triz do angulo BAC) e, em consequéncia med(B@A) = med(B@H) = 72° Sabe-
mos ainda que med(NBO) = 54° pois é o complementar do 4ngulo NOB e, como
med(SBA) = 18° por ser o complementar do suplementar do angulo BAC, temos que
med(SBO) = med(HEO) = 54° + 18° = 72°. Logo o triangulo ABHO ¢é is6sceles de
angulos 72°, 72° e 36°.

Sabemos que o tridngulo AHBI é isdsceles e semelhante ao triangulo AABC, pois
BHI é congruente a BHO e igual a 36°, med(IBH) = med(ABI) + med(SBA) = 18° +
18° = 36°, e por consequéncia, temos que med(HTB) =180° — med(IEH) — med(BHI) =
180° — 36° — 36° = 108°. Com isso, temos que as medidas do tridngulo sdo Bl = [H =

BO = R pois BI é a reflexdo de BO no lado BC e o lado BH calcularemos através da

BH BI
relacdo de semelhanca BC = AR’ denominando AB = a, BC = d, BI = R e sabendo
H R R
que ﬂ = @, temos que BH = —,isto é, BH = —d = R®.
a d a a
A partir dos resultados obtidos temos a verificacdo das razdes:
OH R®
mH-RrR ¥
OH _R® _
OB R
IH IH R 1

Ol OH—-IH R®P—-R 1-@

H -9
Como ®? — & =1, temos que — =

ol " o1 % =
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Figura 59: Demonstracdo das razdes aureas no tridngulo de ouro curto AABC
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