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“E impossivel progredir sem mudanga, e aqueles que

ndo mudam suas mentes nio podem mudar nada.”

(George Bernard Shaw)
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RESUMO

Nesta dissertacdo, apresentamos os digitos que verificam erros em c6digos numéricos
e os codigos que identificam e corrigem erros em informagdes transmitidas ou armaze-
nadas. Em relacdo aos digitos que verificam erros, enfocamos os sistemas modulares,
0s principais erros que podem ser cometidos na digitagdo de sequéncias numéricas e
a eficiéncia do digito para detectar sua presenca. Ja em cédigos corretores de erros,
denotamos os conceitos de um c6digo e sua utilidade em um sistema de comunicagdo,
mostramos como codificar uma informacao e depois como decodificé-la corrigindo erros,
caso existam. Finalmente, explicitamos algumas aplica¢des dos digitos verificadores e

cédigos corretores de erros para o Ensino Fundamental e Médio.

Palavras-chave: identificacdo de erros, sistemas modulares, c6digos corretores de

erros, codigos lineares
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ABSTRACT

In this dissertation, we present the digits that verify errors in numerical codes and the
codes that identify and correct errors in transmitted or stored information. Regarding
the digits that verify errors, we focus on the modular systems, the main errors that can
be presented during the typing of numerical sequences and the efficiency of the digit to
detect their presence. As for theerror-correcting codes, we denote the concepts of a code
and its use in a communication system, we show how to code pieces of information
and then how to decode it correcting errors, in case they exist. Finally, we described in
details some applications of the verifier digits and error correction codes for Elementary
and Middle School.

Keywords: error identification, modular systems, error-correcting codes, linear codes
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INTRODUCAO

Nesta dissertagdo, apresentamos e demonstramos os conceitos dos digitos verifica-
dores de erros em c6digos numéricos e codigos que identificam e corrigem erros em
informacdes transmitidas ou armazenadas.

Os c6digos numéricos estdo presentes em diversas situagdes nos nossos habitos
corriqueiros do dia a dia, como por exemplo em sequéncias numéricas de cédigos de
barras, CPF, RG, contas bancarias e em diversas outras situacoes.

Os digitos desses c6digos numéricos utilizam uma congruéncia médulo k e um vetor
de pesos estabelecido pelo sistema para verificar a presenca de erros em sequéncias
numéricas. Os digitos conseguem identificar os erros mais comuns cometidos por falha
humana e apresentam um resultado mais eficiente quando o valor de k é um ntimero
primo.

Utilizamos os c6digos corretores toda vez que assistimos a um filme, enviamos um
e-mail etc. Os codigos corretores estdo presentes em toda informagdo transmitida ou
armazenada por algum meio tecnolégico e seu objetivo é identificar e corrigir erros
causados por alguma interferéncia.

Os c6digos corretores de erros adicionam uma redundédncia em uma informacéo de
modo que seja possivel decodificd-la corrigindo erros. Usamos uma transformagao
linear para codificar o vetor informagdo e depois usamos uma matriz de paridade para
verificar se a informacdo foi recebida com erro e, caso tenha, por meio de um algoritmo
conseguimos fazer a corregao.

Podemos perceber que a Matematica estd presente em diversas situagdes em que nao
a notamos. Pensando nisso, esta dissertacdo tem como objetivo mostrar essas aplicagdes
da Matematica para que sejam usadas na sala de aula do Ensino Fundamental e Médio.

Infelizmente, é muito comum ouvir dos alunos do Ensino Fundamental e Médio que
ndo conseguem ver aplicagdes para os contetidos do curriculo da Matematica, que a
acham dificil e desestimulante. Mostrar uma situagdo em que o aluno possa aplicar e
contextualizar o contetido da aula tem um resultado mais satisfatério e significativo no

processo ensino-aprendizagem.



INTRODUCAO

Esta dissertacdo foi dividida como segue:

No primeiro capitulo, apresentamos alguns conceitos preliminares como: Divisibi-
lidade, Equagdes Diofantinas, Congruéncia Médulo k, Congruéncias Lineares, Anel e
Corpo. Tais conceitos foram utilizados com ferramentas para demonstrar nos demais
capitulos teoremas e proposicoes.

No segundo capitulo, apresentamos os digitos que verificam erros em cédigos
numéricos, como por exemplo: ndmero do cédigo de barras, niimeros de CPF e RG e
cédigo ISBN. Em seguida, analisamos os principais erros que podem ser cometidos por
falha humana na digitacdo de uma sequéncia numérica e fizemos também uma anélise
para verificar a eficiéncia dos digitos nos casos dos erros mais comuns.

No terceiro capitulo, apresentamos os cédigos que fazem a identificagdo e correcéo
dos erros que ocorrem em informagdes transmitidas ou armazenadas. Demonstramos
os Cédigos Lineares — que é a classe de c6digos mais utilizada —, Distdncia Hamming e
algoritmos para fazer a decodificagdo de mensagens e corrigir erros, caso existam.

Por dltimo, no quarto capitulo, apresentamos uma sequéncia de etapas que permite
contextualizar o ensino da Matematica no Ensino Fundamental e Médio. O objetivo
desta etapa do trabalho é mostrar a Matemadtica presente em diversas situagdes no nosso

cotidiano.



CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo serd destinado a definicdo e demonstracdo de conceitos que serdo
usados como ferramentas para embasar os cédigos identificadores e corretores de

erros. Um estudo mais detalhado dos assuntos deste capitulo podem ser encontradas

em [1], [2], [5].

1.1 DIVISIBILIDADE

Defini¢do 1.1. Dados dois inteiros a # 0 e b, dizemos que b é divisivel por a escrevendo a | b,
quando existir c € 7 tal que b = ca. Nesse caso, podemos dizer também que a é divisor ou
um fator de b, e b é miiltiplo ou divistvel por a. Quando b ndo for divisivel por a, usaremos a

sequinte notagdo: a { b.

Quando um inteiro a, diferente de zero, ndo divide um inteiro b, Euclides, nos seus
Elementos, utiliza, sem enuncia-lo, o fato de que sempre é possivel efetuar a divisdo de

b por a, com resto.

Teorema 1.2 (Teorema de Euclides). Sejam a e b dois inteiros com b # 0. Existem dois

niimeros inteiros q e r tais que:

a=bg+r,com0 < r < |b| (1.1)

Nas condigdes do teorema acima, temos que os nimero 7 e g4 sdo chamados, respecti-
vamente, de resto e quociente da divisdo de a por b. A demonstracdo do Teorema de

Euclides estd disponivel no livro Hefez [1].
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1.2 MAXIMO DIVISOR COMUM E EQUAQ@ES DIOFANTINAS

Defini¢ao 1.3. Um niimero inteiro d serd chamado de divisor comum de inteirosaebsed | ae
d|b.

Definicao 1.4. Seja d um inteiro positivo, dizemos que d é o mdximo divisor comum de a e b,
usaremos a notagdo (a, b), se possuir as sequintes propriedades:
i- d é um divisor comumdeaeb, e

ii- d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Apresentaremos agora, algumas propriedades do Maximo Divisor Comum de dois
nimeros inteiros. Para isso, serd definido o conjunto de todas as combinagdes inteiras

dos inteiros a e b:

I ={ma+nb;m,nec7Z}
Teorema 1.5 (Teorema de Bézout). Se d = (a, b), entdo existem m, n € 7 tais que am +bn = d.
Demonstragio. Seja p o menor elemento positivo de I, p = ma + nb. Vamos considerar o
resto e quociente da divisdo de a por p como r e g respectivamente:
a=pq+r, com0<r<p
r=a-—pq
r=a— (am+nb)q
r=a(l —mq)+b(—nq)

Se fosse r > 0, terfamos r € I, contradizendo a hip6tese de p ser o menor elemento do

elemento do conjunto I. Logo r =0 e p | 4. De modo andlogo, p | b e, pela Definigao

pld.
Agora, vamos provar que d | p. Pela Definigao temos que d | a e d | b, neste caso

podemos escrever a = ayd e b = byd paraaj, by € Z. E
p = ma+nb
p = maid + nbid
p =d(aym + bn)
d|p

Concluimos entdo que p = d. O



1.2 MAXIMO DIVISOR COMUM E EQUAQ(N)ES DIOFANTINAS

Observe que da demonstracdo acima, segue que se d é o menor elemento positivo de
I, entdo d = (a, b).

Definic¢do 1.6. Dados dois inteiros a e b, dizemos que eles sdo primos entre si se (a, b) = 1.

A seguir apresentaremos as equagdes diofantinas lineares que ajudam a resolver
vérios problemas de aritmética e serd usada na préxima se¢do para demonstrar o

Teorema que vai ser fundamental do Capitulo 2.

Proposicao 1.7. A equagio aX +bY =c,coma,b,c € Z, admite solucdo em inteiros se, somente
se, (a,b) | c.

Demonstragido. Vamos supor que (xp,lo) seja uma solucdo da equacdo e (a,b) = d,

sabemos que a = a;d e b = byd, logo:

axo+byp=c
a1xod + b1yod = c
d(ayxo + biyo) = ¢
d|c

Reciprocamente, se d | ¢, entdo existe ¢; € Z tal que ¢ = dcy. O Teorema garante a

existéncia de um par (xo, yo) tal que

axo+byy=4d

Multiplicando ambos os lados da equagdo acima por c;

c1axg + c1byg = dcq

ciaxg+cibyo=c1d =c

donde obtemos a solugdo (cyxg, c1yo) da equagdo diofantina. O
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Podemos estender os resultados acima para n varidveis. Para iniciar, generalizamos a

definicdo do mdc para n niimeros inteiros:

Definicao 1.8. Seja d um inteiro positivo, dizemos que d é o mdximo divisor comum de ay, ..., ay,

se:
i- d é um divisor comum de ay, ..., a,;
ii- d é divistvel por todo divisor comum de ay, ..., ay.

Iremos indicar o mdc de 7 inteiros com a seguinte notagdo (ay, ..., a,). Segue facilmente
da definicdo que

(all cees0n—1, al’l) = (all D (an—ll ai’l))

Da igualdade acima, usando indutivamente a demonstracdo do Teorema de Bezout,

obtemos a versdo deste teorema para 7 inteiros:

Teorema 1.9 (Teorema de Bézout (generalizado)). Se d = (ay,ay, ..., a,), entdo existem

mq, My, ..., My € 7 tais que mqai +modpy + - - -+ Mydy = d.
Por fim, para equagdes diofantinas de n varidveis temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.10. A equagdo diofantina a1x1 + ... +ayXy, = ¢, a1 € Z e ¢ € Z, admite solugio

se, e somente se, (a1, ..., a,) divide c.

A demonstragdo é andloga a do caso de duas variaveis.

1.3 CONGRUENCIA

A congruéncia médulo m é uma das ferramentas mais importantes na Teoria dos
Numeros, que chamamos de Matematica Modular ou Aritmética dos Restos. Uma
congruéncia é uma relacdo entre dois inteiros que quando divididos por um terceiro
deixam o mesmo resto, este terceiro inteiro é chamado de médulo da congruéncia. Nesta
se¢do, serd apresentado sua defini¢do e propriedades de acordo com a necessidade de
elucidar suas aplica¢des, para oportunizar melhor entendimento no préximo capitulo,
onde as aplicaremos.

A relagdo de congruéncia médulo m entre dois inteiros estd relacionada com a divisdo
euclidiana desses por um terceiro ndamero fixo, e foi introduzida por Gauss no seu livro

Disquisitiones Arithmeticae em 1801.



1.3 CONGRUENCIA

Definic¢do 1.11. Seja m um niimero natural maior do que 1, dizemos que dois niimeros inteiros
a e b sido congruentes médulo m se os restos de sua divisdo por m sio iguais. Quando dois

inteiros sdo congruentes modulo m, escreve-se a = b mod m.

Observe o seguinte exemplo: 31 = 21 mod 10, pois a divisdo de 31 por 10 deixa o
mesmo resto que a de 21 por 10.
Para verificar se dois inteiros a e b sdo congruentes mod m, ndo é necessdrio fazer a

divisdo euclidiana de ambos por m, é suficiente usar a seguinte proposicao:
Proposicdo 1.12. Tem-se a = b mod m se, somente se, m | (a — b).

Demonstragido. Se a = b mod m, entdo existem f, p e r inteiros, tais que a = f.m+r e
b = p.m+r. Subtraindo uma da outra a — b = m.(f — p) logo, pela Defini¢do [1.1| temos
que m | (a — b).

Reciprocamente, suponhamos que m | (a — b) pela divisdo euclidiana temos que
a=fm+rcom0<r<meb=mp+qcom0 < g < m. Subtraindo as equagdes
encontramos a — b = m.(f — p) + (r — g), como m | (a — b) concluimos que m | (r —q) e
r=gq,pois | r—gq|< m.

Portanto a = b mod m. O

A seguir, temos algumas propriedades que sdo de grande utilidade, pois serdo usadas

para demonstrar algumas aplica¢des no Capitulo

Proposicao 1.13. Sejam a,b,c,d, m,n inteiros com m > 1 en > 1. Temos as sequintes

propriedades:
(i) a = a mod m;

(ii)) Se a = b mod m, entio b = a mod m;

(iii) Sea = b mod m e b = ¢ mod m, entio a = ¢ mod m;

(iv) Sea = b mod me c =d mod m, entido (a+c) = (b+d) mod m;
(v) Sea =bmodmec=dmodm,entido a.c = b.d mod m;

(vi) Se a = b mod m, entdo a™ = b" mod m.

Demonstragio. As demostragdes de|i e [ii] sdo triviais.
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fiiil - Se a = b mod m e b = c mod m, entdo m | (a—b) e m | (b—c), logo m |

(a—b+b—c). Portanto m | (a — c), ou seja, a = ¢ mod m.

[iv]- Se a = b mod m e ¢ = d mod m, temos por defini¢do que m | (a —b) e m | (c — d),
usando as propriedades da divisdo de Euclides podemos concluir que m | (a — b +c — d)
ou podemos escrever da seguinte forma m | ((a + c) — (b +d)) o que leva a concluir que

(a+c¢c) = (b+d) mod m.

V|- Se a = b mod m e c = d mod m, temos que m | (2 —b) e m | (c — d). Observe que:

a.c—b.d=a(c—d)+d(a—Db)

Logo, como m | (c —d) e m | (a — b) podemos conluir que m | (a.c — b.d). Portanto

a.c = b.d mod m.
- Para demonstrar estd propriedade sera usado indugdo sobre .
Seja P(n): a* = b" mod m.

P(n) é vélida para n =1, pois a = b mod m por hip6tese. Suponha P(k) védlida para

algum k natural. Temos que:

a* = b* mod m.

Temos pela hipétese de indugdo que:

a* = v* mod m (1.2)
E por hipétese:
a=bmodm (1.3)
Aplicando a propriedade [v] nas equacdes [1.2] e [1.3] temos:
gL = pkel

mod m

Portanto, por indugdo P(n) é valida para todo n natural.



1.3 CONGRUENCIA

Observacdo 1.14. De acordo com as propriedades i} [ill e [iil, podemos concluir que uma relagio

de congruéncia moédulo m é uma relagdo de equivaléncia nos inteiros.

E agora, apresentaremos dois teoremas que serdo fundamentais no préximo capitulo:
Teorema 1.15. A congruéncia linear ax = b mod m admite solugdo se, somente se, (a, m) | b.
Demonstragio. Vamos supor que a equacao tenha solugdo, temos que:

ax =bmodm

m | (ax —b)
Logo, existe um inteiro ¢, tal que:
mt=ax—>b
b=mt—ax (1.4)

Seja o (a,m) =k, entdo k | a e k | m, logo existem p,d € Z:

a=kdem=kp (1.5)

Substituindo as equagdes [1.4] e [1.5] temos:

b = kpt — kdx
b =k(pt —dx)

E portanto k | b
Reciprocamente, se (a,m) | b, a equagdo b = mt — ax sempre admite solugdo inteira,

por consequéncia da Proposigdo O

Teorema 1.16. Sejam a e x niimeros inteiros, temos ax # 0 mod m, para todo x € {1, ...,m —

1} se, e somente se, (a,m) = 1.
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Demonstragido. Suponhamos (a,m)=d > 1,logod |aed | meassima=dd, e m =dd,

com dp € {1,...,m — 1}. Fazendo d; = x, encontramos o seguintes resultado:
ax = ady = d1ddy = dym = 0 mod m

O que é um absurdo pois ax # 0 mod m e portanto d = 1.

Reciprocamente, se (a,m) =1 e seja x € {1,...,m — 1} tal que ax = 0 mod m, temos
que m | ax, portanto m | x o que seria um absurdo. Logo ax # 0 mod m para
xe{l,..,m—1}. O

1.4 ANEIS E CORPOS

Nesta se¢do, serdo definidos os conceitos de anel e corpo, que serdo usados como

ferramentas no capitulo

Definicao 1.17. Um anel é um conjunto A munido das operagdes adigdo ( + ) e multiplicagdo

(x):

+: AXA — A e x: AXA —- A
(a,b) — a+b (a,b) — axb

Que satisfazem as seguintes propriedades:

1. Associatividade da adigdo:

Va, b, c € A, (a+b)+c=a+(b+0¢)

2. Existéncia de um elemento neutro para a adicdo, ou seja, existe um elemento chamado zero e

denotado por 0, tal que:

Va € A, a+0=0+a=a

3. Existéncia de um elemento oposto para a adicdo, ou seja, existe (—a) € A, tal que:

a+(—a)=(—a)+a=0



1.4 ANEIS E CORPOS

4. Comutatividade da adigdo:

Va, b € A, a+b=b+a

5. Associatividade da multiplicagdo:

Va, b, c € A, (axb)xc=ax(bxc)

6. Distributividade da multiplicacdo em relagdo a adigdo:

Ya, b, c € A,ax((b+c)=axb+axc

Exemplo 1.1. O conjunto dos niimeros inteiros Z, racionais () e reais R, munido das operagdes

usuais de adigdo e multiplicacdo siio exemplos de anéis .

Definicao 1.18. Se um anel A possuir um elemento neutro para a multiplicagdo, denotado 1,

dizemos que A é um anel com unidade.

Definicao 1.19. Dado um elemento a de um anel com unidade A, dizemos que serd invertivel se
existir um elemento b € A, tal que a x b = 1. Quando isso ocorre, dizemos que b é um inverso

de a.

Defini¢ao 1.20. Um anel com unidade onde todo elemento ndo nulo é invertivel é chamado de

corpo.

Exemplo 1.2. O conjunto dos niimeros reais R, juntamente com as operagdes usuais de adigdo

e multiplicagdo é um exemplo de corpo.

Exemplo 1.3. O conjunto A = {0,1} munido das operagdes da adicio e multiplicagdo definidas

abaixo é um corpo.

11
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1.5 CLASSES RESIDUAIS

Nesta sec¢do, apresentaremos o conceito de classes residuais de Z moédulo m.
Qualquer relagdo de congruéncia médulo m define uma relagdo de equivaléncia nos
inteiros, e essas classes de equivaléncia sdo chamadas de classes de congruéncia ou

classes residuais.

Definic¢do 1.21. A classe residual médulo m de um elemento a € 7Z é o conjunto:

[a] = {x € Z;x = a mod m}

O elemento a serd chamado de representante da classe residual [a].

O conjunto de todas as classes residuais médulo m, indicado por Z,, é:

Temos que Z;, é um anel (com unidade) finito com m elementos.
Exemplo 1.4. Seja m = 2. Logo temos que Zy = {[0], [1]1} com as sequintes operagdes

+
[0]
[1]

—_ —|—_—

_ OO

—_— | —
—
e
e

X
[0]
[1]

—_— ——

o O | O

d e [ e
—
=

é um anel. Temos que [1] é o 1inico elemento nio nulo de Z e é invertivel, logo Zy é um corpo.

Exemplo 1.5. Seja m = 3, temos que Z3 = {[0], [1], [3]} com as operacdes e adigdes da tabela
abaixo, como [1] e [2] sdo invertiveis, temos que Z3 é um corpo.

+ | [0] [1] [2]
[01 | [0 [1] [2]
(11| 1] [2] [O]
[2] | [2] [0] [1]
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— | —_— — —
N | O N
bd | d e e
— | — — —
O — N
bd | d b e
_— | — — —
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SISTEMAS DE IDENTIFICACAO
MODULARES

No nosso cotidiano, quando utilizamos meios tecnolégicos para digitar uma informagdo
podem ocorrer erros na digitagdo ou na transmissdo. Neste capitulo serd feita uma
analise dos digitos que verificam a existéncia de erro na digitacdo de uma sequéncia
numérica e no proximo capitulo apresentaremos os cédigos que fazem corregdo de erros
que podem acontecer na transmissdo de uma informacao.

Os digitos verificadores, presentes em c6digos numéricos, aparecem em diversas
situagdes no nosso dia a dia, como por exemplo, nos niimeros de uma conta bancaria,
nos algarismos do CPF RG, titulo de eleitor, nimero do cartdo de crédito, certidao de
nascimento, matriculas de IPTU, cédigos de barras e ISBN. Nesses exemplos, usamos
os digitos para identificar incorre¢des. No decorrer deste capitulo, mostraremos essas
aplicacdes da Matemadtica Modular ou Matemadtica dos Restos.

Codigos numéricos que utilizam o digito verificador de erros apresentam um conjunto
de regras para estar correto. Se a sequéncia do cédigo nao estiver de acordo com as
regras pré estabelecidas pelo sistema, o digito verificador indicard que a sequéncia
apresenta niimeros inconsistentes. Importante ressaltar que, nesse caso, ndo é feita
a correcdo automadtica e ndo é indicado qual o algarismo estéd incorreto, e pode ser
necessdrio a verificacdo de todos os algarismos informados. A ideia principal do digito
¢ adicionar um ntmero suplementar na sequéncia original do cédigo e estabelecer uma

relagdo, que seja Unica, entre os algarismos da sequéncia e o digito.

15
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2.1 ANALISE GERAL DOS SISTEMAS DE IDENTIFICAQAO MODULARES

Os sistemas de identificacdo modulares apresentam caracteristicas semelhantes. Nesta
secdo, serd apresentada uma anélise geral desses sistemas que utilizam os digitos como
identificador ou verificador de erros em sequéncias numéricas.

Todos os coédigos numéricos que utilizam a matemdética modular para fazer a

identificagdo de erros apresentam o seguinte formato:

X1X2X3....Xy, D (2.1)

Onde D representa o digito adicional que fara a verificacdo dos demais algarismos
digitados, D é chamado de digito verificador de erros. Considere os algarismos da
sequéncia x1x2x3....x,D como o vetor a = (x1, X2, x3, ...., X, D).

Para determinar o valor numérico de D, utilizamos um vetor de pesos, pré estabele-
cido, A = (p1, P2, ---» Pn, Pn+1), € 0s relacionamos aos vetores « e A através de um produto
escalar congruente a zero médulo k, sendo kK um ntimero natural pré estabelecido pelo

sistema de verificagdo e py, ..., pu+1 € Zg

A = (x1,x2,X3, ..., X, D).(p1, P2, - Pns Pn+1) = 0 mod k (2.2)

A equagdo acima sempre apresentard solugdo inteira, a partir de oportuna escolha dos

pesos e de k. Como se trata, fundamentalmente, de uma diofantina de duas varidveis
Xpps1+ Yk =c(=x1p1+ -+ Xupn)

pela Proposigdo[1.7 basta tomar (p,.1,k) = 1. Os digitos que usam este tipo de sistema

sdo chamados de digitos de verificagdo modulo k.

2.1.1  Cédigos de barras

O codigo de barras é usado mundialmente para identificar produtos, pois oferecem
vantagens como maior eficiéncia para controlar estoque e maior agilidade no atendi-
mento. O cédigo de barras passou por algumas modificagdes ao longo dos anos, o
mais utilizado é o EAN 13, Europen Article Numbering, que é uma sequéncia numérica
de treze algarismos, e nos EUA e Canadd, usam o UPC, Universal Product Code, uma

sequéncia numérica de doze digitos.
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Nesta secdo, serd mostrado o funcionamento do digito verificador de erro, que é o
décimo terceiro digito do c6digo de barras EAN 13, e serd apresentada sua estrutura de
organizacao.

O codigo de barras EAN 13, da esquerda para direita, é dividido em partes que
permite identificar o pais de origem, a empresa fabricante e o produto. O ultimo

algarismo representa o digito verificador, responsavel por validar as informagdes do

c6digo, como na figura i

CODIGO DE BARRAS EXPLICADO AOS CONSUMIDORES

O codigo de barra contéem diversas informacoes
que sao codificadas em 13 digitos,

@ Pais onde o prodite é fabricado (no caso de
Portugal, os trés primeiros digitos sae 560).

(&) Identificacdo da empresa.
(® Identificacio do produto.

Digite de controle, que é calenlade em
@ funcao dos ontros doze e tein como flincao

5 60 1 D 3 ﬁ "| U- D 1 ? 'A ?':;;nﬁr a fidefidade do codigo como wm

e 0 @ 0

Figura 2.1: Exemplo de um cédigo de barras

Para determinar a relacdo entre o digito e as informagdes do cédigo usadas para fazer
a identificagdo das informacoes do EAN 13, vamos representar os seus algarismos na

forma de vetor a:

« = (ay1,az,a3,44, ...,411, 412, A13) (2.3)

Relacionamos o vetor & com um vetor de pesos fixo A =(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)

de acordo com a equagédo o EAN 13 utiliza um sistema de verificacdo médulo 10.

®A = (al,aQ, ..., 12, {Z13).(1,3, 1,3, 1,3, 1, 3, 1, 3, 1,3, 1) = 0 mod 10 (24)

Exemplo 2.1. Usando o cédigo de barras da figura (2.1)), temos que os doze primeiros algarismos

sdo 560103610017 e o digito verificador é 4.

Disponivel em http:/ /origemdascoisas.com/a-origem-do-codigo-de-barras/ acesso em 09/01/2017
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Podemos verificar que com este valor numérico os algarismos do cédigo EAN 13 estio corretos,
para isso consideremos « = (5,6,0,1,0,3,6,1,0,0,1,7,a13) e usando o vetor de pesos a equagio

tem solugdo para a1z = 4, pois 0 < a3 < 9.

5,6,0,1,0,3,6,1,0,0,1,7,a43).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0 mod 10
51+63+01+13+01+33+6.1+1.3+0.1+0.3+1.1+7.3+ay3.1 = 0mod 10
5+418+0+3+0+9+6+3+0+0+1+21+a13 = 0mod 10

66 +a13 = 0 mod 10

2.1.2 Sistema ISBN

O sistema ISBN - Internacional Standard Book Number - foi criado em 1967 com a
finalidade de identificar, de forma numérica, livros, CD-ROMs e publica¢des em Braile
segundo o titulo, o autor, o pais e a editora, individualizando-os por edi¢do/]

Desde a sua criagdo até o1 de janeiro de 2007, os c6digos ISBN tinham um formato
com dez algarismos. A partir desta data os nimeros ISBN passaram a ter 13 algarismos.
Um ISBN é um cédigo constituido por cinco partes que permitem identificar o pais,
editor e titulo conforme figura

2 Disponivel em http:/ /www.isbn.bn.br/website/ acesso em 13/11/2016
3 Disponivel em http://isbn.world/747621738469127349812529834387649/sobre’isbn.html Acesso em

13/11/2016.
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PREFIXO ISBN 13 E 10 DIGITOS http://isbn.world

Digito Verificador
Em relacdo aos

CODIGO ISBN PURO 9 digitos anteriores

ISBN 1 2345 6789-X

Hl‘ H‘ H http//lsbnworld
(I NN

CODIGO ISBN PURO

9781234567897

l L 'I_l
Padrido EAN Identificador Digito Verificador
J de Editor Em relacdo aos
— ¥'| 12 digitos anteriores
Identificador de Grupo, Identificador

Pais ou Area Idiomatica de Titulo

Figura 2.2: Exemplo de um cédigo ISBN

O sistema ISBN de treze digitos a = (a1, ay, ..., 412, a13) é semelhante ao cédigo de
barras EAN 13, da segdo para se determinar o valor numérico do digito verificador,
utiliza-se um vetor peso A =(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1, 3,1), e o produto escalar entre a e

A deve ser congruente a zero médulo 10.

x. A = (aq,ay,...,a12,a13).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0 mod 10 (2.5)

Exemplo 2.2. O livro A Década de 50 - Populismo e metas desenvolvimentistas no Brasil
escrito por Marly Rodrigues tem como ISBN 9788508042173, sendo o ultimo algarismo o digito
verificador.

Fazendo a verificagdo, o digito 3 é o tinico algarismo que torna verdadeira os algarismos de
identificagdo do cédigo ISBN pois 0 < aj3 < 9e:
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9,7,8,8,5,0,8,0,4,2,1,7,a13).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0 mod 10
91+73+81+83+51+0.3+81+03+4.1+23+1.1+7.3+ay3.1=0mod 10
9+21+8+24+5+0+8+0+4+6+1+21+a;3=0mod 10

107 + a;3 = 0 mod 10

2.1.3  Digitos do CPF - Cadastro de pessoas fisicas na Receita Federal

O ntimero do CPF de uma pessoa no Brasil é composto por onze algarismos divididos
em duas se¢des. A primeira, com nove nimeros, e a segunda, por dois, que sdo os
digitos de verificacdo que sdo calculados separadamente.

Na primeira secdo, os oito primeiros niimeros do CPF sdo gerados aleatoriamente e
nono algarismo indica o Estado da regido fiscal responsavel pela inscricdo. Considere,
por exemplo, o CPF XXX.XXX.XX8 — XX, como o nono algarismo é 8, temos que esta
pessoa pertence a regido de Sdo Paulo. Outras regides usam outros ntimeros de o até 9
para a sua identificacdo, por exemplo, o ntimero 9 indica as regides de Parand e Santa
Catarina.

Na segunda parte dos algarismos do CPF, o décimo e o décimo primeiro algarismo
representam, respectivamente, os dois digitos verificadores. O primeiro digito, verifica
a validade dos nove primeiros algarismos e o segundo tem a finalidade de verificar os
dez primeiros e identificar um erro, que talvez, ndo seja detectado no primeiro digito.

Para calcular os dois digitos verificadores do CPF, usamos uma relacdo de congruéncia
modulo 11.

Considere o seguinte ndmero de CPF « = (ay, ..., a9, a19, a11), sendo ayg e a1, respecti-
vamente, o primeiro e o segundo digito verificador.

Para determinar o valor numérico de a1, utilizamos o vetor de pesos
A =(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

e o vetor ay = (a1, ...,49,a1p), que sdo os dez primeiros nimeros de a. Realizamos a

seguinte operagdo:

A.xp = 0 mod 11 (2.6)
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Para determinar o valor de 411, utilizamos o vetor de pesos A, = (11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

e o vetor ap = ay, ..., 49, a19, 411). Realizamos a seguinte operacgao:

Aoy = 0 mod 11 (2.7)

Observacao 2.1. O niimero do CPF utiliza digitos de verificacdo de erros médulo 11 restrito,

nesse caso utiliza-se o algarismo O para representar o niimero 10.

Exemplo 2.3. Considere a seguinte numeracio de um CPF: 395725638a19a11 , neste caso, para
encontrar o valor numérico dos dois digitos verificadores, devemos realizar as sequintes operagoes:

Primeiramente, vamos calcular o valor de ay:

3,9,5,7,2,5,6,3,8,a10).(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) = 0modll
310+99+58+7.7+2.6+55+64+3.3+82+aj.1 = 0modll
30+81+40+49+12+25+24+9+16+a19p = 0 modll

286 + a1g = 0 modll

Como 0 < ayg < 10, temos que ayg = 0, pois 286 é miiltiplo de 11.
Para determinar o valor de ay1, usaremos os nove primeiros digitos e o décimo encontrado na

equagio anterior.

3,9,5,7,2,5,6,3,8,0,a11).(11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) = 0 mod11
311+9.10+59+7.8+2.7+5.6+6.5+3.4+83+0.2+ay1.1 = 0modll
33+90+45+56+14+30+30+12+24+0+a;; = 0 modll

334 +a11 = 0modll

Como 0 < ayy < 10, temos que a1 = 7.
Podemos concluir que, neste exemplo, o niimero do CPF com os digitos verificadores é 395 725

638 - 07.

Quando digitamos os algarismos do CPF em algum aparelho eletronico, é feita a
verificagdo dos digitos informados usando os dois digitos verificadores. Caso algum
numero seja digitado errado, aparece uma mensagem informando a invalidade dos

nameros.
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2.2 ERROS DETECTAVEIS E NAO DETECTAVEIS

Nesta segdo, vamos fazer uma andlise dos erros que podem ser ou ndo detectados pelo
digito verificador. Quando fazemos o registro manual de um cédigo numérico, podemos
cometer varios equivocos na digitagdo e nem sempre o digito consegue identificar a

presenca destes erros.

Exemplo 2.4 (Erro detectdvel). Consideremos o cédigo de barras EAN 13 da figura |2.1| cuja

sequeéncia é 5601036100174 seja digitado com um erro 1inico 5602036100174.

(5,6,0,2,0,3,6,1,0,0,1,7,4).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0 mod 10
5+184+0+6+0+9+6+3+0+0+1+21+4 =73 0mod 10

Como o resultado obtido ndo é miiltiplo de 10, serd emitido um aviso informando um erro nos

niimeros digitados.

Exemplo 2.5 (Erro ndo detectavel). Usando as informagdes do exemplo anterior, suponha a

mesma sequéncia com dois erros de digitagdo 5602036170174.

5,6,0,2,0,3,6,1,7,0,1,7,4).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0 mod 10
5+184+0+6+0+9+6+3+7+0+1+21+4=80=0mod 10

Os dois algarismos que foram digitados errados se compensam e o digito verificador ndo detecta

a presenca de erros.

O matemédtico holandés Jacobus Koos Verhoef, nascido em 1927, citado na dissertagao
de mestrado da autora Carla Rejane Fick Pinz [6], 2013 , pesquisou os principais erros
cometidos por falha humana, e os desacertos cometidos ao digitar uma sequéncia
numérica podem ser por digitacdo errada de um tnico termo, transposicdo adjacente,
transposigdo alternada, erro gémeo, erro gémeo alternado e outros que representa a

soma de erros com frequéncia menor de 1%.
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Tipo de erro %
Erro tnico wed—=b... |79
Transposicdo adjacente | ab — ba 10,2

Transposi¢do alternada | abc — cba | 0,8

Erro gémeo aa — bb 0,6

Erro gémeo alternada | aba — cbc | 0,3

Outros 9,1

Tabela 1: Tipos de erros e suas frequéncias

Ser4 feito uma andlise da eficiéncia dos digitos verificadores médulo k na presenga
de erro unico, transposicdo adjacente e transposicdo alternada que sdo os principais
erros que possivelmente podem ser cometidos por falha humana. Estes desacertos

representam aproximadamente 90% dos erros mais comuns.

2.2.1  Anilise de digitos de verificagdo médulo k

Nesta subsecdo, serd feita uma andlise geral dos sistemas modulares de identificagdo
moédulo k.

Para que o digito verificador faca a identificacdo de erros de transposicdo adjacente,
que pesquisas indicam ser aproximadamente 10% dos erros mais comuns, o sistema
de verificagdo médulo k utiliza o vetor de pesos com entradas diferentes nas posi¢des
adjacentes, pois, caso contrdrio, uma simples troca da posi¢do dos algarismos ndo altera

o valor da soma e o resultado continua sendo congruente a 0 médulo k.

at+ax+as+....+aypg+aqp t+appt+aiz = 0 mod 10

A seguir, apresentaremos dois teoremas que estabelecem uma condicdo entre o vetor

de pesos e k para que os digitos detectem erro tinico e erros de transposigdo.

Teorema 2.2. Um digito verificador de erros médulo k, com vetor de pesos (p1, ..., pn), detecta

- . ! g e ¢~
todo erro tinico x; — w;, na i-ésima posigio se, e somente se, mdc (p;, k) = 1.

Demonstragio. Por hip6tese, temos um erro tinico na i-ésima posi¢do «a; — oc;, com
o, oc; € {0,...,.k —1}. O digito identificara a presenga do erro se p;(«a; — zx;) #= 0 mod k,
portanto, pelo Teorema mdc (p;, k) = 1.

23
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Reciprocamente, se mdc (p;, k) = 1 e se existissem diferentes «;, uc;- € {1,... k—1} tais

que k | pi(a; — Dé;) teriamos k | (a; — oc;) o que seria um absurdo, pois «a; # D(;. O

Teorema 2.3. Um digito verificador de erros modulo k, com vetor de pesos (p1, ..., Piy «-+s Pjs s Pn),
detecta todos os erros de transposigio dos algarismos a; e aj, nas posicdes i e j se, e somente se,
mdc (p; — pj, k) = 1.

Demonstragio. Sem o erro de transposi¢do nas posi¢des i e j, terfamos a seguinte equagao:

Q1P+t Pt ot apit+ .+ agpy = 0 mod k (2.8)

Por hipétese, teve um erro de transposi¢do nas posigdes i e j, logo, o digito ndo

identificara a presenca deste erro se:

Q1P+ F Pt 4Pt anpn = 0 mod k (2.9)

Subtraindo as equagdes [2.8 e 2.9} encontramos:

(pi — pi)(a; — aj) = 0 mod k (2.10)

Neste caso o digito detecta a presenca de erros de transposicao dos algarismos nas
posicdes i e j se, e somente se, para quaisquer a;,a; € {1,...,.k —1} com &; # a;, se
(pi — pp)(a; — ;) Z 0 mod k, portanto, pelo Teorema mdc (p; — pj, k) = 1.

Reciprocamente, se mdc (p; — pj, k) = 1 e (p; — pj)(a; —aj) = 0 mod k, temos que
k| (a; — &j) o que é um absurdo pois &;,«; € {1,....k — 1}.

O

Podemos concluir que os digitos verificadores de erros médulo k, apresenta um
melhor resultado para k = 11 devido a facilidade de encontrar pesos primos com 11.
Para k = 10 o digito apresenta uma desvantagem, pois o digito ndo consegue satisfazer
simultaneamente os dois teoremas, pois se os pesos sdo impares para atender o primeiro
o segundo ndo é verificado, uma vez que a diferenga de dois ntimeros impares resulta
em ntmero par. Ndo é muito utilizado valores de k < 10 devido ao tamanho reduzido
de algarismos que podem ser usados sendo impossivel verificar todos erros tnicos e de

transposicdo.
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2.2.2  Anilise de digitos de verificagio médulo 10

Mostraremos nesta subse¢do, uma andlise da eficiéncia dos digitos verificadores que
usam o moédulo 10. Analisaremos os principais erros que podem ser cometidos por
falha humana, que sdo os erros de transposicdo e erro tinico.

Quando digitamos um c6digo de barras EAN 13 ou outra sequéncia numérica que
usa o moédulo 10, podemos cometer alguns erros que o digito verificador consegue
identificé-los, e, em outros casos, isto ndo é possivel como mostrados nos Exemplos
e

No Exemplo a sequéncia numérica apresenta um erro tnico, fato que Verhoef
indica ser o erro mais comum, e o digito é eficiente para identificar o erro . Tal fato
ocorre, pois pelo Teorema os pesos utilizados no EAN 13 sdo primos com 10.

Caso seja cometido mais de um erro, o digito pode ser eficiente para identifica-lo,
mas ndo com toda certeza, pois os ntimeros poderiam se compensar mutuamente e a
soma continuar sendo multiplo de 10. Fato que acontece no exemplo

Existem erros de transposigdo nos quais ndo é possivel identificar que a sequéncia

esta incorreta.

Exemplo 2.6. Considere um cédigo de barras 7896283800245 que, ao ser digito, foi cometido

um erro de transposigiio adjacente 7896238800245, temos:

(7,8,9,6,2,3,8,8,0,0,2,4,5.(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0 mod 10
7+24+9+18+2+9+8+24+0+0+2+12+5=120 = 0 mod 10

Nesse exemplo o digito é ineficiente para identificar a presenga de erro. Isto
ocorre, pelo fato do Teorema 2.3/ ndo ser satisfeito, pois a diferenca de pesos impares é
um nimero par e com isso ndo é primo com 10. A seguir, apresentaremos um Teorema
especifico para o sistema de identificacdo médulo 10, para que seja possivel identificar

um erro de transposigao:

Teorema 2.4. Uma tinica transposicio adjacente é detectada pelo digito de sistema de verificagio

médulo 10 se |a; — a1 | # 5

Demonstragdo. Seja ay, a, ..., a;, 41, ...,412,413 uma sequéncia de algarismos de um

cédigo de barras EAN 13. Temos que:

ap+3.ay+as+...+3.a;+a;.1 +...+3.a1p +a;3 = 0 mod 10 (2.11)
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Considere um erro de transposi¢do adjacente, logo: ay,ay, ..., aj41, 4;, ..., a12, 413

O erro ndo sera identificado pelo digito verificador se:

ay+3.ay+az+...+3.a;,+a;+...+3.a;p +a13 = 0 mod 10 (2.12)

Subtraindo as equagdes e temos:

2.a; — 2a;,1 = 0 mod 10
2.(a; —aj;1) = 0 modl0

Como 0 < 4; <9, que permite concluir que | a; — a;;1 | = 5. O

Um erro de transposigdo alternada no cédigo de barras EAN 13 ndo sera identificado

pelo digito verificador.

Observacao 2.5. Uma transposicdo alternada do tipo:

e Ay Ajg 1, Ajg 2y eee 7 12, Ai1, Ajy e
Nio é detectada pelo digito verificador do cédigo de barras EAN 13.

De fato, seja aj,ay,...,a;,4i11,4i4..., 412,413 uma sequéncia de algarismos de um

cédigo de barras EAN 13. Temos:

ay+3.ary+az+...+3.a;+a;,1 +3.a,0+ ...+ 3.a1p +a;3 = 0 mod 10 (2.13)

Suponha um erro de transposicdo alternada e que tenha sido digitado a seguinte

sequéncia: a1, ay, ..., i+, Aiy1, 4;..., 412, 413. Temos:

a1 +3.ary+as+...+3.a;,0+a;,1 +3.a;+ ...+ 3.a1p +a;3 = 0 mod 10 (2.14)

Logo, temos que as equagdes e sdo iguais, ou seja, o digito verificador ndo

indicard nenhum erro ao operador.
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2.2.3 Anilise de digitos de verificagio médulo 11

O sistema de identificagdo modulo 11 consegue satisfazer simultaneamente os dois
Teoremas [2.2| e ou seja, o digito consegue identificar todos os erros tinicos e de
transposigdo que representam 9o% dos erros mais comuns. Porém apresentam uma
pequena desvantagem para representar o nimero 10, ele pode ser representado em
algarismo romano X e nesse caso recebe o nome de sistema completo médulo 11 ou ser
representado por 0 e recebe o nome de sistema restrito médulo 11.

Um sistema completo médulo 11 por introduzir uma letra, apresenta uma pequena in-
conveniéncia, como por exemplo quando é necessdrio informar uma sequencia numérica
em um auto atendimento telefénico. J4 um sistema restrito médulo 11 ndo é possivel
identificar erros que alteram o digito de 0 para 10.

Podemos concluir que o digito verificador, ou identificador de erros, ndo é eficaz
em todos os casos, porém, consegue identificar a presenca de erros em sequéncias

numeéricas nos casos de equivocos mais comuns.
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Neste capitulo, iremos mostrar o funcionamento de c6digos que fazem a deteccdo e
corregdo de erros. Foram usadas as seguintes referéncias [4], [3], [7], [8], [9] e [10].

Os codigos corretores de erros estdo presentes em nosso cotidiano toda vez que
assistimos a um programa de TV ou a um filme em um aparelho de DVD, gravamos
dados em um Pendrive, enviamos um e-mail, trocamos mensagens pelo telefone, e em
vérias outras situa¢gdes em que é necessario transmitir uma informacdo ou fazer um
arquivo de dados.

Um cédigo corretor de erros tem como principio identificar e corrigir erros que ocor-
rem em dados que, ao serem enviados ou armazenados pela fonte, chegam incorretos no
receptor por alguma interferéncia. Para que seja possivel fazer a identificacdo e corregdo
de um eventual erro no comando, sdo adicionados termos redundantes junto com a
mensagem original para que seja possivel fazer uma comparacao entre as possibilidades
de envio e o comando recebido.

Para entender melhor o funcionamento desta teoria dos cédigos que fazem a corregdo

de erros, considere a seguinte situagdo:

Exemplo 3.1. Um carrinho de brinquedo que funciona com um controle remoto. Neste controle,

as opgdes de movimento sdo: frente, ré, direita e esquerda.

Estes comandos do controle remoto podem ser codificados em um produto cartesiano
{0,1} x {0,1} da seguinte forma:
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Frente 1— 00
Ré +— 01
Esquerda +— 10

Direita +—— 11

Considere que, ao serem transmitidos esses sinais no controle remoto, o sinal enviado
tenha sido 00 e, por alguma interferéncia externa, o carrinho tenha recebido 01, logo, o
movimento serd contrdrio ao enviado. Neste caso, ndo é possivel fazer a identificagdo e,
consequentemente, a correcdo do erro. Para que seja possivel fazer essa identificacao,
sdo adicionadas, ao cédigo original, redundancias.

Usando esse Exemplo 3.1, suponha que os comandos de movimento fossem o seguinte:

Frente +— 0000
Ré +— 0101
Esquerda +— 1010
Direita +— 1111

Considere que tenha sido enviado do controle remoto o sinal 0100, como o c6digo
recebido pelo carrinho ndo é reconhecido, é identificado que o sinal sofreu algum erro
ao ser transmitido. Comparando o c6digo recebido com os que podem ser enviados, o
carrinho ndo conseguira fazer a correcao, pois, mesmo supondo que houve um tinico
erro, o codigo correto pode ser 0101 ou 0000.

Admita agora que o controle remoto desse mesmo exemplo use os seguintes comandos

de movimentos:

Frente +—— 000000
Ré +— 010001
Esquerda +— 100011
Direita +— 110011
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Se o sinal para frente, 000000, for emitido pelo controle, e o carrinho receber 000010,
é possivel identificar e corrigir o erro, pois o c6digo mais préximd|do que pode ser
enviado pela fonte é 000000.

Como ilustrado neste exemplo, um cédigo corretor de erros tem como principio
adicionar termos redundantes ao comando inicial para que seja permitido identificar e
corrigir possiveis erros. Abaixo segue uma ilustracdo das etapas do funcionamento de

um c6digo corretor de erros.

CODIFICADCR DA CODIFICADCR DE
FONTE CANAL

DECODIFICADOR DECODIFICADOR
DE CAMAL DA FONTE

Figura 3.1: Esquema de um cédigo corretor de erros

As informagdes da Figura [3.1]sdo:
FONTE : Informagdo original que vai ser transmitida ou armazenada.

CODIFICADOR FONTE : Compressdo de dados, sua finalidade é usar a menor quanti-

dade de simbolos possivel para transmitir ou armazenar a informacdo da fonte.

CODIFICADOR DE CANAL : Adiciona informagdes redundantes para que o receptor
use estas informacgdes para detecgdo e correcdo de erros ocorridos por ruidos
ou interferéncias que afetam a informacéo original quando ela é transmitida ou

armazenada.

DECODIFICADOR DE CANAL : Tenta reconstruir a informagdo do cédigo da fonte com

base no codificador da fonte e na redundancia adicionada.

DECODIFICADOR DA FONTE : Recupera a informagdo da fonte.

1 A expressdo mais proximo, intuitivamente clara, serd melhor explicada ao tratarmos de Distancia de

Hamming.
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USUARIO : Recebe a informagdo da fonte com os possiveis erros ja corrigidos pelo

decodificador de canal.

O comando frente do carrinho de controle remoto do Exemplo pode ser represen-

tado no seguinte diagrama:

comando
Qo000
Fonte T
Codificador ;
»| Codificador de canal
Controle da fonte
remoto
— » ERRO
comando

FRENTE

00

comando recebido com erro .
00100

v

Decodificador de Decodificador da Usugrio
canal > fonte .
Carrinho
00000 comando
01001 00 FRENTE
10010

oM

Figura 3.2: Exemplo: carrinho de controle remoto

Neste capitulo, serd feito um estudo de como se transforma o cédigo da fonte em
c6digo do canal, sendo possivel fazer a identificagdo e correcdo de erros ao decodificar
o comando ou mensagem da fonte.

Sera feito um estudo somente de canais simétricos. Segundo Abramo Hefez e
Maria Lucia T. Villela [3], canais simétricos sdo aqueles que apresentam as seguintes

propriedades:

e Todos os simbolos transmitidos tém a mesma probabilidade (pequena) de serem

recebidos errados.

e Se um simbolo é recebido errado, a probabilidade de ser qualquer um dos outros

elementos do alfabeto é a mesma.
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Mas afinal, o que é um cédigo? Formalmente, para se definir um cédigo, preci-
samos inicialmente de um conjunto finito A de simbolos denominado alfabeto (em
geral, trabalharemos com alfabetos numéricos, de modo que podemos nos referir a
seus simbolos como digitos). O numero de elementos de A, denotado por |A|, serad
simbolizado neste trabalho pela letra 4. Uma palavra desse alfabeto é um elemento de
A", onde n é o comprimento da palavra. Um cédigo construido sobre o alfabeto A é
um subconjunto C de A" (podem-se considerar c6digos em que as palavras tenham
comprimentos diferentes, mas esse caso ndo nos interessara neste trabalho).

Além disso, para que seja possivel construir um c6digo corretor de erros, serd necessario
também termos um conceito de distdncia entre palavras de um cédigo, de modo a medir

a proximidade entre elas.

Definicao 3.1. A distincia de Hamming entre dois pares de palavras u = (uy, ..., uy) e
v = (v1, ..., Un), denotado por d(u, v), é o niimero de posigdes onde os digitos correspondentes

sdo diferentes.

dg(w,v)={i; u; # v;, 1 < i < n}|
Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.2. Considere um alfabeto A = {0,1}, com as palavras u = (1, 0, 0, 0, 1) e

v =(0, 1, 0, 0, 0) tomadas em A°. A distancia Hamming entre uev édy(u, v) =3.

Proposicdo 3.2. A distincia de Hamming é uma métrica em A", ou seja:

i - Positividade: dy(u , v) > 0, Vu,v € A, sendo igual se, e somente se, u = v.
ii - Simetria: dg(u , v) = dy(v, u), Vu,v € A.
iii - Desigualdade Triangular: dg(u , v) < dg(u , w) + dg(w , v), Vu,v,w € A.

Demonstragio. Os itens [i e [iil sdo triviais.
- Para demonstrar esta propriedade, serd analisado a contribuigdo das i-ésimas
coordenadas de u, v para dy(u,v). Temos duas situagdes para ser verificada, se a

contribuicdo das i-ésimas coordenadas é igual a zero se u; = v; e igual a um se u; # v;.
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e Para u; = v;, temos que a contribui¢do das i-ésimas coordenadas a dp(u, v) é menor

ou igual a das i-ésimas coordenadas de dy(u, w) + dg(w, v) que pode ser o, 1 ou 2.

e Agora, se u; # v;, ndo podemos ter v; = w; e u; = w;. Portanto a contribuicdo das i-
ésimas coordenadas a dy(v, w) + d(u, w) é maior ou igual a 1, que é a contribuigdo

das i-ésimas coordenadas de dy(u, v).
O

As propriedades da Proposigdo [3.2| caracterizam uma meétrica, por isso, a distancia de

Hamming entre os elementos de A" é chamado de métrica de Hamming.

Definicao 3.3. Considere u uma palavra de A" e um niimero natural r > 0. Serd definido como

disco e bola de raio v e centro u como sendo, respectivamente, os sequintes conjuntos:
Du,r)y={v € A%, dy(v,u) < r}
Su,ry={v € A", dy(v,u) = r}
Definicao 3.4. A distdncia minima de um cédigo C é dado por:
d= min {dy(u, v); u,ve Ceu # v}.
Exemplo 3.3. Dado um alfabeto A = {0,1} e um cédigo C C A%,
C={0,0,00),(1,1,1,1),(1,1,0,1), 0,0, 1, 1)},
temos que as distdncias entre as palavras sio:

d1(0000,1111
(0000, 1101
(0000, 0011
dp(1111,1101
dp(1111,0011
dp(1101,0011

) =4
)=3
) =2
)=1
)=2
)=3

Logo a distincia minima do cédigo C éd = 1.
Sendo M a quantidade de elementos de um cédigo C, para determinar a distancia

. M e . o
minima devemos calcular ) distancias, ou seja, calcular a distancia dos elementos
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de dois em dois, para entdo determinar a minima. Esta operagdo se torna invidvel para
c6digos grandes ( muitas palavras-cédigo ), pois apresenta um custo computacional
elevado. Sera apresentado até o final deste capitulo, uma maneira econdmica para
calcular a distdncia minima 4.

Seja C um codigo com distancia minima d > 1, ponha-se:

d—1
k= HTH (3.1)

onde [x] representa a parte inteira de um ntimero real x.
Observacao 3.5. Note que 0 <2k <dequek=0<d =1

Lema 3.6. Dado um cédigo C com distincia minima d > 1. Se ¢ e ¢’ sdo palavras distintas de

C, entdo:
(D(c,k) N D(c" ,k)) N C =@

Em outras palavras, discos de raio k centrados em uma palavra do c6digo ndo contém

outras palavras do cédigo.

Demonstragio. Suponha por absurdo que exista uma palavra-cédigo x € D(c , k) N
D(c" , k), logo:

De acordo com a Defini¢do [3.3} teriamos:

dp(x,c) <k
dy(x ,c") <k
logo pela desigualdade triangular [iii| da proposigdo temos:

di(c, ) < dy(x,c) + dy(x,c) < 2k < d

Isso é um absurdo, pois dy(c,c’) > d.
Il

O resultado acima sugere a seguinte ideia para a corregdo de erros na transmissao
(veja figura [3.3): se uma palavra v recebida estiver numa bola de raio k centrada numa
palavra u do cédigo (v # u), assume-se que a palavra transmitida possui dy(u, v) erros
(identificacdo do erro) e que a correta (a palavra transmitida) é a palavra u (corre¢do do

erro).
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Figura 3.3: Representacdo geométrica dos cédigos corretores de erros

Teorema 3.7. Um cédigo C com distdncia minima d > 1 pode detectar até d — 1 erros em uma

L L d—1
palavra transmitida e corrigir até k = —5 || erros.

Demonstragio. Suponha que, ao transmitir uma palavra a do cédigo C, sejam cometidos
t erros na transmissdo, com t < k, recebendo a palavra b com d(a ,b) = t < k. Neste
caso, temos que b € D(a k), pelo lema temos que b ¢ D(a’ k) paraa #d,e,
assim, podemos concluir que dg(a ,b ) ¢ menor que a distancia de b a qualquer outra
palavra do cédigo C e, entdo, teremos a a partir b.

Por outro lado, se na transmissdo de uma palavra-c6digo podemos introduzir nela
até d — 1 erros sem encontrar outra palavra c6digo, e assim , a detecgdo do erro serd
possivel.

O

Com base no Teorema podemos concluir que quanto maior a distdncia minima
entre as palavras do cédigo, melhor sera a sua capacidade de corrigir erros. Na Teoria
dos Coédigos, é fundamental poder calcular d ou, pelo menos, determinar uma cota

inferior para ele.

. , . . . , d—1 .
Definigao 3.8. Seja um cédigo C C A" com distdncia minima d e seja k = HTH . Dizemos

que este codigo é perfeito se:

U D( k) = A"

ceC
Um cédigo é perfeito quando todos os elementos de A" pertence a alguma bola de

raio k centradas nas palavras-cédigo de C. Um c6digo perfeito consegue corrigir de
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maneira tinica, uma palavra recebida, ou seja, uma palavra recebida sempre pertence a
alguma bola.
De acordo com o Teorema podemos obter uma estratégia para detec¢do e corregdo

de erros de uma palavra recebida. Considere C um cédigo com distdncia minima d.

Temos que a quantidade de erros que este codigo corrige é k = Tﬂ . Se uma palavra

a é recebida temos duas situa¢des para serem verificadas segundo Hefez e Villea [3]:

i- A palavra a encontra-se em um disco de raio k em torno de uma palavra c
do cédigo. ( essa palavra é tnica, pela prova do Teorema (3.7)). Nesse caso,

substitui-se a por c.

ii - A palavra a ndo se encontra em nenhum disco de raio k em torno de uma palavra c

do cédigo. Nesse caso, ndo é possivel decodificar 2 com boa margem de seguranga.

Na primeira situagdo (i), ndo se sabe a quantidade de erros que foram cometidos na
transmissdo, pois poderiamos ter cometido mais do que k erros, afastando, assim, a da
palavra original, e a aproximando de uma outra palavra do c6digo, e, o item (ii), ndo
ocorre em codigos perfeitos. Existe uma maneira de otimizar a corre¢do, pois quanto
maior for d, maior serd a chance de que seja um caso do item (i).

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros apresenta trés parametros fundamentais:
e M: Quantidade de palavras ( nimero de elementos ) do cédigo.
e d: Distancia minima entre duas palavras quaisquer do cédigo.

e 1n: Comprimento de uma palavra-cédigo ( o ntiimero 7, corresponde ao espago de

A" de um cédigo ).

O objetivo da teoria é estabelecer uma relacdo entre estes pardmetros produzindo
cédigos mais eficientes e eficazes. Os codigos que interessam sdo aqueles em que M e d
sejam grandes relativamente a 7, ou seja, um c6digo capaz de transmitir ou armazenar
bastante informac¢do M com uma boa capacidade de correcdo com d relativamente
grande. Isso ndo é uma tarefa facil, pois quando se aumenta o niimero de palavras M,

diminui-se a distdncia minima d entre elas.
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3.2 EQUIVALENCIA DE CODIGOS
Um conceito importante nos cédigos é a nogdo de equivaléncia, para que seja possivel
definir equivaléncia entre c6digos, é necessario definir o conceito de isometria.

Definicao 3.9. Dado um alfabeto A e n um niimero natural, dizemos que uma fungio F : A" —

A" é uma isometria de A" se ela preserva distincia de Hamming. Ou seja:

dp(F(x), F(y) = du(x,y); Vx,y € A"
As isometrias para a métrica de Hamming apresentam as seguintes propriedades:
Proposicao 3.10. Toda isometria de A" é uma bijecio de A™.

Demonstragio. Suponha que F : A" — A" seja uma isometria. Seja x,y € A", tal
que F(x) = F(y), logo, temos que dy(x,y) = dy(F(x), F(y)) = 0, implicando em x = y.
Podemos concluir que F é injetora e, como toda aplica¢do injetora de um conjunto finito

nele préprio é sobrejetora, temos que a func¢do F é uma bijecdo. O

Defini¢do 3.11. Sejam dois cédigos C e C' em A", dizemos que C' é equivalente a C se existir
uma isometria F de A" tal que F(C) = C'.

A equivaléncia de c6digos é uma relacdo de equivaléncia, ou seja, apresenta as

seguintes propriedades:

i Reflexiva: Todo c6digo é equivalente a si préprio.
ii Simétrica: Se C’ é equivalente a C, entdo C é equivalente a C'.

iii Transitiva: Se C” é equivalente a C’ e C’ é equivalente a C, entdo C” é equivalente a
C.

Proposicdo 3.12. Dois cédigos equivalentes possuem os mesmos pardmetros.

Demonstragido. Como os dois codigos estdo contido em A" eles apresentam o mesmo
comprimento n. Considerando que sdo cédigos equivalentes, existe uma bijecdo de
A" que leva um ao outro, ou seja, eles apresentam a mesma cardinalidade M. E como
existe uma isometria por hipétese, os codigos C e C' apresentam a mesma distancia

minima. ]
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A classe de codigos mais utilizada é a linear, caracterizada por utilizar-se de uma

estrutura vetorial. Para que seja possivel construir um cédigo linear, serdo tomados:

e [F um corpo finito com g elementos tomado como alfabeto.
e Um espaco vetorial I'" sobre I'.

e C um subconjunto de F".

Definicao 3.13. Um cédigo C C " serd chamado de cédigo linear se for um subespago vetorial
de ™.

Exemplo 3.4. Considere o carrinho de controle remoto usado no comego do capitulo com os

seguintes comandos de movimento:

Frente 1— 00
Re +— 01
Esquerda +— 10

Direita +—— 11

Para que seja possivel fazer a identificacdo e corregdo de possiveis erros quando o sinal é

transmitido, sdo adicionadas redunddncias ao cédigo inicial, como se segue:

Frente +—— 00000
Re +— 01101
Esquerda +— 10110
Direita +—— 11011

Neste exemplo o alfabeto ¢ A = F = {0,1} e o cédigo é imagem de % através de uma

transformacdo linear, sendo subespaco vetorial de I7°. De fato:
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T: 2 — >

(x1,x2) > (x1,X2, X1 + X2, X1, X2)

Por defini¢do, todo cédigo linear é um espago vetorial de dimenséao finita. Seja b a
dimensao de um cédigo C e v1, vy, ..., v, uma de suas bases. Todo elemento do cédigo
pode ser escrito de forma tnica:

C=U101 + U0y + ... + UpRTy

sendo u;,i = 1,...,b elementos de . Temos entdo que ntiimero de palavras de um
cédigo é:

M = qb

Como os cédigos lineares sdo subespagos vetoriais, obtemos uma vantagem para
calcular a distdncia minima d, pois o vetor 0, elemento neutro da soma, sempre estara

em um cédigo linear e nos permite introduzir a seguinte:
Definicao 3.14. Dado x € ", define-se peso de x como sendo o niimero inteiro:
w(x) = [{i/x; # 0}|= dr(x, 0)
e peso minimo de um cédigo linear:
w(C) = min{w(x);x € C,x #0}.

Proposicdo 3.15. Seja C C F" um cédigo linear com uma distdncia minima d. Entdo:

i) Vx,y € ", temos que dp(x,y) = w(x —y).

ii) d = w(C).

Demonstragio. Para demonstrar item [i, suponha x = (a1,4a2,...,44) e y = (b1, ba, ..., by)
palavras de um cédigo C. Pela defini¢do da métrica de Hamming e da defini¢do do

peso , temos:

dp(x,y) = |{i,a; #b;,1 <i<n}|=[{i,a;—b; #0,1 <i<n}|=dyx—y,0)=wx—y)

O item [ii| decorre do fato que, para todo par de elementos x,y € C com x # y, tem-se

um elemento z = x — y € C e portanto d(x, y) = w(z). [
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Exemplo 3.5. Dado o corpo F = {0,1} e 0 cddigo C = {00000, 01011, 10100, 11111} subespago
vetorial de F° e uma imagem de F? através de uma transformacdo linear. Para obter a distdncia

minima desse cédigo, calculamos M —1 =4 — 1 = 3 pesos:

w(01011) = 3
w(10100) = 2
w(11111) = 5

Portanto a distdncia minima do cédigo é 2.
Na secédo vimos que, para conhecer a distdncia minima de um c6digo, era ne-
o M A L : e < )
cessario calcular distancias, para entdo determinar a minima, isso ndo sera

mais necessdrio, pois a distdncia minima é igual ao peso do cédigo linear, ou seja,
serd necessario calcular a distdncia entre cada um dos M — 1 elementos ndo nulos e o

elemento neutro.

Ainda assim, ndo se resolve o problema de c6digos grandes, mesmo calculando-se
M — 1 distancias, apresenta-se um custo computacional alto, portanto, serd necessario

desenvolver outro método para calcular a distdncia minima.

3.3.1 Céddigo Linear obtido como imagem ou niicleo de uma transformagio linear

Podemos descrever c6digos lineares como subespagos vetoriais de C de um espago
vetorial F”" de duas maneiras: uma como imagem, e outra como nticleo de uma
transformacao linear. Nesta subsec¢do e na préxima, serd estabelecido uma estrutura
matemadtica no processo de codificacdo e decodificagio. Uma palavra-cédigo sera
construida a partir de um vetor informacao e serd acrescentada redundéancia através de
uma transformacdo linear.

Sera obtida uma representacdo do cédigo C através de uma transformacdo linear.

Para isso escolha uma base v1, vy, ..., v, de C e considere a seguinte aplicagdo:
T: F? — F"
(U1, ...,up) — ULV + UV + ... + Up.T

Temos que T é uma transformacao linear injetora e Im(T) = C.
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Exemplo 3.6. Suponha um cédigo C C T sobre um corpo ' = {0,1} com a seguinte base
(001000, 100100, 010010, 000001). Seja x = (1001) a palavra a ser enviada de espaco vetorial

P4, Para codificar a palavra x, fazemos:

T(x) = 1.(001000) + 0.(100100) + 0.(010010) + 1.(000001)
T(x) = 001001
Assim, o vetor informagdo x = (1001) é codificada e serd enviada como vetor cédigo 001001.

Seja C um cédigo linear representado por uma transformagao linear T'. Para deter-
minar se z € F”" é ou ndo um vetor c6digo é necessario obter uma base vy, vy, ..., v, de

Im(T) e resolver o sistema de equagdes:
U1.01 +U.Up + ...+ Up. Uy = Z

A resolugdo desse sistema de equagdes, em geral, pode apresentar um custo compu-
tacional elevado. Para reduzir este custo, podemos obter um c6digo linear C de uma
outra maneira, usando o nucleo de uma transformacao linear. Para isso, seja C' um

subespaco de ' complementar de C, isto é:

CeC =F"
e considere a aplicagdo linear:

H: CpC — [Fnb
M@Z —> V4

Sendo o ntcleo o cédigo C. Para saber se uma palavra-coédigo pertence a C, basta

verificar se H(z) = 0, o que apresenta um baixo custo computacional.

3.3.2 Matriz Geradora de um Cédigo

Mostraremos nesta subse¢do, um processo para codificar o vetor informagao. Para
isso, seja ' um corpo finito e C C F" um cédigo linear. Iremos chamar a terna de

inteiros (1, b, d) de pardmetros do cédigo linear sendo:

e 1 - comprimento do vetor c6digo;
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e b - dimensdo do cédigo C;
e 4 - distdncia minima.

Para determinar a matriz geradora de um c6digo linear, iremos considerar {ji, ..., j }
como base candnica de F?, a base canonica de F" representada por {fi,..., fu} e
{v1,...,vp} sendo uma base do cédigo C. A matriz geradora transmite elementos

de um espaco ]Fb, ou seja, uma transformacao linear T
pac¢ ) ¢
T: F' — F”

E possivel escrever todos os elementos da base do cédigo linear C na base candnica
de F":

U1 = unfi + -+ + Unfu
= + .+
vy = Upfr + -+ Upyfn

sendo os coeficientes Ujj elementos de . Entdo, a matriz geradora de um cédigo é:

Uir U1z - Uip
G =
Upt Upp -+ Upp
Cada linha da matriz geradora G corresponde a um vetor que pertence ao cédigo C,
isto é, C é um subespaco de " gerado pelas linhas de G, que é uma base do cédigo.

Todos os elementos do c6digo C sdo os vetores z € F" da forma x.G = z para todo
x € F.
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Exemplo 3.7. Consideremos F = {0,1} e C C F® um cédigo. Se p = {(0,1,0,1,0,0),(1,0,1,1,0,1)}

é uma base de C, temos a seguinte matriz geradora:

010100
101101

Neste caso, a palavra cédigo da fonte x = 10 é codificada como:

(10) 010100 _ 50100
‘\1 01101
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Exemplo 3.8. Usando os mesmos dados do exemplo anterior, suponhamos, agora, que seja dada
a palavra cédigo 101101 de um cédigo e que queremos descobrir a palavra do cédigo da fonte, ou

seja, x € F2. Temos:

010100
(x1 x2>. =(101101)
101101
Resolvendo o produto matricial, encontramos:
(JCZ X1 X2 X1+X2 0 X2>=<1 0110 1)
Assim, conseguimos determinar a palavra do cédigo da fonte, que é x = 01.

O sistema de equagdes usado no exemplo anterior apresentou uma resolugdo simples,
pois a matriz geradora ndo era complexa. Esse fato ndo acontece em todos os casos,
em alguns, a resolucdo pode ser muito trabalhosa. Para facilitar a resolucdo, na matriz
geradora, podemos efetuar operagdes algébricas que correspondem a mudanca de bases,

tais como:
L1. Permutar duas linhas.
L2. Multiplicar uma linha por um escalar ndo nulo.
L3. Adicionar um multiplo escalar de uma linha a outra.
Definicao 3.16. Uma matriz geradora G de um cédigo C estd na forma padrio se tivermos:
G = (Id,| A)
onde 1dy, é a matriz identidade de ordem b, e A, uma matriz b X (n — b).

Exemplo 3.9. Considere o cédigo linear C C >, sendo I = {0,1} com a sequinte matriz

geradora:
01000
10001
00101
00011

Efetuando permutacdes das linhas, podemos obter:
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10001
01000
00101
00011

que é uma matriz geradora na forma padrdo de um cédigo C.

Naéo sdo todas as matrizes geradoras que sdo possiveis de serem transformadas na
forma padrdo usando somente as operagdes com as linhas, como por exemplo, se a
matriz geradora do exemplo anterior fosse:

000
100
01

S O =

1
1
0 1

Se permutarmos as colunas, serd possivel obter a matriz geradora na forma padrao.

De uma forma geral, podemos efetuar as seguintes operagdes:
C1. Permutacdo de duas colunas.
C2. Multiplicagdo de uma coluna por um escalar ndo nulo.

Dessa forma, podemos encontrar a matriz geradora na forma padrdo de um cédigo

C’ equivalente a C.

10001
01001
00101

Observagado 3.17. Ao efetuar as operagdes com as colunas em uma base de C, implica efetud-las

em todas as palavras-cédigo de C, o que caracteriza uma isometria.
Usando essas operac¢des com as colunas, chegamos ao seguinte resultado:

Teorema 3.18. Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora na

forma padrio.

Demonstragio. Suponhamos G uma matriz geradora de cédigo C. Usando as operacoes

L1, L2, L3 e C1, podemos determinar G na forma padréo:
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Seja:
811 812 - &n

81 82 " 8bn
Como a primeira linha ndo é nula, pois os vetores sdo linearmente independentes,
existe um elemento ndo nulo e por meio de C1, podemos assumir g7 # 0 e, usando L2,
podemos multiplicar os elementos dessa linha por gl_ll, encontrando g1; = 1. Usando
L3, podemos somar as linhas seguintes de G com a primeira linha multiplicada respec-
tivamente por (—)g21, (—1)g31, etc. Depois dessas operacdes, encontramos a seguinte

matriz:

1 by -+ by
0 by -+ by
0 by -+ buy

Na segunda linha, temos, certamente, um elemento ndo nulo que, quando multipli-

cado pelo seu inverso, L2, e ao usar C1, podemos encontrar a seguinte matriz:

1 c1p 13 -+ ¢

0 1 Cyz - bzn

0 ¢ 3+ Cpn
Usando L3, obtemos:

10 dizg -+ d

0 0 dpg -+ dp

e assim, sucessivamente, podemos encontrar a matriz geradora na forma padrao.

G’ = (Idy| A)
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3.3.3 Cddigos Duais

Definicao 3.19. Seja C C F" um cédigo linear com uma matriz geradora G. Definimos como
cédigo dual C*+:
Ct={veF"(vu)=0,YucC}
Um cédigo C* apresenta as seguintes propriedades:

i. C* é um subespaco vetorial de F";
ii. x e Ct < Gxl =0.

Demonstracdo. No item consideremos 1, v € C+ e a € F", e, usando a definicdo

temos que para todo x € C:

(u+wav,x) = (u,x)+a.(v,x) =0
portanto, podemos concluir que u +av € C*, logo, C*+ é um subespaco vetorial de
I
Temos, no item i, que x € C+ se, somente se, x é ortogonal a todos os elementos de

uma base C, o que é equivalente a dizer G.x' = 0, pois as linhas de G sdo uma base de
C. O

Como C+ é um subespago vetorial de ', ortogonal a C, é, portanto, um cédigo linear

que serd chamado de cédigo dual.

Proposicdo 3.20. Seja C C " um cédigo linear de dimensdo b com matriz geradora, na forma
padrio, G = (Idy|A). Entdo:

i. dimCt=n—b
ii. H=(—A!|Id,_p) é uma matriz geradora de C*+.

Demonstracdo. - Sendo x = (x1, ..., x) € Ct se, e somente se, G.x! =0, como G estd na

forma padrdo, podemos escrever a seguinte relagdo:
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100 0 @) M@s2) -0 G X1
010 -+ 0 ayp1) G2p+2) -~ a2n X2
001 0 a3p+1) A3p4+2) - 3n |- | X3 | =
000 -+ 1 appsry pps2) - pn X 0

Efetuando o produto das matrizes, encontramos:
X1+ A1(p+1)-Xp+1 + A1(b+2)-Xps2 +  * * + A1y Xn 0
X2 + A3(b+1)-Xb+1 T A2(p+2)-Xp42 T+ * T A2n-Xn

X3 + A3(p+1)-Xp+1 T A3(b+2)-Xp42 - - T A3n.Xn | =

Xp + Ap(p+1)-Xb+1 T Ap(k+2)-Xp+2 + * + * + Ap-Xn 0

Podemos escrever a matriz produto da seguinte maneira:

X1 A1(b+1)-Xp+1 T A1(p+2)-Xp+2 + - - T A1 Xn
X2 A2(b+1)-Xb+1 T A2(b+2)-Xp42 + -+ T 2p. Xy
x3 | =— | a3(D+1).Xp41 + A3p42)-Xps2 + -+ + A3 Xn
Xp Ap(b+1)-Xp+1 + Ap(p+2)-Xp+2 + - - - + Apy-Xn

X1 A1+1) Y@v+2) " Gin Xb+1

X2 Ap+1) D20b+2) 0 A2n Xp+2

X3 | =— | a3+1) 43(p+2) - 3n | - | Xbp+3

Xp Apw+1) Ab®+2) " Abn Xn

Logo, C* possui ¢"~? elementos onde xy,7, ..., xn podem ser escolhidos aleatoria-
mente, portanto, podemos concluir que dimC+ =n —b

- As linhas de H sdo linearmente independentes, portanto, geram um subespago
vetorial de dimensdo n — b. Como as linhas de H sdo ortogonais as linhas de G, temos
que o espaco gerado pelas linhas de H est4 contido em C. E, como estes subespagos
apresentam a mesma dimensdo, eles coincidem. Isso prova que H = (—A!|Id,,_;) é a

matriz geradora de C*. O

Proposicao 3.21. Seja C um cédigo de dimensio b em ", e uma matriz geradora G. Uma
matriz H de ordem (n — b) X n, com coeficientes em I e com linhas linearmente independentes,

é uma matriz geradora de C+ se, e somente se, G.H! = 0.
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Demonstragido. As linhas de H geram um subespaco vetorial de F" com dimensdo
n — b, logo, a mesma dimensao de Ct. Se hy,hy, ..., h,_p e 91,82, ---,§p S@0 as linhas

respectivamente de H e G, temos:

(GHt)l] = <gi/ ]’1]>
Desse modo, G.H' = 0 é equivalente dizer que todos os vetores do subespaco gerado
pelas linhas de H estdo em C+. E, como esse subespaco tem a mesma dimensdo de ct,
entdo:

G.H! =0 <= C* é gerado pelas linhas de H.

Corolario 3.22. (CH)t=C

Demonstragdo. Sejam G e H matrizes geradoras, respectivamente, de C e C-. Como
G.H! = 0, temos:
(G.HHY =0

H.G'=0
logo, G é a matriz geradora de (C1)*. O

A seguir, serd apresentado um resultado que nos permitird definir com mais facilidade
se uma palavra pertence ou ndo ao cédigo C. Esta proposi¢do apresenta um custo

computacional mais barato.

Proposicao 3.23. Seja C um cédigo linear, e suponhamos que H seja uma matriz geradora de

C-L. Entdo, temos que v € C se, somente se, H.ot =0.

Demonstracdo. Pelo Corolério e Definicdo temos que v € C se, somente se,
v € (CH)* se, e somente se, H.v! = 0. O

Podemos concluir que é possivel descobrir se uma palavra-cédigo pertence a um
c6digo apenas com o produto da matriz geradora de C* por um vetor. A matriz H é
chamada de matriz teste de paridade de C.

Dado um cédigo C com teste de paridade H e um vetor v € F", serd chamado o vetor

H.vt de sindrome de v.
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Exemplo 3.10. Seja C um cédigo sobre o corpo F = {0, 1} com a sequinte matriz geradora na
forma padrdo, isto é G = (Id,| A):

100111
G=|1010011
001010

Podemos determinar a matriz teste de paridade H = (—A'|1d,,_p):

y

Il
_ =
— = o
o - o
o o =
o = o
- o o

Assim, dados dois vetores vy = (100111) e v = (010101), podemos verificar se as palavras

cédigos vy e vy pertencem ao cédigo C.

H.v§=0

1
100100 0 0
111010 0=O
110001 ! 0

1

1

e

H.vb =0

0
100100 ! 1
111010 (1)=1
110001 0

0

1

Portanto, podemos concluir, pela proposicio quevy € Cevy ¢ C.
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A matriz H teste de paridade apresenta informagdes sobre o valor do peso d do

codigo.

Lema 3.24. Dada uma matriz teste de paridade H de um cédigo C, temos que o peso de C é

maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s-1 colunas de H sdo linearmente independentes.

Demonstragio. Consideremos uma matriz de paridade H e que cada conjunto de s — 1
colunas ¢ linearmente independente. Sejam ¢ = (cy, ..., ¢;) uma palavra ndo nula de um

cédigo C e hy, ..., hy as colunas de H, como H.ct =0, temos que:
0= I‘I.CiL = Zcihi

Se w(c) < s — 1 ¢ o nimero de componentes ndo nulas da palavra c e a equagdo H.c! =

0 =Y c;h;, hd uma combinag¢do nula de um nimero t de colunas, isto é,1 <t <s—1,0

que é uma contradi¢do. Portanto, podemos concluir que w(c) > s, entdo, w(C) > s.
Reciprocamente, consideremos W(C) > s, e suponhamos, por absurdo, que H tenha

s — 1 colunas hy, ..., hs_1 linearmente dependentes. Dessa forma:
Ci.hi +...+ Csfi-hsfi =0

Logo, c=(0,...,¢;,0,...,0,c5—;,0,...,0) € C, e isso implicaria em w(c) <s—1 < s, 0 que

seria um absurdo. O

Teorema 3.25. Dada uma matriz teste de paridade H de um cédigo C, temos que o peso C é
igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H forem linearmente independentes e

existirem s colunas dependentes.

Demonstragido. Suponhamos que w(C) = s. Temos que todo o conjunto de s — 1 co-
lunas de H é linearmente independente. Logo, existem s colunas de H linearmente
dependentes, pois, caso contrario, w(C) > s+ 1.

Reciprocamente, vamos supor agora que todo conjunto de colunas de H é linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, temos w(C) > s,
porém w(C) ndo pode ser maior que s, pois, novamente, todo conjunto com s colunas é

linearmente independente, o que é uma contradicéo. O

3.4 DECODIFICACAO DE CANAL

A decodificagdo de canal é o procedimento que permite detectar e corrigir erros

de um cédigo. O método original foi apresentado na década de 9o no laboratério
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Bell por D. Slepian, e apresentava um custo computacional elevado. Esse método foi
aperfeicoado e serd apresentado nesta secao.
Para isso, vamos definir o vetor erro e como a diferenca entre o vetor recebido r e o

enviado c,ou seja:

e=r—=¢

Exemplo 3.11. Consideremos um cédigo C € F = {0,1} e que tenha sido transmitido a

palavra-cédigo 101101, e recebido a palavra-cédigo 010101, entdo:
e = 010101 — 101101 = 111000

O vetor erro serve para identificar, através de seu peso, a quantidade de erros
cometidos na transmissdo. No exemplo anterior, e = 111000, apresenta peso igual a 3.
Sabemos que H a matriz teste de paridade de um cédigo C, e para c € C, temos que

H.c! = 0. Portanto podemos escrever a seguinte relacdo:

He =H(t' —c=Hr'—Hc =Hr!

Lembre que chamamos de sindrome de v o vetor H.v!. Como H.e! = H.r!, temos
por consequéncia que a palavra recebida r e o vetor erro e tem a mesma sindrome.

Considere h; a i-ésima coluna da matriz teste de paridade H e e = (#;...a5,), temos que:

n
Zocihi =He =Hr
i=1

A seguir, apresentaremos um importante resultado que permite efetuar a corregdo de

uma palavra transmitida com erro.

Lema 3.26. Dado um cédigo linear C sobre um corpo F" com capacidade k de corregio de erros.
Ser € F" e c € C sdo tais que d(c,r) < k, existe um tinico vetor e com w(e) < k, cuja

sindrome é igual a sindrome de r e tal que c = r — e.

Demonstragdo. Seja e = r — ¢, temos que H el =H.rtew(e)=d(c,r) <k, logo, e satisfaz a
condigdo desejada. Para provar a unicidade, suponhamos que e = (a1...a,) € €’ = (a]...a},)
sejam dois vetores em que w(e) < k e w(e’) < k apresentam a mesma sindrome que 7.

Se H é a matriz teste de paridade de C, temos que:

H.el = H.elt



3.4 DECODIFICAGAO DE CANAL

n n
Z Déi.hl' = Z a;.hi
i=2 i=1

athy + ...+ ayhy — afhy — .. — &l by =0
(1 — af)hy + .o+ (a0 — &)y =0

0 que nos fornece uma relagdo de dependéncia linear entre 2k colunas de H, pois

sabemos que k = |[T ,ou seja, 2k < d —1, e como quaisquer d — 1 colunas de H

sdo linearmente independentes, pelo Teorema temos que «; = &} para todo i, logo,

temos que e = ¢'. O

Agora, vamos determinar e quando w(e) < 1, ou seja, o vetor erro tem todas as suas
entradas nulas ou existe apenas uma de suas entradas ndo nula. Para que isso seja
possivel, suponhamos um cédigo C que tenha distancia minima d > 3 e que o vetor
erro ¢, introduzido entre a palavra transmitida c e a recebida 7, seja tal que w(e) < 1.

Se H.e! = 0, a palavra recebida ndo apresenta erro, logo ¢ = r.

Agora se H.e! #0,entio w(e)=1ee=(0,...,0,«,0,...,0), com & #0, apenas a i-ésima

entrada ndo é nula. Como:

H.irt = H.e = ah;

Para que seja possivel saber em qual entrada do vetor erro e estd o elemento ndo nulo,
basta analisar as colunas de H e localizar a coluna h;, sendo, assim, possivel identificar

o erro. A matriz teste de paridade H deve apresentar as seguintes propriedades:

i) Nenhuma coluna de H deve ser nula, caso contrdrio, um erro na posi¢do corres-

pondente a linha nula nédo seria detectado.

ii) Todas as colunas de H devem ser tnicas. Caso duas colunas sejam iguais, erros

nas posigdes correspondentes a essas linhas podem ser inidentificdveis.

Usando todas essas informagdes, podemos descrever um algoritmo que permite a

decodificacdo em um cédigo corretor de um erro.

Algoritmo 1. Seja H uma matriz teste de paridade de um cédigo C e seja v um vetor recebido.
Considere d > 3.

(i) Determine H.rt;
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(ii) Se H.rt =0, aceite a palavra recebida r;

t

(iii) Se H.r' = s' #0, compare s' com as colunas de H;

(iv) Se existirem i e w, tais que s' = a.h;, para « € I, entdo e é a n-upla com « na posicio i e

zeros nas outras posigoes. Corrija r pondoc =1 —e;
(v) Se ndo ocorrer o item |1}, foi cometido mais de um erro.
Exemplo 3.12. Consideremos C um cédigo com a seguinte matriz geradora:
10110
(0 101 1)

Sendo G = (Idy|A), ou seja, uma matriz geradora na forma padrdo, e sendo Idy., a matriz
identidade e Ay w3 a matriz A.

Podemos determinar a matriz de teste de paridade H,_jyxn, pois H = (—A|Id,,_):

10100
11010
01001
Vamos supor que seja recebida uma palavra r = (10100), temos:

H.e'=H.r'
1

10100 0 0

11010 11=11

01001 0 0
0

Como o produto matricial ndo é o vetor nulo, temos que a palavra foi transmitida com erro.
Analisando as colunas de H encontramos que o erro aconteceu na quarta coluna, portanto,

podemos escrever da sequinte maneira o vetor erro e = 00010, e o vetor enviado como:

c=r—e
c =10100 — 00010 = 10110

ou seja, a palavra cédigo transmitida foi ¢ = 10110.
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A seguir mostraremos um segundo algoritmo para a decodificagdo de mensagens.
Para isso, seja C C F" um cédigo corretor de erros, sendo H a matriz de teste de

paridade, d a distancia minima, M = g’ o ndmero de palavras do cédigo C e que o

cédigo tenha a capacidade de corrigir k = HTH erros. Quando H.ef = H.r!, dizemos

que r e e apresentam a mesma sindrome, e se w(e) = d(r, c) < k, entdo e é determinado

de maneira tnica por 7.

Definicao 3.27. Seja v € ", chamamos cada conjunto da forma v + C de classe lateral de v
segundo C:
v+C={v+cceC}

Lema 3.28. Sejam u,v € F", u e v tém a mesma sindrome se, e somente se, u € v+ C

Demonstragio.

Hu'=Hiv e H@u-v'=0cu-—veCsucov+C

A classe lateral de v segundo C apresenta as seguintes propriedades:
) o+C=0v'+Csuv—-7v €(;

i) v+CO)NE@+C)#0=v+C=7"+C;

iii) U (0+C)=F";

iv) [(@+0)|=Cl=q"

As classes laterais sdo classes de equivaléncia da relagdo v — v’ € C. O namero de
classes laterias de v segundo C é g"?, sendo n o comprimento do cédigo e b a sua

dimensao.

Exemplo 3.13. Seja F = {0,1} um corpoe C C F" seja um cédigo gerado pela sequinte matriz:
1011
G=
(0 10 1)

e g =2, pois o alfabeto ' tem dois elementos;

Temos que:
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e 1 =4, pois a matriz geradora G tem quatro colunas;

e b =2, pois a matriz geradora, que é uma base de C, tem duas linhas;
e |(v+C)|= 22 = 4, ou seja, o niimero de elementos da classe lateral é 4;
e O niimero de classes laterais é 2*~2 = 4.

Usando a matriz geradora, temos que o cédigo C = {0000,0101,1011,1110} e as classes

laterais segundo C sdo:

0000 + C = {0000,0101,1011,1110}
1000 + C = {1000, 1101,0011,0110}
0100 + C = {0100,0001,1111,1010}

0010 + C = {0010,0111, 1001, 1100}

Podemos encontrar os elementos da classe lateral construindo uma tabela da seguinte
maneira: na primeira linha e coluna, colocamos, a palavra-c6digo zero e, nos demais
elementos da primeira linha, as outras palavras-cédigo de C. Para encontrar o vetor v
da segunda linha e primeira coluna, devemos encontrar o vetor que apresenta a menor
distancia Hamming do vetor que estd na primeira linha e primeira coluna, os demais
itens da segunda linha sdo determinados através da soma do vetor v com as demais
colunas da primeira linha, sendo a soma em Z,, no caso do exemplo anterior, e assim,

sucessivamente, até a linha 4" ~?. Abaixo, segue a tabela do exemplo anterior:

0000 | 1011 0101 1110

1000 | 0011 1101 O110

0100 | 1111 0001 1010

0010 | 1001 O111 1100

Chamamos de lider de classe o elemento que apresenta 0 menor peso entre os

elementos da classe lateral. No exemplo anterior, temos:
e 0000 é lider de 0000 + C;
e 1000 é lider de 1000 + C;

e 0100 e 0001 sdo lideres de 0100 + C;
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e 0010 é lider de 0010 + C.

Podemos observar que, em alguns casos, temos mais de um lider de classe lateral, e
nos interessam as que apresentam somente um lider. A seguir, apresentaremos uma

importante proposicao:

Proposicao 3.29. Seja C um cédigo linear em F" com distdncia minima d. Se u € F" é tal que:

w(u) < |[dz;1ﬂ =k

entdo u é o inico elemento lider de sua classe.

d—1 d—1
Demonstragio. Vamos supor u,v € F", com w(u) < HTH e w(v) < HTH Como

ja sabemos que u — v € C, temos:

wu —v) < w(u)+w@) < ﬂ%ﬂ + ﬂ%ﬂ <d-1

Portanto, u — v tem peso menor que d, ou seja, u = 0. O

Novamente usando essas informagdes, podemos descrever um algoritmo que permite
a decodificagdo em c6digo corretor de um erro pela sindrome que apresenta um ndmero
de erros menor ou igual a k. Iremos usar a dltima proposicdo para encontrar o elemento
lider de classe, ou seja, vamos determinar u € F”, tal que w(u) < k, e, em seguida,

calcular as sindromes desses elementos e organizé-los em uma tabela.
Algoritmo 2. i) Determine a sindrome s* = H.r';

ii) Se s estiver na tabela, seja 1 o elemento lider da classe determinada por s, troque r por r — I;
iii) Se s ndo estiver na tabela, entdo, a mensagem recebida contém mais do k erros.

Para entender o funcionamento do algoritmo, vamos mostrar dois exemplos. O
primeiro exemplo foi construido com distancia minima 3, ou seja, corrige apenas um
erro, ja o segundo, foi construido com distdncia minima 5, entdo, este cdigo consegue

fazer a correcao de no maximo dois erros.

Exemplo 3.14. Considere um cédigo bindrio criado para transmitir a palavra PROFMAT.
Para isso, considere C um cédigo com a seguinte matriz geradora e que na transmissio seja
cometido no mdximo um erro. Este exemplo é adaptagio do exercicio 5.5 da pdgina 111 do

livro [3] :
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110010000
100100O0T1O0
G=1111000001
010101000
001100100

Usando as operagdes com as linhas e colunas, podemos encontrar G na sua forma padrdo:

100000110
010001100
G=l001000111
000101010
000011001
e a matriz teste de paridade H:
010111000
- 111000100
101100010
001010001

A distancia minima deste codigo é 3, sendo assim, esse codigo faz a corregdo de um e detecta
dois erros. Tomando como exemplo o alfabeto da nossa lingua, podemos definir um cédigo fonte

para transmitir a mensagem da sequinte forma:

P = 00011
R = 10110
O = oo101
F =11000
M = o1001
A = 10000
T =11010

Iremos codificar o cédigo fonte em palavra-cédigo fazendo um produto matricial do cédigo
fonte com a matriz geradora na forma padrio G, de acordo com o sequinte diagrama:
Vamos enviar a palavra PROFMAT, usando a matriz geradora, encontraremos as seguintes

palavras cédigo:



3.4 DECODIFICAGAO DE CANAL

CODIGO FONTE PALAVRA CODIGO
10000 100000110

Y

Figura 3.4: Transformar c6digo fonte em c6digo canal

P = 000110011
R = 101101011
O =oo01011110
F = 110001010
M = o10010101
A = 100000110

T = 110100000

Para que seja possivel fazer a decodificacio de um cédigo recebido, vamos determinar o elemento
lider de classe, ou seja, vamos determinar todos os elementos do corpo do cédigo com peso menor

ou igual a 1:

Lider sindrome

000000000 0000

100000000 0110

010000000 1100

001000000 0111

000100000 1010

000010000 1001

000001000 1000

000000100 0100

000000010 0010

000000001 0001

Para entender o funcionamento do algoritmo, considere que seja recebido o cédigo 000110011,
como H.r' = (0000), temos que ndo houve erro na transmissio e, fazendo a decodificacio, temos

que a palavra fonte é P.
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Consideremos, agora, que seja recebido o seguinte cédigo 111001010, como H.r' = (0111),
temos que a mensagem foi recebida com erro. Consultando a tabela, temos que o lider de
classe é 001000000 e, usando o algoritmo, ou seja, trocando o vetor recebido r por r — 1 =
111001010 — 001000000 = 110001010, fazendo a decodificagdo, encontramos a letra F.

Exemplo 3.15. Vamos usar as informagdes do exemplo que foi utilizado no inicio deste
capitulo. Seja C um cédigo com distdncia minima 5, logo, este cédigo é eficiente para corrigir até
dois erros.

Serd usado a sequinte matriz geradora G:

c_(r o1 110
010111001

e matriz teste de paridade H

—_
(@)
[a)

1]
O Rk Rk OO Rk -
_ O O R Rk R, O

o O O O ©O O -
o O O O O —» O
o O O O = O O
O O O =k O O O

O O = O O © O
S PR O O O O© O
_ O O O © O O

Temos as seguintes informagoes:

Comando Cédigo Fonte Codigo Canal

Frente 00 000000000
Ré 01 010111001
Esquerda 10 101100110
Direita 11 111011111

Para fazer a corregio de erro é necessdrio construir a tabela de lider com peso menor ou igual a

dois com sua respectiva sindrome:
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Lider Sindrome Lider Sindrome
000000000 | 0000000 010000010 | 0111011
100000000 | 1100110 010000001 | 0111000
010000000 | 0111001 001100000 | 1100000
001000000 | 1000000 001010000 | 1010000
000100000 | 0100000 001001000 | 1001000
000010000 | 0010000 001000100 | 1000100
000001000 | 0001000 001000010 | 1000010
000000100 | 0000100 001000001 | 1000001
000000010 | 0000010 000110000 | 0110000
000000001 | 0000001 000101000 | 0101000
110000000 | 1011111 000100100 | 0100100
101000000 | 0100110 000100010 | 0100010
100100000 | 1000110 000100001 | 0100001
100010000 | 1110110 000011000 | 0011000
100001000 | 1101110 000010100 | 0010100
100000100 | 1100010 000010010 | 0010010
100000010 | 1100100 000010001 | 0010001
100000001 | 1100111 000001100 | 0001100
011000000 | 1111001 000001010 | 0001010
010100000 | 0011001 000001001 | 0001001
010010000 | 0101001 000000110 | 0000110
010001000 | 0110001 000000101 | 0000101
010000100 | 0111101 000000011 | 0000011

Suponha que o carrinho deste exemplo receba os sequintes comandos:

Com um erro:

r = 001100110, calculando H.r' = (1100110)!, a mensagem chegou ao receptor com erro e
consultando a tabela, trocamos r por r — [ = 001100110 — 100000000 = 101100110 e o comando
¢ ESQUERDA.

Com dois erros:

r = 010100001, calculando H.r' = (0011000)!, a mensagem chegou ao receptor com erro e
consultando a tabela, trocamos r por v — I = 01010001 — 000011000 = 010111001 e o comando
é RE.
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Neste capitulo, apresentamos duas sequéncias de atividades com o objetivo de mostrar
aplicacdes de alguns contetidos do Ensino Fundamental e Médio usando os digitos
verificadores e c6digos corretores de erros.

Mostrar uma aplicacdo de um contetido de forma pratica facilita o processo de ensino-
aprendizagem: a Matemadtica torna-se interessante para o aluno quando ele consegue
perceber e aplicar a teoria em situag¢des praticas. Um processo significativo para o
educando, deve permitir que ele consiga fazer relagdes com o seu cotidiano, segundo os

Parametros Curriculares Nacionais [11]:

[...] O significado da Matematica para o aluno resulta das conexdes que ele
estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela e seu cotidiano e das

conexdes que ele estabelece entre os diferentes temas matemaéticos. (p.19)

O objetivo das sequéncias de atividades é instigar no aluno uma maneira diferente
de entender o contetido do curriculo, perceber a Matemaética aplicada no seu dia a
dia, mostrar que a Matematica ndo é um ciéncia encerrada em si mesma. Com estas
atividades é possivel oportunizar uma participacdo melhor dos alunos no seu processo

de aprendizagem.

4.1 SEQUENCIA PARA O ENSINO FUNDAMENTAL

Para o Ensino Fundamental, apresentamos uma sequéncia de atividades que utilizam
os digitos verificadores de erros para aplicar alguns contetidos deste segmento educaci-
onal e desenvolver a curiosidade, investigagdo, criar estratégias e compreender padrdes.

Segundo a Base Nacional [12], sobre a Matematica:
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No Ensino Fundamental, essa drea, por meio da articulagdo de seus
diversos campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabi-
lidade, precisa garantir que os alunos relacionem observagdes empiricas
do mundo real a representacdes (tabelas, figuras e esquemas) e associem
essas representagdes a uma atividade matematica (conceitos e propriedades),
fazendo indugdes e conjecturas. Assim, espera-se que eles desenvolvam a
capacidade de identificar oportunidades de utilizagdo da matematica para
resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e resultados para

obter solugdes e interpreté-las segundo os contextos das situagdes. (p.265)

Esta atividade é um sugestdo para o sexto ano Ensino Fundamental. Com estas
atividades, serd possivel mostrar uma aplicagdo para as opera¢des dos nimeros naturais,

divisibilidade e niimeros primos. Segundo o PCN [11], um aluno do ensino fundamental

do ciclo 3 deve:

Reconhecer os significados dos nimeros naturais em diferentes contextos e

estabelecimento de relagdes entre niimeros naturais, tais como “ser multiplo”,

“ser divisor de”.

Mostraremos vérias etapas as quais foram pensadas para serem desenvolvidas em 10

aulas; esta sugestdo pode ser adaptada para as demais séries.

4.1.1 1% etapa - 0 que é um codigo?

Comecar esta etapa investigando o conceito dos alunos sobre cédigos, verificar
o sentido dessa palavra para eles. Depois, solicitar que fagam uma consulta a um

diciondrio da Lingua Portuguesa — uma sugestdo é diciondrio on-line Priberam

1. Colecdo de leis. 2. Colegdo de regras, preceitos, férmulas, etc. 3. Sistema
de simbolos que permite interpretar, transmitir uma mensagem, representar
uma informacdo de dados. 4. Sistema convencional, rigorosamente estru-

turado, de simbolos ou de sinais e de regras combinatérias integrado no

processo da comunicagao.

1 “c6digo”, in Diciondrio Priberam da Lingua Portuguesa [em linha], 2008-2013,

https:/ /www.priberam.pt/dlpo/c%C3%B3digo [consultado em 17-01-2018].
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Em seguida, questionar se eles reconhecem algum cédigo no seu dia a dia. Usando as
respostas dos alunos, explicar e explorar o conceito de c6digos numéricos, sua utilidade
e importancia no nosso cotidiano para fazer identificagdes. Dar exemplo préticos, como
cédigos de barras, nimeros de CPF e RG, CEP — c6digo de enderecamento postal etc.

O objetivo desta etapa é mostrar que utilizamos esses c6digos numéricos em diversas
situagdes corriqueiras nos nossos hdbitos cotidianos. Com essas investiga¢des podemos
motivar os alunos para as etapas seguintes e ajuda-los a perceber que a Matematica estd

presente em diversas situagdes.

4.1.2 2" etapa - vamos entender um cédigo de barras EAN 137

Nesta etapa vamos mostrar um cédigo de barras, apresentar as partes que identificam
o pais, produto, empresa e o digito verificador. Salientar a sua importancia e utilidade
nos supermercados, por exemplo, e que seus algarismos somente estdo corretos se
seguirem um conjunto de regras.

Escrever os algarismos de um cédigo de barras na lousa e mostrar tal conjunto
de regras. Nao serd usado um rigor matematico para descrever essas regras; uma
sugestdo é escrever os nimeros do cédigo de barras multiplicando de forma alternada
e respectiva por 1 e 3 e depois somar os produtos. Veja um exemplo:

Vamos usar os seguintes algarismos de um cédigo de barras: 7896051020158

71 +8%3+9%x1+6*3+0*«1+5%*3+1*«1+0*%x3+2*%x1+0*x3+1%x1+5%x3+8x1
7+24+9+18+0+15+1+0+2+0+1+15+8 =100

Para que estejam corretos os algarismos do cédigo de barras, a soma dever ser
multiplo de 10; caso nédo seja, algum ntimero foi escrito de forma incorreta.

Propor que facam o célculo de outros nimeros de c6digos de barras e em alguns com
um erro nos algarismos (um erro que seja detectdvel e outro ndo detectavel)

Ap6s os alunos calcularem alguns exemplos para sistematizar o processo, fazer alguns

questionamentos:
e - Serd que todos os codigos numéricos usam o mesmo processo do cédigo de

barras?

e - Por que, em alguns casos, mesmo com o erro na escrita dos algarismos do cédigo

de barras, o resultado foi um nimero multiplo de 10?
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e - Qual o motivo de usar um sistema de regras que ndo identifica todos os erros?

O objetivo desses questionamentos é despertar a curiosidade para outros cédigos
numéricos e mostrar que, por mais que parecam simples, para os algarismos do cédigo

de barras ou nameros de um CPF existe uma matemadtica aplicada.

4.1.3 3% etapa - o que é um digito verificador?

Nesta etapa, salientar a importancia de usar um digito verificar em um cédigo
numérico: em destaque, o do cédigo de barras. Em seguida, questionar os alunos se
depois da segunda etapa eles conseguem determinar o valor numérico de um digito
verificador.

Para calcular digito verificador do cédigo de barras, deve-se repetir o processo da
etapa anterior sem escrever o digito e determinar qual algarismo dever ser adicionado
para que seja um ntimero multiplo de 10.

Segue um exemplo:

71 +8%x3+9%1+6%x3+0%«1+5%x3+1*1+0%x3+2+«1+0%x3+1%x1+5%x3=92

Logo, o valor numérico do algarismo do digito dever ser 8. Propor para calcular o

digito de outros nameros de cédigo de barras.

4.1.4 4" etapa - construindo um cédigo numeérico para identificar sélidos geométricos

Em grupo, utilizar quatro cores de cartolinas e montar 4 tamanhos diferentes de
paralelepipedos, cubos e tetraedros. Cada grupo deverd montar um cédigo numérico
para identificar seus sélidos geométricos e escolher um método para calcular o digito
que ird identificar a presenca de erros. Neste momento, deixar os alunos fazerem
escolhas de acordo com os seus critérios e depois fazer uma socializagdo de cada grupo

e fazer os seguintes questionamentos:

e - Se vocés trocarem o coédigo numérico de um sélido geométrico com outros

grupos, serd possivel identificar as caracteristicas do s6lido?

e - Ndo serd necessdrio um padrédo para o c6digo numérico?
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e - O que é relevante para identificar os sélidos?

e - O método escolhido para determinar o valor numérico do digito é eficiente?

Como saber se foi feita a melhor escolha para calcular o digito?

Depois desses questionamentos, montar um cédigo numérico padrao para a sala de
aula, como na sugestdo a seguir:

Um cédigo numérico para identificar nesta ordem: COR - COMPRIMENTO DA
ARESTA DA BASE - NOME DO SOLIDO GEOMETRICO - DIGITO. Escolher alga-
rismos para representar cada caracteristica do sélido geométrico e calcular o digito
conforme as orientag¢des a seguir:

Para determinar o digito, pode-se orientar os alunos o seguinte método:

e 1° - Determinar ntimeros para multiplicar o algarismo que representa a cor,
comprimento da aresta da base, nome do sélido geométrico e digito, como por

exemplo, 2,3,5€e1 respectivamente.

e 2° - Escolher um niimero para dividir a soma, como por exemplo, 6 ou 7. Nesse
primeiro momento, seria interessante fazer a escolha do ntimero 6 e mostrar
que ndo é eficiente para identificar erro tinico e erro de transposigdo e depois
destacar que o algarismo 7 ou qualquer outro nimero primo é mais eficiente para

identificar tais erros.

Para sistematizar o processo, pedir para os grupos trocarem os cédigos numéricos

para verificar a existéncia de erro.

4.1.5 6% etapa - avaliagido
Para a avaliacdo, propor algumas sequéncias numéricas de c6digos de barras e pedir

aos alunos para determinarem o digito verificador e outras sequéncias de cédigos de

barras para verificarem se existe erro nos nimeros informados.

4.2 SEQUENCIA PARA O ENSINO MEDIO

A sequéncia de atividade destinada para o Ensino Médio foi escolhida para mostrar

aplicagdes do contetido de sistemas lineares, niimeros bindrios, congruéncias médulo
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M e matrizes e incentivar a investigacdo, criatividade, criacdo de estratégias e de
algoritmos.
Cada etapa, tem o objetivo de levar o aluno a um aprendizado real e significativo,

segundo os Parametros Curriculares do Ensino Médio [11] um deve:

Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-
os na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades

cotidianas.(p.42)

Esta sequéncia tem um tempo estimado de 10 aulas.

4.2.1 1" etapa - entendendo um cédigo corretor de erros

Vamos utilizar um programa editor de texto para escrever a palavra “PARALE-
LEPIPRDO” e mostrar para os alunos que o programa identifica o erro e sugere
como corregio a palavra correta “PARALELEPIPEDO”. Em seguida escrever a palavra
“HACA” e, neste caso, o corretor identifica o erro e sugere como correcdo "VACA,
FACA, JACA”e com estas opgdes ndo é possivel fazer a correcdo, pois ndo é informado
nenhuma informacao adicional.

Com estes dois exemplos, é possivel explicar a distdncia de Hamming e mostrar que
é possivel fazer a corre¢do do erro quando uma tnica palavra apresenta uma distancia
minima de outra. Em seguida, explorar outros exemplos com os alunos e enfatizar que
usamos codigos corretores em toda informacédo transmitida ou armazenada e que para
identificar e corrigir erros é necessario adicionar redundéncias na informacao original.
Citar exemplos para despertar a curiosidade dos alunos.

Aproveitando esta etapa, explicar os digitos dos cédigos numéricos que verificam a
existéncia de erros e ndo faz a indicacdo do algarismo errado ou a corre¢do do mesmo.
Usamos diariamente os c6digos numéricos e os c6digos corretores e ndo percebemos a
Matematica envolvida nessas situagdes.

O objetivo desta etapa é explicar os conceitos bdsicos de um c6digo corretor de erros,

mostrar a sua importancia e aplicagdes no nosso cotidiano.
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4.2.2  2° etapa - congruéncia Modulo M e Classes Residuais

Um contetido de extrema importancia para as proximas etapas é a Matemaética dos
Restos ou Congruéncia Médulo M e Classes Residuais. Explorar os conceitos basicos,
estes contetidos serdo usados nas opera¢des com matrizes. A matriz informacdo utiliza
somente os algarismos o ou 1, e o produto entre a matriz informacao e a matriz geradora
é em Z; pois assim é possivel fazer a decodificagdo. O aluno deve entender que s6 pode
usar como algarismos 1 ou 0 e compreender o motivo de trocar, por exemplo, o nimero

impar POr um ou par por zero.

4.2.3 3% etapa - codificar uma informagio

Nesta etapa e nas demais serd usado uma adaptacdo de um exercicio do livro [3]]
péagina 111. Este mesmo exercicio foi usado nesta dissertagdo como exemplo na segao
Serd usado um cédigo que é possivel fazer a detecgdo e correcdo de um erro.

Vamos usar um c6digo bindrio para mandar e receber mensagens, para isso cada
letra do nosso alfabeto sera relacionado com uma matriz bindria e serd chamada de
matriz informacgdo. Para codificar, usaremos uma matriz geradora de cédigo e produto
matricial entre a matriz informagdo e a matriz geradora serd chamado de matriz cédigo.

Com a multiplicacdo da matriz informacao e a geradora de cédigo é possivel codificar
uma mensagem e adicionar nela redunddncia, facilitando assim detectar e corrigir erros.

Usaremos a notacdo G para indicar a matriz geradora de cédigos:

100000110
010001100
G=|001000T1T11
000101010
000011001

Matriz informacdo das letras do nosso alfabeto:
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A=(10000) B=(01000) C=(00100)
D=EOOOlO§ E=Eoooo1§ F=(1100 0
G=(10100) H=(10010) I=(10001)
Jj=(01100) K=(01010) L=(0100 1)
M=(00110) N=(0o101) O=(0001 1)
P=(11100) Q=(10110) R=(10101)
s=<11010) T=(11001) u=(0 101 1
v=(oo111) w=(11110) X=(10111
y=(11011) z=(10011)

Para usar espaco entre as letras: ESPACO = <0 00O 0)

Segue um exemplo para codificar a letra A:

100000110
010001100
A:(1oooo>.001000111:(100000110)
000101010
000011001

Observacao 4.1. As operagdes com as matrizes sdo em Zy, ou seja, quando o resultado da soma
for um niimero par, substituir o resultado por zero e quando o resultado da soma for impar,
substituir por 1. Ver se¢io

Usando estas instrugdes, dividir os alunos em grupos e cada grupo codificar uma men-
sagem para passd-la para outro grupo fazer a decodificagdo. Para fazer a decodificacdo
usaremos sistemas lineares, e como a matriz codificadora estd na forma padrdo a
solucdo ndo serd complicada. Veja um exemplo, para decodificar a matriz c6digo
(00100011 1)

Como a informac¢do é uma matriz linha com cinco colunas, e neste caso como ela é
desconhecida usaremos uma matriz genérica: <a11 a1p a13 14 a15>. Sabemos que o

produto desta matriz genérica pela matriz geradora deve resultar na matriz cédigo:



(ﬂn a2 a13 414 1115>-

o © O O =
o © O = O
o O = O O

Resolvendo o sistema encontramos a seguinte matriz informacao: (O 010 0).

Logo, foi transmitido a letra C.

o = O O O

_ O O O O

4.2.4 4" etapa - método para corrigir um erro

Vamos mostrar um método para identificar e corrigir um erro em um cédigo numérico.

N = I S S

cC O R R R
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O R R O R

_ o = O O

=<001000111>

Serd usado uma matriz para verificar se existe erro e, caso exista, serd possivel fazer a

sua identificacdo e como estamos usando matrizes bindrias é possivel fazer a corregao

pois cada termo a;; € 0 ou 1.

A matriz teste estéd relacionada com a matriz geradora do cédigo e suas linhas sdo

ortogonais, logo, é facil descobrir se uma matriz cédigo apresenta erro, pois o produto

entre a matriz teste e transposta da matriz cédigo deve ser a matriz nula e caso ndo seja

existe um erro em algum termo 4;;.

Usaremos a seguinte matriz teste:

_ = O
[ S T

00

[

_ O -

0

_ o O =

S O =

0

S = O

0

- O O

0

_ o O O

Para exemplificar a corre¢do do erro, suponhamos que o receptor tenha recebido a

matriz cédigo

<100111101)
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Fazendo o teste para verificar erro:

S =) = O
O O R R
N
o = O =
_, O O R
o O O =
o o = O
o = O O
= =
o o O =

R O R R R R OO
Il

Como o produto ndo é a matriz nula, a informacéo foi recebida com erro. Para
identificar a posigdo do erro basta identificar na matriz de teste a coluna que corresponde
ao resultado. Fazendo estd andlise identificamos a 62 coluna com erro,logo para corrigir
basta trocar o termo a1 da matriz cédigo: (1 0011010 1).

Fazendo um novo teste, encontramos:

1

0
010111000 0 0
111000100 120
101100010 1 0
001010001 1 0

0

1

Ap6s os alunos entenderem o processo para verificar a existéncia de erro, agora
em grupo novamente, solicitar que codifiquem uma nova mensagem e em algumas
letras acrescentar um erro e depois trocar entre os grupos para fazer a decodificagdo,
identificando e corrigindo erros, caso exista.

Caso seja cometido mais do que um erro, ndo serd possivel fazer a identificagdo e
correcdo. Explicar para os alunos que existem cédigos que fazem correcdo de mais de

um erro e usam um método apropriado.
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4.2.5 5% etapa - avaliagido

Uma sugestdo de avaliagdo é usar a quarta etapa para verificar se os alunos compre-

enderam o processo de codificagdo e decodificacdo de informagdes corrigindo erros.
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