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“Qualquer coisa pode se tornar tdo simples quanto pos-

stvel, mas ndo mais simples do que sdo.”

(Albert Einstein)
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RESUMO

Calculadoras sdo aparelhos comuns no cotidiano do homem moderno, contudo, os
conceitos matematicos envolvidos em sua concepcdo ainda sdo conhecidos por pou-
cos. Durante séculos, a obstinacdo da humanidade em construir maquinas capazes de
computar de forma autbnoma resultou tanto no surgimento dos atuais computadores,
como também em um magnifico legado de conhecimentos matematicos agregados a
tal conquista. Conteuidos tais como congruéncias e algebra booleana suscitaram a re-
volugdo dos sistemas informatizados e tem sido amplamente explorados por meio de
inumeras aplicacdes, nossa trajetéria perpassou pela aritmética modular, o teorema de
Euler-Fermat e as classes residuais, além de bases numeéricas, topicos de eletrénica di-
gital e funcdes booleanas, com foco no desenvolvimento de circuitos 1égicos e o engen-
drar de componentes eletronicos, que configuram a base para idealizacdo e construcio
de calculadoras que efetuem as operagbes aritméticas em bases arbitrarias, objetivo
preponderante deste trabalho. O esmiucar das etapas de construgdo das calculadoras,
viabiliza o aprofundamento dos conceitos matemdticos que a fomentaram. A aborda-
gem dos temas supracitados culmina para aprimorar e evidenciar a aplicabilidade da

matematica a esséncia da era moderna.

Palavras-chave: Congruéncias; Algebra booleana; Calculadora.
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ABSTRACT

Calculators are common apparatuses in the everyday of modern man, however, the
mathematical concepts involved in its conception are still known by few. For cen-
turies, mankind’s obstinacy in building machines capable of computing autonomously
resulted in both the emergence of current computers and a magnificent legacy of math-
ematical knowledge added to such achievement. Contents such as congruences and
Boolean algebra have aroused the revolution of computerized systems and it has been
extensively explored through numerous applications, our trajectory ran through modu-
lar arithmetic, Euler-Fermat’s theorem and residual classes, as well as numerical bases,
topics of digital electronics and Boolean functions, focusing on the development of
logic circuits and the generation of electronic components, which form the basis for
the design and construction of calculators that perform arithmetic operations on arbi-
trary bases, a preponderant objective of this work. The to detail of the construction
steps of the calculators, enables the deepening of the mathematical concepts that fo-
mented it. The approach to the aforementioned themes culminates in improving and

evidencing the applicability of mathematics to the essence of the modern era.

Keywords: Congruences; Boolean algebra; Calculator.
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INTRODUCAO

O mundo se transforma constantemente e a passos largos, especialmente no que diz
respeito aos avancos tecnoldgicos, ao ponto de que a propria sociedade tem encon-
trado dificuldades em acompanhar tal ritmo. Essencialmente, a referida dissertacao
visa amalgamar o estudo das congruéncias e aritmética modular com a dlgebra boole-
ana aplicada a concepcao de projetos relativos aos circuitos 16gicos. Ambas apresentam
inimeras e profundas aplicacoes em varias dreas da matematica, configurando-se na
base de praticamente todos os procedimentos de célculo e programacdo de computa-

dores, além de perpassar em muitas aplica¢des tecnoldgicas.

A compreensdo dos conceitos matematicos aqui explanados, contribuem significati-
vamente para o desenvolvimento cognitivo do aprendiz, aprimorando sua percep¢do
na interpretacdo de problemas, além de fornecer subsidios ensejadores da estrutura-
cdo do raciocinio, auxiliando a preferir decisdes e acdoes. Tal compreensdo sustenta
estruturas que transcendem tanto o ambito escolar como o da prépria matematica,
e sdo cruciais para o pleno exercicio da cidadania na era do conhecimento, pois se

configuram em ferramentas suporte para a estruturacdo do pensamento.

Neste ambito, esquadrinham-se novas estratégias, ferramentas e alternativas para
professores que buscam o constante aperfeicoamento de sua prdtica, a fim de desper-
tar em seus alunos o interesse por aprender esta disciplina fascinante. Partimos do
seguinte pressuposto para a criacdo de calculadoras das classes residuais: aquele que
quiser criar um dispositivo/maquina que resolva os problemas de matemadtica, invaria-

velmente deverd desenvolver uma série de conhecimentos inerentes a matematica.

No primeiro momento, realizamos a introducdo de conceitos que sédo a base da teo-
ria elementar dos numeros no capitulo intitulado: Investigagbes aritméticas, com uma
abordagem contextualizada do algoritmo da divisdo euclidiana e a recogni¢édo dos res-
tos, que sdo fundamentais para a compreensao do conceito de congruéncia, trataremos
da aritmética modular, na qual explanamos algumas de suas proposicdes e proprieda-
des além de notaveis aplicacOes. Prosseguimos com o sistema completo de residuos
e as classes residuais, que transformam a congruéncia em uma igualdade de classes,

o que simplifica substancialmente as operagdes aritméticas e sdo vitais na concepcao
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de algoritmos computacionais que, por sua vez, serdo a base para sistematizacao das

calculadoras por noés, a serem construidas.

O advento das novas tecnologias possibilitou ao homem o aperfeicoamento e auto-
macado de diversas areas por meio dos computadores. Para compreendermos o seu
funcionamento, € crucial que apreendamos as linguagens implementadas em tais ma-
quinas e, de que forma as informacoes sdo processadas. No capitulo denominado: A
dlgebra das leis do pensamento, explanamos sobre o conceito de base numérica, em
especial, a base bindria, que configura a linguagem utilizada para modelar instrucoes
a serem inseridas nos computadores. Expendermos as operacoes aritméticas com nu-

meros binarios, bem com os métodos utilizados pelos computadores para efetua-las.

Apresentamos a dlgebra booleana que foi concebida com o propdsito de algebri-
zar o pensamento humano e que se adéqua perfeitamente ao sistema operacional dos
computadores, cujos designios de sua criacdo pressupunham a capacidade de imitar
a mente humana. Desta forma, contemplaremos as nuances desta inusitada algebra
que fomenta toda a légica computacional e incorpora aspectos tanto da logica propo-
sicional como da teoria dos conjuntos. Reportaremos aos componentes essenciais da
eletronica digital, tais como as portas légicas, que sdo a traducdo eletrénica dos conec-
tivos concernentes a légica clédssica, além dos circuitos légicos e o desenvolvimento de

técnicas para a obtencdo dos mesmos.

Trabalharemos meticulosamente com aparatos essenciais no desenvolver de proje-
tos eletronicos e na construcdo de calculadoras, que remetem ao tema central deste
trabalho, no capitulo: O cerne da calculadora, no qual é feito um apanhado histérico
a cerca da idealizac@o e evolucdo das calculadoras. Seguimos com a anélise referente
as peculiaridades de uma curiosa calculadora bindria mecéanica, que foi o elemento
impulsionador desta pesquisa e, prosseguimos com a elaboracgédo de circuitos légicos
para somadores em diferentes bases numéricas, subtratores, multiplicadores, divisores,
além de componentes e procedimentos vitais para a criacao de calculadoras em uma
base qualquer. Tais construcoes ficam disponiveis para download de forma que o leitor

possa testa-las empiricamente e criar os proprios projetos por meio de simuladores.

Calculadoras sao tdo comuns e corriqueiras que poucos indagam como se dd seu fun-
cionamento, projeto ou construcao. Tal premissa consolida o principal objetivo desta
obra, que consiste na construcao de calculadoras em consonancia com a aritmética das
classes residuais, mais especificamente, calculadoras capazes de efetuar as operacoes

aritméticas em uma base arbitraria.
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Com a finalidade de despertar e instigar a curiosidade do leitor por esta envolvente
disciplina, a matemadtica, os contetidos sdo apresentados de forma a evidenciar sua re-
levancia e aplicabilidade nas praticas sociais, que afiguram fator preponderante para
sua insercdo nos curriculos da educacao basica. A possibilidade de criar um mini-
computador para efetuar determinadas tarefas, possibilita aos estudantes tonarem-se
protagonistas, de fato, da prépria aprendizagem. Os capitulos contam com inimeros
hiperlinks e referéncias para aprofundamento que proporcionam subsidios norteado-
res para os profissionais da educacdo que buscam tanto o continuo aperfeicoamento,

como a retomada do ato de realizar pesquisas e produzir novos conhecimentos.






INVESTIGACOES ARITMETICAS

Neste capitulo, faremos a abordagem de topicos fundamentais da teoria dos nime-
ros. Trataremos do algoritmo da divisdo euclidiana a fim de evidenciar a importancia
dos restos e suas propriedades, com o objetivo de introduzir o conceito de congruén-
cia, no qual, destacar-se-a sua relevancia, bem como, algumas aplicacoes e resultados
importantes. Por fim, versaremos sobre as classes residuais, suas propriedades e ope-
racoes e, por meio destas, construiremos as tabuadas para a adicdo, que sera a matriz

para a "programacgdo" das calculadoras a serem construidas.

Todos os contetidos abordados e resultados explicitados podem ser apreciados com

minucioso detalhamento nas referéncias que sao indicadas no discorrer do trabalho.

1.1 O ADVENTO DA DIVISAO

Suponha que um grupo de amigos, amantes de futebol e matematica foram ao es-
tadio assistir a grande final. O grupo decide fazer uma arrecadacdo para comprar
refrigerantes e salgadinhos para todos, o membro mais novo foi nomeado pelo clamor
popular como o responsavel em ir buscd-los. Como incentivo, todos concordam que

ele pode ficar com o troco.

A quantia arrecadada soma R$80,00 entre notas de R$5,00 e R$10,00, isto posto,
temos trés possibilidades para esta quantia em relacdo ao valor que serd gasto com
suprimentos futebolisticos: insuficiente, suficiente e mais que suficiente. Este exem-
plo aparentemente trivial ilustra o teorema de Eudoxius de Cnido (408 a 355 a.C.),

equivocadamente designado por principio de Arquimedef] que nos diz:

1 Para saber mais leia [|14]]
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Teorema 1.1. Dados a e b niimeros inteiros positivos, a > b, entdo a é um multiplo de
b ou a estd entre dois miuiltiplos consecutivos de b. Para b positivoEl existe sempre um

nimero inteiro g em que: q-b <a < (q+1)-b

Demonstragdo: Seja A = {x-b/x-b > a, x € N}. Temos que (a+1)-b > a, logo,
o conjunto A é ndo-vazio, o principio da boa ordenagdo nos garante a existéncia do
elemento minimo em todo conjunto ndo-vazio de inteiros positivos, dado a > b, segue
que b ¢ A o que acarreta em x > 1, ou seja, x € sucessor de algum ndmero natural.
Tomemos o elemento minimo de A (que serd maior do que a) por (g +1)- b, que, por
sua vez, é maior que g- b, ainda pelo principio da boa ordenagdo q-b ¢ A, do contrario,
infringiria-se a minimalidade, segue, pela tricotomia que 4-b < a, e portanto:

g-b<a<(g+1)b O

Euclides de Alexandria (300 a.C.) utilizava este resultado tal como ele é apresen-
tado no ensino fundamental, isto é, para realizar a divisdo de um nimero a por certo
numero b menor ou igual a a é preciso encontrar o maior multiplo de b que ndo ul-
trapasse o valor de a. Uma vez familiarizado com este resultado podemos enunciar o
Algoritmo da Divisdo Euclidiand?}

Teorema 1.2 (Divisdo Euclidiana). Dados a e b niimeros inteiros, com b positivo, existem

inteiros q e r unicamente determinados tais que: a = qb+rcom 0 <r <b

Demonstragdo: A existéncia de g, denominado quociente, segue diretamente do teo-
rema de Eudoxius (1.1), enquanto que para existéncia de r, o resto, basta subtrair
g-b dos membros de sua desigualdade, na qual obtemos 0 < a4 —g-b < b, tomamos
a —q-b por r, ou seja, a diferenca entre o niimeros a ser dividido e o maior multiplo

de b menor que o referido numero.

Quanto a unicidade, suponhamos a existéncia de g1, g2, ¥1 € 1 tais que: a = q1-b+ry
ea =gy b+ry. Postoisto, temos0=a—a=(q1-b+7r1) —(q2-b+12) = (91 —q2)- b =
(rp — r1), assim, (r, — r1) € multiplo de b e dado que r, < b e r; < b, seque que
rp —ry = 0, o que resulta em r, = r1, que por sua vez, suscita em g = ¢, tendo em

vistaque b # 0 O

Assim, para realizarmos a divisdo euclidiana, podemos efetua-la por meio de subtra-

cOes sucessivas em busca do maior multiplo de b que seja menor ou igual a a, ou até

2 Para b negativo, temos: g-b <a < (g—1)-b
3 Este e outros resultados podem ser apreciados em [34] e [|35]]
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que o resto seja menor que b. Se o resto for nulo, entdo diremos que a é mdltiplo de b,

ou ainda que b divide a, cuja notacdo sera b|a.

Exemplo 1.1. Caso os refrigerantes custem R$7,00, para determinar a maior quanti-
dade de unidades possivel de ser adquirida, basta subtrair sucessivamente 7 de 80 até
que o resto seja menor que 7. Nestas condi¢des temos 80 = 7- 11 + 3, onze refrigerantes
e R$3,00 de troco.

1.2 A IGUALDADE DAS DIFERENGAS E A MAQUINA DE REFRIGERANTES

Nas dependéncias do estddio hd inimeras maquinas de refrigerantes, uma delas

contém as seguintes especificacoes:

ACEITAM-SE SOMENTE NOTAS DE:
R$5,00, R$10,00, R$20,00, R$50,00 E R$100,00
TROCO MAXIMO: R$4,00

Suponha que os refrigerantes custem R$5,00 e o total de R$80,00 arrecadados em
diferentes notas. A cada nota inserida na maquina, ela informa a quantidade maxima
de refrigerantes que podem ser retirados da mesma, evidentemente, a maquina foi
programada com o algoritmo da divisdo por cinco e, como a mesma aceita somente
valores multiplos de cinco, ela jamais emitird troco, contudo, mais adiante vocé avista
outra maquina cujo preco de cada produto é R$4,00 e as especificacoes sdo as mes-
mas da maquina anterior. Novamente, para cada nota inserida a maquina informa a

quantidade méaxima de refrigerantes a retirar, bem como, o referido troco.

Desta vez ficamos intrigados, com quais algoritmos a maquina foi programada? Para

facilitar nossa investigacdo, vamos reunir os dados em uma tabela:

valor troco valor troco valor troco valor troco
R$5,00 | R$ 1,00 || R$10,00 | R$ 2,00 || R$15,00 | R$ 3,00 || R$20,00 | R$ 0,00
R$25,00 | R$ 1,00 || R$30,00 | R$ 2,00 || R$35,00 | R$ 3,00 || R$40,00 | R$ 0,00
R$45,00 | R$ 1,00 || R$50,00 | R$ 2,00 || R$55,00 | R$ 3,00 || R$60,00 | R$ 0,00

Na coluna dos valores ndo hd nada de mais, salvo progressoes aritméticas de razdo

20. Ja na coluna do troco, identificamos um padréo, alids, se considerarmos as linhas,

surge algo interessante, pois seus valores obedecem a um ciclo que se renova a cada 4
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elementos. Embora os valores de R$15,00, R$35,00 e R$55,00 sejam completamente
distintos, a maquina de refrigerantes os considera como iguais, ja que para tais quan-
tias ela sempre fornecerd o mesmo troco, isto é, estes nimeros sempre apresentam
o mesmo resto na divisdo por 4. O mesmo acontece para os demais valores. Como
a mdaquina fornece troco maximo de R$4,00, podemos relacionar os valores a serem
inseridos com os possiveis trocos a serem emitidos, que sdo R$1,00, R$2,00, R$3,00 e
R$0,00, sendo que este ultimo ocorre somente quando o valor inserido é multiplo de
R$4,00.

A relacdo matematica que considera essencialmente iguais os nimeros que apre-
sentam o0 mesmo resto na divisdo por um numero dado recebe um nome especial:
congruéncia.

Assim, podemos afirmar que os nimeros 5, 25,45 sdo congruentes, pois todos apresen-

tam resto 1 na divisdo por 4.

Tal maquina de refrigerantes vai além. Imagine que alguém resolva desafia-la a
fornecer o troco rapidamente quando vdrias notas sdo inseridas. Suponha que o desafi-
ante insira dezenove notas de R$10,00 e seis notas de R$50,00. Para sua infelicidade e
prejuizo, a maquina informa prontamente o troco: R$2,00. A maquina, muito esperta
por sinal, ndo calculara a soma dos produtos para depois efetuar a divisdo, ela simples-
mente substituird cada valor pelo respectivo resto que este apresenta na divisio por 4,

veja:

19-10 + 650 dividido por 4 1.1
3-2 + 2.2 dividido por 4 (1.2)

O resultado da expressdo (I1.1) é 10, que tem resto 2 quando dividido por 4. O fasci-

nante é que expressdo (|1.2) fornece o mesmo resto 2, isto ocorre devido a maquina

estar munida do Lema dos restos, que nos diz:

Lema 1.3 (Lema dos restos). A soma e/ou produto de nimeros naturais quaisquer for-

nece o mesmo resto que a soma e/ou produto de seus respectivos restos.

Demonstragdo: Sejam m e n € Z, pela divisdo euclidiana temos:

m=a-qy+ryen=a-qy+ry. Comr; e rp inteiros positivos menores que 4. Entdo:



1.2 A IGUALDADE DAS DIFERENGAS E A MAQUINA DE REFRIGERANTES

m+n = a-qr+ri+a-ga+r
= a-(q1+q2)+(r1+712) (1.3)
m-n = (a-q1+r1)(a-g2+712)

2
a-qr-qata-qi-ro+a-qa-ry+ri-ro

a(a-qi-qa+qi-r2+q2-11) +(r1-12) (1.4

Em ambos os casos, o resto proveniente da divisdo por a depende exclusivamente de
r1 € 72, logo o resto de m + n sera igual ao resto de r1 + o e o resto de m- n sera igual

ao resto de r1- 5. O

Temos agora em maos uma ferramenta simples, porém poderosa, ja que para pro-
blemas com valores altos podemos substituir e operar com 0s seus respectivos restos,

cujos valores sdo menores e confortaveis de trabalhar.

1.2.1 Calenddrios e Congruéncias

Para ilustrar a versatilidade dos restos e das congruéncias, versaremos sobre uma
aplicacdo interessante que encontra-se no artigo Sexta-feira 13|7_r] popularmente co-
nhecida como o dia do azar. Esta data € repleta de crendices e lendas impregnadas
de "maus agouros", como se nédo fosse o bastante, tal data ficou imortalizada com a
sequéncia de filmes de terror "Sexta-feira 13", tendo como personagem principal o im-
placavel serial killer: Jason Voorhees, que sempre ressuscita e ataca nesta data e por
fim, torna a morrer! Sera que Jason esta fadado a este ciclo ininterrupto, em outras
palavras, teria algum ano em que ndo ha sextas-feiras 13 para que Jason tenha enfim

uma folga?

Primeiramente, tomemos todos os dias "13" de cada més, e determinaremos em que
dia do ano ocorrerd cada um deles, bem como, seu respectivo resto decorrente da

divisdo euclidiana destes por 7.

4 Disponivel em [|17]]
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13/jan | 13/fev | 13/mar | 13/abr | 13/mai | 13/jun
13°dia | 44°dia | 72°dia | 103°dia | 133°dia | 164°dia
resto:6 | resto:2 | resto:2 | resto:5 | resto:0 | resto:3
13/jul | 13/ago | 13/set | 13/out | 13/nov | 13/dez
194°dia | 225°dia | 256°dia | 286°dia | 317°dia | 347°dia

resto:5 resto:1 resto:4 resto:6 resto:2 resto:4

Observe que no ano de 2017, Jason terd trabalho dobrado, jd que hd duas sextas-
feiras (janeiro e outubro), que apresentam resto 6. Como se ndo fosse o bastante,
Jason jamais tera folga, pois todos os doze dias "13" abrangem os sete possiveis restos
na divisdo por 7 e, consequentemente, em todos os anos haverd ao menos uma sexta-
feira 13 e desta forma, ele nunca descansara em paz. Ndo obstante, 0os anos em que o
dia 13 de janeiro for uma terca-feira, serdo o "ano do Jason", j& que o mesmo contara

com trés sextas-feiras 13, pobre Jason!

1.3 O LEGADO DO PRINCIPE A RAINHA DAS CIENCIAS

Johann Carl Friedrich GaussE] (1777 - 1855) foi astrébnomo e fisico alemdo mais
conhecido como principe dos matemdticos. Uma de suas célebres frases era: "a mate-

mdtica € a rainha das ciéncias e a aritmética, a rainha da matemdtica".

Em seu livro Disquisitiones Arithmeticaf’, Gauss estudou a fundo os restos da divisdo
euclidiana sob um ponto de vista estrutural. O primeiro capitulo de sua obra introduz
a definicdo de congruéncia, juntamente com a notacgdo a seguir, que é utilizada até os

dias atuais:

Definicdo 1.4. Seja m um numero inteiro, m # 0, dois numeros a e b sdo ditos
congruentes modulo m se apresentam o mesmo resto na divisdo por m e, denotamos
por:

a= bmodm

Quando a e b apresentarem restos distintos na divisdo por m, diremos que os mesmo

sdo incongruentes modulo m, o que se denota por:

a % bmodm

5 Para saber mais, recomendamos [|14]
6 InvestigacOes Aritméticas em latim
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Contudo, dados a e b ntimeros inteiros, ndo € preciso realizar a divisdo euclidiana
e comparar seus restos para verificar se tais nimeros sdo ou nao congruentes. Para

tanto podemos utilizar a proposicao que segue:

Proposicao 1.5. Tem-se que a = b mod m, se, e somente se, m | (a — b), isto é, se m

divide a diferenga de a por b.

Demonstragdo: Se a = b mod m, pela divisdo euclidiana existem r,4; e g, tais que
a=mqgy+reb=mgy+r, cuja diferenca a — b = m(q; — q2), como a — b € multiplo de

m, segue que m | (a — b).

Reciprocamente, se m | (a — b), ainda pela divisdo euclidiana, existem q1,42,71 € 2
taisque a = mgqy+rieb =mga+ry, com0 < rp <me0 < rp < m. Segue que
a—b=m(q —q)+(r1 —r2), Daim | (91 — q2) e m | (r1 — r2), por hipétese, como os
restos sdo menores do que m, a Unica possibilidade é m | 0, logo r; = r, e portanto

a = bmod m. O

De modo equivalente podemos conceber a congruéncia a = b mod m como:

e a menos de um multiplo de m, a é igual a b, isto é, a = b + mgq;
e A diferenca (a — b) é multipla de m;
e m é um divisor da diferenca de a por b, isto é, m | (a — b)

e 1 e b apresentam o mesmo resto na divisao por m.

A utilizacdo da congruéncia é extremamente util, pois, além de ser compativel com
as operagoes de adicdo e multiplicacdo, trata-se de uma relacdo de equivaléncia, na

qual, elementos distintos sdo iguais naquilo que valem, por isso "equivalem".

Na relagdo de equivaléncia (onde ~ € o simbolo genérico para a relagdo entre elemen-
tos quaisquer de um conjunto arbitrdrio), trés propriedades devem estar satisfeitas:
Dados x,y e z € A temos que:

Reflexiva: x ~ x;

Simétrica: se x ~ y, entdo y ~ x;

Transitiva: se x ~ y e y ~ z entdo x ~ z.

Verificaremos a seguir que a relacdo de congruéncia, a = b mod m, é de fato, uma

relacdo de equivaléncia.

Reflexiva: a = a mod m, pois a — a = 0 e m|0. O

11
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Simétrica: Se a = b mod m, entdo m|(a — b), consequentemente, m|(—(a — b)). Logo

m|(b—a)eb= amodm. O
Transitiva: Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo m|(a — b) e m|(b — c). Logo
m|(a — b) + (b — ¢) o que implica em m|(a — ¢) e portanto a = ¢ mod m. O

1.3.1 A aritmética dos restos

Gauss desenvolveu a dlgebra da relacdo de congruéncia que nada mais é do que a
aritmética dos restos da divisdo euclidiana. Veremos alguns resultado{] importantes

inerentes a congruéncia.

Primeiramente, como todo e qualquer nimero apresenta resto nulo na divisdo eucli-
diana por 1, iremos considerar m > 1 e, cabe ressaltar que todo e qualquer nimero é
congruente ao proprio resto na divisao por m.

Sejam a, b, ¢, d e m inteiros, m > 1 temos:

Proposicao 1.6 (Adicdo). Sea = bmod mec = dmod m, entdo a+c = b+d mod m.
"A soma de dois ntimeros e, a soma de seus respectivos restos médulo m, apresentam o

mesmo resto modulo m".

Demonstragdo: Se a = b mod m e c = d mod m, entdo m | (a —b) e m | (c — d),
consequentemente m|(a — b) + (¢ — d). Logo m|(a +c) — (b +d), segue que a+c =
b+d mod m. O

Proposicdo 1.7 (Subtracdo). Se a
b —d mod m.

"A diferenga de dois nuimeros e, a diferencga de seus respectivos restos modulo m, apresen-

b mod mec = dmod m, entdo a — ¢

tam o mesmo resto modulo m".

Demonstragdo: Se a = b mod m e c = d mod m, entdo m | (a —b) e m | (c — d),
consequentemente m|(a — b) — (c — d). Logo m|(a —c) — (b — d), segue que a — c =
b —d mod m. O

Proposicdo 1.8 (Multiplicagdo). Sea = bmod mec = d mod m, entdo ac = bd mod m.
"O produto de dois numeros e, o produto de seus respectivos restos modulo m, apresentam

0 mesmo resto modulo m".

7 Esta e outras preposi¢des e suas demonstracdes podem ser apreciadas em [11]], [21]].
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Demonstragdo: Se a = b mod m e c = dmod m, entdo m | (a —b) e m | (c — d). Dado

que ac — bd = a(c — d) + d(a — b) temos m|(ac — bd) e portanto ac = bd mod m. O

Proposicao 1.9 (Exponencial). Se a = b mod m e n é um ntimero natural qualquer,
entdo a" = b" mod m.
"A poténcia de um numero por n e, a poténcia de seu respectivo resto modulo m por n,

apresentam o mesmo resto modulo m".

Demonstragdo: Dado que a” —b"* = (a — b)- (" ' +a"2b+a" 3> + ... +ab" 2+ b" 1),

como m | (a — b) segue que m | (a" — b") e portanto a" = b" mod m. O

E quanto a divisdo? Sera que a lei do cancelamento é valida para as congruéncias?

O resultado a seguir nos diz quando é possivel realizar o cancelamento multiplicativo.

Proposicao 1.10 (Cancelamento). Se ac = bc mod m e (c,m) =1, entdo a = b mod m,
onde (c,m) é o mdximo divisor comum entre c e m, ou seja, o cancelamento somente é

vdlido se ¢ e m sdo primos entre si.

Demonstragdo: Se ac = bc mod m, entdo m|(ac — cb), isto é, m|c(a — b). Como
mdc(c,m) = 1, segue que m e ¢ sdo primos entre si, e obrigatoriamente, m|(a — b) e

portanto a = b mod m. O]

1.3.1.1 Digito verificador

Amplamente empregado e difundido, o digito verificador é uma importante ferra-
menta para validar e autenticar documentos importantes baseados em sequéncias nu-
méricas. O digito verificador é obtido por meio de algoritmos especificos aplicados aos
demais digitos do referido c6digo, vamos conhecer a matematica que cinge os digitos

verificadores:

1.3.1.1.1 O cartdo de crédito

No Brasil, os cartdes de crédito costumam apresentar 16 digitoﬁ sendo que os
primeiros designam a bandeira emissora, os digitos subsequentes definem o cliente e

o ultimo digito é o verificador. Sem mais delongas, vejamos os procedimentos para

8 Em outros paises hd cartdes que apresentam de 14 a 19 digitos.

13
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determinar o digito verificador de um cartdo cujo numero é constituido da sequéncia

ay,a;,as,a4,as,ag, 4y, as, dg, 1o, 411, 412, 413, A14, 415, 16, Sendo a1 0 digito verificador.
Desta sequéncia, tomamos os digitos de indice impar e calculamos g; como segue:
e gi=2-a;se2-a; <9;
® gi=2-a;—9se2-a; >9.

A soma S que buscamos € o somatdrio destes ¢; juntamente com o somatdrio dos a; de

indice par, ou seja:
8 8
S=) foi1+)
i=1 i=1

Por fim, o digito verificador é obtido da seguinte forma: (S +a1¢) = 0 mod 10, ou ainda
a1 = —S mod 10.

Exemplo 1.2. Vamos determinar o digito verificador de um cartdo de crédito ficticio,

cujo 15 primeiros digitos sdo: 1234 5678 9012 345a14. Comecemos pelos g;.

g1=2-01=21<9=4g1=2
gz =2-a3=2-3<9=4g3=6
g5 =2-a5=2-5>9=g5=2-5-9=1
g7 =2-a7=2-7>9=4g,=2.7-9=5
go=2-09=2-9>9=79=2.9-9=9

qll=2'ﬂ11=2'1§9:>6]11:2
qi3=2-a13=23<9=q13=6
q15:2-a15:2-5>9:>q15:2-5—9:1

Agora podemos aplicar o algoritmo citado anteriormente:
8 8
S=Y i1+ api=Q+6+1+5+9+2+6+1)+(2+4+6+8+0+2+4) =58
i=1 i=1

Segue que (58 + a1) = 0 mod 10 ou a1 = —58 mod 10, e como —58 = (—6)-10 + 2,

temos a1 = 2 mod 10, donde segue que o digito verificador a4 = 2.

O que aconteceria se digitdssemos o numero errado, trocando a ordem de dois di-
gitos consecutivos, por exemplo, referente aos ntimeros do cartdo anterior, caso fosse
digitado (2134 5678 9012 3452) teriamos:
S=@4+6+1+5+9+2+6+1)+(1+4+6+8+0+2+4) =59, logo (S+a14) = (59+2) =
61 # 0 mod 10. O que torna tal cartdo invalido.
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1.3.1.1.2 CPF

Todos os cidadaos do Brasil possuem ou, ao menos, deveriam possuir o cadastro de
pessoa fisica (CPF) que retém informacoes do contribuinte no sistema da receita federal.
O numero do (CPF) é constituido de nove digitos seguidos de dois digitos verificadores,

sendo que o nono digito identifica a regido fiscal de emissdo do documento.

9° digito | Regido Fiscal

RS

DF, GO, MS, MT, TO
AC, AM, AP, PA, RO, RR
CE, MA, PI

AL, PB, PE, RN

BA, SE

MG

ES, RJ

Sp

PR, SC

O 00 NN O U1 A W N = O

Dada a sequéncia de digitos que compde o (CPF): ayapazasasagayagay — ajpdil, para
determinar o valor do primeiro digito verificador a,(, devemos efetuar a seguinte soma
S:

9
S = Zl a;,
i=1
Exemplo 1.3. Considere o seguinte numero ficticio de (CPF): 987.321.456, vamos

determinar o primeiro digito verificador:

9
S=Zz’-ai=1-9+2'8+3-7+4-3+5‘2+6-1+7‘4+8-5+9-4=196
i=1

Temos S — a1y deve ser divisivel por 11, ou de modo equivalente 11|(S — a19) ou ainda
a0 = S mod 11.

Assim a19 = 196 mod 11 e como 196 = 17- 11 + 9 segue que a9 = 9.

Para determinar o segundo digito verificador a1 vamos proceder da seguinte forma,
10

calculamos uma segunda soma S = Z(i —1)-a;, e de modo andlogo, uma vez efetua-
i=1
dos os céalculos, deveremos ter a1 = S mod 11. Logo:

10
E:Z(i—l)'ai:0-9+1'8+2-7+3'3+4-2+5~1+6-4+7~5+8-6+9~9:232

i=1

15
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Donde, temos a;; = 232 mod 11 e como 232 = 21-11+1 segue que a;; = 1 e

consequentemente, o numero de CPF que buscamos é 987.321.456-91.

Todavia, hd uma pequena ressalva, caso o resto da divisdo de algum dos digitos

verificadores for 10, entdo o mesmo sera designado por 0.

Em caso de alguma das congruéncias ndo se verificarem, teremos entdo um o nu-
mero de CPHinvalido.

1.4 SISTEMA COMPLETO DE RESIDUOS

Passaremos a designar resto r como sendo um residuo modulo m. Na "congruéncia do
calendario|' vimos que ao dividir um ntimero inteiro a por 7, hd ao todo sete possiveis

restos: 0,1,2,3,4,5,6, em que cada um deles corresponde a um unico dia da semana:

domingo | segunda | terca | quarta | quinta | sexta | sabado
1/jan 2/jan 3/jan | 4/jan | 5/jan | 6/jan 7/jan
8/jan 9/jan 10/jan | 11/jan | 12/jan | 13/jan | 14/jan
15/jan 16/jan | 17/jan | 18/jan | 19/jan | 20/jan | 21/jan

Todos os dias que caem em uma terca-feira, por exemplo, apresentam residuo 3 mo-
dulo 7, ou ainda sdo todos os numeros da forma 7x + 3, com n inteiro, os demais dias
comportam-se de maneira andloga. Desta forma, cada um dos dias do ano pertencera
a uma das sete colunas, isto €, cada um dos nimeros inteirosEG] sdo congruentes a um

tinico residuo [l médulo 7.

Definicdo 1.11 (Sistema completo de residuos). Conjunto de todos os possiveis res-
tos da divisdo euclidiana de um inteiro a por m, com m > 1, cujos m elementos:
{0,1,2,--- m — 1}, em uma ordem qualquer, séo dois a dois, incongruentes médulo m

serd denominado por Sistema Completo de Residuos médulo m.

Devido a congruéncia podemos substituir qualquer um dos elementos do sistema

completo de residuos por um de seus representantes, além disto, qualquer conjunto

Para uma leitura mais detalhada, indicamos [26]
Podemos representar os nimeros negativos da seguinte forma: —1=7-(—1)+6; —18 = 7-(—3) + 3.
Note que os elementos de cada coluna formam uma progressao aritmética de razdo m, infinita para ambos

os lados e, o residuo em questdo serd um de seus termos.



1.4 SISTEMA COMPLETO DE RESIDUOS

de m elementos da forma {ry,7y,73,- -+ 1y}, também serd um sistema completo de

residuos desde que satisfaca:

o1 £ rjmod mparai# j;

e Para todo inteiro a, existe um r;, tal que, a = r; mod m.

1.4.1 Guardando o infinito em gavetas

Definicao 1.12 (Classes residuais). Consideremos a classe de restos r modulo m, que
sera representado por [r] como sendo o conjunto de todos os inteiros que apresentam

o mesmo resto r na divisdo euclidiana por m, isto é:

[rl={acZ:a=rmodm}y={acZ:m| a—r}={r+km:keZ}

Uma prerrogativa de se trabalhar com as classes residuais reside em que as mesmas
transformam a congruéncia a = b mod m na igualdade [a] = [b], assim concebemos as
classes residuais mdédulo m de um elemento r € Z como sendo a classe de equivaléncia
de r segundo a relacdo de equivaléncia dada pela congruéncia moédulo m, que devido

a isto, goza das seguintes propriedades:

e A classe [a] é igual a classe [b] tdo somente se a = b mod m;
e As classes residuais mddulo m sdo conjuntos disjuntos;

e A reunido de todas as classes residuais médulo m € igual a Z .

Segue que o conjunto dos inteiros {0,1,2,3, --- ,m — 1} é um sistema completo de
residuos se, e somente se [0],[1],[2],[3],- - -, [m — 1] sdo as m classes residuais modulo
m, que atuam tal como um "ficheiro" com m "gavetas" nas quais organizaremos cada um
dos elementos de Z, que por sua vez, fica particionado em m subconjuntos formados

por inteiros mutualmente congruentes médulo m.

Exemplo 1.4. Para m = 2 temos duas classes residuais para Z:
[0]={x€Z:x= 0mod2} = xépare;
[l ={x€Z:x= 1mod2} = xéimpar.

Destarte, duas classes residuais, disjuntas e cuja reunido € o proprio Z.

17
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1.4.1.1 Casas, pombos e mais pombos...

Como dito anteriormente, um conjunto de m elementos, dois a dois, incongruentes
modulo m formam um Sistema Completo de Residuos médulo m, pois bem, mas o que
aconteceria se tomassemos m + 1 elementos? Certamente haveria ao menos dois ele-
mentos que apresentariam o mesmo resto na divisdo euclidiana por m, ou seja, seriam
congruentes modulo m, ou ainda, pertenceriam a mesma classe de restos, e por que

ndo, ficariam guardados na mesma gaveta.

Embora pareca elementar, este interessante fato mostra-se extremamente util para
garantir a existéncia de elementos em conjuntos, desde que satisfaca determinadas exi-
géncias. Proposto por Dirichle como Principio das Gavetas, o mesmo ficou conhecido

como Principio da Casa dos Pombos.

Repleto de sutilezas, o Principio da Casa dos Pombos possui inumeras aplicacdes na

Geometria, Combinatoria e é claro, na Teoria dos Numeros, tal principio é bem simples:

Teorema 1.13 (Principio da casa dos pombos). Suponha que vocé tenha p pombos e
m casas, de forma que p seja maior que m, entdo certamente, a0 menos uma casa serd

ocupada por mais de um pombo.

emonstracdo: i s m). . jrio,
Demonst; Temos mais pombos do que casas, (» > m). Suponha, pelo contrario
que em cada casa nao tenha mais do que um pombo, entdo, ao contarmos todos os
pombos das m casas ndo teremos mais do que m pombos, o que contradiz o fato de

termos p pombos distribuidos em m casas. O

Pode parecer trivial, ou mesmo ingénuo, dado que qualquer crianga é capaz de com-
preender isto, contudo, este principio é um importante aliado para atacar inumeros

problemas matemdticos nem um pouco triviais.

Por meio do versatil principio da casa dos pombos vamos demonstrar o teorema de

Bachet-Bézout:

Teorema 1.14 (Teorema de Bachet-Bézout). Se d € o mdc de a e b, entdo existem niime-

ros inteiros x e y tais que, d = mdc(a, b) = ax + by.

Demonstragcdo: Tome sem perda de generalidade que d = mdc(a,b) = 1. Considere o

conjunto A = {a,2a,3a,--- ba} deve existir a0 menos um dos elementos de A que

Consideracoes adicionais e material para aprofundar-se sobre o tema pode ser encontrado em [|11]], [[14],
[15] e [34]]
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apresente resto 1 quando dividido por b. Pelo principio da casa dos pombos suponha

que haja dois elementos ai e aj com b > j > i > 1 que deixem o mesmo resto na divisdo

por b, dado que aj = ai mod b, segue da [proposicao|1.10|que b | (aj — ai) = a(j — i) e

como mdc(a, b) = 1 temos que b divide (j — i) > 0, todavia b > (j — i), absurdo!

Claramente, os elementos de A formam um sistema completo de residuos médulo m
e desta forma, apenas um de seus elementos apresenta resto 1 quando dividido por
b, seja ax tal elemento, segue que ax — 1 € multiplo de b, ou seja, ax — 1 = by =

ax — by =1, o que conclui a demonstracao. O

1.4.2 O conjunto das classes residuais

O conjunto formado pela reunido de todas as classes residuais médulo m serd de-
notado por Z,,, que por sua vez é uma particdo de Z, para encontrar a qual classe
residual pertence um inteiro a qualquer, basta determinar o resto r da divisao euclidi-

ana de a por m.

A figura [1] ilustra o comportamento de Z,,, no qual imaginamos o enrolar da reta
numérica Z sobre um circulo com m pontos marcados, de tal forma que o ponto m
coincida com o ponto 0, o ponto m + 1 coincida com o ponto 1, o ponto m + 2 coincida
com o ponto 2 e assim sucessivamente. Como Z.,, permanece "intacto" ele preserva as

operacoes usuais.

Figura 1: Comportamento de Z,,
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1.4.2.1 Operagoes em Z,

A particdo de Z em m classes residuais € vantajosa ndo s6 por transformar a con-
gruéncia em uma igualdade, mas também por ser compativel com as operacdes de

adicdo e multiplicacao.

Exemplo 1.5. Vamos tomar como exemplo as classe de congruéncia médulo 5 e alguns

de seus representantes:

[0]={---,-10,-5,0,5,10,- - -}
[1={--,-9,-4,1,6,11,---}
21={-,-8,-3,2,7,12,---}
Bl={--,-7,-23,8,13,---}
4]={-,—-6,-1,4,9,14,---}

Ao adicionar um elemento de [2] com um elemento de [4] a soma sera [2+4] = [6] = [1].
A multiplicacdo é andloga, [2]- [4] obtemos como produto [2 - 4] = [8] = [3].

Por definicdo, se [a] = [b] e [c] = [d], entdo a = b mod m e ¢ = d mod m, e pelas
proposi¢des (1.6) e (1.8) temos que [a + b] = [c+d] e [a-b] = [c-d] e, desta forma,
podemos definir as operagdes de adi¢do e multiplica¢do em Z,,, que devido a relacdo

de congruéncia sera valida, independentemente da escolha do representante da classe.
1.4.2.1.1 Tabuadas em Z,,

Podemos sintetizar as operacoes bindrias em tabuadas.

Tabuadas da adicdo e multiplicacdo em Z,
+ o1 o1 m
[0] | [0] [1] [0] | [0] [0]
(11 | 1T [0] [1] | [0] [1]

Tabuadas da adicdo e multiplicacdo em Z3

+ o1 o o o
o [lo] [ [2] 0] [ [o] [0] o]
1| [ @[ oo [ [
21|21 [0 [1] 2| 0] [2 [1]
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Tabuadas da adicdo e multiplicacdo em Z4

+ [ [0] [1] [2] [3] - |01 [1] [2] [3]
(01| [o1 [ [2] [3] [0] | [0] [0] [0] [O]
(11 | a1 2] 8] [0] (1] | [0]1 [1I [2] [3]
(2] | [21 (3] [0] [1] [2] | [0] [2] [o] [2]
(31| 381 [0] [1] [2] (31| [0] [3] [2] [1]

Tais tabuadas sdo de extrema importancia para este trabalho, ja que serdo o ponto de
partida para elaboracdo dos circuitos 1égicos que devem necessariamente apresentar
os resultados em consonancia com o exposto acima, tal procedimento sera de suma

importancia para a construcdo das calculadoras.

1.4.2.1.2 Algumas propriedades

As operagodes citadas na se¢do anterior gozam das seguintes propriedadeﬁ
Adicdo

Al-Comutativa: [a] +[b] = [b] + [a].
A2-Associativa: ([a] + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [c]).
A3-Elemento neutro: [a] + [0] = [0] + [a] = [a].
A1l-Simétrico: [a] + [—a] = [0].

Multiplicagdo

M1-Comutativa: [a]- [b] = [b]- [a].
M2-Associativa: ([a]- [b])- [c] = [a]- ([b] [c]).
M3-Elemento neutro: [a]-[1] = [1]- [a] = [a].

Adi¢do / Multiplicagdo
D1-Distributiva: [a]- ([b] + [c]) = [a]- [b] + [a]- [c].
Um conjunto G munido de uma operacao binaria * que satisfaca as propriedades A1,

A2 e A3 possui a estrutura algébrica de grupo. Caso A4 também se verifique, entdo G

¢ denominado grupo comutativo ou abeliano.

13 As demonstracoes serdo omitidas e estdo disponiveis em [19].
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Definicdo 1.15. Um elemento a € G é dito gerador do grupo (G, %) se, para qualquer

a € G existe m € G, tal que m = a x m.

Definicdo 1.16. Todo grupo (G, *) gerado por um unico elemento a € G serd denomi-

nado grupo ciclico, e o designaremos por < a >.

Exemplo 1.6. (Z,,+) é um grupo ciclico gerado por [1], pois para qualquer [a] € Z;,
(a e Z),la]l=a-[1].

Definicdo 1.17. A ordem de um grupo G gerado por a € G é o menor inteiro positivo

k

k tal que a* = m. A ordem de G é dita finita se existirem inteiros positivos distintos r, s

tais que a’" = a°.

Para as classes residuais, a defini¢do[I.17|remete a equivaléncia de classes, tratare-

mos agora de um teorema que sera de grande valia mais adiante.

Teorema 1.18 (Teorema de Cauchy para grupos abelianos{ij]). Seja (G, *) um grupo
abeliano finito. Se p é primo e divide a ordem de G, entdo existe a € G, a # e, tal que

aP = e, (e consiste no elemento neutro de G).

Lembramos que a” = a-a-a- ..., para um grupo multiplicativo e a” = a+a+a+ ...,

para um grupo aditivo. Além disto, no conjunto das classes residuais, e = [0] = [m].

Segue que, Z,, com as operacdes bindrias (+, -) satisfazendo as propriedades Al,
A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D1 possui a estrutura algébrica de um ane denominado

anel das classes residuais modulo m.

As proximas propriedades tratam do comportamento do elemento neutro da adicao

na multiplicagdo, e do inverso multiplicativo:

DO-Divisor de zero: [a]- [b] = [0], entdo [a] = [0] ou [b] = [O].
M4-Inverso multiplicativo: Existe [a] € Z,, tal que, [a]- [b] = [1].

Em Z,, [a] (ndo nulo) sera um divisor de zero se existir [b] (ndo nulo) tal que [a] -
[b] = [0]. O fato é que um divisor de zero nunca é invertivel. Vejamos: suponha que
[a] € Z,, seja simultaneamente um divisor de zero e invertivel, logo existiriam [b] e
[c] € Z,, tais que, [a]-[b] = [0] e [a]- [c] = [1], entretanto [0] = [c]- [0] = [c]- ([a]- [P]) =
([c]- [a])- [b] = [1]- [b] = [P] 0 que é um absurdo!

Consideracdes adicionais sobre estas definicdes, teoremas e demonstracdes podem ser encontrados em

(8l

Recomendamos [22[] para aprofundamento acerca deste tema.



1.5 O GIGANTESCO PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

O Anel em que se verifiquem as propriedades de A1 a M3, e também DO sera tratado
como um dominio de integridade. Note que Z4 ndo é um dominio de integridade por
apresentar divisores de zero, uma vez em que [2] # [0], entretanto, [2] - [2] = [0], o
mesmo vale para Zg, pois, [2],[3] e [4] # [0], entretanto, [2] - [3] = [3] - [4] = [O].

Teorema 1.19. Temos que [a] € Z,, serd invertivel se, e somente se, mdc(a, m) = 1, isto

¢, quando a e m forem primos entre si.

Demonstragdo: Se mdc(a, m) = 1 < Existem x e y inteiros, tais que ax + my = 1 (Rela-

cdo de[Bachet-Bézout) < ax = 1 mod m < [a- x] = [1] & [a] é invertivel. O

Todavia, Z,, Z3 e Zs sao dominios de integridade, uma vez em que M4 se verifica,

e desta forma, os mesmos se enquadram na estrutura algébrica de Corpo

Corolario 1.20. Z,, é um corpo se, e somente se, m é primo.

Demonstracdo: Suponha, por absurdo, que Z,, é um corpo e m ndo é primo, logo,
temos que m = mq-mp, com 1 < m; < mel < mpy < m. Contudo, [0] = [m] =
[m4] - [m2], contradigéo!

Reciprocamente, suponha m primo, e mdc(k,m) =1 parak =1,2,3,--- ,m — 1, segue
do teorema[1.19que [1],[2],[3], - - - ,[m — 1] sdo invertiveis e, consequentemente Z,,

€ um corpo. O

Disto, verificamos que ha certas restricoes que devem ser consideradas na elaboracéo
de uma "maquina" programada para efetuar multiplicacoes, especialmente no que diz
respeito quanto a utilizacdo do inverso multiplicativo, 0 mesmo jd ndo ocorre com a

operacao de adicdo, que serd o foco deste trabalho mais adiante.

1.5 O GIGANTESCO PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Este é um teorema dos mais notaveis e uteis na resolucido de problemas na Aritmé-
tica, Pierre de FermatE](1607 - 1665) foi um entusiasta matematico e cientista francés
e, apenas enunciou este teorema em uma de suas cartas, sua demonstracdo ocorreu
quase cem anos depois e coube a Leonard Euler (1707-1783) matematico, fisico, as-

trébnomo, légico e engenheiro suico:

16 Para analisar estes e outros resultados, indicamos [|22]]
17 Para uma leitura aprofundada recomendamos [[11]], [21]] e [[40]]
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Teorema 1.21 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja p um niimero primo, se p t a entdo

aP~l = 1mod p.

Demonstracdo: Primeiramente, observe que ao dividir um ntimero inteiro qualquer por
um numero primo p ha ao todo p possiveis restos: 0,1,2,3,---,(p — 1), sendo que 0
ocorre somente quanto tal nimero é multiplo de p, e portanto, vamos desconsidera-lo.
Neste conjunto de p — 1 elementos, nenhum deles ¢ divisivel por p e todos sédo, dois
a dois, incongruentes médulo p. Tome a um numero natural tal que p nédo divida
a, e considere o conjunto formado pelos elementos: a,2a,3a, - - -, (p — 1)a, tais nume-
ros também néo sdo divisiveis por p e todos, incongruentes médulo p. Desta forma,
cada elemento do primeiro conjunto é congruente a um unico elemento do segundo

conjunto e, ao multiplicarmos tais congruéncias obtemos:

a-2a-3a----- p—1a=1-2-3----- (p —1) mod p
a?~Yp—-1= (p—1)! modp

Como mdc((p — 1)!, p) = 1, pela proposigédo podemos cancelar o fator (p — 1)/,

logo: aP~! = 1 mod p e o resultado segue. O

Assim, dado um ndmero p, primo e, 2 um numero ndo divisivel por p, temos que a

elevado ao antecessor de p € congruente a 1 mddulo p.

Coroldrio 1.22. Seja p um niimero primo e a um nuimero inteiro positivo, entdo a? =

a mod p.

Demonstragdo: Note que de a¥? = a mod p segue que p | a¥ — a e, consequentemente,
p | a@@~! —1). Se p divide a o resultado é imediato, se p néo divide a, pelo teorema
p divide a?~! — 1 e o resultado segue. O

Em Z,,, para determinar a qual das m classes residuai@ pertence certo inteiro a
muito elevado, recorreremos ao Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema de Euler (que
abordaremos a seguir) em busca de um trunfo, um expoente muito peculiar, o que
torna verdadeira a congruéncia a” = 1 mod m, uma vez encontrado o expoente n

poderemos utilizar a proposi¢do : k" = 1* = 1 mod m.

18 Abordaremos o referido tema no capitulo seguinte.
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1.6 O PODER DE "QUEBRA" DE UM NUMERO

Euler investigava as propriedades dos numeros, em particular a distribuicdo dos

numeros primos, e definiu uma func¢éo aritmética, a ¢ de Euler, denotada por ¢(m).

Definicdo 1.23 (A funcéo ¢ de Euler). Para m inteiro positivo, ¢(m) configura a quan-

tidade de inteiros positivos menores ou iguais a m, relativamente primos com 7.

Definicdo 1.24. O conjunto com ¢(m) elementos: {ry, 7y, - ,rq,(m)}, relativamente
primos com m e dois a dois, incongruentes modulo m formam um Sistema Reduzido
de Residuos™ médulo 1.

Temos ainda que dado {ry,7p, - , rq,(m)} um sistema reduzido de residuos modulo
m, e mdc(a,m) = 1 entdo {ary,ary, - - ,ar(l,(m)} também serda um sistema reduzido de
residuod?’|

1.6.1 O cdlculo de ¢(m)

Temos trés casos a considerar:

1

e Se p é um numero primo, ¢(p) = p — 1, e ndo poderia ser diferente, os ”p” ntime-

ros1,2,3,---,p, com exce¢do do préprio p, sdo todos primos com p.

e Se p é um nimero primo e k um ndimero natural, entdo @(p ¥) = p ¥ — p ¥=1. De
fato, temos p k¥ ntimeros naturais e, destes, devemos excluir todos os que ndo sdo pri-
mos com p ¥, isto €, todos os mitiltiplos de p, a saber: p,2p,3p,---,p ¥ 'p que sdo ao
todo p F1.

e Se m ndo é primo, entdo m = plkl- szz, ...~ P, que nada mais ¢ do que a decom-

posicdo canonica de m em poténcias de primos distintos, segue que:

p(m) = @(p, - p,% .- P = @(p)- 9(p,%)- - p(pa™) =

O sistema reduzido de residuos possui a propriedade de que todos os seus elementos sdo invertiveis em
yam

Nesta demonstragdo, basta mostrar que hé ao todo ¢(m) elementos, que os mesmos sdo primos com m
e, dois a dois, incongruentes médulo m. Utilize o fato que tais elementos sdo extraidos de um Sistema

Completo de Residuos.

25
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R R N e B i
plkl_l- pzszl- e pnk”_l- (p1—=1)(p2—1)-...-(pn —1).

Se m é composto, ¢(m) é o produtério da fungdo ¢ de Euler aplicada a cada uma das
poténcias de seus respectivos fatores primo@ Desta forma, fica claro que a funcéo

@ de Euler é multiplicativ@ isto é, para mdc(m, n) = 1, a funcdo ¢(m- n) = p(m)- ¢(n).

Exemplo 1.7. Para elucidar o que foi acima exposto, vamos calcular ¢(36).
¢(36) = (22:32) =22"1.32°1.(2-1)-3-1)=2.3-1-2 = 12.
Asaber {1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35} sdo os doze nimeros menores que 36 e

primos com 36.

1.6.1.1 O teorema de Euler

Teorema 1.25 (Euler). Dado m um inteiro positivo e a um inteiro com mdc(a, m) = 1,
entdo:

a?™ = 1 mod m
Equivalentemente: Se [a] € Z,,, entdo
[a]") = [1]

Demonstragdo: Se mdc(a, m) =1, os ¢(m) elementosry, 1y, - - -, To(m) €ar1,ar2, - -+, aF o(m),
ambos formam um sistema reduzido de residuos modulo m e, logo, existe uma corres-
pondéncia biunivoca, isto €, cada ar; € congruente a um unico r;, donde o produtério

de ar; € congruente ao produtorio de r; médulo m, assim:

ary-ary- ... Aoy = T1T2e ... Teem mod m. Seque que, a?™.ri-ry. . Toey =
172 . Ty mod m. Como mdc(ri-ra-... Tym),m) = 1, pela proposi¢dgl.10| po-
demos cancelar o termo r1- 72+ ... - ¥y €, assim obtemos: a®m = 1 mod m. O

Note que para p primo, ¢(p) = p — 1 e, o teorema de Euler aplicado a um ndmero
primo é a?P) = 1 mod p, substituindo o valor de ¢(p) obtemos a?~! = 1 mod p. O
"gigantesco" pequeno teorema de Fermat é, na verdade, apenas um caso particular do

teorema de Euler, o que justificaria o antenome "pequeno".

21 Ver teorema fundamental da aritmética em Apéndice A
22 Para este e outros resultados recomendamos a leitura de [|11]], [21]
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Pois bem, procurdvamos desde o inicio, o precioso expoente que torna verdadeira a
congruéncia a” = 1 mod m, recorreremos a ambos os teoremas para encontra-lo. O

teorema de Eule possibilita a resolucéo de equacdes do tipo: x* = b mod m.

Para tanto, devemos ter mdc(b, m) = 1 e mdc(k, p(m)) = 1. Pelo teorema de
existem inteiros t e u tais que k-t — ¢(m)-u = 1, o que implica em k-t =
1+ ¢(m)- u. Segue que:

X = b mod m = x*t = bt mod m = xM U = bt mod m = x- x?™" = bt mod m

Para que x seja solucdo da equacdo, devemos ter mdc(x, m) = 1, satisfeito isso, pode-

mos aplicar o Teorema de Euler e, assim, obtemos:

x* = b mod m = x = b* mod m
De fato, b’ é solucio da equacio pois:
(bHF = X P U = b mod m

E, desta forma, a equagio possui solugdo tnica b, onde t é um inteiro tal que k-t =

1 mod ¢(m)

Exemplo 1.8. Vejamos como aplicar o resultado acima encontrando a solucio de x*3 =
2 mod 99. Primeiramente, vamos calcular ¢(99) = ¢(11): ¢(3%) = (11 — 1)- (3> - 3!) =
10- 6 = 60.

Como mdc(2,99) = 1 e mdc(43,60) = 1, a solucéo é da forma 2/, onde 43- t = 1 modp(99),
isto é, 43-t — 60-u = 1, ao aplicar o algoritmo de Euclide@ , encontramos 43-7 —

60-5 = 1 e, portanto, a solucio da equaciio serd 27 = 128.

Este tipo de equacédo, assim como o teorema de Euler, possui aplicacdo em um ramo

muito peculiar na Matemadtica, que abordaremos a seguir.
1.6.1.1.1 Criptografia RSA

A Criptografia é a arte de ocultar o significado de informacoes, ainda que publicas,
de forma que somente quem as ocultou e a quem se destina possam acessar o seu real
conteudo. Este recurso amplamente utilizado no ramo da informatica e do mercado

financeiro, dentre os métodos disponiveis para criptografar dados, o RS é um dos

Para uma leitura detalhada sugerimos [11]], [21]] e [40]
Indicamos [|15] para aprofundamento de estudos
RSA provém do nome de seus criadores: Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman, fundadores a

atual empresa RSA Data Security.
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mais utilizados e confidveis por atender um principio basico, tal método apresenta
facilidade em codificar e extrema dificuldade em decodificar/29]
Primeiramente, vejamos como criptografar mensagens via RSA.

CODIFICAGAO

(Passo 1) - Pré-codificagdo, vamos associar nossa mensagem ao quadro abaixo:

A|/B|C|D|/E|F|G|H|T|J|K|L| M
1011|112 |13 |14 |15|16 |17 |18 |19 | 20| 21| 22

N|IO|P|Q|R|S|T|U|V | W |X|Y| | Z
231242512627 |28 |29 (30|31 |32|33|34]35

Escolhemos os nimeros de 10 a 35, mas poderiamos ter utilizado de 42 a 67, por
exemplo. Utilizam-se nimeros de dois digitos para evitar ambiguidades, caso tivésse-

mos A = 1 e B = 2, a cifra 12 poderia corresponder tanto a AB como ao L.

Nossa mensagem sera: DNA — 132310

(Passo 2) - Vamos escolher dois numeros primos, que tal p = 3 e g = 17. Com estes,

determinamos a chave de codificagdo: n = p-q = 3-17 = 51.

Observacdo 1.6.1. A chave n = 51 pode vir a ser um dado publico, conhecido por todos.
Entretanto, p e q precisam permanecer secretos, pois € isto que garante a eficiéncia do

meétodo.

(Passo 3) - Vamos quebrar a mensagem em blocos, cujos digitos devem representar,
necessariamente, numeros menores que #: 13-23-10 e aplicar a cada um destes blocos
a regra de codificagdo a = C(b) = b° = a mod n, 0 < C(b) < n, a escolha de e é livre,

contanto que mdc(e, ¢(n)) = 1, utilizaremos e = 5.
e 13° = 4y mod51 = a; =13
e 23° = gy, mod51 = ay =41

e 10° = a3 mod51 = a3 = 40

Vamos discorrer sobre o tema de maneira sucinta de tal forma que indicamos a leitura de [32] e [39]

para apurar-se sobre o tema.
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Assim, nossa mensagem codificada é 13-41-40 e deve ser enviada desta forma, caso

os digitos sejam convertidos em um tnico bloco, a decodificacdo serd impossivel.

Observacdo 1.6.2. A mensagem foi quebrada em blocos de dois digitos, contudo, pode-
riamos tomar 1-32-3-10 para aplicar a regra de codificagdo. A auséncia de padrdo na

composigdo dos blocos evita a decodificacdo por contagem de frequéncia dos caracteres.

DECODIFICACAO

(Passo 1) - E imprescindivel determinar a chave de decodificagéo (n,d), onde n = 51
€ publico, e d € o inverso de e médulo ¢(n) ou seja, e-d = 1 modep(n) = 5-d =
1mod(p—1)-(g—1)=5d= 1mod (2-16) = 5-d = 1 mod (32) = d = 13.

(Passo 2) - Aplicaremos a cada um dos novos blocos, a chave de decodificacdo b =
D(@a)=a% = bmodn, 0 < D(a) < n.

e 138 = by mod51 = by =13
o 4113 = by mod51 = b, =23
o 4013 = bz mod51 = b3 =10

E assim retornamos para 13-23-10 e, desta forma, acabamos de decodificar o DNA!

Contudo, para nos certificarmos de que o método € efetivamente valido, precisamos
mostrar que, uma vez aplicado, o resultado obtido apds a decodificacdo é, de fato,

igual a mensagem original que foi codificada, o que nos remete ao seguinte teorema:

Teorema 1.26. D(C(b)) =b

Demonstracdo. : D(C(b)) = C(b)? = b*¢ mod n. dado que d é o inverso de e médulo

p(n), isto é, e-d = 1 mode(n) ou ainda e-d = 1 + k- ¢(n). Segue que:
D(C(b)) = b'** o0 = p. (b?MY = mod n
Como n = p- g temos que ¢(n) = (p —1)- (g — 1), o que conduz a:
D(C(b)) = b- (bP~ 1)~ D* 1mod p.
Se p néo divide b, entdo pelo Pequeno teorema de Ferma{l.21|temos:

D(C(b)) = b- (bP~ 1@~ D* = p. 1P~1) @Dk = p od p.

29
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Caso p divida b, entdo b = 0 mod n, donde temos:
D(C(b)) = b- (P14 V* = 0 mod p.

De modo andlogo, obtemos D(C(b)) = b mod q e, uma vez em que p e g sdo primos,
D(C(b)) = b mod (p-q), isto é, D(C(b)) = b mod n.

A congruéncia em si ndo assegura necessariamente a igualdade, todavia, o fato de
tanto C(b) como D(a) serem menores do que n acarreta em que a congruéncia implica
na igualdade e o resultado segue. Tal fato justifica a obrigatoriedade referente ao

"tamanho" dos blocos, que devem representar nimeros menores que 7. O

A criptografia RSA é explorada em larga escala na informatizacdo do setor finan-
ceiro: transacdes com cartOes de crédito, seguranca de e-mails, autenticacdes de cha-
madas telefbnicas, assinaturas digitais, garantia da seguranca das criptomoedas, como

os bitcoins, entre outros.

Tal método utiliza a chave publica, (e, n) que pode ser conhecida por todos, sendo
utilizada apenas para codificar, contudo, d, p e g devem ser mantidos em absoluto si-
gilo. Este método de criptografar é o que designamos por assimétrico uma vez que a
chave de decodificacdo nédo é o oposto da chave de codificacdo. Toda sua credibilidade
sustenta-se na dificuldade em determinar p e g a partir de n. Neste caso estamos nos
referindo a nimeros primos muito grandes, na ordem de mais de 150 digitos, cujo
produto n serd absurdamente maior, de tal forma que mesmo os supercomputadores

de posse de métodos sofisticados levariam anos para fatorar .

O RSA configura-se no criptossistema de chave publica mais confiavel da atualidade,
tendo resistido a mais de 30 anos de incessantes ataques que as maiores mentes do

mundo puderam conceber, até este momento

Fatorar n significa quebrar o cédigo de fato, caso a fatoracdo ndo seja efetuada,

ndo se descobre quem sdo p e g e consequentemente, ndo se descobre ¢(n) = (p —

Durante muito tempo acreditou-se que este método era impossivel. Whitfield Diffie, Martin Hellman e
Ralph Merkle (1976) idealizam e descrevem o método de criptografia de chave ptblica, tal como um
cadeado, que, quando aberto, pode ser trancado por qualquer pessoa, porém somente o detentor da

chave pode abri-lo. Contudo faltava criar uma fun¢io que contemplasse tais requisitos.
Indicamos [43]] que apresenta a histéria da arte de escrever segredos, bem como a luta entre criadores e

decifradores de codigos, desde a antiguidade até os dias atuais, onde a criptografia € usada na internet e

em operacdes bancarias.
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1)- (9 — 1) e tampouco se descobre o valor de d, e sem tais elementos, a decodificacdo

¢é impossivel.

A principal desvantagem, se ndo a tnica, consiste na atual capacidade das maquinas,
pois ainda que se conhecam nimeros primos extremamente grandes, 0 que aumenta-
ria a seguranca do sistema, sua implementacdo € impraticavel. Isso ocorre porque
o processamento computacional de cdlculos desta magnitude demandaria maquinas

exponencialmente mais potentes se comparadas as atuais.
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Este capitulo versa sobre elementos essenciais para a concepcdo de computadores e
calculadoras. A principio exp0e conceitos que cingem as bases numéricas, em especial
a base bindria, que € o sistema de numeracao utilizado na programacdo das maquinas

acima citadas, além de explanar suas operagoes, propriedades e aplicacoes.

Na sequéncia, introduzimos a algebra booleana, idealizada para formalizar e mani-
pular as leis do pensamento e, que suscitou o surgimento dos computadores atuais,
suas propriedades, axiomas, teoremas e aplicacdes sdo amplamente explorados e es-
miucados. Apresentar-se-d0 as portas légicas, que sdo a base para construcoes de
circuitos légicos eletronicos, além de evidenciar a interligacao entre este, a tabela ver-
dade e as expressdes booleanas, cujo objetivo maior é aprimorar a destreza em tradu-
zir problemas para a linguagem computacional, manipuld-los algebricamente e, desta

forma, viabilizar a tomada de decisdes e obtencdo de solugdes.

Todos os contetidos e conceitos aqui explicitados podem ser contemplados e apro-

fundados com riqueza de detalhes nas referéncias citadas ao longo deste trabalho.

2.1 UM TRUQUE BINARIO

Apresentaremos a técnica/truque que consiste em adivinhar o nimero que foi pen-
sadcﬂ O (mdgico) pedird ao espectador que pense em um ntumero entre 10 e 100 e

procederd como segue:

e Perguntard ao espectador se o nimero é par ou impar, e ird proferir as

instrucoes: se par, divida o numero por 2, se impar, subtraia 1 e entdo di-

1 Disponivel em [[42]
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vida por 2;

e Novamente, perguntara se o resultado obtido é par ou impar e retomara
as instrucdes do item anterior;

e O procedimento continua com cada resultado obtido, até que o quociente
seja 1 o que cessa os célculos;

e Informado de que o resultado é 1, o magico (vocé) anunciard pronta-

mente o numero pensado inicialmente pelo espectador.

Como funciona o truque: Suponha que o espectador pensou no nimero 57, enquanto
ele realiza as etapas da coluna a esquerda o mdgico (secretamente) faz as anotacoes da
coluna a direita:

espectador | magico
57 1
28 2
14 4
8
3 16
32

Para cada numero impar informado, o mdgico deverd sublinhar a poténcia de 2
correspondente, ao final do processo, basta que o magico adicione as mesmas para
informar o nimero pensado:

1+8+16+32=57

Por que o truque funciona: a técnica utilizada foi o método das divisdes sucessivas
por 2, que nada mais é do que a forma para representar um inteiro positivo na base bi-

ndria, ou seja, como soma de poténcias distintas de 2, para tanto realizamos o processo

abaixo:

Figura 2: Divisbes sucessivas por 2
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Lemos da direita para a esquerda todos os restos e, assim, obtemos a representacao

do 57 (base decimal) no sistema de numeracio de base 2 (base bindria).

(57)10 = (111001); = 1-25+1-24 +1-23+0-22+0- 21 +1.20 = 25424 423 4+ 20 =
32+16+8+1.

Na sequéncia das divisbes, todos os nimeros pares deixardo resto 0, enquanto que
todos os numeros impares deixardo resto 1, por isso o magico toma nota apenas das

poténcias de 2 correspondentes aos niumeros impares.

2.1.1 Fragles bindrias

Podemos representar também numeros fracionarios na base bindria por meio de

poténcias de 2, porém com expoentes negativos:
1-27'41-2240-23%+1-27%=
1-0,5+1-0,25+1- 0,0625 = (0,8125)19

(0,1101),

O processo de multiplicar um numero da base decimal por 10 acarreta no desloca-
mento da virgula (que distingue o inteiro do fraciondrio) uma posicdo a direita. De
forma andloga, vamos multiplicar o nimero fracionario por 2 sucessivas vezes e tomar

o digito a esquerda da virgula:

0,8125- 2 = 1,625
0,625-2 = 1,25
0,25-2 = 0,5
0,52 = 1

(0,8125);, = (0,1101),

2.2 BASES

Embora estejamos abordando o sistema de numeracdo bindria (base 2), podemos
aplicar tais procedimentos a qualquer outra base, uma vez que as propriedades dos
numeros existirdo independentemente da escolha do sistema de numeracdo utilizado,
cuja escolha é meramente convencional. Caso tivéssemos apenas 2 dedos em ambas as

maos, muito provavelmente utilizariamos a base quaternaria em vez da base decimal.
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Existem muitos sistemas de numerac¢do, a maioria conta com uma quantidade finita
de simbolos, denominados algarismos, para representar os numeros. Qualquer sistema
de numeracdo baseia-se no emprego de unidades de diversas ordens, isto é, a quanti-
dade de unidades que devemos ter para compor uma unidade na ordem seguinte. Tal
quantidade é que denominados de base, que deve ser sempre maior ou igual a doisﬂ
que podem ser identificados pela quantidade de simbolos distintos utilizados para a

representacdo os numeros.
Estes e outros procedimentos/resultados fundamentam-se no seguinte teorema:E]

Teorema 2.1 (Teorema fundamental da numeracdo). Dados a,b € IN, b > 1, existem

numeros naturais cop, c1, . .., C, menores que b e univocamente determinados tais que:
n .
a= Zcibl = b + ..+ oob* + bt + b
i=0
Onde0<c¢;<bpara0<i<n.
Demonstragdo: A expressdo a = c;b' = c,b" + ...+ cob? + c1b' +cob®, com 0 < ¢; < b

parai=0,...,n é chamada de expressdo b-ddica do inteiro a. A mesma pode ser obtida

por meio de divisoes euclidianas aplicadas sucessivamente:

a = b qgo+co, 2.1

qo = b q1+cy, (2.2)
q = b q2 +Ca, (23)
n-2 = b- qn—1tCn—1, 2.4
Gn-1 = b-0+cy (2.5)

OndeO§Cj<bparaO§i§n

Substituimos o valor de gy da equacéo (2.2) na equacdo (2.1), na sequéncia, substi-

tuimos nesta nova equagdo o valor de g; da equacéo (2.3) e assim por diante:

2 Do contrério, as unidades de diversas ordens seriam iguais entre si e as ordens deixariam de existir.
3 Para analisar outras formas de demonstracdo deste teorema, recomendamos [21]], [22] e [34].
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a = b-go+co

b-(b-b]1+C1)+C0=b2'ql+C1~b+C0

= bz'(b'C]z+C2)+C1'b+C0=b3-6]2+C2'b2+C1'b+C0

= bn-qn,1 +Cn,1'bn71 +-- -+C2-b2+C1-b+C0

= b +cu 1 V"t VP4 b+
n

= Eckbk
k=0

Quanto a unicidade de ¢y, cy, ..., c,, suponha, pelo contrdrio, que exista mais de
uma forma de representar o0 mesmo numero, isto é: a = c,b" + ...+ cob? + c1b' + cob® e

a=d,b"+...+drb?+db' +dyb°, temos que:

a—a=(cpb"+...+cob%+ b+ cob®) — (dub" + ...+ dob? + d1b! + dgb) = 0 <=
(Cn — dy)b" + ..+ (ca — do)b? + (1 — dy)b! + (co — do)b® = 0 >

Cp=dp; ... ; Ca=dy; c1 =dy; co=do

O]

Designamos o resultado acima por representacdao de a na base b, o qual denotare-
mos por (c,c,—1---c1c0)p- Tal resultado justifica a utilizacdo do método das divisdes
sucessivas para a conversdo de nimeros em uma base qualquer para outra, e acarreta

em muitos dos critérios de divisibilidade.

2.2.1 Alguns critérios de divisibilidade

Os critérios de divisibilidade sdo regras/técnicas, geralmente simples, que possibili-
tam a verificacdo da divisibilidade de um ntimero natural por outro sem a necessidade

de efetuar os cdlculos da divisdo euclidiana.

Definicdo 2.2 (Divisibilidade). Dados a e b nimeros naturais, b # 0, diremos que a é

divisivel por b, se existir k € IN tal que a = b- k.

Os testes de divisibilidade por 2, 4, 5, 10 sdo corriqueiros a qualquer estudante,

por serem trabalhados no ensino fundamental. Todavia, por meio das congruéncias
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podemos correlacionar propriedades da divisibilidade de um ntimero com sua repre-
sentacdo b-ddica e, desta forma, formalizar resultados mais sofisticados.
def n k
Do teorema [2.6} temos que: (cxCx_1- - - C1C0)y = Y _ ckb
k=0
Correspondente a representacdo do numero natural 2 na base b, tendo ¢, 0 < k < n,
por seus algarismos. Desta representacdo decorrem muitos dos critérios de divisibili-
dade, cuja utilidade de alguns é controversa, como veremos a seguir. Verifiquemos

inicialmente, na base decimal, a divisibilidade por 9.

Seja a = (cycy_1 - - - €1€0)10 UM inteiro ndo negativo, dado que 10 = 1 mod 9 temos

pela proposicdo que 10 = 1 mod 9, segue que:

a= ickbk = ick mod 9
k=0 k=0

De modo conciso, a e a soma de seus algarismos na base decimal apresentam o
mesmo resto na divisdo por 9, ou seja, a € divisivel por 9, somente se ¢, +¢,_1+- - +Co

também for.

A divisibilidade por 11 ocorre de forma semelhante, note que 10 = —1 mod 11,

logo:

n

n
a= chbk = Z:(—l)kc;< mod 11
k=0 k=0

Decorre disto que a divisibilidade por 11 verifica-se somente quando a diferenca
entre a soma dos algarismos de posicio par e soma dos algarismos de posicdo impar

for divisivel por 11.

Tradicionalmente, diversas bibliografias optam por omitir o critério de divisibilidade

por 7, teria algum motivo especial?

Primeiramente, temos que 10° = (—1) mod 7, vamos decompor a = (c;,Cp_1 - - - €1C0)10
em blocos de classe, isto €, my = cyc1cg, M1 = C5C4C3, My = C§C7Cq, * * + , Mk = C3k42C3k+1C3ks
obtidos pela separacdo do niimero a em grupos de trés algarismos da direita para a es-

querda. Isto posto, segue que:

n n n n

k — 3\k — k — k

a=Y b =Y m10°)" =Y (—1)m =Y (—1) (carsacars1car) mod 7
k=0 k=0 k=0 k=0

Deste modo, temos que a = (--- — €11C10C9 + €§C7C6 — C5C4C3 + C2€1C0) mod 7, disto

advém que se a soma dos blocos de classe impar diminuidos da soma dos blocos de

classe par for divisivel por 7, entdo a divisibilidade de a por 7 também se verifica.
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Este é apenas um dos muitos critérios de divisibilidade por 7. Tantos critérios pro-
vém justamente de tentativas frustradas de torna-los o mais simples possivel, afinal
que utilidade teria um critério de divisibilidade que demanda mais recursos e esforcos

que a prépria divisao.

E quanto as bases diferentes da decimal, sera que é possivel estender tais critérios
de divisibilidadef®

Para exemplificar, tomemos o numero natural a = ¢,10" + c,_110" 1 + ... + ;10! +
c010°. A divisibilidade por 10 se verifica caso cy- b° = 0, j4 que todas as demais parcelas
sdo divisiveis por 10, reciprocamente, o referido nimero terminara em O caso seja

divisivel por 10.

Tal resultado pode estender-se a uma base numérica arbitrdria, a representagédo de

um numero na base n terminara em O se, e apenas se, o mesmo for divisivel por n.

Podemos expandir esta ideia para outros critérios de divisibilidade para bases arbi-

trarias, analisemos se o numero (43524030513), € divisivel por 5?

Para tanto, faremos uma analogia ao critério de divisibilidade por 9, que em uma
base n qualquer, o designamos por n — 1. De fato, temos que n = 1 mod (n — 1), pela

proposigéosegue que n* = 1 mod (n — 1). Logo:

n n
a= chbk = ch mod (n—1)
k=0 k=0

Sucintamente, a soma dos algarismos de um inteiro a representado na base n é

divisivel por n — 1 somente quando a é divisivel por n — 1.

Retomando a questdo inicial, dado que a soma dos algarismos é (30)19, € que a

mesma € divisivel por 5, entdo (43524030513)¢ também sera divisivel por 5.

De modo similar, estendemos o critério de divisibilidade por 11, que em uma base
n qualquer indicamos por n + 1. De fato, n = —1 mod (n + 1), novamente, pela
proposigéotemos n* = (—=1)¥ mod (n +1). Segue que:

n n

a=Y b =Y (-1 ¢ mod (n+1)
k=0 k=0

De forma concisa, a soma dos algarismos de um inteiro a representado na base n é

divisivel por n + 1 somente quando a diferenca entre a soma dos algarismos de indice

par e soma dos algarismos de indice impar for divisivel por n + 1.

4 Para explorar o tema, indicamos [|15]]
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2.3 ARITMETICA BINARIA

A vantagem da utilizacdo do sistema de numeracéo bindrio consiste na simplificacao
das operacoes aritméticas, embora sejam inegdveis os avancos tecnoldgicos na area
computacional, com maquinas cada vez mais velozes e com incrivel capacidade de

processamento, oS computadores.

Mesmo os atuais, reconhecem em seu sistema interno apenas dois estados: tensdo
baixa e alta representados pelos algarismos O e 1 respectivamente, Ou seja, os com-
putadores utilizam o sistema de numeracdo bindria em sua configuracdo, todos os
dados do computador sao representados de maneira tnica, com os algarismos (0, 1)
que denotaremos por BITS (BInary digiTS). Além de reconhecer apenas dois digitos, o

computador é capaz de fazer uma unica operacao, a adi¢do:

Adicao: por trabalhar com apenas dois digitos, a adicdo € realizada através das
somas: 0 + 0,0+ 1,1 + O e 1 + 1 que serdo repetidas quantas vezes for necessario,
os resultados de tais adi¢Oes sdo os mesmo que encontramos nas de Z,.

Note que 1 + 1 = 2, que na base bindria se escreve como 10, ouseja, 1 + 1 =0e
ocorre (carry), vulgo "vai 1" que devera ser adicionado na proxima coluna (ordem) a

esquerda.

Exemplo 2.1.

11001

+10101

resultado 101110
"vaium" 100001

2.3.1 Inversdo e deslocamento de bits, um truque de mestre.

Dado que o computador é capaz de somar "apenas", precisamos fazer uso de certos

"truques" para converter as demais operagdes em adi(;(")e:

Vamos converter as operacoes aritméticas em adi¢bes para conhecer como o computador opera, contudo
as mesmas podem ser realizadas de forma convencional, tal como ocorrem no sistema de numeracdo

decimal.
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A Operacao de Inversdo de bits: conhecida também como complementagdo de 2,
consiste em inverter os bits 0 por 1 e Vice—versdﬂ, por exemplo: o inverso de 10010110
¢ 01101001.

A Operacao de Deslocamento de bits: consiste em acrescentar bits 0 no final do nu-
mero binarid’] isto equivale a multiplicar o niimero por 2, por exemplo: dado 1001011,

apos dois deslocamentos temos 100101100, apds trés deslocamentos, 1001011000.

2.3.1.1 Subtragdo

Para entendermos o processo, primeiramente vamos realizar uma subtracdo com
numeros na base decimal por meio da complementacdo por 9. Vejamos: 876 — 234 =
642, por outro lado, temos que a complementacdo por 9 de 234 é 765, dai realizamos
a adicdo: 876 + 765 = 1641, somamos 1 ao resultado e descartamos o algarismo mais

significativo (neste caso o do milhar) e obtemos novamente: 642.

Considere a seguinte subtracdo: xyz — abc que podemos representar por (100x +
10y + z) — (100a + 10D + c), cuja diferenca serd 100(x — a) + 10(y — b) + (z — c). Contudo,
ao somarmos com a complementacdo de 9 do subtraendo abc, temos: 100(x + (9 —
a)) +10(y + (9 — b)) + (z + (9 — ¢)). Por fim somamos 1 ao resultado, o que criard um
efeito "cascata" eliminando todos os "9" e alocando 1 na préxima casa decimal, por
isso, para obter o resultado da diferenca, precisamos desconsiderar o algarismo mais
significativo.

Utilizaremos a mesma técnica para realizar subtragcdes de binarios: vamos somar
ao minuendo o subtraendo com os bits invertidos e, na sequéncia, vamos somar 1 ao

resultado e desconsiderar o digito mais significativo, observe:

Exemplo 2.2. 11101 — 10110 = 11101 + 01001 = 100110, somamos 1 a este resultado
e descartando o algarismo mais significativo, obtemos: 100111 e por fim: 111 que na

base decimal corresponde a 29 — 22 =7.

2.3.1.2 Multiplicagdo

Poderiamos utilizar o fato de que efetuar uma multiplicacdo consiste em uma soma

reiterada de parcelas iguais, mas seria demasiadamente exaustivo, até para os compu-

Na base decimal, esta operagdo consiste na complementacdo por 9, na qual cada um dos # algarismos é

substituido por 9 — n.
Na base decimal, esta operacéo equivale a multiplicar um nimero por 10, na qual deslocamos a virgula

para a direita.
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tadores, por isso, nos deteremos ao fato de que a multiplicacdo de ntimeros binarios
pode ser realizada por uma soma, cujas parcelas tiveram seus bits deslocados para a

esquerda. Tal descolamento é definido pela posicdo de cada bits 1 do multiplicador:

Exemplo 2.3. Segue que, ao multiplicar certo numero bindrio por 1101, cuja decom-
posicao é 1000 + 100 + 1, o produto serd a soma do multiplicando (sem deslocamento),
mais o multiplicando (com dois deslocamentos), mais o multiplicando (com trés desloca-

mentos).

11001 multiplicando (25)19
x 1101 multiplicador (13)19
11001 sem deslocamento
1100100 com 2 deslocamentos
+11001000 com 3 deslocamentos
101000101 produto (325)19

2.3.1.3 Divisdo

Quanto a divisdo ja ndo temos tantas op¢des como na multiplicacdo, todavia o
quociente pode ser obtido por meio de sucessivas subtracoes (aplicdveis em qualquer
base), por exemplo, 23 +~ 5 (na base decimal): 23 —5 = 18,18 -5 =13,13 -5 =8 e
8§-5=3<5.

Assim, o quociente é 4 (4 subtragdes efetuadas) e o resto é 3. Na base bindria te-
rfamos: 10111 — 101 = 10010, 10010 — 101 = 1101,1101 — 101 = 1000,1000 — 101 =
11 < 101. Logo, o quociente é 100 (4 subtragdes realizadas) e o resto é 11, ou seja,
10111 = 101- 100 + 118

2.3.1.3.1 Codigo de barras

Tornou-se dificil pensar em alguma atividade ou setor na era moderna que nao faca
uso dos computadores e consequentemente dos ntimeros bindrios, ainda que indire-
tamente. Em um futuro proximo sera de suma importancia para o cidaddo moderno

conhecer e manipular os niumeros binarios.

8 Para o leitor que queira ampliar sua visdo sobre o tema, recomendamos [_3]], [[16], [24] e [37]
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Com a industrializa¢do em constante expansao, tornou-se corriqueiro identificar pro-
dutos por meio de um codigo numérico, o cédigo de barrasﬂ que converte um codigo
numérico em barras e possibilita ao computador realizar uma leitura rdpida e precisa.
Dado que o computador consegue interpretar tal céddigo, certamente a conversao é
feita utilizando numeros bindrios. Contudo, como a leitora dptica consegue ler o c6-
digo de barras de "trds para frente", e de "cabeg¢a para baixo" dado que suas barras sdo

assimétricas?

Devido a grande variedade de tipos de cddigos de barras, restringiremos nossa abor-
dagem ao ENA-13 (European Article Nunbering systen) amplamente utilizado no Brasil

contendo 13 digitos. Para facilitar a leitura éptica, devemos utilizar a linguagem dos

890123

Figura 3: Cddigo de Barras ENA-13

v

computadores e converter o cédigo numérico em uma sequéncia de O (barras brancas)
e 1 (barras pretas). Além da cor, ha outro fator utilizado em tal conversdo, a espes-
sura das barras que podem ser: finas, médias, grossas e muito grossas. As diferentes
espessuras decorrem, na verdade, da juncdo de listras. Tomando as listras pretas, te-
mos: listra fina (1), listra média (11), listra grossa (111) e listra muito grossa (1111),
de modo anélogo, temos (0), (00), (000) e (0000) respectivamente para as listras

brancas.

Assim uma sequéncia de listra branca fina, listra preta média, listra branca fina e
listra preta grossa, para a leitora dptica equivalem a sequéncia 0110111 que, por sua
vez, correspondera ao digito 8. Desta forma, cada algarismo sera representado por
uma sequéncia de sete digitos sendo estes 0 ou 1. Sabendo que a leitura do cédigo de
barras pode ser feita tanto pela esquerda como pela direita, os digitos sdo codificados

de maneiras distintas para ambos os sentidos.

9 Indicamos [29] para uma leitura mais detalhada.
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Digito | Esquerdo | Direito

0 0001101 | 1110010
0011001 | 1100110
0010011 | 1101100
0111101 | 1000010
0100011 | 1011100
0110001 | 1001110
0101111 | 1010000
0111011 | 1000100
0110111 | 1001000
0001011 | 1110100

O[O I bW IN|F

Quando a leitura muda de sentido, observa-se a utilizagdo do complementar de 2,
ou simplesmente, o inverso dos nimeros, mas como a maquina reconhece e determina
se a leitura deve ser feita pela direita ou pela esquerda? A resposta é simples e sagaz,
e justifica a escolha do 7 para a quantidade de digitos nas representagdes acima. Cada
sequéncia de 7 digitos do lado esquerdo possui uma quantidade impar de "I" enquanto
que a sequéncia de 7 digitos do lado direito possui uma quantidade par de "1", ou seja,
a maquina verifica a paridade dos digitos e determina prontamente em qual dos lados

a leitura deve ser realizada.
2.3.1.3.2 O décimo terceiro digito

No cddigo de barras ENA-13, os trés primeiros digitos indicam o pais de origem do
produto, o céddigo para produtos brasileiros é 789, os quatro digitos seguintes reportam
ao fabricante do produto, os cinco digitos na sequéncia especificam o produto e o
ultimo digito é nada menos que o digito verificador. A maquina recorre a tal digito
para identificar erros de digitacdo e impedir que o nuimero digitado erroneamente

remeta a um outro cédigo barras qualquer.

Como visto anteriormente, é preciso aplicar um algoritmo especifico para determinar
o digito verificador. Primeiramente devemos efetuar uma soma S, que é inerente a cada
propdsito. Para este codigo de barras, o método consiste em multiplicar os digitos de

indice impar por 1, multiplicar os digitos de indice par por 3 e entdo, soma-los:

6 6
S= Za(z.i+1) + 3 Zﬂ(g.i)
i=1 i=1
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Feito isto, temos que o digito verificador é dado por:
S+dv= 0mod 10

Exemplo 2.4. Considere o cédigo de barras da figura |3} para determinar o seu digito

verificador, os doze primeiros digitos sdo 789012345678dv:
(7+94+14345+7)+3- (8+0+2+4+6+8)+dv= 0mod 10

32+3-284+dv = 0mod 10
116 +dv = 0 mod 10

Logo, 4 € o digito verificador procurado.

Caso ocorresse algum erro de digitacdo, seja ele a troca de digitos, ou a troca de or-
dem de digitos adjacentes, uma vez efetuado o procedimento, o erro seria identificado

ja que a congruéncia néo se verificaria.

2.4 UM POUCO DE LOGICA, E LOGICO!

Os modernos computadoresmreconhecem apenas dois simbolos/estados (0, 1) que
podemos associar: sim ou ndo; verdadeiro ou falso, aberto e fechado; vivo ou morto.
Isso os torna capazes de tomar apenas duas decisdes (0, 1): acende ou apaga; direita

ou esquerda; liga ou desliga, imprima ou ndo imprima.

O computador poderia funcionar com uma base numérica qualquer. Entretanto, os
projetos de tais maquinas, que sdo programadas com o principio de imitar o pensa-
mento humano, tornam-se mais simples, concisos e eficientes com apenas dois estados

para analisar (0, 1) e apenas duas decisoes a tomar (0, 1).

O pensar bindrio surgiu muito antes das primeiras mdaquinas, e ele pode auxiliar
as pessoas, em especial as impulsivas, a tomar decisdes sem a influéncia de aspectos

emocionais.

As atividades do dia-a-dia estdo repletas de situacOes nas quais podemos aplicar
o pensamento binario. Tomemos, por exemplo, um casal que planeja adquirir um
automével, vamos chama-los de R e S. Recentemente o casal recebeu um telefonema
do gerente do banco informando-lhes que caso desejassem dinheiro extra o crédito

consignado estava pré-aprovado.

10 Recomendamos [18] para uma leitura descontraida e bem-humorada sobre este e outros temas.
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A possibilidade de adquirir, enfim, o automével deixou R entusiasmado, afinal a
aquisicdo de tal bem é um excelente negdcio, seria o fim das longas esperas para utili-
zar o transporte publico e, os gastos com combustivel seriam irrisdrios se comparados
com o gasto do casal com passagens. Rapidamente S intervém dizendo que muitos eco-
nomistas ndo consideram o automoével um bem, e sim uma despesa, ja que o mesmo
desvaloriza rapidamente e demanda uma série de encargos, tais como a manutencao,

combustivel e impostos.

Temos um impasse, R considera a compra do automével um 6timo investimento,
enquanto S acredita ser um péssimo negocio. Note que R e S possuem pontos de vistas
complementares ou opostos, representados na tabela verdade que segue. Nas colunas

temos o posicionamento de R e S, (1) remete a compra do automovel e (0) o contrdrio.

R

0

A opinido de R nega/barra a de S e vice-versa, uma decisdo parece inatingivel, S entéo,
intervém novamente e faz uso dos seguintes argumentos: "Todas as contas jd foram
pagas?" "Temos dinheiro sobrando?" Denominando os argumentos de P e D, respectiva-
mente e, C para "compra do automdvel" temos a seguinte tabela verdade, segundo a

analise de S:

OO | |m=|H™
o|lr|O|—|T
Q| OO~ |O

Ja R, de posse dos mesmos argumentos, raciocinaria de acordo com a seguinte tabela

verdade:

OO |~|=|"™
ol |O|r|T
ORI~ O0O

Repare que por S, a compra do automdvel somente se concretizaria caso "todas as

contas estivessem pagas" E "houvesse dinheiro sobrando", isto é, caso alguma das sen-
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tencas ndo se verificasse, a compra nao seria feita. Em contra partida, R compraria
o automovel caso "todas as contas estiverem pagas" OU "houver dinheiro sobrando", ou
seja, se ao menos uma das condicOes for satisfeita entdo existe margem para adquirir

o automovel.

Doravante, em ambos os casos, tanto S quanto R ndo comprariam o automovel
caso nao houvesse dinheiro sobrando e com contas ainda para serem pagas. Assim,
além de facilitar a tomada de decisdes de forma racional, quem utiliza tal recurso
passa a enxergar com maior clareza todas as opgdes disponiveis. Cabe ressaltar que
atribuimos o valor (1) quando a sentenca se verifica e (0) quando a mesma néo se
verifica. Todavia, poderiamos ter invertidos os valores, (0) para a primeira e (1) para
a segunda, ja que esta é apenas uma questao de ponto de vista, pois como vimos, aquilo

que é desfavoravel para um, pode ser altamente favoravel para o outro e vice-versa.

2.4.1 A dlgebra de Boole

Em meados do século XIX, uma estrutura algébrica apropriada para a formulacao,
manipulacéo e otimizagdo das funcoes logicas foi proposta pelo matematico e fildsofo
britdnico George Boole (1815—1864)@ na qual, associou-se as leis do pensamento as

da algebra com o propésito de sistematizar a légica do calculo proposicional.

A algebra booleana instaurou um conjunto universal de regras para combinar pro-
posicoes que podem assumir valores verdadeiros ou falsos, de maneira a permitir a
tomada de decisdes, isto €, avaliar a sua veracidade ou falsidade. Tais proposicbes sdo
combinadas utilizando trés operagdes bdsicas: E, OU e NAO, como visto nas tabelas

acima.

Boole queria criar a "dlgebra das leis do pensamento", para tanto, atribuia valores
bindrios para as questdes morais de sua época e, por meio de manipulacoes algébricas
peculiares chegava a conclusdes/decisdes que eram precedidas de argumentos falsos
e verdadeiros. A dlgebra de Boole se aplica a qualquer sistema dual, isto €, cujas va-
ridveis podem assumir apenas dois valores, discretos e mutuamente exclusivos, assim
tal dlgebra se aplica perfeitamente para resolver problemas do sistema de producao
fabril, e em projetos de circuitos digitais utilizados nos modernos computadores. Cu-

riosamente, a concepcao da obra de Boole se deu em uma época em que ndo havia

11 Para saber mais, recomendamos a leitura de [31]], [41]
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eletrénica. Demorou quase um século para que Boole fosse compreendido, mas por

fim, sua obra lhe rendeu o titulo de um dos pais da Ldogica Moderna.

Tal como ocorre nos demais sistemas matematicos dedutiveis, a dlgebra booleana
pode ser definida como um conjunto de elementos, um conjunto de operagdes e certa

quantidade de axiomas.

Definicao 2.3 (Algebra booleana). Uma algebra booleana é uma anel (B, +,-,0,1) no

2

qual cada um de seus elementos sdo idempotentes, isto é, x* = x para todo x € B.

Teorema 2.4. Toda dlgebra booleana é um anel booleano e vice-versa.

Demonstracdo. Seja (B, A, V) uma algebra booleana, munida das seguintes operacoes.
Para todo x,y € B: x+y = WAy V(X Ay) =x¥Yyexy=xAy. Dado que o
encontro(V) e a jungdo(A) sdo comutativas, associativas e distributivas, x +y e x-y
também sdo. Além disto, tanto o elemento zero como o elemento unidade do anel sdo

os mesmos da algebra booleana.

Reciprocamente, todo anel booleano com elemento unidade é uma algebra booleana

com as seguintes operacoes: x Vy =x+y+x-y, x \y=x-yex =1+ux. O

Dado que ambas as constru¢des sdo inversas, uma da outra, conclui-se que cada
anel booleano surge de uma algebra booleana e vice-versa. Assim, a classe de anéis

booleanos € equivalente, em definicdo, a classe da algebra booleana.

Exemplo 2.5. Dado o conjunto A, o conjunto de todos os subconjuntos de A, ou
simplesmente conjunto das partes de A, denotado e definido por #(A) = {X : X C A}.
Segue que (#£(A),U,N, ,D, A) é uma algebra booleana.

Exemplo 2.6. O anel Z, = {[0], [1]} é uma algebra booleana.

Exemplo 2.7. O anel Z;, x Z; com a soma e produto coordenada a coordenada é uma

algebra booleana.

Todos os exemplos supracitados sdo anéis finitos, quanto ao exemplo tomando
os produtos cartesianos de Z; e mantidas as operagdes coordenada a coordenada ob-

temos uma infinidade de anéis booleanos da forma: Z, X Zy X - - - X Z».

Proposicao 2.5. Z; € o tinico anel booleano que ¢ corpo (salvo isomorﬁsmoF_?J).

Sistemas modelados segundo a mesma estrutura algébrica sdo ditos isomorfos, as operacdes de cada
sistema sdo equivalentes e relacionam-se entre si. Para tanto, basta realizar um mapeamento adequado

entre os sistemas.
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Demonstragdo. De fato, seja B uma algebra booleana que possui a estrutura algébrica
de corpo, consequentemente, B € um dominio de integridade. Temos para todo x € B,
x> = x = x-(x — 1) = 0. Isto posto, segue que x = 0 ou x = 1, ou seja, B é isomorfo a

Z;. O

A luz do que foi exposto, um questionamento é latente: A quantidade de elementos
de um anel booleano finito é sempre da forma 2, para k € IN? Para responder tal
questionamento, veremos alguns resultados intermedidrios, porém, ndo menos impor-

tantes:

Lema 2.6. Seja B um anel booleano, entdo car(B) = 2 (caracteristica de B).

Demonstracdo. Seja x € B, segue da definicdo de anel booleano e de suas propriedades
bésicas que (—x) = (—x)? = x% = x. Logo, x + x = 2x = x + (—x) = 0. O que acarreta em
car(B) = 2. O

Lema 2.7. Todo anel booleano é comutativo.

Demonstragdo. Seja B um anel booleano, x,y € B, segue que x +y = (x +y)> = x> +

X y+y-x+y?=x+xy+y- x+y, o que implica em x- y +y- x = 0. Pelo lematemos
Xy=—-y-x=y-x O

A abordagem de tais resultados nos permite avangar rumo a conclusdo quanto a
quantidade m de elementos de um anel booleano finito, denotaremos a referida quan-
tidade por |B| = m, com m € N — {0}.

Teorema 2.8. Se B é um anel booleano finito, entdo |B| = 2* para algum k € IN.

Demonstragdo. Dado m a quantidade de elementos de B. Suponha pelo contrario, que
apareca na decomposic¢do de m algum fator primo p # 2. Segue do lema que
B é um grupo abeliano (aditivo e comutativo). Vamos recorrer ao teorema de
Cauch para grupos abelianos finitos que nos garante a existéncia de um elemento
a #0em (B, +) tal que:
pa=g+a+---+a=0
p vezes

Evidentemente, p = 2-n+1, para algum n € IN. Logo 2-n+1)-a=0=2-n-a+a=0.
Do lema|[2.6] car(B) = 2, segue que 2-n-a = 0 e portanto, a = 0. Absurdo. O

13 Este e outros resultados importantes estao disponiveis em [8] e [23]
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Essencialmente, a dlgebra booleana emprega conceitos da dlgebra na teoria dos con-
juntos e a ldgica proposicional. Por assemelhar-se a dlgebra dos nimeros reais, adotou-
se na algebra booleana os simbolos + e - para os operadores designados por "soma"
e "produto" 1égicos e, 0 e 1 para os elementos. Com o intuito de algebrizar o célculo

proposicional define-se a seguinte estrutura algébrica:
i. B={0,1}
ii. 0=1e1=0
iii. (1-1)=1+1)=01+0=0+1)=1
iv. (0+0)=(0-00=(0-1)=(1-00=0

Abaixo segue o quadro que retrata a associacdo da algebra de Boole a teoria dos con-

juntos e a légica proposicional:

Teoria dos conjuntos | Légica proposicional | Algebra de Boole
N A

U \%
%) F
U |4

o+

C - —

Assim, o "1" expressa o conceito légico verdadeiro ou o conjunto universo, enquanto
que o "0" remete ao conceito légico falso ou ao conjunto vazio. A soma "+" equivale

nn

ao OU légico ou a unido de conjuntos e, a multiplicacdo "-" consiste no E légico ou a
interseccdo de conjuntos. Os axiomas a seguir visam garantir tais equivaléncias, bem

como, conferir & 4lgebra booleana a estrutura algébrica de anel¥]

2.4.1.1 Axiomas, teoremas e manipulagdo algébrica

Axiomas e postulados constituem um conjunto de definicbes que normatizam as re-
gras das operacdes algébricas. Os axiomas constituem um conjunto minimo de regras
aceito como verdade, isto €, que ndo podem ser demonstrados. Ja os teoremas sdo
relacoes que viabilizam a manipulacao algébrica e, sdo passiveis de demonstracdo via

axiomatica, ou por meio de outros teoremas demonstrados anteriorment

14 Estas e outras demonstragdes sdo aprofundadas em [27] e [45]
15 Indicamos [9]] e [13]] para posterior aprofundamento
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e Axiomas: Seja B um conjunto com 2 ou mais valores, Boole define os axiomas
sobre as variaveis booleanas (0, 1) e sobre os operadores elementares E: produto l6gico
(- ), OU: soma légica ( + ) e NAO: inversor, negacdo ou complementar, de modo que
para todo X,Y e Z € B temos:

A1 - Operacoes: Fechamento em relagdo aos operadores "-" e "+".

X+YeB
X-YeB

A2 - Elemento identidade: Existem valores O e 1 tais que:

X+0=X
X-1=X

A3 - Comutativa:

X+Y=Y+X
XY=Y-X

A4 - Associativa:

X+(Y+2)=(X+Y)+Z
X (Y-2)=(X-Y)Z

A5 - Distributiva:

XYV)+(X-Z2)=X-(Y+2)=
X+Y)X+2)=X+Y-Z

A6 - Complemento: Para todo X € B existe um elemento X € B, denominado comple-

mento de X, tal que:

Notoriamente, qualquer proposicdo na algebra booleana possui sua dual. A duali-

dade € caracteristica de sistemas compostos por duas unidade ou dois elementos.

Os axiomas foram apresentados aos pares e, cada axioma pode ser obtido por meio
do outro simplesmente efetuando a substituicao de O por 1 e das operagdes de "+" por

nn

e vice-versa.
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Definicdo 2.9 (Principio da dualidade). O dual de qualquer proposicdo de uma alge-
bra booleana (B, +,-,0,1) é uma proposicao derivada da troca de "+" e ".", de seus

elementos identidades "1" e "0" na proposicao original.

O principio da dualidade também estd presente nos teoremas da algebra booleana,
dada sua demonstracdo via axiomadtica, se aplicarmos o dual de cada um dos axiomas

utilizados, entdo teremos demonstrado o dual do teorema inicial.

Teorema 2.10 (Teorema da dualidade). O dual de qualquer teorema na dlgebra boole-

ana é também um teorema.

Diante do exposto, para os teoremas que apresentaremos a seguir, para aqueles que
possuirem expressdes duais, serd demonstrada apenas uma delas, tendo em vista que

a veracidade de teoremas duais seguem de forma automatica.

e Teoremas: Um conjunto bdsico de teoremas possibilitara a manipulagéo algébrica,
afinal ndo é viavel embasar todas as transformacdes por meio de axiomas. Os teoremas
aplicar-se-ao nas simplificaces de expressoes booleanas, uma vez que € extremamente
util transformar expressdes booleanas complexas em expressoes equivalentes, porém
mais simple Para todo X,Y e Z € B temos:

T1 - Idempoténcia

X+X=X
X-X=X

Demonstragio: X T X+0 ¥ X+ XX P X+X) X+X) ¥ (x+X) 1€ Xx+X O

T2 - Elemento identidade

X+1=1

X-0=0
Demonstragdo: X+1A=2X+(X+Y)A=4(X+X)+YT=2X+Yé61 O
T3 - Involugdo

X=X

16 Mais simples pode ser entendido como menor.
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Demonstracdo: Seja X =Y, temos:

Y X8 xyYx3%0 ¢ v+xPBx+vY x4

Logo, X =Y =X O
T4 - Absor¢do I

X+X-Y=X
X (X+Y)=X

Demonstragio: X +X-Y T X1+ XY T X Y+ N+ XY L X Y+X- Y+ XY %
XY+XY+XYEXY+XYEx v+ ¥ x1%1 O

T5 - Absor¢do IT

X+X-Y=X+Y
X-X+Y)=X-Y

Demonstragdo: X+X-Y = (X+X-V)+X-Y T X+Y X+X) ¥ X+Y- 1€ x+Yy O
T6 - Adjacéncia

X Y+XY=X
(X+Y)(X+Y)=X

Demonstragdo: XY+XY®x (Y+Y) Bx12x O

T7 - Inversdo "Teorema de De Morgan"

+Y=X
Y =X+

<

B
= =l

Demonstragdo: Devemos mostrar que X-Y é o complemento de X + Y, temos:
— — — — — — — —d
X+Y) XY 2 X XY+ XY 20Y+0-XY 0+0=0e¢,
- — — — — —d
X+V+X Y 2 X+Y+X) X+Y+N LA+ 1+ %1121

Logo: X+Y =X-Y O

T8 - Consenso
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XY+X-Z+Y-Z=XY+X-Z
(X+Y)(X+2)Y+2)=(X+Y)-(X+2)

Demonstracgio: X-Y+X-Z+Y-ZX¥ X Y+X-Z+Y- Z. X+X) T X Y+X- Z+Y-Z- X+
YZX 2 XY+ XY Z+XZ+XZY Z XY A+ D)+ X-Z-1+Y) 2 XY 1+
Xz12xXv+X Z O

A validade dos axiomas e a veracidade dos teoremas e afirmacoes podem ser obtidas
também por meio da construcdo de tabelas verdade. Duas expressoes logicas sdo ditas
equivalentes quando apresentam a mesma tabela verdade. Construiremos a tabela
verdade com todas as possiveis combinac¢oes de valores para X, Y e Z com o intuito de
verificar a validade da distributividade em relacdo a soma, ou seja, (X +Y)- (X + Z) =
X+Y-Z:

XY |Z|Y-Z|X+Y | X+Z |X+Y'Z | X+Y)X+12Z)
0/01]0 0 0 0 0 0
001 0 0 1 0 0
0|10 0 1 0 0 0
0|11 1 1 1 1 1
1/0]0 0 1 1 1 1
101 0 1 1 1 1
1(1]0 1 1 1 1 1
1111 1 1 1 1 1

Repare que para a mesma combinacdo de valores para X, Y e Z, as expressoes X + Y- Z
e (X+Y) (X + Z) assumem os mesmos valores 1dgicos, e desta forma, tais expressoes

sdo ditas equivalentes o que confere a algebra booleana a propriedade distributiva.

Em eletronica digital, os teoremas serdo utilizados em técnicas de simplificacao al-
gébrica das expressoes logicas, tais procedimentos sao relevantes por viabilizar a im-

plementacdo de circuitos digitais mais compactos, reduzindo seu custo.

2.5 PORTAS LOGICAS E SUAS FUNGOES

Em meados do século XX, o matematico, engenheiro eletronico e criptégrafo norte
americano, Claude Shannon (1916 - 2001) adaptou a dlgebra de Boole para os circui-

tos elétricos, as varidveis légicas (0, 1) por meio de interruptores (desligado, ligado)
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e relés para as operacOes. Seus esforcos lhe renderam o titulo de "pai da teoria da

informagdo".

Com o avanco da tecnologia surge a eletronica digital, empregada em computado-
res, calculadoras, codificadores, decodificadores, sistemas de controle de automacao,
entre muitos outros. Os circuitos digitais utilizam um apanhado de funcdes légicas,
que associam a n variaveis independentes (entradas) uma unica variavel dependente
(saida), de acordo como uma ou mais regras associadas, (portas légicas/conectores

l6gicos).

Um computador, ou mesmo, uma simples calculadora é composta por iniimeros blo-
cos integrados, as portas logicas. Sdo responsaveis por fornecer a resposta dada pelo
circuito légico que, por sua vez, dependera das variaveis 16gicas que adentram nas

portas légicas e de quais regras booleanas as regem.

Torna-se interessantissimo observar que, com uma pequena quantidade de opera-
¢oes, podemos obter uma infinidade de operagdes mais complexas que se interligam e
aumentam exponencialmente a capacidade das maquinas em resolver problemas e, as-
sociando isto a velocidade de execucéo, nos faz crer que tais maquinas sdo realmente

dotadas de inteligéncia.

Isto posto, para compreender como as mdquinas realizam tantas operagdes, com 0s
mais variados niveis de complexidade, primeiramente temos que conhecer e compre-

ender as operacOes mais basicas, denominadas por portas légicas{ﬂ Vamos a elas:

2.5.1 Operagdo NOT

Operagdo NOT (Ndo): é a operacdo inversora, isto é, para qualquer entrada A, a

mesma define-se como:
f(A)=A

Ou seja, € a entrada negada (barrada).

Passaremos a adotar os termos em inglés para denotarmos as portas e funcoes légicas, bem como, a
representacdo padrdo das mesmas, tal como aparecem nas literaturas. Para aprofundar-se, recomenda-
mos [112] e [36]]
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Porta légica Tabela verdade Circuito elétrico
AlY INWF—
1]0 T I,

Figura 4: Operagdo NOT

2.5.2 Operag¢do AND
Operagdo AND (E): operacao produto légico, para as entradas Aq,... ,A,. Tal
operacdo define-se como:

n

f(Ar, ..., An)=]]A
i=1
Esta operagdo assume valor 1 apenas quando todas as entradas forem 1, para duas

entradas, A e B temos:

Porta logica Tabela verdade Circuito elétrico
AB|Y /A /B

Ae] v
B._

=|O|=|0O
=|O|0|0

Figura 5: Operacdo AND

2.5.3 Opera¢do OR

Operagdo OR (OU): operacdo soma logica, para as entradas Ay, ... , A,. Tal opera-

cdo define-se como:
F(A1,. . A=Y A

Esta operacdo assume valor 1 quando qualquer uma das entradas forem 1, para duas

entradas, A e B temos:
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Porta légica Tabela verdade Circuito elétrico
rd
A A[B|Y
’ Y 000 1 A
B 011 T /
1]0[1 B
1111

Figura 6: Operacdo OR

2.5.4 Operagdo NAND

Operacdo NAND (NAO-E): é a operacio AND negada, para duas entradas, A e B, Tal

operacao define-se como:
f(A,B)=A- B

Esta operacdo assume valor 0 apenas quando todas as entradas forem 1, temos:

Porta logica Tabela verdade Circuito elétrico

AlBlY
=D T

Be——

oo
=O|=|o
[an ] ==Y LY QEEN

Figura 7: operacdo NAND

2.5.5 Operagcdo NOR

Operacdo NOR (NAO-OU): é a operacdo OU negada, para duas entradas, A e B. Tal

operacao define-se como:
f(A,B)=A + B

Esta operacgdo assume valor 1 apenas quando todas as entradas forem 0, temos:
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Porta ldgica Tabela verdade Circuito elétrico
AB]Y _l_—’\/W
A
’ Y
B [ \ \ &
A B

Figura 8: Operacdo NOR

=] (=]

=|O|—=|0O
o|Oo|o|—

2.5.6 Operagdo XOR

Operagdo XOR (OU EXCLUSIVO): definida para duas entradas apenas, A e B como

sendo:

f(AB)=A@® B=A-B+ A-B

Esta operacdo assume valor 1 apenas quando as entradas forem distintas, para ilustrar
esta operacdo suponha que dois atletas R e S disputem os 100 metros rasos e que
ambos completem a prova. Isto posto, como afirmac¢des verdadeiras temos: ou R
"vence a prova" (1, 0), ou S "vence a prova" (0, 1). Como afirmacoes falsas: Nenhum

dos dois "vence a prova" (0, 0) ou ambos "vencem" (1, 1).

Porta ldgica Tabela verdade Circuito elétrico
A B

A|BlY

0
1
1
0

Figura 9: Operacdo XOR

A B

I
<
ENENPSITS
~|o|=|o|w

2.5.7 Operagdo XNOR

Operacdo XNOR (NAO-OU EXCLUSIVO): é a operacéo inversa da XOR, definida para

duas entradas apenas, A e B como sendo:

f(AB)=A®@B=A-B+ A-B
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Esta operacdo assume valor 1 apenas quando as entradas forem idénticas, por este

motivo, tal operacio também é conhecida como COMPARAGAO.

Porta Idgica Tabela verdade Circuito elétrico
A B

<
=(a|O|oi>
(=l k=] Lvs)
_= OO —=
1l

Figura 10: Operacdo XNOR

2.6 FUNCOES E SUAS PORTAS LOGICAS

Uma expressdo booleana é qualquer combinacdo das n varidveis logicas de acordo
com as operacdes elementares: soma, produto e complemento. Considere a seguinte
expressao booleana:

A-(A @ B)

A expressdo acima utiliza trés portas légicas: NOT, AND e XOR. Como visto anterior-

mente, a mesma pode ser simplificada via algebra booleana:
AAeB) LA AaAB L0 (ABLAB

A simplificacdo representa a mesma funcéo utilizando apenas uma porta légica AND,
quando uma expressdo for derivada de outra, diremos que elas sdo equivalentes e,

logicamente, opta-se pela mais simples.

Definicao 2.11 (Fungdo booleana). Seja B um conjunto munido de trés operacdes
(soma, produto, complemento). Uma funcao booleana de n variaveis X, Xp,... , X, €

uma funcdo f : B" — B de tal modo que f(Xj, Xp,... , X,) é¢ uma expressdo boole-

ane{I__gl

As n variaveis (independentes), determinam um conjunto discreto de 2" possiveis
valores (dominio da fungdo booleana) para as n entradas, que de acordo com as ex-
pressoes booleanas (lei de formagdo da fungdo booleana) fornecem como saida um dos

elementos do conjunto {0, 1} (contradominio da fung¢do booleana).

18 Para aprofundar-se sobre o tema, recomendamos [9]
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Para verificar a equivaléncia de expressdes booleanas podemos utilizar também as
tabelas verdade nas quais constam os valores da funcdo booleana para cada uma das
2" combinagdes das n varidveis independentes. Tal tabela é tunica para cada funcao,
possui 2" linhas, cuja ordem obedece a combinacdo de niveis 1égicos das varidveis
independentes correspondendo ao equivalente decimal dos niumeros bindrios por elas

formados. Vamos constatar a veracidade da simplificacdo acima via tabela verdade:

A B A|A®B|A(A® B)| A-B
0[0]1 1 0 0
o[1]1 0 0 0
1/0/|0 0 0 0
1{1/0 1 1 1

Como A- (A @ B)e A- B apresentam valores légicos idénticos na tabela verdade, segue

que, de fato, as expressoes sdo equivalentes.

De posse das expressdes booleanas podemos representa-las poe meio dos circuitos
logicos que configuram na representacao grafica das expressdes booleanas formadas
pela interligacdo de simbolos (portas légicas) que representam os operadores elemen-
tares. Por convencao, as entradas ficam a esquerda e a saida a direita do circuito. Por
mais complexo que sejam os circuitos légicos, todos, sem excecdo, sdo apenas com-
binac¢des das portas légicas. Consta na figura|11| a representacdo gréafica das fungdes

abordadas anteriormente utilizando os simbolos padrédo das portas ldgicas: No circuito

B e o W

—

Figura 11: Circuito de Y = A- (A ® B) e de seu equivalente Y = A- B

16gico acima, a porta NOT pode também aparecer apenas com um pequeno circulo an-

tes da entrada da porta légica seguinte. Como ilustrado na figura

B:jD—}Y

Figura 12: Circuito de Y = A- (A @ B)
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,?\BCD (1)

(2 ol _©

(3)

Figura 13: Circuito 16gico com expressdo a determinar

Exemplo 2.8. Vamos obter a expressdo booleana a partir do circuito 1dgico da figura
logo acima. Neste circuito temos ao todo quatro literais (varidveis independentes)
sendo que em (1) os literais A e B estdo conectados a uma porta XNOR, logo teremos

o termo: A ® B. Em seguida, temos B e C conectados a uma porta NOR, que dara

origem ao termo: (A + B) em (2), ja em (3) temos o literal D conectado a uma porta
NOT, ou seja: D. Em (4) temos uma porta OR cujas entradas sdo as saidas de (2) e
(3), isto é: (A+ B)+ D e, por fim, em (5) temos uma porta AND cujas entradas so as
saidas de (4) e (1), logo, a nossa expressio é: (A + B) + D)- (A ® B).

Exemplo 2.9. Vejamos a configuracdo de alguns teoremas da algebra de Boole via

portas légicas:

(T1) X+1=X (T3) X.1=X

Xo——

= X
x
X

1 o—

(T2) X+X=X (T2) X.X=X

X Xo———

x e ) e
(T4) X+X=X (T4) X.X=X

%
i
T

Figura 14: Teoremas de uma tnica varidvel

Podemos ler a tabela verdade e dela, deduzir a expressdo booleana e desta, projetar
o circuito légico, ndo necessariamente nesta ordem. A representacdo de uma funcao
booleana por qualquer uma das trés formas e as mesmas se interligam de forma intrin-

seca como veremos a seguir.
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2.6.1 Formas Canénicas

Dada uma fungdo booleana representada em uma tabela verdade, podemos obter
a expressao booleana de forma relativamente simples, realizando a soma légica dos
termos minimos (MINTERM’s), isto é, os termos para os quais a fun¢do booleana vale
1. Para tanto, devemos numerar as e, assim, identificar quais sdo os termos que
devem ser somados, ou seja, vamos "somar" os produtos légicos dos termos minimos.
Tal expressdo sera denominada soma candnica ou soma-de-produtos, e sera nosso ponto
de partida para a construcdo de circuitos légicos. Vamos explorar a tabela verdade da
funcdo XOR.

d| A B|Y | MINTERM’s
0/00]|0 A-B
1(0 1|1 A- Bx
2101 A- Bx
31110 A-B

A funcéo é verdadeira (assume valor 1) nas linhas 1 e 2, assim, devemos "somar" os

termos minimos 1 e 2:

Y =f(AB)=) m(1,2)=A-B+A-B

Pelo |principio da dualidade, podemos estender os procedimentos anteriores para os

MAXTERM’s ou produto-de-somas. De forma dual vamos tomar as linhas para as quais

a funcao vale 0, e "multiplicar" as somas légicas dos termos maximos.

d | A B|Y | MAXTERM’s
0/001|0 A+ Bx
1/01 /1 A+B
21101 A+B
3/1110 A + Bx

A funcao é falsa (assume valor 0) nas linhas 0 e 3, assim, devemos "multiplicar" os

termos maximos O e 3:
Y = f(A,B) =] [ M(0,3) = (A+B)- (A +B)

Naturalmente, ambas as expressdes obtidas para a funcdo XOR sdo equivalentes, veja:
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[IM@©,3)=(A+B)-(A+B) X A-A+A-B+A-B+B-B =

0+A-B+A-B+0" A B+A-B=ym(1,2)

De forma sucinta, temos que Y = f(A, B) =} m(1,2) = [T M(0, 3).

Abaixo segue os circuitos légicos de ambas as expressoes:

fS—— y S#PD‘I_:)_Y
L >

Figura 15: circuito 1égico de A- B + A- B e circuito 16gico de (A + B)- (A + B)

Vamos obter a expressdo booleana de uma tabela verdade com trés literais:

d/A B C|Y
0/0 0 010
1/0 0 1/0
2/0 1 01
3/0 1 1]0
401 0 00
501 0 1]0
6|1 1 01
7111 1|1

A funcao assume valor 1égico 1 para as linhas 2, 6 e 7, e desta forma temos:
Y =f(A,B,C)=) m(2,6,7)=A-B-C+A-B-C+A-B-C
Tal expressao pode ser simplificada, observe:
A-BC+ABC+ABCZABC+(ABC+ABC)+ABCY

B-C-(A+A)+A-B-(C+C) = B-C+A-B

Contudo, o processo de simplificacdo poderia se dar diretamente na tabela verdade.

Note que o termo A- B é proveniente da juncio dos minterm’s A-B-C e A-B-C que
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correspondem as linhas 6 e 7, respectivamente. Em tais linhas, a funcdo apresenta
o valor légico 1 quando A e B valem 1 simultaneamente. Diferem apenas no va-
lor de C, logo, podemos inferir que a fungido assumira valor 1égico 1 independente-
mente do valor que C assumird e, desta forma, podemos descartd-lo, donde surge
Y=f(ABC=AB+...

O mesmo raciocinio pode ser empregado para B- C, oriundo da juncio de A-B-C e
A- B- C referentes as linhas 2 e 6, respectivamente. A fun¢io assume valor légico 1 em
ambas as linhas quando B vale 1 e C vale 0, estas linhas diferem apenas no valor de A,

cujo valor néo é determinante para o valor da fungéo, assim, Y = f(A,B,C)=B-C+...

Esgotados os "1"s, concluimos que Y = f(A, B,C) = A- B + B- C tal como mostramos

anteriormente.

Resumidamente, podemos simplificar as expressdes booleanas diretamente da tabela
verdade, por meio de associacoes de linhas para as quais a fungao assume valor légico 1

e diferem no valor de apenas uma variavel. Designaremos tais linhas como adjacentes.

Evidentemente, quando as linhas ndo forem subsequentes, como ocorrido com as
linhas 2 e 6, o processo pode demandar cuidados e atencdo redobrada, e pode tornar-
se arduo, principalmente para funcdes com mais de trés varidveis. Para facilitar e
agilizar este processo, idealizou-se uma nova forma de organizacdo da tabela verdade,

que abordaremos a seguir.

2.6.1.1 Mapa de Karnaugh

O mapa de Karnaugh é um método pratico para transformar uma tabela verdade
idealizada em um circuito implementéavel, simplificado e otimizado. Contudo, se tiver-
mos somente dez minutos para fornecer tal circuito a partir de uma tabela verdade, é

aconselhavel que passemos nove minutos preparando e organizando o mapa.

Como exemplo, voltemos para a verdade acima abordada, que forneceu como
expressdo simplificada Y = f(A,B,C) = A- B+ B-C. Vamos aprimord-la via mapa de
Karnaugh. Para tanto, buscaremos linhas adjacentes (linhas que diferem pelo valor de
apenas uma das variaveis). Logo para a plotagem do mapa, de uma coluna/linha para
outra, devemos ter a variacdo de apenas 1 bit, caso a ordem original seja mantida, de

(0 1) para (1 0) terfamos a variacao de ambos os bits.
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Figura 16: Adjacéncias no mapa de Karnaugh

Os arcos da figura [16|indicam as adjacéncias das linhas da tabela verdade. O arco
maior unindo o primeiro 0 ao ultimo nos diz que ha adjacéncia entre os extremos
do mapa, tal como ocorre com a versdo planificada do mapa mundi. Na sequéncia,
vamos numerar as células tal como numeramos as linhas da tabela verdade, isto é,
a numeracdo se dd de acordo com o correspondente decimal dos niimeros bindrios

associados as linhas da tabela verdade.

Nesta nova organizacdo, as linhas da tabela verdade passam a ser literalmente ad-
jacentes. Para o proximo passo, vamos preencher somente as células (linhas na ta-
bela) para as quais a funcdo assume valor légico 1, isto é, dado que Y = f(A,B,C) =

Y- m(2,6,7), vamos tomar apenas as células 2, 6 e 7.

Passemos agora para a simplificacdo da expressdo booleana, no mapa de Karnaugh
podemos agrupar os termos adjacentes ("1"s) associando-os sempre em conjuntos de

2" elementos, ou seja, conjuntos com 1 elemento, com 2, com 4, com 8, etc.

BC
AN_00 01 11 10
0 1 3] /2
0 1
4 5 7 6]
1 (1]

Figura 17: Agrupamentos possiveis para termos adjacentes

Em tais agrupamentos € facultado o reaproveitamento de termos de grupos ja for-
mados. A sobreposicdo de grupos é vdlida tal como exposto na figura 17} entretanto,
se determinado grupo contiver todos os seus elementos também pertencentes a outros

grupos, entdo o mesmo devera ser desconsiderado, por ser obsoleto.

Uma vez formados os grupos tais como os descritos na figura vamos tomar para

compor a expressdo booleana da funcéo, apenas os literais que se mantém constantes
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em tal grupo. No agrupamento formado pelos minterm’s (6, 7), observe que tanto A,
quanto B sdo constantes e valem 1, enquanto que C devera ser descartado por variar
de estado l6gico, logo, C ndo é determinante para que a funcio assuma valor logico 1,

donde resulta em A- B.

Analogamente, no grupo formado pelos minterm’s (2, 6), enquanto que B e C sdo
constantes, valendo 1 e 0 respectivamente, o literal A varia, logo a funcéo vale 1 nes-
tas linhas independentemente do valor 16gico de A e, portanto, o mesmo pode e serda

descartado, resultando B- C.

BC BC
AN_00 01 11 10 AN_00 01 11 10

0 i 1 12 0 ¥ 1 Bmz
1 @ =AB IR
¥_
C

[

0o

Figura 18: Agrupamentos dos minterm’s (6, 7) e minterm’s (2, 6)

Pelo principio da dualidade, poderiamos realizar o produto-de-somas com os max-
term’s. Para tanto, preencheriamos as células do mapa de Karnaugh onde a funcao

assume valor 0. Os demais procedimentos seguem de forma analoga.

Exemplo 2.10. Vejamos como proceder em uma tabela verdade que apresenta ao todo

quatro variaveis:
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d|A B C D|Y
00 00 OO
1/0001]1
21001 010
31001 1]0
4,010 01
5/0 1 0 110
6 01 1 0]1
71011 11|0
8|1 0 0 010
9100 11/0
101 0 1 010
111 0 1 1 |1
121 1 0 0|1
13/1 1 0 110
141 1 1 0|1
15/1 1 1 11

A funcao assume valor légico 1 para as linhas 1, 4, 6, 11, 12, 14 e 15, donde segue:
Y = f(A,B,C) =Y m(1,4,6,11,12,14,15).

Abaixo segue o quadro com as adjacéncias das linhas da tabela verdade para quatro
variaveis, bem como o quadro com as células preenchidas para as linhas em que a

funcéo vale 1.

CD v~ o~ N cD

ABN_00 01 11 10 ABN\_00 01 11 10

ATTT] T
01\ 011} W
T I I

(10/ g 9 T 0 10 | 9 m1 10

Figura 19: Adjacéncias para quatro varidveis no mapa de Karnaugh a esquerda e os agrupa-

mentos possiveis para adjacentes iguais a direita
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Recorremos a figura [20] para analisar os agrupamentos no minterm (1), temos todos
os literais: A- B-C- D. Logo, nenhum literal ser4 descartado quando o grupo contiver

apenas um unico elemento.

Ja no agrupamento dos minterm (4,6,12,14) os tnicos literais que se mantém cons-
tantes sdo: B com o valor 1 e D com o valor 0, dai temos B- D. Por fim, no agrupamento
dos minterm (11,15), os literais A, C e D permanecem constantes dentro grupo, todos
valendo 1, enquanto que o literal B varia e, por este motivo, sera descartado, assim
temos A-C- D.

. ABC

PN

o

5 7
o1 1 1 _
=BD
| 1 111
8 9| 1 10
I T

4
ACD

D
11
3

Figura 20: Termos resultantes dos agrupamentos das linhas adjacentes

Findadas todas as linhas em que a funcio assume valor 16gico "1", concluimos que

Y = f(A,B,C)=A-B-C-D+B-D+A-C-D.

Ainda que seja possivel manipular a expressdo, o mapa de Karnaugh costuma forne-
cer o circuito mais otimizado possivel. Doravante, efetuada a "simplificagdo", obtere-
mos uma expressao equivalente cuja quantidade de portas légicas utilizadas permane-

cera constante.

Segue abaixo, a estrutura dos mapas de Karnaugh para cinco e seis variaveis, figuras

e [22] respectivamente.
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CDE
AB\ 000 001 011 010 |110 111 101 100

0 T 3 2 5 7 5| 7
00

| 9 T 0] 14 15 13 12
01

24 25 27 26| 30 3 29| 28|
11

16| 17| 19 18 22 23 21 20
10

Figura 21: Estrutura do mapa de Karnaugh de 5 variaveis, sendo A a variavel mais significativa

DEF ,
ABCN_000 001 011 010 {110 111 101_ 100
0 T 3 Pl B 7 5 7
000
] g 7T 70 7 75 T3 T2
001
pz} 75 77 5 0 i ie 78
01
5 T7 0 | 7 73 T 70
010
¥ T8 i 3] 50 57 55 53 ]
110
5 57 59 1 | 57 53 BT B0
111
0 T v T2 T 77 P EE)
101
7 KKl ki) Exl KL i 37 306
100

Figura 22: Estrutura do mapa de Karnaugh de 6 varidveis, sendo A a variavel mais significativa

Para mais de seis variaveis, a simplificacdo via mapa de Karnaugh torna-se inviavel.
Para tanto, existem outros métodos H cuja abordagem pode ser conferida em outras

bibliografias.

19 Caso o leitor queira aprofundar-se, indicamos [31] e [[44]






O CERNE DA CALCULADORA

A histéria da calculadora estd profundamente ligada a histéria dos computadores. A
concepcao de ambos, desde os primdrdios dos tempos, foi impulsionado pela fixacdo do
homem em construir um instrumento/maquina capaz de realizar as operacoes funda-
mentais de forma autbnoma. Doravante, trataremos a calculadora como um pequeno

microcomputador.

Historicamente, os periodos de guerra configuram-se no maior catalisador de esfor-
cos de mentes do mundo inteiro para fomentar os avancos tecnoldgicos. Os resultados
das guerras estavam estritamente relacionados com a eficiéncia dos tiros, cuja tentativa
de calculos eram feitas com calculadoras mecanicas. Assim, o lado que desenvolvesse
uma maquina capaz de efetuar operacdes de forma auténoma, teria em maos uma
grande vantagem, e é neste ambiente, que surgem os primeiros dispositivos analégi-
cos de calculo, que por sua vez, foram substituidos por modelos digitais, cujo aprimo-
ramento deu origem aos "modernos" computadores que ocupavam inteiramente salas

enormes e tinham massa na ordem das toneladas.

Com o aperfeicoamento constante de seus componentes, computadores e calculado-
ras ficaram menores, melhores e consideravelmente mais baratos, o que, por sua vez,

veio possibilitar o acesso, se ndo um microcomputador ao menos uma calculadora.

Abordaremos alguns componentes especificos provenientes da habil associacdo das
portas logicas, tais como os codificadores, decodificadores e a memoria, a fim de for-
necer subsidios tanto para a compreensdo do funcionamento interno destas maquinas,
como também para a idealizacdo e constru¢do das mesmas. Por fim, temos o desfecho
deste trabalho. Primeiramente, investigaremos uma intrigante calculadora mecanica
bindria e, na sequéncia, engajar-nos-emos na criacdo de circuitos l6gicos em conformi-

dade com as tabuadas das classes residuais. Construiremos somadores em diferentes
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bases, além de subtratores, multiplicadores e divisores. Apresentaremos ainda alguns
componentes inerentes aos computadores e que sdo de suma importancia para seu

desempenho.

Este capitulo conta com uma série de referéncias e hiperlinks, tanto dos arquivos
com tais construgdes, bem como, com indicacoes de softwares gratuitos, simuladores
online e aplicativos, que serdo amplamente explorados com a finalidade de viabilizar o

desenvolvimento de novos projetos.

3.1 PRIMORDIOS

Dado que computar significa contar, fazer cédlculos, efetuar operacoes aritméticas,
o computador seria uma técnica, mecanismo ou maquina que auxilia nesta tarefa, vi-

sando a praticidade, agilidade e precisao.

Partindo desta perspectiva, as maos configuram-se no mais antigo e difundido aces-
sorio/técnica de contagem. Nossa primeira maquina de contar ja era digitaﬂ desde o
principio. Todavia, este "computador" era deveras limitado, mesmo para civilizacoes
antigas que, em certas circunstancias, necessitavam de muitas pessoas para realizar

contagens com valores elevados.

A necessidade do homem de facilitar e potencializar a contagem e os calculos arit-

méticos deu origem ao abaco.

feiiialilslss

LLL] L.

%ﬁ %}!

Figura 23: Abacos

Os primeiros dbacos, figura[23] datam de 3500 a.C. e eram constituidos de pequenas
bolinhas de marmore que deslizavam em sulcos feitos na terra ou em placas de bronze.
As bolinhas em latim eram denominadas de cdlculus e efetuar célculos aritméticos era

calculare. A versdo mais "atual" do dbaco possui uma moldura de madeira dividida em

A palavra digito provém do latim digitus que significa dedo, que por sua vez provém do ato de utilizar os

dedos na contagem e, que deu origem ao sistema de numeracéo na base 10.
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duas partes cujas contas (do latim, computo) assumem valor quando sdo deslocadas
em direcdo a haste interna. O dbaco foi o primeiro dispositivo manual de célculo e

perdurou por muitos séculos.

Somente no século XVII surge um novo dispositivo para computar: os ossos de Nai-
pelﬂ figura |24{ que nada mais eram do que as tabuadas de multiplicacdo gravadas em
bastoes de marfim. Abaixo segue um exemplo de um dos ossos de Naiper bem como
o procedimento para realizar a multiplicacdo de 579 por 7. Para tanto, tomamos e

alinhamos os bastoes 5, 7 e 9, em seguida, evidenciamos os resultados da linha 7.

BN . SONANANNNE
BN . NG
AN . RSAANE

NISINSINISINS LS
EE-EERESEE

Figura 24: Multiplicacdo com os ossos de Naiper

Dos resultados em destaque, devemos somar os digitos das diagonais, da direita

para a esquerda:

o algarismo da unidade é 3;

o algarismo da dezena é 9 + 6 = 15, e portanto 5;

o algarismo da centena é 5 + 4 = 9 acrescido de 1 proveniente da soma anterior,
10 e portanto O;

e 0 algarismo da milhar é 3 acrescido de 1 proveniente da soma anterior, 4;
e por fim, segue que 579 x 7 = 4053.

A evolucao dos ossos de Naiper deu origem as réguas de célculo, largamente utilizadas
nos cursos de engenharia e arquitetura até meados da década de 1970. No século XVII

florescem as invencoes de maquinas de calculalﬂ (mecdnicas).

2 John Naiper também é conhecido como o inventor dos logaritmos.
3 Para o leitor que deseje aprofundar-se, recomendamos a leitura de [110]], [|18] e [33]]
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A primeira que se tem registros trata-se de uma calculadora mecanica apelidada de
relogio calculador, atribuida a Wilhelm Schickard. A criacdo de tal mdquina fomentou
o surgimento de uma série de outras, tais como a pascaline, desenvolvida por Blaise
Pascal, a Rechenmaschine de Leibniz, a arithmometer (séc. XVIII); a mdquina dife-
rencial e o calculador analitico ambos projetados por Charles Babbage e amplamente
esmiucados por Ada Lovelace, cujas contribuicdes render-lhes-iam o titulo de "pai e

mée dos computadores'[f]

A primeira maquina totalmente eletronica, entretanto, surge em 1943 no auge da II
guerra mundial, projetada pelo matematico, 1égico, criptoanalista e cientista da com-
putacédo britanico Allan Turing (1912 - 1954) e foi batizada de COLOSSUS. Tal maquina
utilizava os cartoes perfurados e processava informacoes com velocidade de 25000 ca-
racteres por segundo. A mesma foi concebida com a finalidade de decriptar mensagens
alemas criptografadas pela ENIGMA, que era considerada uma maquina invencivel na
época. Turing propds a criacdo de uma mdquina para vencer outra, esta histéria foi

retratada de forma brilhante no filme: "The imitation game".

Allan Turing criou a primeira maquina "pensante” do mundo que ficou conhecida
como "Mdquina de Turing", e ele tinha apenas 24 anos. Tal mdquina é composta de
um fita suficientemente grande composta de lacunas preenchidas por simbolos, O e
1, e um cabegote que poderia avangar ou retroceder sobre a fita, escrever ou apagar
simbolos além de iniciar e parar obviamente. A maquina de Turing é o que podemos
considerar como sendo o computador primitivo cuja funcionalidade conta com a ideia
matriz de um computador programavel, isto €, por mais rudimentar que parega, esta

madquina tem tanta capacidade quanto os computadores modernos.

O principio geral da computagdo é fornecer instrugdes que serdo seguidas sistemati-
camente pela mdquina. O conjunto de instru¢des que alimentard a maquina é o que
chamamos de programa. Turing demonstrou que toda e qualquer tarefa que pode ser
representada pelos procedimentos descritos anteriormente podera ser mecanizada, ou
seja, realizada por uma mdquina. A obra de Turing é a base de toda a teoria da com-

putacdo moderna e, por este motivo, Allan Turing é considerado o Pai da Computagdo.

A popularizacao dos computadores tem inicio com a exploracdo do vale do silicio, e
a invencdo do transistor, um substituto para as medonhas vdlvulas, eram cerca de 100
vezes menores, assim o tamanho dos computadores passou de gigantes colossais para

gigantes apenas.

4 Para inteirar-se sobre o tema, recomendamos [|18]]
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Posteriormente o transistor foi substituido pela tecnologia dos circuitos integrados
(CIs), constituidos por dezenas de componentes eletrénicos montados em uma placa
de silicio em miniatura, os populares CHIPs, que possibilitaram uma evolu¢do nos
computadores, que se tornaram "menos gigantes", "menos caros", menos lentos, devido

a reducdo da distancia entre seus componentes.

Os avancos tecnoldgicos ndo cessam. Surgem os microprocessadores e, com eles,
os microcomputadores ou computador pessoal e também os softwares integrados tais
como editores de texto, planilhas eletronicas, gerenciamento de banco de dados, de
comunicacdo, graficos e a internet. Houve uma explosao no mercado, e 0os microcom-
putadores foram fabricados em larga escala e vendidos a precos acessiveis se compa-
rados com os precos de seus antecessores, e € aqui que dissociamos a calculadora do

computador.

Nos anos 70, surgem as calculadoras parecidas com as que conhecemos atualmente,
porém muito maiores e com custo elevado. Contudo, com a evolucdo constante dos
circuitos integrados, a calculadora passa literalmente a caber no bolso, ja que diminui

consideravelmente de tamanho e de preco, além de expandir suas funcoes.

Com a criagdo do visor de cristal liquido (LCD) surge a calculadora de bolso tal como
a que conhecemos hoje, que oferece confiabilidade e rapidez nos calculos didrios ou

complexos com um simples apertar de tecla. Na figura [25F]

LT b

Figura 25: Calculadoras

3.2 CALCULADORA BINARIA MECANICA

Nossa primeira calculadora binaria é mecénica e feita de madeira. Caso o lei-
tor queira confeccionar uma calculadora dessas, o projeto com as devidas especi-

ficagbes técnicas se encontra no |apendice B, caso a curiosidade para testar o que

5 A evolucéo da calculadora ao longo da histdria pode ser apreciada no apéndice B.
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for dito seja tamanha que ndo consiga esperar pela construcdo da mesma, existe
um simulador gratuito on-line desta calculadora, segue o seu endereco eletrénico:

https://leloctai.tk/game/mechanicalAdder/

Lembra-se da de Z,? Nossa calculadora comporta-se de acordo com a

mesma, sendo capaz de somar numeros na base bindria. Vamos nos familiarizar com

seus componentes explorando a figura [26]
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Figura 26: Maquina de adi¢éo de bolinha de gude


https://leloctai.tk/game/mechanicalAdder/

3.2 CALCULADORA BINARIA MECANICA

Primeiramente, temos em (A) os dados de entrada, os bits, que neste caso sdo re-
presentados por bolinhas de gude, em inglés marble. E interessante notar que marble
designa tanto bolinha de gude quanto marmore, matéria prima das bolinhas utilizadas
nos primeiros dbacos. Por isso designaremos os dados de entrada por marbits: uma

contracao de marble e digits.

Em (B) temos as entradas superiores com orificios por onde entram os marbits que
sdo barrados pela placa deslizante (C), esta faz o papel de "chave" e garante que todos
os marbits caiam ao mesmo tempo e assim evita erros de computacédo. (D), (E) e (F)
sdo pequenas gangorras que ora obrigam o marbit a pender para direita, ora para a
esquerda. Portanto tais gangorras que denotaremos por alternadores sdo as portas

16gicas.

Quando o marbit pende para a direita ele fica cativo em (G), uma cavidade que
funcionara tal como a memoria da calculadora, designada por ﬂip-ﬂopﬁ (D e (H) sao

dutos, sendo o primeiro de entrada e o segundo de saida.

Um marbit pode chegar ao alternador (F) tanto pelo duto (I) como vindo de trans-
portes do alternador (E), mas ndo hd erros de computagdo quanto a este fato, ja que
os marbits oriundos de transporte sdo mais lentos que os lancados diretamente no al-
ternador. Quando um marbit € liberado de (G), ele cai em (H) e passa pelo orificio (K)
que direciona para o orificio (L) que deve estar aberto, isto €, alinhado com a chave

(M) para que o marbit seja descartado e siga por (N) até um recipiente.

A chave (M) é o botéo de "igual" da calculadora, ao aciona-la, ao mesmo tempo em
que reinicia a calculadora, move todos os alternadores para a esquerda e assim libera
todos os marbits cativos. Tal chave fica desalinhada com (L) que serd o nosso visor
de resultados, ja que os marbits ficaram temporariamente retidos e sdo liberados ao

voltarmos com a chave (M) e, a calculadora esta pronta para novos calculos.

Cada uma das entradas estd associada a uma poténcia de 2, assim, o primeiro orificio
da direita é o menos significativo e vale 2° = 1, seguido de 2, 4, 8, 16, 32. Vamos

analisar agora o comportamento das portas légicas desta curiosa calculadora.

A figura |27|ilustra o funcionamento dos alternadores. Curiosamente a porta logica
combina dois itens, o primeiro muito claro, 0. Se o marbit estd preso em (B) e 1 caso
ele seja liberado, o outro item € justamente a posicdo do alternador, que é O caso ele

pender para esquerda (posig¢do inicial) e 1 se pender a direita.

6 Adiante, esmiucaremos os flip-flops, bem como outros circuitos interessantes.
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a

A
o

A

o
e
o

Figura 27: Etapas de funcionamento

Em (a), a principio temos 0 do marbit que estd em repouso em (B) e 0 do alternador
pendendo para esquerda (0 + 0 = 0). Quando o marbit é liberado, ele assume valor
1 e € desviado para a direita onde fica cativo no flip-flop, como se pode observar em
(b), temos neste caso (I + 0 = 1). Enquanto o proximo marbit ficar retido em (B)
seu valor serad 0, ja o alternador pendendo a direita assume valor 1, ja que o marbit

continua cativo (0 + 1 = 1).

Agora atente para (c) e (d), o alternador possui valor 1, ao liberarmos o marbit ele
também assume valor 1. O alternador entdo o desvia para a esquerda ao mesmo tempo
em que libera e descarta o marbit que estava cativo, concomitantemente o marbit
desviado é direcionado para o sistema de alternador seguinte, que o condicionara
no préximo flip-flop. Em outras palavras, o "sistema" atua efetivamente com o carry
realizando o descarte e adicionando um marbit na proxima posicdo mais significativa,
isto é: (1 + 1 = 0, e "vai um"). Diante do exposto, os alternadores se comportam tal

como a porta XOR.

Esta calculadora apresenta resultados até 2° — 1, isto é, 63. O que aconteceria caso
efetudssemos a adicdo 63 + 1? Acreditamos que este seja 0 movimento dos mais sin-
gulares desta calculadora, ao depositar um marbit em cada uma das entradas todos
ficardo cativos, (63), e, em seguida adicionamos 1 marbit tal como na figura uma
vez liberado desarmara todos os alternadores criando o "efeito cascata", todos os mar-
bits serdo descartados, incluindo ultimo marbit, e o visor sem dado algum a informar.

Tal desfeche é o que denominamos por overflow.

Para evitar o overflow, basta adicionar nimeros de utilizem no mdaximo 5 marbits,
afinal uma adicdo de dois numeros de n digitos apresentam soma de no méaximo n + 1
digitos. Nossa calculadora é capaz de realizar adi¢des. Contudo, vimos
como efetuar subtracoes, multiplicacoes e divisdes por meio das operacdes de inversdo
e de deslocamento, assim com um pouco de habilidade, esta calculadora é capaz de

realizar as quatro operacoes fundamentais.
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Figura 28: Simulador on-line calculadora bindria - overflow

3.3 A ENGENHOSIDADE DOS CIRCUITOS

Passemos, de fato, para a construcao de circuitos l6gicos implementaveis, oriundos
de engenhosas associacOes das portas logicas e a explorar os componentes especificos,

essenciais para a concep¢ao de calculadoras e computadores.

Os computadores convencionais baseiam-se no modelo idealizado por Jhonn Von
Neumann (1903-1957), matematico hungaro e um dos construtores do gigantesco
ENIAC (Eletronoic Numéric Integrador And Calculador) desenvolvido durante a II
guerra mundial e concluido em 1946. Atualmente, o modelo de Von Neumann foi

aperfeicoado para outro tipo de barramento de sistemas, constituido de:

e ENTRADAS/SAIDAS, composto pelas unidades de entradas e safdas além
de codificadores e decodificadores;

e CPU (Central Processing Unit) é o processador, composto por unidade de
controle, unidade légica e aritmética (ULA), registradores e contadores;

e MEMORIA, armazena instrucoes e dados;

e BARRAMENTO DE DADOS, transporta informagdes, movendo dados en-

tre os componentes do sistema.
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[ Contadores ]

MEMORIA cPU ENTRADAS/SAIDAS
IContadores] —
Codificadores

[ Contadores ]

Registradores| Decodificadores

[ BARRAMENTO

Figura 29: ENIAC a esquerda, modelo aperfeicoado de Von Neumann a direita

Doravante, analisaremos cada um dos componentes supracitados.

3.3.1 Codificadores e decodificadores

Um circuito codificador/decodificador é capaz converter determinados dados em ou-
tros. Tal circuito segue o principio das funcoes, estabelecendo uma correspondéncia
entre o dominio e o contradominio por meio de uma regra, além de muito utilizada
na criptografia, os codificadores/decodificadores sdo empregados tanto na informdtica
como na matemadtica para a conversdo de numeros de uma determinada base para ou-
tra. Um dos mais utilizados € o circuito que codifica os nimeros decimais em bindrios,

conhecidos como BCD (Binary-Codec-Decimal) dado pelo quadro a seguir:

d/A B C D Y

0/ 0 0 0 0 |AB.CD
1/0 0 0 1 | AB.CD
2/0 0 1 0| AB.CD
3/0 0 1 1| ABCD
4/ 0 1 0 0 | ABC.D
50 1 0 1 | ABCD
6/ 0 1 1 0| AB.CD
710 1 1 1| ABCD
81 0 0 0 |ABCD
9/1 0 0 1 | AB.CD

O BCD estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os digitoﬂ (utilizados no sis-

tema decimal) e a sua representa¢ao na base binaria. Por meio da tabela verdade acima,

7 Para bases que utilizam mais de nove simbolos, como a base hexadecimal, adota-se as letras: A, B, C, D,

E e F que representam os valores 10, 11, 12, 13, 14 e 15 respectivamente.
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gera-se o circuito 16gico e, por meio deste podemos converter os nimeros na base deci-
mal para a base bindria e operar os mesmos via algebra booleana e, como as saidas sdo
fornecidas em ntumeros bindarios, faz-se necessario a utilizacdo de um decodificador

que, por sua vez, comporta-se como a funcdo inversa do codificador.

Para construir um um circuito 16gico decodificador que estabeleca correspondéncia
entre os numeros binarios (de 4 bits utilizados hd pouco") e os digitos do sistema de-
cimal (decimal - bindrio) basta realizar o processo dual, alocamos interruptores nas
saidas do circuito representado na figura [30| além de substituir as portas légicas OR

por portas AND em cada um dos nimeros decimais.

Ol[1][2][31[4][5][6][71[8][9]

Figura 30: Codificador (BCD)

O software Logic ly é um simulador de circuitos logicos e sera utilizado para as
construcdes e posterior validagdo. A versdo tryal do simulador esta disponivel em:
https://logic.ly/download/, existe também a versdo online deste software, segue
seu endereco eletronico: https://logic.ly/demo/. Todas as construcdes estdo dispo-

niveis para download e todos os links se encontram no apéndice B.

3.3.2 Flip-Flops

Existem alguns circuitos 16gicos peculiares e de grande importancia que passamos a
abordar. As combinagdes ldgicas (circuitos) que vimos até entdo apenas apresentam
a saida enquanto sdo mantidas as entradas. Em outras palavras, tais circuitos nao
possuem memoria e desta forma a saida depende unica e exclusivamente das entradas

e das combinacoes logicas.
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A memodria é capaz de armazenar dados e instrucoes e, configura-se em um dos itens

essenciais para o funcionamento dos computadores. Todavia hd uma maneira de cons-

truir circuitos légicos capazes manter a saida, por tempo indeterminado, ainda que

variem as entradas, analisemos o circuito 16gico do "Flip-Flop'E] representado na figura

BTk

Ol

Re——

Figura 31: Flip-Flop

Temos que para S =1e R =00 Q = 1ja que a porta NAND;,, ferior Produz a saida

1 que alimenta a porta NANDyy perior que produz Q = 0 que por sua vez realimenta a

porta NAND;, ferior qQUE tOrNa a gerar a saida 1 que torna a realimentar NANDyy perior €

assim por diante. Em sintese, o dado ou bit fica confinado em um ciclo.

O segundo caso, em que S =0 e R =1 é o dual do primeiro.

Tabela verdade (NAND)

1.Q AlB[Y
SR E
K
0 = K
Q 1[1]0

Figura 32: Flip-Flops, entradas e saidas

]

R

0->1

1—>?Q

17

Figura 33: Flip-Flops, entradas iguais

8 Para saber mais recomendamos [31]] e [44]
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Sabem quais sdo as mudancgas que ocorreriam nas saidas caso muddssemos uma das

entradas?

NENHUMA! Isso mesmo, ndo hd mudancas nas saidas caso alteremos a entrada R.

Note que a porta NAND;; ¢, permanecera (1, 0) ou melhor, alterna de (0, 1) para (1,
0) e consequentemente Q = 1. Isso significa que entradas diferentes podem produzir
a mesma saida, e a mesma entrada podera produzir saidas distintas. Lembre-se de
que os Flip-Flops se lembram das entradas anteriores, e que estas sdo consideradas
nas combinacdes das novas saidas. Por isso os Flip-Flops também sdo chamados de
"Latchs" (trincos), pois sdo capazes de prender os dados ou bits, e é desta forma que se

engendra a memoria dos computadores.

Para ativar os Flip-Flops, mantemos as entradas S = R = 1 cujas saidas sdo um
verdadeiro mistério, e damos um pulso no fio S, ou seja, S alterna de 1 para 0 e retorna
para 1. Quando S muda para 0, temos como saidas Q = 1 e Q = 0 (que ativa o Flip-Flop)

S entdo, retorna a valer 1, porém, as saidas nédo se alteram.

Para desativar fazemos o processo dual, ou seja, damos um pulso em R que nos
fornecerd Q = 0 e Q = 1 (que desativa o Flip-Flop). Por fim, temos um problema, as
entradas S = R = 0 produziram saidas Q = Q = 1, ao alternamos as entradas para
S = R =1 (para ativar ou desativar o Flip-Flop) o resultado é imprevisivel, isto é, a
saida dependera de qual mudanca ocorrera primeiro, e ndo sabemos se acontecera em

Q ou em Q. Devido a tal aleatoriedade, a entrada S = R = 0 é estritamente proibida.

S|IR| Q Q
0| O || proibido!
01 1 0
10 0 1

1| 1 || ndo altera!

Logicamente, os circuitos sdo construidos de maneira a impedir que o caso proibido
ocorra. Os Flip-Flops também podem ser construidos com portas NOR. Neste caso o
funcionamento e o acionamento se da de forma dual. As entradas proibidas passam a

ser S = R = 1. Segue a tabela verdade deste Flip-Flop.
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Tabela verdade (NOR)

Q AlB[Y

0lo|[1

o[1]0

= 7[00

R Q 1[1]0

Figura 34: Flip-Flop com portas NOR

SIR| Q Q
0 | O || ndo altera!
01 1 0
10 0 1

1| 1| proibido!

O arquivo dos Flip-Flops estao disponiveis para download em https://drive.google.
com/open?id=1gcr9Kiw_sa74CNOR61XRS6XSKW5K-k07 e podem ser abertos no simula-
dor Logic ly.

3.3.2.1 Registradores e Contadores

Precisamente, o registrador é uma associacdo de flip-flops para o armazenamento
de vérios bits, todavia, devido a entrada proibida, sua simples juncdo poderia gerar

resultados imprecisos, para tanto acrescentamos um "circuito de porta":

Ir

Figura 35: Registrador

D=~

[
L}

S Qf—~ D Qf—

R,

al— e af—

R

Na figura a entrada de dados D, e E (enable) refere-se a "habilitacdo/selecdo".
Quando E = 1; R = Q = D, que habilita o flip-flop, que assume a funcdo de um fio
condutor, ja para E = 0; R = S = 1, o flip-flop é desativado, e impede a entrada de
novos dados, ou seja, o valor de D fica registrado e néo se altera, ainda que mudemos

o valor da entrada. Note que o circuito de porta impede que ocorra o caso proibido


https://drive.google.com/open?id=1gcr9K1w_sa74CN0R6lXRS6XSKW5K-k07
https://drive.google.com/open?id=1gcr9K1w_sa74CN0R6lXRS6XSKW5K-k07
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R =S =0, por isso o incorporamos aos registradores, que podem ser associados em

série tal como descrito na figura

Tais arquivos foram construidos no Logic-Ly e estdo disponiveis para download em

https://drive.google.com/open?id=1fuYYZISrRoRM4nx8s7ulT1sMEB1t3ivK

Q2 — D3 Q3 — D4

— Dy QR D
RITRITRIIR,

Figura 36: Registradores em série

Para agregar todos os bits registrados em cada flip-flop, utilizamos um tipo especial
de registrador: o contador, figura que soma 1 aos dados retidos quando acionado,

e evidentemente é capaz de contar! Para construir tal circuito, faremos uso do flip-flop

mestre-escravo:

R R |C

T—E o] MU
Figura 37: Contador

9]

OdE

Observe que Q realimenta D, assim, para E=1,Q = D, caso E =0,Q = D e a saida
se inverte. Tal inversdo, ou giro (toggles) de Q ocorre sempre em que o valor de T

muda de 0 para 1. Os contadores podem ser associados em série tal como descrito na

figura[38| cuja contagem limita-se a 2" numeros para n contadores
g i g p

Quatro contadores associados podem contar até (1111),, conforme a tabela abaixo.

Este arquivo foi construido no Logic-Ly e esta disponivel para download em: https:

//drive.google.com/open?id=1mEnqfrXAYZ5NeP5FNWy4_yaN220J3ds-

9 Para saber mais indicamos [|31]] e [44]]

85


https://drive.google.com/open?id=1fuYYZISrRoRM4nx8s7u1T1sMEB1t3ivK
https://drive.google.com/open?id=1mEnqfrXAYZ5NeP5FNWy4_yaN22OJ3ds-
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c\UCilCiyC

—T T T T

Figura 38: Contadores em série

Entradas de contagem | D C B A
0 O 0 0 O
1 0O O 1
2 0O O 1 0
3 0 0 1 1
15 1 1 1 1

3.4 UNIDADE LOGICA E ARITMETICA

A unidade légica e aritmética (ULA) é qualquer circuito integrado (CI) que efetue as
operacdOes aritméticas ou realize outras funcoes: adicionar, subtrair, multiplicar, dividir,
comparar, deslocar, desviar, testar, negar, empilhar, chamar e interromper sub-rotinas,
enfim, qualquer acdo que possa ser executada por combinacdes de circuitos logicos. A
(ULA) apenas nao se configura como o cerne de todo o processamento computacional

por ndo ser capaz de armazenar dados.

Como visto anteriormente, as operagdes aritméticas podem ser efetuadas por meio
de adicoes e combinacgdes de fungdes l6gicas, quando reunidas em um unico (CI) de-

signado por (ULA) e constituem no bloco primordial presente nos microprocessadores.

3.4.1 Somadores

A SOMA é a funcao minima que se espera de um computador/calculadora, pois
como visto, todas as operacOes aritméticas podem ser efetuadas por meio de adicoes.
Realizar-se-4 um estudo detalhado destes circuitos que sdo cruciais para a confeccao

de calculadoras em uma base qualquer.
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3.4.1.1 Somador bindrio

Sem mais delongas, vamos diretamente para o meio somador bindrio, isto €, o cir-
cuito légico que traduz a soma bindria para apenas duas entradas A e B. S serd a soma

e Coyt 0 "carry" (vulgo "vai-um"). Eis a tabela verdade para a soma:

A|B S Cout
00 0 0
01 1 0
1|0 1 0
1|1 0 1

Temos que a soma S vale 1, quando as entradas sdo distintas e, vale O caso contrario,
S fica determinada por meio de uma porta légica XOR, ja o C,,; assume valor légico 1
somente quando ambas as entradas forem iguais a 1, ou seja, ele € obtido por meio de
uma porta légica AND.

Assim, o circuito 16gico do meio somador € o que segue:

1) s —A S
e, e Lol

Figura 39: Meio somador

Este circuito recebe o nome de meio somador ou somador simples devido as suas
limitacoes, ja que ele é capaz de somar apenas dois numeros bindrios de um bit cada,

em outras palavras, esta é a unidade mais simples na calculadora.

Apresentamos o somador completo, que admite trés entradas: A, B e C;,, e fornecem
duas saidas, a soma S e um novo carry de saida, o C,,;, observe a seguinte tabela

verdade:
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d|A|B|Cy| S| Cou
ololo| 0o o
11o0/o 111 o
2/o0[1[0 |1 o
3lo[1] 1o 1
411/0l 011 o
501/0] 1 1o 1
6/1/1] 0 ||[o] 1
i1 1|1 1

Utilizando os minterm’s (soma-de-produtos) temos:

f(A,B,Cip) =5 =Y m(1,2,4,7)

A-B Cip+ABCpn+ABCp+ABCy=

A-B-Ciy+A-B-Ciy+A-B-Cp+ A-B-Cy =

(A.B+A-B)-Cyy+(A-B+A.B)-Cyy &

—d
(A®B)Cin +(A® B)-Cip &

(AGB)-Cpy+(A®B)- Gy Y

A®B®Cy
Ja para o carry, temos a seguinte expressao via (soma-de-produtos):

f(A/ B/ Cin) = Cout = Zm(3/ 5,6, 7)

A-B-Ciy+A-B-Ciy+A-B-Cp+A-B-Cpy =

(A-B+A-B)-Ciy+ A-B-(Cpy- Cip) =

(A® B)-Ciy+ A-B

Seu circuito 1égico é apresentado na figura Tomando a segunda representacao,
alguns diriam que diferem apenas por um pequeno fio a mais com um "C;," na ponta.
O que ndo deixa de ser verdade. Poderiamos ainda, obter o somador completo por

meio da combinac¢do de dois meios somadores, como observado na figura
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) >——s

COUT Cii =

]
5
!

Figura 40: Somador completo

>,
OUT] T B COUT
Ce d 5 >:Cow

Figura 41: Somador completo alternativo

——A

A vantagem do somador completo, além de considerar o "carry" na entrada, é a
possibilidade de combina-los em série a fim de criar um somador de quantos bits se
queira, um bit para cada um dos somadores evidentemente. Assim podemos criar um

somador de 5 bits capaz de realizar adicdo com as caracteristicas abaixo:

As Ay As Ay A
+ Bs By By By B
C5 55 54 53 52 Sl

Nosso ponto de partida para criar calculadoras em outras bases serd o de determinar
o meio somador por meio da tabela verdade e na sequéncia o somador completo e,

associa-los em série. Segue na figura|42|o circuito somador (5 bits):

p—

[

[

|

Cs

Ss

85 C/N

&

As

))

S;

83 C/N

C,

A

2,

S,

82 C/N

1

l

l

1

l

Figura 42: Somadores em série

Este arquivos foi construido no Logic-Ly e estd disponivel para download em: https:

//drive.google.com/open?id=13IBgsnPwkKaEwAu04ZoFP8Bc28RekwfM
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3.4.1.2 Somador terndrio, por que ndo?

Serd que € vantajoso criar uma calculadora terndria? Para responder a tal questio-

namento, primeiro precisamos cria-la!

Vamos construir uma calculadora ternaria de leds, ou melhor, com um visor de leds.
Cada led tera uma funcéo especifica, isto é, o primeiro led corresponderd ao 0, o se-
gundo, 1, o terceiro, 2 e o ultimo indicara a presenca ou nao do "carry". Por exemplo,
na calculadora de 5 bits que vimos anteriormente, bastava associar a cada entrada
de A, e B, um interruptor comum, e um led ao Cs e a cada soma S,, e teriamos a
nossa calculadora , Convidamos o leitor a testar tal calculadora no simulador online
https://logic.ly/demo/, ou se preferir salvar e imprimir seus projetos ou abrir ou-

tros arquivos, baixe a versdo tryal em: https://logic.ly/download/.

Também vamos utilizar um interruptor de trés pinos, que possui trés estados (I, 0,
II): desligado 0, ligado 1 e ligado 2. Por se tratar de um interruptor, os estados sdo
mutuamente excludentes de forma a garantir que o mesmo ndo possa estar ligado em
1 e 2 ao mesmo tempo. Para construimos tal calculadora, precisaremos considerar

algumas adaptacgoes.

A primeira é a que o 0, embora represente a auséncia de sinal, o mesmo devera
existir, do contrario, o led ndo acenderia, mas resolvemos isto com inversores. Outra
adaptacdo é a de que somente o 1 representava a presenca de sinal, contudo, o 2
também representard, e devemos distingui-los. Para tanto, na algebra booleana, uti-
lizdvamos para determinada entrada, uma letra maiuscula para 1 e a mesma letra
com uma barra superior para 0, acrescentaremos a mesma letra com uma barra infe-
rior para 2. Queremos aqui deixar claro que tais adaptacoes ndo pertencem a algebra

booleana, embora, nos pautaremos na mesma.

Comecemos pela tabela verdade (adaptada) contendo todos os possiveis resultados

onde A e B sdo as entradas, S é a soma e C o "carry":


https://logic.ly/demo/
https://logic.ly/download/
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NN NN R R=ROlO|O]|»
R|lR|O|lRr|lO|lOC|lOC|OC|O|O

R OINOINIPR|IN LRI Ol W

NIR|OIN|—R|lOINRI O

O N O 1 AW N m O &

Lembre-se de que estamos lidando com uma adaptacdo da algebra booleana, o nu-
mero 2 presente na tabela é apenas uma adequagéo para distinguir os sinais de 1 e
2. Nova adaptacdo, ao longo da nossa trajetoria, utilizamos a soma-de-produtos das
linhas nas quais a funcéo vale 1. Pois bem, vamos continuar utilizando o mesmo pro-
cedimento, contudo, repetiremos o mesmo para as linhas nas quais a funcdo assume

valor 0 e 2.

Assim a funcdo assume valor 0 nas linhas (0,5,7), valor 1 nas linhas (1,3,8), valor 2

nas linhas (2,4,6), e ha a presenca de carry nas linhas (0,7,8).

Determinemos pela (soma-de-produtos) seus minterm ’s:

(0)A-B+A-B+A-B

(DA-B+A-B+A-B

(2) A-B+A-B+A-B

(CARRY) A-B+A-B+A-B

A obtencao do circuito 16gico se dard de forma convencional, afinal a "barra inferior"

designa apenas se a entrada provém ou néo de (II).

Poderiamos ter realizado algumas simplificacoes inserindo algumas portas ldgicas
XOR, por exemplo. Todavia, precisariamos dispor de quatro entradas e, para tanto,
seria necessdrio associd-las as duas portas OR, isto é, na pratica ndo haveria simplifi-
cacdo ja que a quantidade de portas légicas utilizadas permaneceria a mesma. Assim

temos:
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COUT

i
OLU
Yy o

'LU ULU

= o —|
Figura 43: Meio somador ternario

O circuito do meio-somador apresentado na figura |43| foi construido no Logic-Ly
e seu arquivo esta disponivel para download em: https://drive.google.com/open?
1d=1nWJ1DZAcKHMFAY7yw_gyka2eatpCVQZS

Prosseguindo de forma analoga em busca do somador completo bindrio, vamos cons-

truir a tabela verdade para trés entradas: A, B e C;,, e duas saidas, a soma S e Cy;:


https://drive.google.com/open?id=1nWJ1DZAcKHMFAY7yw_gyka2eatpCVQZS
https://drive.google.com/open?id=1nWJ1DZAcKHMFAY7yw_gyka2eatpCVQZS
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d |[A|B|Cy |l S| Cou
0 (0]|0| 0 |O 0
1 ]0]0] 1 1 0
210110 1 0
3 10|11 2 0
4 02| 0 ||2 0
51021 0 1
6 |1|/0| O 1 0
7 11|10 1 2 0
8111 0 ||2 0
9 11]1] 1 0 1
10112 0 ||O 1
11112 1 1 1
121210 0 | 2 0
13120 1 0 1
141211 0 |0 1
151211 1 1 1
16122 0 1 1
1712121 2 1

A funcao assume valor 0 nas linhas (0,5,9,10,13,14), valor 1 nas linhas (1,2,6,11,15,
16), valor 2 nas linhas (3,4,7,8,12,17), e ha a presenca de carry nas linhas (5,9,10,11,13,
14,15,16,17). Logo, por (soma-de-produtos), temos:

(0)A-B-Cjy+A-B-Cjy+A-B-Cijy+A-B-Cijy+A-B-Cj, + A- B-Cj,,

(1) A-B-Cyy + A-B-Cpy+ A-B-Cpy + A- B- Ciy +

S
o
O
=

+
B
|53
S

(2) A-B-Ciy +A-B-Cj + A-B-Cj, + A-B-Cjp, +

S
|
0
=
+
5S
les]
O
3

(CARRYOUT) A- B-C,+A-B-Cj, + ABC7m+A B- Ci,+A BCTH

+ AE Cin +A' B- Cin +A' B Cin +AB Cin

Apresentamos na figura 44| o circuito l6gico do somador completo terndrio:



94 O CERNE DA CALCULADORA

COUT

JU LJ L] Ju Uuy E E Ju Uuy E E UU

.| 5 Exmt

—
Figura 44: Somador completo ternario

O circuito do somador apresentado na figura 44 foi construido no Logic-Ly e seu
arquivo estd disponivel para download em:
https://drive.google.com/open?id=12zoAauSn2v4VcjOFWxL1UKBZHi9wfRcV


https://drive.google.com/open?id=12zoAauSn2v4Vcj9FWxLlUKBZHi9wfRcV
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No inicio indagamos: Somador ternario, por que ndo? E agora que ja construimos
0 seu circuito logico temos uma resposta que é deveras simples: obviamente imprati-
cavel. O circuito légico é desmedido, utiliza muitas portas légicas e realiza a mesma

funcdo que o somador bindrio.

A implantacdo da ldgica terndria na programacao de calculadoras e computadores
implica em "ensinar" a mdquina a lidar com o incerto. Dado que temos trés valores
légicos: verdadeiro; falso e desconhecido, que podera ser considerado como verda-
deiro; falso; verdadeiro e falso; provdvel; neutro; entre outros, sua funcdo dependera

da légica adotada.

Aderir a légica multivalorada e/ou nebulosd'%(que admite mais de dois valores ver-
dade) corresponde a abandonar a légica no dominio booleano. Para exemplificar, de-
notemos por x o valor légico desconhecido, ao associarmos tanto (1,0) como (1, x)
por meio de uma porta OR, obteriamos 1 como saida em ambos os casos, o que pode

gerar ambiguidades.

Contudo, a légica multivalorada possui inimeras aplica¢des, inclusive em funcoes
booleanas, sua implementacdo possibilitaria o aprimorar das mdquinas por meio da
ampliacdo de suas funcdes e expansdo da densidade de sua memoria sem necessaria-
mente aumentar o espago fisico ocupado. Porém, tais vantagens sdo apenas teoricas,
pois como acabamos de ver, o motivo que inviabiliza sua adesao € a criacdo de circuitos
compativeis e que possam competir com os ja existentes. Entretanto, isto nos remete

a um outro questionamento:

Se seguirmos nesta linha, o somador quaterndrio ficara ainda maior, e nem queremos
imaginar como seria o circuito légico de uma calculadora convencional que utiliza a
base decimal. E agora, serd que existe alguma alternativa ou realmente € mais pratico

efetuar os calculos 4 méo?

3.4.1.3 Somador quaterndrio e além!

Se f6ssemos construir a tabela verdade para um meio somador quaternario, teria-
mos ao menos 2* = 16 linhas isto claro, se considerarmos que cada uma das entradas
possa assumir valores 0 ou 1 apenas.

Felizmente existe uma alternativa, deveras elegante. De fato, o somador bindrio é o
mais simples, por isso o utilizaremos. Para tanto, vamos nos valer dos codificadores e

decodificadores. Segue na figura 45| o circuito 16gico de um somador completo quater-

10 Indicamos [6] para aprofundar-se sobre o tema.
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nario:

e

COUT

(C)

@ '@ ' '

SRR R
)

LI

Co

Figura 45: Somador completo quartendrio

O circuito do somador completo quartendrio foi construido no Logic-Ly e seu ar-
quivo esta disponivel para download em:
https://drive.google.com/open?id=1yc-4yOBB1xk1YQovHZ2cda4zdj34E5LJ

Primeiramente temos as entradas (0,1,2,3) que serdo convertidas em numeros bina-
rios (00,01,10,11) por meio dos CODIFICADORES (C), na sequéncia, uma vez conver-
tidos, tais nimeros serdo somados por meio de SOMADORES COMPLETOS (S) que
ja contam com o carry;, e carryy,:. Contudo, as saidas serdo nuimeros bindrios que
devem ser convertidos novamente em numeros quaterndrios. Para tanto, utilizaremos
o DECODIFICADOR (D).

Acabamos por auferir um resultado expressivo com a criacdo de um procedimento

otimizador para projetar somadores completos em bases diversas. Primeiramente cons-


https://drive.google.com/open?id=1yc-4y0BB1xk1YQovHZ2cda4zdj34E5LJ
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truimos um codificador de uma base qualquer para a base bindria. Em seguida, uti-
lizamos tantos somadores bindrios completos quantos forem os bits na saida da co-
dificacdo. Por fim, construimos um decodificador para voltar a base original ou néo,
pois com este procedimento, o decodificador pode apresentar a soma em uma base

arbitraria.

3.4.2 Subtratores

Andlogo ao somador, o subtrator bindrio utilizard o recurso da propagacdo de em-
préstimo. Difere apenas no borrow (empréstimo por transporte), que designaremos
por T e possui a mesma fung¢do do carry. D serd a diferenca (A — B) o T inicial igual
a 1 é somado ao complemento de dois do subtraendo e com o minuendo, o T de saida
¢ propagado para a soma seguinte de forma sucessiva, o ultimo T é desconsiderado.

Analisemos sua tabela verdade:

A|B D || Tou
0|0 0 0
01 1 1
10 1 0
1|1 0 0

Temos que a diferenca D fica determinada por uma porta légica XOR. J4 o T,,; por
meio de uma porta légica AND, com a entrada A barrada. Segue na figura 46|o circuito

16gico do meio subtrator:

’g‘_‘ ) >—D —1A D—
T, —pMNI—

Figura 46: Meio subtrator

O subtrator completo admite trés entradas: A, B e T;, e fornecem duas saidas, a

diferenca D e um novo borrow de saida, o Ty, observe a seguinte tabela verdade:
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d|A|B| Ty | DI Tou
ololo| o |lo] o
1lojof 1|1 1
2lo0|1] 0 |1 1
slof1] 11/ o
40100 o] 1
501(o0| 1ol o
6/1/1]0 o] o
7111 1] 1

Utilizando os minterm’s (soma-de-produtos) temos:

f(A, B, Ty) =D =) m(1,2,4,7)
A-B-T,+A-BT,+A-B-T,+A-B

A-B-T,+A-B-T,+A-B-Ty,+A-B-T;, =

—d
(A®B) Ty +(A®B)- T, <

—d
(AGB)- Ty +(A®B)- Ty <

A®B® Ty,
Ja para o borrow, temos a seguinte expressao via (soma-de-produtos):

f(A/ B/ Cii’l) = Tout = Zm(ll 2/ 4/ 7)

T, +A-BT,+ABT,2

=

A

H

T, +A-B-

BTp+A B Ty+A B Tpy+A BTy=

|

A-B-(T,+T,)+(A-B+A-B)-T, ¥

A-B+(A-B+A-B)-T, Y

A-B+(A® B) Ty

Abaixo apresentamos o subtrator completo na figura|47|e o circuito subtrator (5 bits)

obtido por meio de associaces em série como consta na figura 48}
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A
B D>——0 SD_.
T/N
—iB T |—e
TOUT T =4
o—1

— I T | I

Ts Ds T, D, T: D, T, D, T, Db
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Figura 48: Subtrator em série

O circuito do subtrator em série foi construido no Logic-Ly e seu arquivo esta dispo-

nivel para download em:

https://drive.google.com/open?id=1uQ2W49asPmRA40-mZwd9vn1luGnMh5Zm

3.4.2.1 Numeros negativos

Vejamos como se dd a representacdo de numeros negativos, ou melhor, como o
computador os reconhece. Voltemos a aritmética |binarial para realizar a subtracdo, o
subtraendo era substituido por seu complemento de 2. Este é o método mais pratico

para representar nimeros negativos.

Em tal procedimento, invertemos os bits de um numero bindrio e adicionamos a
este, 1 bit, isto o torna negativo, por propagacao, este bit extra, aloca-se no algarismo
mais significativo. Assim, caso este ultimo bit seja 1, a maquina o tem como nega-
tivo. JA numeros positivos que ndo sofreram modificacoes, possuem 0 em seu bit mais
significativo.

Tal fato justifica tanto a adicdo de 1 bit, quanto o descarte do ultimo bit mais signifi-
cativo, ja que este nada mais é do que o sinal do nimero binario. Assim, o computador
efetua a subtracdo através da soma com o oposto do subtraendo. A vantagem deste
tipo de representacdo consiste em que o computador consegue lidar com numeros

positivos e negativos da mesma forma.
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3.4.3 Multiplicadores

Os circuitos de multiplicagéo e divisé raramente sdo empregados. Tais operagoes
sdo efetuadas por meio de rotinas em linguagem de programacao Assembl)@ Fluxo-
gramas sdo a representacao grafica do procedimento a ser executado pelo processador

da maquina.

Contudo, iremos construir um multiplicador completo utilizando preceitos da multi-
plicacdo de matrizes, cuja técnica € usual e simples quando trabalhadas com numeros
binarios, basicamente, realizaremos somas. Primeiramente efetuamos o produto par-
cial P, das entradas A e B, em seguida realizamos a soma entre P, o P;, (produto

proveniente do termo anterior) e o carry;,, veja a tabela verdade:

d |A|B | Py |Cy|Ppy| Cou | Pou
O |0({0] 0| 01O 0 0
1 /00| O 1 0 0 1
2]10|0] 1 0|0 0 1
3]0|0] 1 1 ]0 1 0
4101000 0 0
5/0/1] 0 1 ]0 0 1
6 |01 1 0 0 0 1
7 10|1] 1 11]0 1 0
8|1/]0[ 0| 0O 0 0
9 11]10| 0 1 0 0 1
1010 1 0|0 0 1
11110 1 1 0 1 0
1211(1] 0 0 1 0 1
13/1]1] 0 1 |1 1 0
14 11 |1 1 0 1 1 0
15111 1 1 1 1 1
Por (soma-de-produtos) obtemos:
P,=A-B

11 Para conferir a idealizacéo destes e de outros circuitos indicamos [|5]]
12 Notacdo legivel para o programador assemelha-se a um mapa conceitual, para arquitetar a rotina de

algoritmos a serem entendidos e seguidos por dispositivos computacionais, como microprocessadores e
microcontroladores. O cédigo de maquina torna-se legivel pela substituicdo dos valores em bruto por

simbolos mnemonicos, leia mais sobre em [5]].
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f(A,B,Cin) = Pour = ) _m(1,2,5,6,9,10,12,15)

Py Cin’Pip'*' pin'Cin’pip'*'m' Cin'Pip"'Pin’Ciin'Pip"'
P,

T1
in" Pp + Pin* Cin* Pp =

<
+
)
3
§‘
<
+
~
3
O

A5
in'Pp+Pin'Cin'Pp =

. . def
(Pin- Cin + Piy- Cin)- Py + (P Ciy + Py Ciy)- Py =

= e . d
(P ® Cin)- Py + (P ® Cin)- Py <

=
m.
0
:-
<
+
|
:-
0
=
S
+
+
o
=
0O

Pin@cin@Pp

f(A, B,Cin) = Cour = y_m(3,7,11,13,14,15)
Piy- Cin- Py + Piy- Ci Py + Piy- iy Py + Py Cig Py + P> G- Py + Py Cip- Py &
Piy- Cin- Py + Py Ci Py + Py Cig- Py + Py Cip- P, 2
(Puv- )+ Pon- Py)- Cin + Par- Py (Ci + Ci) =
(Pis ® Pp): Cin + Py Py (Cin + Cin) &
(Pin @ Pp)- Ciny + Py Py

Na figura [49| apresentamos o multiplicador completo, bloco bésico e essencial para

a construgao desta calculadora:

A

B Il A/ C

Ps ) >———P. : )

T —B | |
COUT CUUI POL/T

!

Figura 49: Multiplicador completo

Tais células;; serdo associadas a uma matriz, o escalonamento das linhas respeita o
deslocamento dos bits. Esta calculadora é capaz de multiplicar numeros de 4 bits e seu

projeto estd representado na figura
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7 L /
. Hog ‘ Hoz ! B
/ bl 2
° H;':i_)_ ]—[12 —9_ 1_[11
= 7 Ca G
# 7 L 7 Calll o
i ]—[23 | l_[22 H21 jad H20
P P ; b

ya /
B | | o | | o | | - | I
33 32 31 30
CE? CBT 30
A A A
] Py

P P Ps
Figura 50: Matriz multiplicadora

Para ampliar a capacidade desta calculadora basta associar mais células em cada
linha da matriz, bem como, acrescentar-lhe mais linhas. O circuito da matriz mul-
tiplicadora foi construido no Logic-Ly e seu arquivo estd disponivel para download

em:

https://drive.google.com/open?id=1st3Z1knl68E6b16J0ZPzbdxcXzTIDTqS

3.4.4 Divisores

A divisdo, de fato, é a operacdo que mais demanda recursos. Utilizaremos o algo-
ritmo das subtragOes sucessivas, normalmente apresentado em forma de fluxograma.
Evidentemente, a simplificacdo da linguagem oculta a complexidade dos circuitos, no
qual temos de combinar registradores e contadores aos subtratores. Contudo apresen-

taremos um circuito similar a matriz multiplicadora da figura

Para efetuar a divisdo de X por Y, subtraimos sucessivamente o divisor Y dos digitos
mais significativos de X. Caso a diferenca seja positiva, E = 1, se negativa, entdo E =0
e a subtracdo € suspensa. O quociente € a jun¢do dos valores de E, enquanto que o

resto advém do ultimo passo de subtracao.


https://drive.google.com/open?id=1st3Zlknl68E6bl6JOZPzbdxcXzTIDTqS

3.4 UNIDADE LOGICA E ARITMETICA

Exemplo 3.1 (Divisdo bindria por subtragdes sucessivas).

X Y Q
010110 || 110 || 0011
-110 *0 E*
0101 .
110 *0

01011 E,
110 *

1010 E,

110 *

R>100 E,

Figura 51: Divisdo binaria
Note que o procedimento representado pela figura |51 faz uso do condicional: SE
E =1 subtraia, SENAO cancele. Para tanto, precisaremos de um circuito peculiar:

MULTIPLEXADOR; 414 1)

Tal circuito utiliza um valor de endereco E para selecionar apenas uma dentre varias
entradas direcionando-a para assumir o valor de saida. Abaixo segue a tabela verdade
do multiplexador (MUX) 2 para 1:

N O G A W N = O Q
m|l=m==OlO|lOC|O|IH
—|l=lo|lOo|lR|R|Oo|O]| >
—|lo|l~m|lOlR|lO|lR|lO|W
—lOo|lR|OlR|R|lOlO|~

Por meio da (soma-de-produtos) obtemos, como esperado:
f(E,A,B)=Y =) m(2,3,5,7)

E-AB+E-A-B+E-A-B+E-A-B®
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E-A-(B+B)+E B (A+A) %
E-A+E-B

Segue o circuito deste multiplexado que sera de suma importancia para a confeccdo

do divisor binario:

Y Mux Y

Figura 52: Multiplexador 2 para 1

Por enviar dados de inumeras entradas através de uma unica saida, os multiplexado-
res sdo utilizados em larga escala, em especial pelas companhias telefonicas. Possuem
inumeras aplicacoes. Uma que muito nos interessa refere-se ao multiplexador 4 para
1, posto que, uma vez criado um calculador para cada operacdo aritmética, podere-
mos conecta-los a tal circuito e, desta forma, selecionar a operacdo desejada nesta

calculadora com um simples apertar de tecla.

Passemos para a implementagdo do algoritmo da divisdo via combinacdo de fun-
¢oes logicas. Utilizaremos subtratores que podem cancelar a subtracdo, ou seja, vamos
acoplar um multiplexador a cada subtrator. O valor do endereco E serd o sinal da dife-
renca T,,, onde o sinal negativo cancela a operagédo substituindo-a por uma subtracéo

de zeros.

Observe, no exemplo que houve inversdo de sinais (1 para positivo e 0 para
negativo) por isso, utilizaremos inversores nas saidas de cada bit do quociente. No
subtrator] temos A, B e T}, nas entradas e, D = A — B e T,,; nas saidas, o sinal da

diferenca estd atrelado ao bit de empréstimo:
e 1, subtracdo positivae D = Q
e 0, subtracdo negativae D = A

Abaixo segue a tabela verdade da divisdo bindria:

13 Para conferir a idealizacdo destes e de outros circuitos indicamos [|5]]
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d |E|A|B | Ty | Dut| Tour | Q
O |0|0]0| O 0 0 0
1 |0]0]|0]| 1 1 1 0
210]01] O 1 1 0
31001 1 0 1 0
4 10]1]0]| O 1 0 1
51011]0| 1 0 0 1
6 |[0]1|1] O 0 0 1
7 10|11 1 1 1 1
8|11]0|0]| O 0 0 0
911|100 1 1 1 1
10101 ] O 1 1 1
11 1101 1 0 1 0
12117110 ] O 1 0 1
13110 1 0 0 0
41|11 0 0 0 0
15111 1 1 1 1

Através da (soma-de-produtos) obtemos:

f(A,B,Tyy) =D =) m(4,5,6,7,9,10,12,15)

B-Tyy+A-B-Ty + A B-

.’:r>

(A-B+A-B)-Ty+(A-B+A-B)T, *def

(A®B)-Tr+(AGB)-T,, o

- d
(A®B)-Ty+(A® B)- Ty, 2

~

A®BS T,

f(A,B, Tiy) = Tour = y_m(1,2,3,7,9,10,11,15)

A-B-Tyy+A BTy +A BTy + A B- Ty +
+A-B- T+ A-B-Ty+ A-B-Ty+ A-B-Tyy, =
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T+ A BT+ AB-Tyy+A-B- Ty &

=

.
ABTy+A B Ty+AB Ty+ABTy?%

A-B-(Typ+Tip)+(A-B-+A-B)- Ty 2
_ R d
A-B+(A-B-+A-B)- Ty, <

A-B+(A®B) T,

f(E,A,Diy) = Q=Y m(4,5,6,7,9,10,12,15)

E-A-D;,+E-A-Dj, +E-A-D;, +E-A-Dj,+
+E-A-D;,+E-A-D;, +E-A-D;, + E- A-D;,, =
E-A-Djy+E A Dy +E A -Dip+E-A-Djy £

E-A-(Djy+Djp) + E-Diy- (A+ A) %
E-A+E-D

O circuito mostrado abaixo refere-se a célula divisora, a qual, associaremos em série a

fim de configurar as linhas da matriz na construcgdo desta calculadora:

Muzx
E . '|'
A Q B A
B ._-I—OUT T,N —
TIN Dour Q
—E
Q

TOUT
!

Figura 53: Divisor completo

As células;;) seréo associadas a uma matriz divisora com 4 bits de capacidade, cada
uma executara um ciclo de "tentativas", os subtratores calculam a diferenca entre os
valores de duas entradas. Desta, o bit mais significativo é conduzido para o endereco E
do multiplexador que define se a subtragédo serd ou nao considerada. Caso a diferenca
seja negativa, a operacdo € cancelada e substituida por uma subtracdo de 0. Os dados

seguem para a linha seguinte. Ao final temos tanto o quociente quanto o resto@ 0]

14 Esta calculadora desconsidera a divisdo por 0.
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projeto do circuitd | est4 representado na figura

0 0 0 0 0
T B: I B: T B T Bo TA& Az A Ao
1’34 1-(33 TUz TUT -I-HU
— 2 UL — - o
| Yo Qos-*E- Qoz g Qm og] QYoo
o -0 o-8, 0-B, b-B, A, - By
} AN le N nge JDD, IDW AN
Tf!v Tf,'l‘ T? T11 TfD
] L] L -0
E Q14 -] 3 g Q12 = Qﬂ B3 Qm
0-0 0- 0-B, Ag-By .- By

| T L.,
. Q30

E
Aq- A;-B, A- Ao-By

G
=
m]

a, q, q, q,
Figura 54: Matriz divisora

O circuito da matriz divisora foi construido no Logic-Ly e seu arquivo esta disponivel

para download em:
https://drive.google.com/open?id=1FgbBySQz0sWXmzRz0tgtTMODDUBcx0k3

Podemos ampliar sua capacidade para dividir nimeros maiores. Para aumentar a
quantidade de bits do dividendo basta inserir mais linhas a matriz divisora. Para au-
mentar a quantidade de bits do divisor, agregamos mais células divisoras em cada linha.
Como esta calculadora apresenta quociente e resto, podemos explorar as congruéncia
modulo um ndmero m dado, pela definicao para verificarmos se dois nimeros
inteiros dados, a e b sdo congruentes médulo m, efetuamos na calculadora a diferenca
a — b e na sequéncia a dividimos por m e verificamos se o resto é nulo. Ja para deter-
minar a qual nimero x o inteiro a é congruente modulo m, basta efetuar a divisao de

a por m nesta calculadora e tomar seu respectivo resto por x.

Em face do exposto, acreditamos que o propdsito inicial do trabalho foi alcangado,
uma vez que exploramos resultados importantes referentes a aritmética modular, o

sistema de numeracdo bindria e a dlgebra booleana em prol do engendrar de calcula-

15 Indicamos [5]] para leitura detalhada.
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doras somadores; subtratores; multiplicadores e divisores que, por sua vez, podem ser

utilizados para explorar os contetidos que viabilizaram a sua concepcao.

Apresentamos no |apéndice B|sugestdes de softwares e aplicativos gratuitos que possi-
bilitaram desde a exploracdo do contetido acima explicitado, como também, a criacdo
de projetos educacionais que visem a abordagem de tais conteidos no dmbito educaci-

onal.



CONCLUSAO

Os resultados das avaliacoes externasﬂ evidenciam o quanto é desafiador o ensino
da Matemadtica. H4 um consenso entre autores renomadof] de que a insercao das no-
vas tecnologias na pratica educacional é crucial para melhoria significativa do quadro
atual. Em contrapartida, no ambito escolar e/ou social encontramos inimeras limita-

coes e empecilhos referentes a tais praticas.

A presente pesquisa explorou desde a histéria da matemdtica até mdgicas mate-
maticas, além de aplicacbes que podem ser convertidas em temas geradores a serem

explorados em projetos e sequéncias didaticas direcionadas as escolas.

As novas tecnologias fazem parte da rotina do homem moderno, por outro lado, a
compreensdo dos conceitos envolvidos em sua concepcdo, ainda é para poucos. Esta
pesquisa realizou um levantamento dos elementos essenciais para a confeccdo de uma
calculadora, os conceitos envolvidos, conhecimentos e procedimentos, cuja aborda-
gem na educacdo basica seria expressivamente significativa, uma vez que demanda o

tratamento de contetidos que transcendem a propria matematica.

Tendo como objetivo cativar o aluno de graduacdo, futuro profissional da educacgao,
buscou-se demonstrar importantes resultados de forma mais inteligivel possivel. O
aluno proveniente da educagédo basica que nunca teve contato com temas tais como:
congruéncias, aritmética modular, bases numéricas, algebra booleana e circuitos 16-
gicos, encontrard nesta dissertacdo, ainda que em carater introdutdrio, um material
acessivel e fundamentado, propiciando posterior aprofundamento de estudos em areas

diversificadas.

1 Segundo [2], [4], 28] e [38].
2 Leia [30] e [46].
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A presente pesquisa uniu conceitos e apresentou métodos que culminam na constru-
cdo de calculadoras em diferentes bases numéricas perfeitamente praticaveis na edu-
cacdo bdsica. Por meio da utilizacdo das calculadoras que foram construidas, pode-se

explorar os conceitos que fomentaram sua confeccao.

Evidentemente ha iniimeras vertentes para a extensao desta pesquisa, afinal ha in-
contaveis aplicacoes dos circuitos 1égicos na era da modernidade. Poderiamos té-la
expandido, abordando as unidades légicas e aritméticas em outras bases numéricas,
bem como, explorar circuitos abrangendo mais de uma operacdo aritmética. Existe,
ainda, a possibilidade de introduzir tépicos da linguagem de programacdo para dar
continuidade aos trabalhos, cuja area, além de promissora, até este momento apre-

senta pouco material a respeito.

A insercdo de tais contetidos no ensino é imprescindivel, devido a automacéo e
avancos tecnoldgicos cerca de 85% das futuras profissoes ainda ndo foram inventa-
das e, consequentemente, intimeras profissoes deixarao de existir nos préximos anosﬂ
Invariavelmente, caso ndo ocorra a reformulacio do curriculo, teremos um pais de de-
sempregados devido a falta de qualificacdo profissional. A escola tornar-se-a obsoleta
quanto ao preparo do cidaddo para o mundo do trabalho, e tal meta configura-se em

uma das incumbéncias primordiais destas instituices, prevista e assegurada por leﬂ

A presente dissertacdo proporcionou o acesso a subsidios para professores e futuros
profissionais da educacdo no que diz respeito a suscitarem a abordagem dos referidos
temas tratados na educacgdo bdsica, uma vez em que o desenvolvimento dos mesmos
abrange uma gama imensa de conceitos matematicos, e auxiliam no desenvolvimento
intelectual fomentando uma série de habilidades e competéncias na formacédo do in-
dividuo. Assim, dedicamos esta pesquisa a todos os profissionais da educacdo que
nutrem a esperanca de que a mudanca € possivel, por meio de seu continuo aprimora-

mento e de seu arduo e significativo trabalho.

3 Disponivel em [|1].
4 Veja [25].
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A.1 DIVISORES MAXIMOS, MULTIPLOS MINIMOS E ALGO EM COMUM

O Maximo Divisor Comum (MDC) de dois numeros naturais a e b que denotamos
por mdc(a,b) ou simplesmente (a,b) é, como o préprio nome sugere, 0 maior numero

natural que divide ambos os nimeros.

Por sua vez o Minimo Multiplo Comum (MMC) de dois nimeros naturais a e b que
denotamos por mmc(a,b) ou simplesmente [a,b] € o menor nimero natural divisivel

por ambos 0s nimeros.

Para calcular o MDC/MMC de dois nimeros naturais a e b, aprendemos no en-
sino fundamental a listar todos os seus divisores/muiltiplos e buscar nestes conjuntos
o maior/menor elemento da interseccdo. Este método é exaustivo, mesmo para os

computadores.

Outra forma, menos drdua e que pode vir a ser explorada, consiste em fatorar am-
bos os nimeros e tomar a interseccdo/unido destas decomposicées para o MDC/MMC

respectivamente. Por exemplo:

18 = 2.3?
30 2.3.5

Logo mdc(30,18) = 2-3 = 6 e mmc(30,18) = 2-3%-5 = 90. Vamos agora, nos ater ao
MDC, que foi amplamente explorado no decorrer deste trabalho, afinal para calcular o
MDC de ntimeros altos, por exemplo, 9876543210 e 123456789 com os procedimentos

descritos acima é uma tarefa praticamente impossivel.
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A.1.1 O algoritmo de Euclides

O algoritmo a seguir encontra respaldo no fato de que: qualquer divisor comum de
aebcom (a > b) também dividird a — b, temos ainda que os divisores de b e a — b

também sdo divisores de a. Logo mdc(a, b) = mdc(b, b — a).

mdc(30, 18) mdc(18,12)
mdc(12,6)
mdc(6, 6)

6

Este algoritmo torna-se ainda mais eficiente quando substituimos a diferenca a — b
pelo resto r da divisdo euclidiana de a por b, o que viabilizara consideravelmente sua

utilizacao:

mdc(9876543210, 123456789)

mdc(123456789, 90)
= mdc(90,9)

= mdc(9,0)

9

Por meio deste procedimento, alcancamos o resultado de forma incrivelmente mais

rapida. Por fim, podemos enunciar o seguinte lema:

Lema A.1 (Euclides). Se a = bq +r, entdo mdc(a, b) = mcd(b, r).

Demonstragdo: Seja D,, D, e D, o conjunto de todos os divisores positivos de a,b e
r respectivamente, devemos mostrar que D, N D, = D, N D,, ja que, se os conjuntos
forem iguais, entdo o seu maximo divisor comum também serd. Se d = mdc(a, b) entéo,
d € D, N Dy, donde temos que d|a e d|b, logo d|a — bg <=> d|r, o que acarreta que
d € D, N D,. Analogamente, temos que se d € D, N D,, entdo d|b e d|r, logo d|bq +
r <= dlaeassimd € D, N D. O

Desta forma, o algoritmo de Euclides configura-se na aplicagédo reiterada do lema
acima, que habitualmente designamos por: método das divisbes sucessivas, e dado que
os restos formam uma sequéncia estritamente decrescente, o algoritmo cessard, de

fato, ao atingirmos o resto igual a 0.
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A.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Teorema A.2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural maior que
1 pode ser representado de maneira unica, salvo a ordenagdo, como um produto de fatores

primos.

Demonstragdoﬂ Seja n um natural maior que 1, se n é primo ndo ha o que demonstrar,
sendo, diremos que n é composto e tomemos p; menor dos divisores de n (podemos
afirmar que py € primo, pois, do contrdrio ele ndo seria o menor entre os divisores por
também ser um niimero composto) e assim podemos escrever n = pinj.

Caso 11 seja primo, a prova estaria concluida. Caso contrario, tomariamos p,, primo e

o menor entre os divisores de 1, logo teriamos n = p;pany.

Tal processo podera ser repetido, porém nao indefinidamente, uma vez em que, ao
tomarmos os divisores de divisores, acabamos por criar uma sequéncia decrescente cu-
jos elementos sdo todos naturais e maiores que 1, e assim, o procedimento certamente
cessard. Dado que os nimeros primos p1, p2, . . ., px ndo sdo necessariamente distintos,

temos que:

_ aml, om2 mk
n=py -ppy7 Py -

Quanto a unicidade, vamos supor pelo contrario que existam duas formas distintas de

representar o natural n.

n=pip2...ps=4q192 - .- Gr.

Dado que p; divide n, entdo p; divide p, = g142...4r, segue que p; divide um
determinado g; que podemos supor ser q; €, como sdo ambos primos, segue que p1 = q1.
Repetindo-se tal argumentacdo para os demais fatores, concluimos que as fatoracoes

sdo idénticas. O

A.3 O PROBLEMA DO CHAPEU MAGICO

Proposto pelo matemadtico Issai Schur(1875-1941), em 1916, o problema continua
em aberto. Considere os numeros inteiros positivos 1, 2, 3, 4, ... e dois chapéus, no

quais iremos "colocar" os nimeros de acordo com a seguinte regra:

1 Esta e outras demonstracdes encontram-se detalhadamente em [|11]
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Denotaremos os chapéus magicos por A e B, dos quais, devemos escolher um para
colocar o numero (1), em seguida, devemos colocar o (2) em qualquer um dos dois
chapéus, depois o (3) e assim sucessivamente. Contudo, ndo podemos colocar deter-
minado nimero em um chapéu caso este seja igual a soma de outros dois niimeros que

ja estdo dentro do chapéu, por exemplo:

chapéu A | chapéu B
1

E agora? Em qual chapéu devemos colocar o 6, ja que estamos impedidos de colocar
no chapéu A, pois o mesmo ja contém o 1 e 0 5, e também estamos impedidos de
colocar no chapéu B devido ao fato de o mesmo conter o 4 e o 2? Resultado: ambos

os chapéus magicos explodem.

Este é um problema interessante de particOes cuja questdo €, seguindo este algo-
ritmo, qual é o maior nimero que conseguimos colocar em um dos chapéus antes que
ele exploda? Tal problema é proposto por Gordon Hamilton para criancas do segundo
ano do ensino fundamental, para que elas pratiquem adicOes. Ele pede as criancas que

trabalhem com os numeros 1,2,3,4,5,6,7, 8.

chapéu A | chapéu B
1
2
3
4
8

Bom, ndo temos onde colocar o 9, logo ambos os chapéus explodirao.

A variacdo do problema consiste em aumentar a quantidade de chapéus, uma vez
que as criancas tenham descoberto a solucdo, propde-se um novo problema: qual o

maior nimero que conseguimos colocar em trés chapéus antes que eles explodam? E



com quatro chapéus? Abaixo apresentaremos as solucdes para até 4 chapéus, pois para

cinco ou mais chapéus o problema ainda ndo tem solucdo, logo, este é um problema

A.3 0 PROBLEMA DO CHAPEU MAGICO

que ainda estd em aberto na teoria dos nimeros?}

Por ndo termos onde colocar o nimero 24, todos os chapéus explodirdo.

Para quatro chapéus, o nimero maximo é 66. A seguir, apresentamos a solucao

deste problema:

Solucdo para trés chapéus

chapéu chapéu
A |B| C A | B | C
13
2 14
3 15
4 16
17
18
19
8 20
9 21
10 || 22
11 23
12

2 Retirado de [[20]
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Solucdo para quatro chapéus

chapéu chapéu
A| B | C|D A| B | C|D
34
2 35
3 36
4 37
5 38
39
40
8 41
9 42
10 43
11 44
12 45
13 46
14 47
15 48
16 49
17 50
18 51
19 52
20 53
21 54
22 55
23 56
24 57
25 58
26 59
27 60
28 61
29 62
30 63
31 64
32 65
33 || 66




A.4 NUMEROS EXPLOSIVOS 117

A.4 NUMEROS EXPLOSIVOS

Uma variacdo proveitosa do desafio anterior consiste no seguinte jogo: dois partici-
pantes de posse de um reldgio para o jogo de XadrezEl, deverdo decompor os numeros
pares a partir do 4 como soma de dois numeros primos. Perde a disputa aquele cujo
tempo findar antes de concluida a decomposicdo de seu ntimero, que explode. Fica

facultada a consulta do crivo de Erastdstenes.

Temos entdo uma conjectura: seria sempre possivel escrever nimeros pares maiores
ou iguais a 4 como a soma de dois nimeros primos. O jogo é realmente justo, ou exis-
tem ntmeros cuja decomposicao é impossivel? Se aplicado em sala de aula, os alunos
poderdo ser confrontados quanto sua veracidade. Apds alguns testes para numeros
maiores, alguns poderdo dizer que aparentemente o resultado é veridico, contudo néo
poderdo afirma-lo. Muitos matematicos ja se empenharam em demonstrar a veraci-
dade desta premissa. Tomds Oliveira e Silva| j4 testou todos os nimeros até 4-10'8
e anunciou que continuard a verificacdo. Contudo, o que ha de tdo intrigante que
mobiliza matematicos do mundo inteiro a concentrar seus esforcos em um resultado,

digamos, simplorio?

A.4.1 Conjectura de Goldbach

O jogo acima se baseia na conjectura de Goldbach, matemadtico prussiano(1690-
1764)E], um problema em aberto na teoria dos nimeros ha quase trezentos anos, em
cartas destinadas a Euler, Goldbach profere a seguinte conviccdo: todo nimero natural

maior que 5 pode ser escrito como soma de trés numeros primos.

Na época (1742) considerava-se o 1 como sendo um nimero primo e por este motivo
aparece o numero 1 nas decomposicoes em soma de primos, presente nas cartas, COmo
mostra a figura[55] Na realidade, Goldbach escreveu que todo ntimero par, maior que 2
pode ser escrito como soma de trés nimeros primos. A conjectura acima € uma versao
moderna desta, ja que posteriormente, convencionou-se que 1 ndo era primo, uma das
justificativas esta no préprio teorema fundamental da aritmética, pois do contrario, a

unicidade das decomposi¢des de niimeros em fatores primos seria impossivel.

3 Existem intimeros aplicativos para android com esta fungio.
4 http://sweet.ua.pt/tos/goldbach.html
5 Para conhecer mais, recomendamos [7].
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Figura 55: Carta Goldbach - Euler
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Em resposta, Euler disse que a afirmacdo equivaleria a seguinte: todo numero par,
maior que 4 (na época, maior que 2) é a soma de dois nimeros primos. De fato, para
n > 3ep,p,p’ ndmeros primos, temos que 2n —2 = p+p/, entdo 2n = p+p’ +2
e desta forma 2n +1 = p + p’ + 3. Reciprocamente, seja 2n + 2 um ntimero par maior

que 4, se 2n+2 = p+p’ + p’ entdo, necessariamente, um dos niimeros primos serd 2,
donde segue que 2n+2=p+p’ +2,logo2n=p+p'.
Euler ainda reitera dizendo ter plena conviccio de estar certo quanto a afirmacao,

porém ndo era capaz de prova-la. Por ser mais abrangente, a versdo de Euler, é conhe-

cida como conjectura "forte" de Goldbach. Esta implica ainda na conjectura "fraca" de
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Goldbach, assim denominada por tratar-se de um coroldrio da primeira, esta afirma

que todo numeros impar maior ou igual a 7 é a soma de trés primos.

Mesmo em aberto, o problema continua a catalisar esfor¢os e avancos significativos.
Recentemente, no ano de 2013, o matematico Harald Helfgott afirmou ter demons-

trado a versdo fraca da conjectura de Goldbachf]

6 Em [40] o leitor encontrard as técnicas utilizadas pelos matemdticos na busca de uma demonstragéo,

bem como os recordes impulsionados por esta célebre conjectura.






APENDICE B

B.1 LINKS E APLICATIVOS

Construcdo detalhada da calculadora bindria mecanica:
https://woodgears.ca/marbleadd/build.html(Acesso em 19/11/2017; 16:25)

Video demonstrativo do funcionamento da calculadora bindria mecénica:
https://youtu.be/md0T1SjIags(Acesso em 19/11/2017; 16:30)

Simulador da calculadora binaria mecénica:
https://leloctai.tk/game/mechanicalAdder/(Acesso em 19/11/2017; 17:23)

Simulador de circuitos 16gicos: Logic ly online:
https://logic.ly/demo/(Acesso em 17/11/2017; 16:40)

Simulador Logic ly versao tryal para download:
https://logic.ly/download/(Acesso em 17/11/2017; 20:05)

Gerador de codigo de barras:
https://www.invertexto.com/codigo-barras(Acesso em 21/11/2017; 12:10)

Simulador de construgdes de circuitos digitais:

http://www.tourdigital.net/Simuladores/ConstructorVirtualDeCircuitosPt.zip(Acesso
em 08/12/2017; 14:43)
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PROJETO: CALCULADORA MECANICA

B.2
280.0
Input holder
15.0-16.0 5.0 5x23 mm
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O leitor podera encontrar o projeto na integra em https://woodgears.ca/marbleadd/

Figura 56: Projeto calculadora bindria mecénica

plans/index.html (Acesso em 19/11/2017; 16:25)
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B.3 CALCULADORA BINARIA MECANICA

Calculadora bindria mecanica construida a partir do projeto apresentado na figura
Tal calculadora foi doada ao Prof. Dr. Eduardo Guéron e serd usada em um projeto

de extensdo da UFABC voltado a alunos do ensino médio.

Figura 57: Calculadora bindria mecanica
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B.4 A EVOLUGAO DA CALCULADORA

Do mecanico ao eletronico, a evolucdo da calculadora ao longo da histéria da huma-

nidade.

Eﬂﬂﬂﬁlﬂi

Bastdes de Naiper Réguas de calculo Relégio calculador
le14 1638 1623

Abaco
3500 aC.

frenat o] - )
0000 0
o o0 (-]

Pascaline Stepped Reckoner Calculadora de Miiller Arithmométre Mdquina das diferengas
1642 1672 1784 1820 1822

Calculador Analitico Adding machine Cal. Joseph Edmonson Comptometer
1833 1874 1880 1883 1884

Mercedes-Gauss Monroe LN-160X Facit C1-13

1905 1911 1932 1950
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| ] J—
—y {
Cassio 14A Victor Model 6-83-4 Anita MK VII Sharp Compet CS10-A Victor 3900
1957 1960 1961 1964 1965

-

[T CALCULADORAS DE BOLSO

CALCULADORAS DE MAO
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nz!

Poket calculador Cannon Pocketronic

Cal Tech
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uE

Sharp EL-1801 Casse CLA-402 Texas TI-Nspire CAS
atual atual atual

Busicon LE-120
1972

Figura 58: Evolucdo da calculadora
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B.5 CIRCUITOS E SIMULADORES

Apresentamos alguns circuitos construidos no Logic ly. Tal software possui versao

online e possibilita a elaboracao e validacao de projetos de forma simples e intuitiva.

@ Logicly - CALCULADORA QUARTENARIA completo.logicly *
File Edit View Tools Simulate Help

A2 B & Dcik ¥ L] = B & O

Input Controls

Toggle Switch  Push Button

k[

High Constant

Clock

Light Bulb

@ Logicly - Flip-Flop logicly
Fie Edit View Tools Simulate Help

A2 B8 & Dcik ¥ L] = B & 0@

Input Controls

Toggle Switch  Push Button

kR

Clock  High Constant

[o}

Output Controls

Light Bulb

Figura 60: Circuito II projetado no Logic ly
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Uma ferramenta extremamente 1til para desenvolver sequéncias didaticas que abor-

dem os circuitos légicos é o aplicativo gratuito: Logic Simulator PRO:

B
El

o @@

Figura 61: Circuito I projetado no légic simulator PRO

Figura 62: Circuito II projetado no légic simulator PRO
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Este software gratuito é um simulador de protoboard excelente para estudantes de

a
eletrénica.
) Constructor Virtual y Simulador de Circuitos Digitales 0.9.7a = X
Circuitos Placas Circuitos TTL  Tutoriais  Ajuda
(N[ it

ve [E— |

I\tiiiiiiii
LR

0,293

Figura 63: Porta AND - Simulador de construcées de circuitos digitais

Arquivo do circuito disponivel para download.
https://drive.google.com/open?id=1vFHV2Suab5YRFaVyXZt0QY-DsQRe_Ga_B

) CA\Users\DaniehDocuments\simulador lLixt = X
Circuitos  Placas  Circuitos TTL Tutoriais  Ajuda
(=T

e

t154. 287

Figura 64: Decodificadores - Simulador de construcdes de circuitos digitais

Arquivo do circuito disponivel para download.
https://drive.google.com/open?id=1JdqnE43xUkC0iUh8mpCPni76H0Xw1DgQ
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