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Resumo

Topicos de Geometria Analitica: Pardbola inicia-se com o contexto histérico sobre o
qual se originou o estudo das conicas e propoe uma abordagem diferenciada para o
estudo de conicas no Ensino Médio devido a grande quantidade de aplicagoes impor-
tantes das propriedades das conicas no cotidiano. No Ensino Fundamental e no 1° ano
do Ensino Médio é ensinado que o grafico da funcao quadratica é uma parabola e, em
geral, nao é apresentada a definicao de parabola e nem seus elementos geradores: o
foco e a diretriz. Neste trabalho a parabola é definida como um lugar geométrico do
plano e sao colocados em destaque os seus principais elementos de modo a evitar que
leigos pensem que um dos ramos da hipérbole, o grafico de uma fun¢ao polinomial de
4° grau ou outras curvas semelhantes sejam também parabolas. Ao determinarmos a
equacao da pardbola verifica-se que, para dominio e contra-dominio especificos, esta é
uma func¢ao quadréatica e provamos também a reciproca disto, ou seja, que o grafico
da funcao quadratica é uma parabola, eliminando assim quaisquer davidas quanto a
associacao entre pardbola e funcao quadréatica. A propriedade refletora da parabola e
suas aplicagoes mostram o quanto é importante a interpretagao geométrica da paré-
bola. E, finalizando este trabalho, apresentamos a definicao geral de conicas a partir

de sua excentricidade e suas equacoes em coordenadas polares.

Palavras-chave: Geometria Analitica; Conicas; Parabola; Hipérbole; Coordenadas

polares.



Abstract

Topics of Analytical Geometry: Parable begins with the historical context over which
the study of conic had its origin and proposes a differentiated approach to the study
of conics in high school because of the large amount of important applications of the
properties of conics in everyday life. In elementary school and first year of High School
it is taught that quadratic function graphic is a parable, and neither its definition
nor its generating elements appear: the focus and the directrix. In this paper is a
parable is defined as a locus of plane and its main elements are highlights in order to
prevent laymen to think that one of the branches of the hyperbole, the graphic joint of
a polynomial function of Fourth degree or other similar curves are also parables. As we
determine the equation of the parable, it is seen that, for specific domain and counter-
domain this is a quadratic function and it is also proved the converse of this, namely,
that the graphic of the quadratic function is a parable, thus eliminating any doubt
as to association between parable and quadratic function. The reflective property
of the parable and its applications show how important it is to stop the geometric
interpretation ball. And to conclude this paper, we present the definition of general

conic from its eccentricity and its equations in polar coordinates.

Keywords: Analytical Geometry; Conics; Parable; Hyperbole; Polar coordinates.
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Introducao

Ao estudarmos a disciplina MA23 (Geometria Analitica) nos deparamos com va-
rias situagoes (problemas matematicos) que sem o uso de ferramentas da Geometria
Analitica apresentariam certa dificuldade para serem solucionadas e que resolvidas ana-
liticamente se tornam muito faceis. Um exemplo que ilustra bem isto é a demonstracao
de que a mediana relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo tem comprimento
igual & metade do comprimento da hipotenusa. Veja essa demonstragao na Se¢ao 2
deste trabalho.

Diante destas situacoes e, levando em conta que a Geometria Analitica é um con-
tetido também desenvolvido no Ensino Médio, decidimos entao escrever este Trabalho
de Conclusao de Curso abordando alguns topicos muito relevantes apresentados em
MA23 que gostariamos de repassar aos estudantes da educagao béasica de forma con-
creta e aplicada.

Acreditamos que a Geometria Analitica pode ser introduzida no Ensino Fundamen-
tal de modo que nesta etapa o aluno ja consiga associar a solugao de um sistema de
equacoes do tipo

r + y = 2
2 — 3y = 9

que é o par ordenado (3, —1) ao ponto P(3, —1) de intersecdo das retas r e s de equagoes
r:z4+y—2=0es:2x—3y—9 =0 no sistema de coordenadas cartesianas (R?)
conforme ilustra a Figura 1.

A falta dessa associacio entre Algebra e Geometria nesta etapa e até mesmo nos
primeiros anos do Ensino Médio faz com que muitos alunos concluam (de forma equi-
vocada) que o sistema citado anteriormente admite duas solugoes: z =3 e y = —1,
enquanto que ao visualizar geometricamente a solucao, fica claro que trata-se apenas
de uma solucao.

Imagine o quanto seria mais simples para uma pessoa que reside no Condominio
Jardim, bloco Horténcias, apartamento 1104 se ela escrevesse seu endereco assim: Con-
dominio Jardim, (H,11,4) e todos entendessem que a primeira coordenada do terno

ordenado identifica o bloco Horténcias, a segunda o 11° andar e a terceira o aparta-

13



Figura 1: Interpretagao geométrica da solugao de um sistema.

mento 4 deste andar. Veja que isto faria mais sentido, uma vez que 1104 nao significa
que ha 1104 apartamentos naquele bloco. O zero utilizado em 1104 tem a funcao de
separar o andar e o nimero do apartamento, ou seja, ha ai um par ordenado, pois
nesta situacao 1104 nao ¢ um nimero, mas um simbolo que poderia facilmente ser
substituido por (11,4).

Este trabalho trata apenas do estudo analitico da Geometria Plana com énfase em
parabola, sua propriedade refletora e aplicacbes. Ao definirmos esta conica, iremos
aborda-la apenas nos casos em que esta ocupa posicao especifica em relacao aos eixos
coordenados conforme ¢ tratado no Ensino Médio, no entanto, nos capitulos finais
apresentaremos a definicao geral de conicas, suas equacoes em coordenadas polares e

critérios para classifica-las a partir da equacao geral do 2° grau em R?

az? + bry + cy?* +dr +ey + f = 0.

14



1 Notas historicas

1.1 A origem das cdnicas

A civilizacao grega trouxe varias contribuicoes para o avanco da Matematica. Uma
destas, foi o desenvolvimento do pensamento abstrato, ao contrario de civilizagoes ante-
riores como os egipcios e babilonicos que praticaram uma matematica utilitaria. Platao,
por exemplo, distinguia claramente uma matematica a ser utilizada pelos comerciantes
e outra pelos intelectuais, aqueles que iriam governar, conforme é apresentado em [10].
Esta abordagem filosofica da matematica levou o mundo grego a atacar problemas
de matematica pura, sem uma aplicacao imediata. Dentre estes podemos destacar os
classicos problemas da quadratura do circulo, o problema de Delos ou duplicacao do
cubo e a trisseccao do angulo. O primeiro provavelmente proposto por Anaxagoras,
que de acordo com [3], viveu durante o quinto século antes de Cristo. Ele foi preso por
afirmar que o Sol nao era uma divindade mas uma grande pedra encandeceste, e no
periodo em que esteve preso se dedicou a resolver o problema da quadratura do circulo.
O qual fascinou os matematicos por mais de 2000 anos. As tentativas de resolver este
problema foi de fundamental importancia, pois estimularam a pesquisa matematica de
épocas posteriores e por nao estarem ligados a nenhum problema pratico, tornaram-se
assim uma das sementes da mateméatica pura.

Neste momento é importante relembrar que resolver um problema para os gregos
significava resolvé-lo através de construgoes com régua e compasso. Portanto encontrar
a medida do lado de um quadrado que tivesse a mesma &area de um circulo dado
(quadratura do circulo) significava encontrar este através de construgio com régua e
compasso. Para melhor entendimento tomemos um retangulo de lados 12 cm e 3 cm,
qual o lado do quadrado que possui a mesma area deste retangulo (quadratura do
retangulo)?

Uma possivel solugao para este problema no periodo grego consistia em encontrar

um segmento de medida z tal que
12 =
r 3

O que facilmente poderia ser feito através da seguinte construgao:
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a) Trace uma reta r;

b) Sobre r marque o segmento AB de medida 12 cm e o segmento BC de medida 3

cm;

¢) Trace a mediatriz do segmento AC, determinando o ponto médio M deste seg-

mento;
d) M é o centro da circunferéncia cujo didmetro é AC;
e) Trace a circunferéncia de diametro AC;

f) Trace a a perpendicular a r passando por B, intersectando a circunferéncia em

D;

g) Pelas rela¢oes métricas no triangulo retangulo, segue que BD = z. Veja Figura
2.

J

Figura 2: Terceira proporcional

Este tipo de solugao inspirou os matematicos da época a tentarem generalizar este
procedimento, ou seja, dados os segmentos de medidas a e b encontrar dois segmentos

de medidas x e y tais que
)
’ (1)



Em [3] encontramos referéncias a Hipocrates de Chios, que viveu em Atenas por
volta de 430 a.C., ele percebeu que este taltimo problema continha a solucao do problema
da duplicacao do cubo, pois se tomarmos b = 2a na equagao (1) e eliminarmos y teremos
3 = 2a®. Veja que no processo de eliminacdo de y temos as seguintes equacoes:
22 = ay, y*> = xb e xy = 2a® que, em notacao moderna, as duas primeiras representam
parabolas e a terceira uma hipérbole.

Neste contexto os matematicos gregos comecaram a procurar curvas que satisfizes-
sem (1). E importante ressaltar que para os gregos encontrar uma curva significava
exprimi-la através de propriedades cinematicas, como a trissetriz de Hipias citada em
[3] ou como secgao de um solido. Na busca por tais curvas, o discipulo de Eudoxo,
Menaecmus (380 a 320 a.C.), sabendo que uma curva que satisfizesse (1) resolveria o
problema da duplicacao do cubo e usando a perspectiva de determinacao de curvas
adotado pelos gregos, observou que havia uma familia de curvas adequadas as solugoes
do problema seccionando um cone circular reto por um plano perpendicular & sua gera-
triz. E nos casos em que o angulo do vértice do cone fosse agudo, obtuso ou reto geraria
curvas diferentes, respectivamente, elipse, hipérbole e parabola. No caso do angulo do
vértice ser reto a curva obtida, em notacao atual, seria da forma y? = Iz, onde [ é dito
o latus rectum da curva e depende da distancia em que o plano se encontra do vértice

do cone. Vejamos isto:

Figura 3: Parabola de Menaecmus
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Seja ABC' um cone cujo angulo do vértice mede 90°, conforme a Figura 3. Neste
caso a seccao determinada pelo plano perpendicular a geratriz do cone é a curva FDG.
Seja P um ponto pertencente a esta curva. Seccionando o cone por um plano paralelo a
base que contém P, iremos determinar um circulo PV R, onde R e V sao as intersecgoes
das geratrizes do cone e o circulo. Sendo () o outro ponto da curva que intersecta o

circulo temos que

a’) PQ L RV, pois RV & um diametro que secciona PQ em seu ponto médio O;

b)) (OP)? = OR.OV:

¢’) Os triangulos AODV e ABCA sao semelhantes, pois OD 1. AC e OV é paralelo

a BC. Dali,
ov _BC
OD AB’
d’) Passando uma paralela a BC por D, a intersec¢do desta com a geratriz per-

pendicular a AC, denominamos R’. Logo, os triangulos AR'DA e ANABC sio

semelhantes. Dali,
R'D  BC
AR AB’

e’) Tomando OP = y e OD = x, observe que equivale a tomar o plano cartesiano
com origem em D, e os eixos OX e OY contendo OD e AC respectivamente. Dai,
dos itens b’), ¢’) e d’) temos y* = OR.OV. Como R'DOR ¢é um paralelogramo,
R'D = OR. Logo,

BC BC  AR'.BC?
y =4 "AB " AB AB?

x.

AR'.BC?

Como AR', BC e AB sao os mesmos para todo P, tomemos [ = =73

Sendo assim,

vt =lx

como queriamos mostrar. Para os casos em que o angulo do vértice é agudo ou

obtuso os calculos sao analogos.

18



Apos estas conclusoes, para Menaecmus determinar as curvas que sao solucgoes de
(1) basta determinar uma parabola de latus rectum a e outra de latus rectum 2a.

E assim, através destes problemas e da busca por solucoes dos mesmos, sao in-
troduzidas em matematica as curvas que mais tarde ficaram conhecidas por parabola,
hipérbole e elipse. Apo6s os trabalhos de Menaecmus varios mateméticos gregos pro-
duziram trabalhos explorando estas curvas e suas propriedades, entre eles, Euclides e
Arquimedes. Todavia, a obra grega sobre conicas que se destacou foi aquela produzida

por Apolénio de Perga.

1.2 As conicas de Apolonio de Perga

De acordo com [3], Apolénio nasceu em Perga na Panfilia, possivelmente entre os
anos de 262 a 192 a.C.. Este parece ter sido educado em Alexandria e passado al-
gum tempo lecionando na universidade local. Juntamente com Euclides e Arquimedes,
Apolbnio esta contado entre os trés maiores matematicos do periodo grego e isto se
deve em grande parte por sua obra produzida sobre as conicas. A obra de Apoloénio
sobre as sec¢oes conicas foi escrita em oito livros, sendo que os quatro primeiros tratam
de problemas elementares que possivelmente ja haviam sido abordados por outros ma-
tematicos anteriores a este. Os quatro dltimos trazem uma abordagem diferente das
demais obras existentes, bem como novos resultados. Conforme [3] e [9], os méritos da

obra de Apolonio em relacao as demais sao os seguintes:

e Ele mostrou que a elipse, hipérbole e a parabola podem ser obtidas de um mesmo
cone, bastando variar a inclinacao do plano de seccao, conforme a Figura 4 obtida
em [8]. Para definir as trés curvas Apolonio tomou uma secgdo meridiana VAB
do cone, onde AB é o diametro da base do cone e V é o vértice do mesmo. As
conicas foram entao definidas como intersecgoes deste cone com determinados

planos que cortam o segmento AB ou seu prolongamento. Para isto, define-se:

— r areta que contém a interseccao do plano que secciona o cone e o triangulo

AV AB.
Dati,
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+ Se r for paralela ao lado AV ou ao lado BV do triangulo AV AB obtém-
se uma parabola;

* Se r intersectar os dois lados AV e BV do triangulo AV AB obtém-se
uma elipse (note que o circulo é um caso particular de elipse);

+ Se r intersectar um dos lados, respectivamente, AV (ou BV) do trian-
gulo AV AB e o prolongamento do outro lado no sentido, respectiva-

mente, de B para V (ou de A para V'), obtém-se uma hipérbole.

Fonme: bt commaons.wikdn o dss oy

Figura 4: Seccoes conicas.

e O cone para obtencao das conicas nao precisa ser reto. E este fato nao altera as

propriedades das curvas;

e Substituiu o cone de uma s6 folha pelo cone de duas folhas. Assim, passando a

hipérbole a ter dois ramos; Veja a Figura 5 obtida em |[8].

Hipérbele come Secsac Canica

Fomee: hipicommans. wikdmedia o

Figura 5: Hipérbole com dois ramos.

e Atribuiu os nomes atuais a estas curvas, provavelmente adotados de usos an-

teriores pelos pitagoricos na solucao de equagoes quadraticas por aplicagao de

20



areas;

e Retirou estas curvas do cone e as trouxe para o plano. Desta forma, deduziu
a relacao basica entre o que chamariamos hoje de coordenadas de um ponto da
curva. A partir das equacgoes das curvas deduziu diversas propriedades sem fazer
referéncia ao cone. O processo de obtencao das equacoes das curvas apresentado

por Apolonio segue caminhos muito semelhantes aos utilizados por Menaecmus;

e Apolonio definiu reta tangente e normal a cada ponto das cénicas. No texto
original estas definicoes sao feitas a partir das Proposicoes 8, 13 e 27 de seu livro

V e das Proposicoes 33 e 34 de seu livro I.

A obra de Apolonio de Perga sobre secgoes conicas foi tao completa que até os
dias atuais os avancos feitos na teoria introdutéria sobre este tema apenas sofreram
atualizacao de notacao depois do advento da Geometria Analitica. Sendo assim, nas
proximas Secoes iremos desenvolver a teoria sobre as coOnicas a partir das notagoes

modernas, porém muito préximo do que foi feito por este grande gedmetra.
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2 Nocoes basicas para o estudo das cdnicas

2.1 Coordenadas no plano

Para o estudo das conicas, suas propriedades, aplicacoes e equagoes é necessario
adotar um sistema de coordenadas no plano. Neste trabalho adotaremos o sistema de
coordenadas cartesianas, de acordo com a abordagem deste assunto no Ensino Médio.

Utilizaremos também ao final deste Trabalho o sistema de coordenadas polares.

2.2 Ponto em R? e distancia entre dois pontos

Um ponto no plano cartesiano R? ¢ denotado por um par ordenado (z, %) sendo z a
abscissa e y a ordenada. Desta forma, conforme [5], h4 uma correspondéncia biunivoca

entre o plano e R? que associa cada ponto do plano a um par ordenado (z,y) em R2.

Veja a Figura 6.

T

X X

Figura 6: Correspondéncia biunivoca entre o plano e R2.

Sendo assim, podemos obter uma férmula para calcular a distancia entre dois pontos
no plano utilizando suas coordenadas cartesianas. Sejam A(za,y4) ¢ B(xp,yp) dois

pontos distintos representados no plano cartesiano conforme a Figura 7. Dai, pelo

Teorema de Pitagoras, temos:

d(A,B)? = (xg —2a)’ + (yp —ya)® = d(A,B) =/(zp—xa)?+ (ys — ya)*.
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Figura 7: Distancia entre dois pontos.

O Exemplo 2.1, retirado de [5], aplica a formula de distancia entre dois pontos para

provar uma propriedade interessante dos triangulos retangulos.

Exemplo 2.1. Seja AABC um tridngulo retangulo de hipotenusa BC. Calculando
distancias em coordenadas mostre que o comprimento da mediana relativa ao lado BC

¢ a metade do comprimento do lado BC.

Solucao. Escolhendo de forma conveniente o sistema de coordenadas, na Figura 8

tome A(0,0), B(0,2y) e C(2z,0). Como M & ponto médio de BC, entdo M = (x,y).

Figura 8: Triangulo AABC retangulo em A.
Calculando a distancia de B a C' temos:
d(B,C) = /422 + 4y? = 2\/a? + > (2)
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Calculando a distancia de A a M temos:

d(A, M) = /2% + 42 (3)

De (2) e (3) temos:

a(a. ) = 126

2.3 Lugares geométricos em R?

A partir desse processo de mapeamento do plano em coordenadas cartesianas,
torna-se possivel obter expressoes (equacOes ou inequacgoes) que representam lugares

geométricos em R?. Veja a seguir os lugares geométricos mais comuns e suas expressoes:

e Reta ﬁ, veja Figura 9.

Figura 9: Reta definida por dois pontos.

Sejam P(z,y) € AB e AB = (rp — xa,yp — ya) um vetor direcdo da reta j@,

entao P pode ser representado da seguinte forma:

rT=x4+tlxg—2x
P=A+tABteR= attlop = z4) (4)

y=ya+tlys —ya)
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A expressao (4) torna-se muito interessante, pois para valores distintos de ¢ ela

representa lugares geométricos distintos em R2.

— para t = 0, temos o ponto A;

para t = 1, temos o ponto B;

para t € [0, 1], temos o segmento de reta AB;

para t > 0, temos a semirreta com origem em A contendo o ponto B;

1 —
— parat = 37 temos o ponto médio do segmento AB.

e Circulo de centro C' = (z¢,yc) e raio r.

Figura 10: Circulo de centro C e raio r
Seja P(x,y) um ponto qualquer do circulo da Figura 10, dai
d(P, C) =r = (1‘ — 370)2 + (y — yc)2 = r? (5)

e (5) é a equacdo do circulo. Sendo assim, note que (6) é a regido interior ao

circulo e (7) é a regido exterior ao circulo, onde:
(x —zc)* + (y —ye)* <71’ (6)

(x—ac)*+ (y—yc)’ >1° (7)
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Observacao 2.1. Um conjunto vazio também € interpretado como um lugar geométrico
e uma expressao que o representa pode ser (v —x4)°+(y—ya)? = k, para qualquer k real
negativo, pois nao existem pontos (x,y) € R? que satisfacam esta equagdo. Além dos
lugares geométricos ja citados, existem vdrios outros e obter a expressao que representa

cada um deles € um dos principais objetos de estudo da Geometria Analitica.

Exemplo 2.2. Qual € o lugar geométrico dos pontos equidistantes de A(1,2) e B(3,5)7

Detlermine a expressao que representa este lugar geométrico.

Solucio. O lugar geométrico procurado é a reta m mediatriz do segmento AB. Veja a

Figura 11.

m

Figura 11: Mediatriz do segmento AB.

Seja P(x,y) € m, entdo d(P, A) = d(P, B). Assim, d(P, A)> = d(P, B)?, isto ¢

(x —1)2+ (y — 2)? =(x—-3)?2+(y—5)?=
22 =204+ 14+y?—4dy+4 =22 —-62+9+9y>— 10y +25 =
4x + 6y — 29 = 0.

Logo, a expressao que representa o lugar geométrico é a equagao cartesiana da reta

m : 4dx 4+ 6y — 29 = 0.
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Exemplo 2.3. Faca o esbo¢o da regiao do plano representada pelo sistema de inequa-

coes

Solugao. A primeira inequagao é a regiao formada pelo circulo de centro C;(1,2) e
raio r = 3 com o seu interior, enquanto a segunda inequacao é a regiao formada pelo
circulo de centro Cy(0,0) e raio 7 = 2 com a regiao exterior a ele. A regido procurada

é a interseccao destas duas regioes, conforme a Figura 12.

N

Figura 12: Solugao do Exemplo 2.3.
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3 Parabola

3.1 Definicao de parabola

Definicao 3.1. Dados uma reta d e um ponto F' & d, o lugar geométrico formado pelos

pontos equidistantes de d e ' é chamado de pardbola. Veja a Figura 15.

Figura 13: Definicao de parabola.

Observacao 3.1. No caso em que F' € d o lugar geométrico dos pontos equidistantes
de F' e d € a reta perpendicular a d passando por F' a qual é considerada uma pardbola

degenerada.

3.2 Principais elementos da parabola

Com base na Definicao 3.1, F' é o foco e d é a reta diretriz da parabola. A
distancia p entre F' e d é chamada de parametro da parabola. A reta r perpendicular
a d que contém F' é o eixo da parébola (também conhecido como eixo de simetria).
Sendo rNd = {A}, o ponto médio do segmento FA é o vértice V da pardbola. Estes

elementos foram classificados de acordo com [2]. Veja a Figura 14.
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Figura 14: Principais elementos da parabola.

3.3 Construcao de uma parabola utilizando material concreto
3.3.1 Meétodo de Kepler
e Materiais utilizados: régua, esquadro, alfinete, lapis e barbante;

e Tome a régua como sendo a reta diretriz da parabola e fixe o alfinete onde sera

o foco da parabola;

e Corte o barbante do tamanho do maior lado do esquadro e amarre uma ponta

dele no vértice do esquadro oposto ao menor lado e a outra ponta no alfinete;

e Apoie o lado menor do esquadro na régua de modo que o lado maior encoste no
alfinete e estique o barbante com o lapis marcando o ponto médio entre o alfinete

e a régua (perpendicular & régua), obtendo assim o vértice da parabola;

e Deslize o esquadro sobre a régua de modo que a ponta do lapis fique sempre

encostada no lado maior do esquadro e mantendo o barbante esticado;

e Faca o mesmo processo deslizando o esquadro no sentido oposto para obter a
outra parte da pardbola (simétrica a obtida anteriormente). Veja a Figura 15

obtida em [8].
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#Tixagio

barbante

barbante—~__ |

alfinete alfinete
uadro T —

régua

| | comprimento
inicial do
barbante

Figura 15: Método de Kepler para construcao da parabola.

3.3.2 Construgao de uma parabola utilizando régua e compasso

e Desenhe numa folha em branco uma reta d e um ponto F' ¢ d;

e Trace a reta r perpendicular a d passando por F' e chame de A o ponto de

intersecao de d e r;

e Tome um ponto B qualquer em ﬁ (sendo V o ponto médio de AF) e com o

compasso desenhe um circulo de centro em F' e raio AB;
e Desenhe a reta s perpendicular a r passando por B;

e Os dois pontos C' e D em que s intersecta o circulo pertencem a parabola, pois
CF = DF = AB (raio do circulo) e AB = d(C,d) = d(D,d), conforme a Figura
16;

e A medida que se varia a posicio do ponto B € r obtem-se novos pontos da

parabola.

Observacao 3.2. Fsta construcao pode também ser muito bem representada fazendo-se

uso do software GeoGebra, conforme é apresentado em [7].
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Figura 16: Construgao da parabola com régua e compasso.

3.4 Equacao da parabola

Seja P(x,y) um ponto do plano, sabemos que P pertence a parabola de foco F
e diretriz d se, e somente se, d(P,F') = d(P,d). Vamos obter a equagdo reduzida da

parabola com vértice na origem O(0,0) e eixo de simetria OY conforme a Figura 17.

Figura 17: Equacao da parabola.

Logo, F (0, g) ed:y= —g, sendo p o parametro da parabola. Dai,
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d(P,F) = d(P,d) = d(P,P"), de onde temos d(P, F')?> = d(P, P")?, ou seja,

P\? P\?
@=0P+(y=5) —@-ar+(r+5) =
2 2
2,2 o P P 2P
rr+y y2+4 4+y+y2:>
2py = a2 (8)

e (8) é a equacao reduzida da parabola, desde que o eixo OY tenha o mesmo sentido
de d para F. Caso o eixo OY tenha sentido oposto ao de d para F' a equagao
reduzida é da forma 22 = —2py e dizemos que a parabola tem concavidade voltada

para baixo. Veja Figura 18.

Figura 18: Parabola com concavidade voltada para baixo.

Analogamente, a equagiao da paréabola com vértice O(0,0) e eixo OX ¢é y* = 2pz,
desde que o eixo OX tenha o mesmo sentido de d para F' (diz-se entao que a parabola
tem concavidade voltada para a direita - veja a Figura 19) ou y?> = —2pzx caso contrario

e estas tém a concavidade voltada para a esquerda, conforme a Figura 20.
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Figura 19: Parébola com concavi- Figura 20: Parabola com concavi-

dade voltada para a direita. dade voltada para a esquerda.

3.5 Translacao

No sistema de coordenadas cartesianas OXY tome o ponto A(m,n). Em seguida,
construa um novo sistema de coordenadas AX'Y”’ com origem em A de acordo com a

Figura 21.

Figura 21: Mudanca de coordenadas: Translagao.

Note que um ponto P(z,y) nesse novo sistema tem coordenadas (z2',y’) tais que

xr=1x'4+mey=1y +n, ou seja,
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r = x — m

/

y =Yy —n
Esse processo de mudanca de coordenadas chama-se translacao conforme é apre-

sentado em [4] e é de grande utilidade no estudo das parabolas (conicas em geral) no

sentido de tornar a equacao destas mais simples e evidenciando seus elementos.

Exemplo 3.1. Vamos obter a equagao da pardbola de vértice V(xo, o) e eizo paralelo

ao eizo OY .

Solugao. No sistema de coordenadas VX'Y’ (veja a Figura 22) onde V' é a origem, a
equacao reduzida da parabola é 2”2 = 2py’ como visto anteriormente. Pela translacao
sabemos que ¥’ =z — xg e Yy =y — yo, sendo (x,y) as coordenadas de um ponto

qualquer em OXY'.

Figura 22: Equacao da pardbola com vértice fora da origem.

Logo, a equacao reduzida da parabola em OXY ¢ (z — x9)? = 2p(y — o) se a
parabola tiver concavidade para cima ou (z — zg)? = —2p(y — yo) se a concavidade for

para baixo.
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De modo analogo, para parabolas com vértice V' (z, yo) e eixo paralelo ao eixo OX a
equagao reduzida é (y —yo)? = 2p(z — z¢) se a parabola tem concavidade para a direita
(veja Figura 23) ou (y —yo)? = —2p(x — 1) se a concavidade for para a esquerda (veja

Figura 24).

Y

Figura 23: Parabola com concavi- Figura 24: Pardbola com concavi-
dade voltada para a direita e vér- dade voltada para a esquerda e vér-
tice fora da origem. tice fora da origem.

Exemplo 3.2. Mostre que o grifico da fun¢do quadrdtica f: R — R tal que f(x) =

ar? +bx + ¢ com a # 0 é uma pardbola.

Solucao. O grafico de f é o conjunto

Gr(f)={(z,y) e R*y=az’+br+c ex R}

1° Caso: Considere a > 0.

b
y =ar’+br+c=> L P N
a a a
Y N b\? 2 c Y N b\’ l)2—4ac:>
— = €T _— _ — —_ — — €T _— —
a 2a 4a?2  a 2a 4a2

sendo A = b — 4ac.
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De onde obtemos que

()2 ()]

Dai, comparando (9) com a equagao reduzida da parabola (x — z0)% = 2p(y — vo),

b A 1 1
nota-se que ro = ——, Yo = —— € 2p=— =p=— > 0, ou seja, Gr(f) é uma
2a ) 4a a 2a
pardbola de vértice V' <—2—, —4—), eixo focal (ou eixo de simetria) paralelo ao eixo
a a

b —A+1

b A+1
OY e de equacao x = ~5g7 foco F (—— +
a

)

. Note

) e reta diretriz y = —
2a 4a > Yy

que p = % é o parametro da parabola. Veja a Figura 25.
a

2° Caso: Se a < 0.

Compare a expressao (9) com a equagdo reduzida da parabola de concavidade para
baixo (x — x0)? = —2p(y — yo), dai tome —2p = o =p= —% > 0e Gr(f) é também
uma parabola com as mesmas coordenadas do 1° Caso, porém com concavidade voltada

para baixo.

Gr(f)

Yo

Figura 25: Grafico da fungao quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ para a > 0.
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3.6 Propriedade refletora da parabola

Definicao 3.2. Como visto no inicio desta Secao, pardabola é o conjunto dos pontos
P € R? tais que d(P, F) = d(P,d) para algum ponto F e alguma reta d com F & d.
Sendo assim, definimos a regiao interna da pardbola como sendo a regiao do plano
formada pelos pontos P tais que d(P, F') < d(P,d) e a regido externa da pardbola pelos
pontos P tais que d(P, F') > d(P,d).

Definicao 3.3. A tangente a uma pardbola no ponto P € a reta que tem em comum
com a pardbola esse inico ponto P e tal que todos os demais pontos da pardbola estao

do mesmo lado dessa reta.

Definicao 3.4. O dngulo entre uma reta e uma curva que se intersectam no ponto P

¢ o dngulo entre essa reta e a tangente & curva tragada pelo ponto P.

A Proposigao 3.1, obtida em [7], apresenta uma das principais propriedades da

parabola.

Proposicao 3.1. (Propriedade refletora da pardbola): As retas paralelas ao eizo focal
intersectam a pardabla num ponto P e formam com esta dngulo igual ao dngulo que ﬁ
forma com a pardbola em P, ou seja, se imaginarmos a pardbola como um espelho,
todos os raios de luz paralelos ao seu eixo que incidem num ponto P da pardbola serao

refietidos passando sempre pelo foco.

Demonstracao. Sejam P um ponto qualquer da parabola de foco F e diretriz d e A a
projecao ortogonal de P em d (veja Figura 26). Mostremos que a bissetriz ¢ do angulo
FPA & a tangente a parabola em P. Como PF = PA (pois P pertence a parabola),
o triangulo AFPA é isosceles e t é a mediatriz do lado AF. Dai, tome P’ € t com
P’ # P e B a projecao ortogonal de P’ em d. Logo, FP' = AP’ > P'B.

Segue entao pela Definicao 3.2 que P’ é exterior & parabola para todo P’ € t com
P’ # P. Como P €t e P pertence & parabola entao t é a tangente & parabola em P.
Portanto, as retas m paralela ao eixo da parabola e ﬁ formam angulos iguais com
a parabola em P.

O
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eixo

Figura 26: Propriedade refletora da parabola.

3.6.1 Aplicagoes das propriedades da parabola

O texto a seguir é baseado em [6]. Se girarmos uma parébola em torno do seu
eixo, ela vai gerar uma superficie chamada paraboloide de revolugao, também conhecida
como superficie parabdlica. Esta superficie possui intimeras aplicacoes interessantes,
todas elas decorrentes da propriedade refletora da parabola.

A fama das superficies paraboélicas remonta a Antiguidade. H&4 uma lenda segundo
a qual o extraordinario matemaético grego Arquimedes, que viveu em Siracusa em torno
do ano 250 a.C., destruiu a frota que sitiava aquela cidade incendiando os navios com os
raios de sol refletidos em espelhos parabolicos. Embora isto seja teoricamente possivel,
hé sérias dividas historicas sobre a capacidade tecnologica da época para fabricar tais
espelhos. Mas a lenda sobreviveu, e com ela a ideia de que ondas (de luz, de calor,
de radio ou de outra natureza qualquer), quando refletidas numa superficie parabolica,
concentram-se sobre o foco, assim reforcando grandemente o sinal recebido.

Da lenda de Arquimedes restam hoje um interessante acendedor solar de cigarros
e outros artefatos que provocam ignicao fazendo convergir os raios de sol para o foco

de uma superficie parabolica polida.
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Outros instrumentos atuam inversamente, concentrando na dire¢ao paralela ao eixo
os raios de luz que emanam do foco. Como exemplos, citamos os holofotes, os farois de
automoveis e as simples lanternas de mao, que tém fontes luminosas a frente de uma
superficie parabdlica refletora. Veja as Figuras 27 e 28.

Um importante uso recente destas superficies é dado pelas antenas parabolicas,
empregadas na radio-astronomia, bem como no dia-a-dia dos aparelhos de televisao,
refletindo os débeis sinais provenientes de um satélite sobre sua superficie, fazendo-os
convergir para um unico ponto, o foco, deste modo reforcando-os consideravelmente.

Veja as Figuras 29 e 30.

Fardis

A
T

Figura 27: Uso da parabola em auto- Figura 28: Farol de automoével. Ima-

moveis, lanternas de mao e holofotes. gem obtida em |[8§].
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Antenas

N
N

Figura 29: Uso da parabola na radio- Figura 30: Antena parabolica. Imagem

astronomia e em aparelhos de televisao. obtida em [8|.

As formas geométricas sao muito utilizadas na Arquitetura e na Engenharia Civil
devido as suas propriedades e a beleza destas. Além da estética, as propriedades ma-
tematicas presentes nestas estruturas servem para reforcé-las e também para otimizar
espaco, iluminacgao, ventilacao etc. Sendo assim, h4 muitas construgoes nas quais foram

utilizadas a forma parabolica. Veja as Figuras 31, 32, 33 e 34 obtidas em [8].

Figura 31: Vista frontal do Figura 32: Edificio Berliner Bogen, Hamburgo,

Ed. Berliner Bogen. Alemanha.
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Figura 33: Uso de parabola na construgao civil.

Figura 34: Visao noturna da Ponte J. K. sobre o Lago Paranoa em Brasilia - DF.

Na Fisica, quando estudamos o Movimento Uniformemente Variado (M.U.V.), a
N . . , a,

expressao que relaciona o espaco em funcdo do tempo é S(t) = Sy + Vot + §t a qual
é uma funcdo quadratica, pois @ # 0 (nesta expressao a é a aceleragao e no M.U.V.
a aceleragdo é ndo nula). Dai, como visto no Exemplo 3.2, o gréfico desta fungao é
uma parabola. Conhecendo as propriedades da parabola, ao resolvermos problemas
de Fisica sobre M.U.V. podemos também obter muitas informacdes tais como alcance,
altura maxima e tempo de percurso em lancamentos obliquos. As Figuras 35, 36 e 37

obtidas em [8| apresentam algumas situagoes nas quais a Fisica se utiliza desta curva.
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Figura 35: Futebol. Figura 36: Basquete. parabola na Fisica - M.U.V.
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4 Classificacao das coOnicas

Nesta Secao o nosso objetivo é fazer o reconhecimento das conicas a partir da

equacao geral do 2° grau, ou seja, dada a equacao
ar® +bxy + ey +dr+ey+ f =0, (10)

determinar se esta ¢ uma elipse, hipérbole, parabola ou um dos casos degenerados
dessas conicas, para isto iremos usar como referencial teorico [1] e [5]. No caso em que
b = 0, o reconhecimento pode ser feito completando quadrados. Para o caso em que
b # 0, iremos fazer uma rotacao dos eixos coordenados seguida de uma translagao, ou

seja, vamos passar do plano OXY para o plano OXY de modo que:

e Os eixos OX e OY coincidam com os eixos da conica;

e (O coincida com o centro da conica.

Para isto, precisamos determinar uma base = {U{, @} ortonormal para o plano

OXY. Com este objetivo iremos desenvolver as Subsecdes a seguir.

4.1 Rotacao dos eixos coordenados

Para fazermos a rotagao dos eixos coordenados utilizaremos o resultado obtido na

seguinte

Proposicao 4.1. Se os eizos coordenados giram um dngulo 6 em torno de sua origem
e as coordenadas de um ponto P qualquer antes e depois da rotagao sao (z,y) e (Z,7),

respectivamente, entao

x =Tcosf — ysenh

y = Tsenf +ycosb
Demonstracao. De acordo com a Figura 38, temos: OR = x, OT =2, PR =y ¢
PT =7.

QT
Do AOQT segue que: senf)l = — e cosf =
T

e OQ =T cosb.

. De onde obtemos QT = Tsenf

0Q
T
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Figura 38: Rotagao dos eixos coordenados.

ST SP

Do APST temos: senff = — = ST = ysentl = R(Q e cos) = — = SP =
) Yy

7 cos .
Sendo assim,
r =0R=0@ — RQ = Z cos bt — ysenb

y =PR=RS+SP=QT+SP =T7Zsenf +71cosé.

O
O sistema anterior pode ser escrito em linguagem matricial da seguinte forma:
x cosf) —senb z
— )
Y senfl  cosf U
cosf —send _ .
onde B = é dita a matriz de rotacao.
senfl cosf
4.2 Awutovalor e autovetor
. 11 A12 . .
Sejam A = uma matriz real do tipo 2 x 2 e @ = (z,%) um vetor
Qg1  A22

2X2
em R2.

Denotamos AW como sendo o vetor (a1 4 a1y, asx + axy).
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Definigao 4.1. Um nimero real X é um autovalor da matriz A se existir um vetor 0

nao nulo tal que AW = \U. Neste caso U € dito autovetor da matriz A.

Note que para existir A devemos ter det(A — A.I) = 0, pois neste caso o sistema

gerado por AW =AU tem solucao além da trivial. O que motiva a seguinte

Definicao 4.2. Sejam a matriz A, «, € I a matriz identidade de ordem n. O polindmio

p(A\) = det(A — N\.1I) ¢é dito o polinémio caracteristico de A.
Dai, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja A\ um nimero real. Dizemos que A\ € autovalor da matriz A se,

e somente se, \1 € raiz do polinémio caracteristico de A.

4.3 Resultados importantes

Os resultados enunciados a seguir justificam a técnica que utilizamos para clas-
sificar as conicas. Os mesmos nao serao demonstrados, por fugir aos objetivos deste

Trabalho. Todavia o leitor que deseja aprofundar neste tema pode recorrer a [1].

Teorema 4.2. Um operador linear T : V — V admite uma base 5 na qual a matriz

[T]g € diagonal se, e somente se, essa base for formada por autovetores de T.

Teorema 4.3 (Teorema Espectral). Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita
sobre R. SeT : V — V € um operador simétrico, entao existe uma base ortonormal [3

de 'V tal que [T]g é diagonal.

Para aplicarmos os resultados anteriores, note que a equacao (10) pode ser escrita

na forma matricial

a % x x
.y ) tl d e +{ f ] =0 (11)

3 C Yy Yy

a b
Acerca da matriz A = 2 , temos o seguinte

b
5 c
2
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Teorema 4.4. (a) As raizes, \; e Ay, do polindmio caracteristico de A sao reais;
(b) Eziste um par u_>1 e u_g de autovetores ortonormais relativos aos autovalores A e
)\27'
ap az 4 , o .
(c) Se B = € uma matriz cujas primeira e sequnda colunas sao forma-
by by

das pelas coordenadas dos vetores ui e 175, respectivamente, entao

A
BT AB =
0 X

Observacao 4.1. Note que ui e us formam uma base ortonormal para R%. E conside-
rando estes como vetores direcionais para os eixos OX e QY teremos B como a matriz

de rotacdo que associa os pontos do plano OXY aos pontos do plano OXY .

Demonstracao. (a) O polinémio caracteristico da matriz A é

PN = B-a)—o - =
p(A) = )\2—(a+c))\—|—ac—§.

O discriminante da equacao p(\) = 0 é dado por

b2
= (a+c)2—4<ac—z):>
= a®>+2ac+ A —dac+ b =

A = (a—c)*+b°

o qual é nao negativo. Sendo assim, as suas raizes A\; e Ay sao reais.

(b) Tome T} : R? — R?. Como A é simétrica, pelo Teorema 4.3, existe uma base
B = {u_>1, u_%} ortonormal que diagonaliza [TA]E" Logo, pelo Teorema 4.2, § ¢ uma base
de autovetores de A.

(c) Sendo BT a matriz transposta de B, temos que

aq bl a.ay + le a.ay + ébg
BTAB = ? ?

as by gal + ¢.by gag + ¢.by
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Auj = (a.a1 + gbl, %al + c.bl) = (Aj.a1, A1.by), pois u; ¢ autovetor de A. De modo

anélogo, Au_2> — ((I.CLQ + gbg, gag + C.bg) = ()\2.@27 )\2.b2). Dai,

BIAB — a; by A1ar Aeag
(05} bz )\1()1 )\2()2
BTAB — )\1(61% + b%) Xo(ajas + b1by)

)\1 (alag + blbg) )\g(ag + b%)

Como os vetores sao ortonormais temos:

A0
B"TAB =
0 X

4.4 Reducao a forma candnica

A matriz B é ortogonal, isto é, BY=B~!. Dai, tomando D = BT AB e multipli-
cando esta igualdade pela esquerda por B e pela direita por BY temos, A = BDBT.
Substituindo A = BDBT na equagao (11) iremos obter:

(xy)BDBT v +(de) ' +(f>=0- (12)

Yy Y
Da Observacao 4.1 temos que B é a matriz de rotacao que associa os pontos do

plano OXY aos pontos do plano OXY. Sendo assim,

8]
&I

BT =
y 7

Dai, substituindo esta igualdade na equagao (12) obtemos

(- )eo(
Y Y

8
+
N
=¥
)
~__
S
+
N
~
~_
I
(@]
—
&



Da propriedade da transposta do produto de matrizes, temos que

T T

e — :»(xy)rs:(g:« g).

Y

&I

<

Cop(2) () )

Como

>
o
Kl
8
8

D= BTAB = e B =B | BT =
Y Y

(e

>
no
<

Substituindo as expressoes acima na equagao (14) esta se reduz a:

A O ayp Gz
Ty +| d e +{ f =0.
0 X b b

Resolvendo os produtos de matrizes nesta tltima equacao temos que

8l
&I

Y|
<

M2+ N2 +dT+ey+ f=0, (15)

onde d = {(d,e), (a1,b1)) e & = {(d,e), (az, by)), onde { ) & o produto interno usual de

R2. Agora ¢ s6 completar quadrados na equagao (15) para classificarmos a conica.

Exemplo 4.1. Qual é a conica que a equacio x% + 2v2xy + 2y> + 6V/3z +3 = 0

representa?

Solucao. Para identificar a conica em questao precisamos encontrar os autovalores e

autovetores da matriz A.

1 V2

Sendo A = = p(A) = (A= 1)(A —2) — 2 = 0. Encontramos as raizes

V2 2

desta equacao A\; =3 e Ay = 0.
Para encontrarmos o autovetor uj = (x,y) associado a A; = 3 devemos resolver o

sistema
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Note que uma solucdo para o sistema é (1,v/2). Logo, u = (
_v2 1
(-%%) -
P 1 V2\\ S _ V2 1 _
Da17 d= <(6\/§7 0) ) <7§7 7§)> =6ee= <(6\/§7 0) ) (_7§7 7§>> - _6\/5
Sendo assim, de (15) temos que a equagao da conica pode ser escrita na forma

322 4+ 05° + 62 — 625 +3 =0 = (T + 1)? = 2v27.

Concluimos entdao que a equagao representa uma parabola. A Figura 39 mostra o

grafico desta parabola.

Figura 39: Parabola representada pela equacio z2 + 2v/2zy + 2y + 6v/32 + 3 = 0.

Exemplo 4.2. Identifique a conica que a equacio x° — 4dzy + 3> + 3v2x 4+ 3v2y = 0

representa.

Solucao. Para identificar a conica em questao precisamos encontrar os autovalores e

autovetores da matriz A.
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1 =2

Sendo A = = p(A) = (A —=1)(A—1) —4 = 0. Encontramos as raizes
-2 1
desta equacao Ay = —1 e \y = 3.
Para encontrarmos o autovetor uj = (z,y) associado a A\; = —1 devemos resolver o
sistema
1 -2 x T
=-1
-2 1 Y Y
Note que uma solugao para o sistema ¢ y = x = \/75 Logo, u = (%5,?) e
= <_£ ﬁ)
U = 579 .

Dai, d = ((3v2,3V2), (L. 4 )) =6 e e = (3v2,3v2), (2. ¢ )) = 0.
Sendo assim, de (15) temos que a equagao da conica pode ser escrita na forma
T —3 2 =2
—17° + 37" + 62 =0 = @=3" ¥
9 3
Concluimos entao que a equacao representa uma hipérbole. A Figura 40 mostra o

grafico desta hipérbole.

Y
Y 8
A
N
N
N
N 6
N
N
N
N
N
N 4]
N
N . P
N 7/
N 2 o
N d
N ’
N s
N s
7/
T T y
'3/9/ -4 2 Z\'N 2 4 6 8 10
7 N X
s N
7/ N
2 -2 N
s N
’ N
7/ N
7 N
/ -4 N
/ N
7/ N
7/ N
V2 N
P | N
v N
s N
N

Figura 40: Hipérbole representada pela equacio 22 — 4zy + 3> + 3v/2x + 3v/2y = 0.
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Exemplo 4.3. Identifiqgue a conica que a equacao 3% + 2zy + 3y* — 4 = 0 representa.

Solucao. Para identificar a conica em questao precisamos encontrar os autovalores e

autovetores da matriz A.

31
Sendo A = = p(A) = (A—3)?—1 = 0. Encontramos as raizes desta equagao
1 3
)\1 =4e )\2 = 2.
Para encontrarmos o autovetor uj = (x,y) associado a A\; = 4 devemos resolver o
sistema
31 T x
=4
1 3 y Yy

Note que uma solucio para o sistema é y = = = 1. Logo, uj = <\/i§,\/i§> e
W= <_L L)
2 v2' V2 )
Dai, d = {(0,0), (5.5 )) =0 e e = ((0,0), (~5. %)) = 0.
Sendo assim, de (15) temos que a equagao da conica pode ser escrita na forma
-2

4f2+2g2—4:0:952+%=1.

Concluimos entao que a equacdo representa uma elipse. A Figura 41 mostra o

grafico desta elipse.
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Figura 41: Elipse representada pela equacao 3z% + 2xy + 3y? — 4 = 0.
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5 Conicas e coordenadas polares

Nesta Secao apresentaremos a definicao geral das conicas e suas equacoes em

coordenadas polares.

5.1 Definicao geral de uma coénica

O Teorema 5.1, obtido em |5], apresenta uma defini¢do geral que engloba os trés

tipos de conicas em termos de um foco e da diretriz correspondente a esse foco.

Teorema 5.1. Sejam F um ponto do plano, d uma reta do plano tal que F &€ d e e
um nimero real positivo. Entao, o conjunto C = {P;d(P, F) = e.d(P,d)} ¢é uma elipse
se e < 1, uma pardbola se e = 1 ou uma hipérbole se e > 1, de foco no ponto F e

excentricidade e.
Demonstracao. Se e = 1, entdo C = {P; d(P,F) = d(P,d)} é uma parabola de foco
F' e diretriz d, de acordo com a definicdo de parabola.

Agora tome 0 < e # 1 e no sistema de eixos ortogonais OXY considere F'(0,0) e
d:x=m, com m > 0. Veja Figura 42.

Dai, P(z,y) € C, entao:

d(P, F) = e.d(P,d)
V2t =elr—m| e
?+y*=e(r—m)? &

22 + 9% = e22® — 2me’x + mPe® &

2 2
(1—e?) <x2 + T;x) +y? =m?e’ &

2 e\’ 2 9o mie!
(1_6)<x+ 1—e2> et e ©
me2 \? m2e?

1— e 2= 16
(=) (o4 25) +0 =125 (16)

m2e?
Utilizando uma translacdo horizontal e fazendoa =1 —e? e k = 7 5 A equagao

—e

(16) é equivalente a

az” +y” = k. (17)
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Figura 42: Demonstracao do Teorema 5.1.

Logo, se e > 1 temos a < 0 e k < 0, segue entao que a equacdo (17) é uma hipérbole
esee <1, temosa>0ek>0eaequacio (17) é uma elipse.

]

5.2 Coordenadas polares

A ideia fundamental da geometria analitica plana consiste como visto até agora,
em substituir cada ponto do plano por um par de nimeros reais, que sao as suas
coordenadas. O sistema cartesiano, adotado até este momento, é o mais importante
e o mais simples dos sistemas de coordenadas, mas nao é o tinico. Depois do sistema

cartesiano, o mais util é o sistema de coordenadas polares.

Definicao 5.1. Um sistema de coordenadas polares Opf no plano consiste de um ponto
O, denominado pdlo ou origem, de uma semirreta @)1, com origem em O, denominada
eizo polar, e de uma unidade de comprimento utilizada para medir a distincia de O
a um ponto qualquer do plano. Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse
sistema sao p e 6, onde p € a distincia de P a O e 0 é a medida do dngulo do eixo

polar para a semirrela (ﬁ% FEscreve-se P(p,0). Veja a Figura 43.
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Figura 43: Ponto P em coordenadas polares.

Convenciona-se que a medida do angulo tomada de 0—121 para (ﬁ no sentido anti-
horario é positiva, e negativa no sentido horéario.

Se a primeira coordenada polar de um ponto é zero, entao esse ponto é o poélo.
O angulo do pdélo nao esta definido. Convencionamos que (0,6) sdo as coordenadas
polares do poélo, para todo angulo 6. Percebe-se aqui que nao h& uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do plano e sua representacao em coordenadas polares, pois
o par (p,0) determina, de maneira tnica, um ponto no plano. No entanto, um ponto
do plano pode ser representado por varias coordenadas polares distintas. Note que as
medidas de 0 e 0 + 2kw, k € 7Z, estao associadas ao mesmo angulo e, portanto, (p,0)
e (p,0 + 2km) representam o mesmo ponto do plano. Todavia, se o ponto P nao for a
origem e se restringirmos 6 ao intervalo [0, 27), existira apenas um par de coordenadas
polares (p, ) para P.

A limitacao dos valores do argumento 6 ao intervalo [0, 27) pode ser inconveniente
em muitos problemas. Existem também questdes que em seu estudo pode ser ttil
considerar valores negativos para o raio vetor p. Neste caso, a convencao que se faz é

identificar o ponto (—p, d) com o ponto (p, 0 + ).

Exemplo 5.1. O conjunto C dos pontos P(p,0) que satisfazem a equacao p =3 € o con-
junto dos pontos cuja distancia ao pdlo O € igual a 3, isto €,C ={(p,0);p =3 e 6 € R}

¢ o circulo de centro O e raio 3, conforme a Figura 44.
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Figura 44: Circulo em coordenadas polares.

Exemplo 5.2. Seja r o conjunto dos pontos P(p,0) do plano que satisfazem a equagao

polar@z%, ou seja, r:{(p,é);peR e 9:%}_

T
Entao, v € a reta que passa pelo pdlo O e tem inclinacdo 0 = 1 em relagao ao eixo

polar. Veja a Figura 45.

Figura 45: Reta passando pelo poélo.

A Definicao 5.2 estabelece as relagoes entre coordenadas polares e coordenadas

cartesianas.

Definicao 5.2. O sistema polar associado a um sistema cartesiano OXY € o sistema

cujo polo € a origem O do sistema cartesiano, e cujo eixo polar € a semirreta positiva

do eizo OX.

Seja P(x,y) um ponto qualquer do plano, referido ao sistema cartesiano. Sejam
(p,0) as coordenadas de P no sistema polar associado (veja a Figura 46). Estamos

supondo p > 0.

Dai, x = pcosf), y=psend e p*>=2ax>+y%
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P,

Figura 46: Sistema polar associado ao sistema cartesiano.

5.3 Equacao polar das cdnicas

Vamos deduzir a equacao de cada conica em coordenadas polares.

5.3.1 Elipse

Considere uma elipse de eixo maior horizontal A; Ay = 2a, eixo menor By By = 20,
distancia focal F1 Fy = 2c e centro C'(m,n) como na Figura 47.
Seja P(p,0) um ponto qualquer da elipse, na qual fazemos coincidir o polo O com
o foco F} e o eixo polar com o eixo maior da elipse.

Aplicando a Lei dos cossenos no triangulo AF; F5 P temos
6% = p® + 4c* — 4epcosb. (18)
Da definicao de elipse
FiP+F,P=2a=0+p=2a=0=2a—0p.
Substituindo 0 na expressao (18) temos que
(2a — p)? = p* + 4 — depcos B = 4a® — dap + p? = p* 4 4¢® — depcosb.
Da relagao notavel da elipse segue que
a> =+ =a? - =1
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Figura 47: Elipse.

Sendo assim,

b2
a—ccosf’

a>—c®=p(a—ccosf) = b =p(a—ccos) = p=

Logo, a equacao polar da elipse é

b2
=\ 19
P a — ccosf (19)
Na equagao polar da elipse (19), dividindo o numerador e o denominador do segundo
b> 2
- b

membro da expressao pela constante a, vem que p = — Fazendo p = —,
a

4 _ Ceosh
a a

. c , .. . ~
chamado de parametro da elipse e e = — é a excentricidade. Assim, a equacao polar
a

da elipse ¢ mais comumente dada por

o P
1 —ecosf
5.3.2 Hipérbole
Considere uma hipérbole de eixo focal horizontal A;As = 2a, eixo nao focal

BBy = 2b, distancia focal F1Fy, = 2c¢ e centro C'(m,n). Fagamos coincidir o poélo
O com o foco F e o eixo polar com o prolongamento do eixo real da hipérbole a direita

de O. Seja P(p, ) um ponto qualquer da hipérbole conforme a Figura 48.
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Figura 48: Hipérbole.

Aplicando a Lei dos cossenos no triangulo AF; F5 P temos
6% = p* +4c* — depcos(m — 0). (20)
Da definicao de hipérbole
|FAP — FyP|=2a=0d—p=2a=0=2a+p.
Substituindo 0 na expressao (20), segue que
(2a+p)? = p*+4c* +4cpcos O = da’*+dap+p* = p*+4c*+4cpcosd = a*—c* = p(—a+ccosb).

Da relacao notavel da hipérbole, temos

C=a+b=a*—c=-b = p(—a+ccos) = —b*

Sendo assim, a equacao polar da hipérbole é
b2

. 21
a— ccosf (21)

p:

Na equagao polar da hipérbole (21), dividindo o numerador e o denominador do
b2

—%  Fazendo
— g cos

segundo membro da expressao pela constante a, temos p =

Qe

2
c

p = —, chamado de parametro da hipérbole e e = — é a excentricidade. Deste modo,
a a

a equacao polar da hipérbole ¢ mais comumente dada por

p

P=7 —ecosf’
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5.3.3 Parabola

Considere uma parabola de eixo de simetria horizontal com vértice V', foco F' e
RF = p. Seja P(p, ) um ponto qualquer da parabola. Fagamos coincidir o pélo O com

o foco F' e o eixo polar com o eixo de simetria da parabola de acordo com a Figura 49.

d

Figura 49: Parabola.

No triangulo APQF temos que

cos(m —0) = —cos ) = b=r
P
Dai, p = ﬁ, onde p é o parametro da parabola. Portanto, a equacao polar
— Cos
da parabola é
o P
1—cosf

Observacao 5.1. Note que a elipse, a hipérbole e a pardbola tém as equagoes polares
c

semelhantes a menos da excentricidade e = — que para a elipse (0 < e < 1), para a
a

hipérbole (e > 1) e para a pardbola (e = 1). Qutro fato importante € que, apesar de
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adotarmos 0s mesmos simbolos A1 Ay = 2a, B1By = 2b e F1Fy = 2¢ para a elipse e para
a hipérbole, eles tém significados geométricos diferentes na definicao de cada coénica,
mesmo porque a relacao gotdvel da elipse é a®> = b? + % e da hipérbole é c? = a® + b°.
Assim, o parametro p = " adotado na equacao polar da elipse e da hipérbole é diferente

e nao tem nada em comum com o pardmetro p da definicao de pardbola.

Exemplo 5.3. Determine a equacdo polar da hipérbole de equacao 92%—16y>—144 = 0.

Solugao. Sabemos que a equacao polar da hipérbole é do tipo p = 1].;6’ onde
— e cos
c b?
e=—-ep=—.
a a

Passando a equacao da hipérbole para a forma reduzida:

2 2
022 — 162 = 144 = — ¥ 1
v y 16 9

Dai, temos a? = 16 e b> = 9, ou seja, a = 4 e b = 3. Substituindo os valores de a e

5)

b na relacao notavel da hipérbole: ¢? = a? + b?, segue que ¢ = 5. Entdo, p = 7T
9

p= 4(1—%(3080)

e . Logo, a equacao polar da hipérbole é

9

p= 4 —5cosf’
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Conclusao

O PROFMAT é um Curso de Pos-graduagao Stricto Sensu, em nivel de Mestrado,
com o objetivo de proporcionar ao professor da escola bésica, formacao matemaética
aprofundada e competéncia matemaética certificada, relevante ao exercicio de docéncia
em matematica no ensino bésico.

Para mim, apesar de todas as dificuldades, foi uma grande satisfacao ter feito parte
da primeira turma deste programa e ¢ com base no conhecimento mateméatico adquirido
neste curso que posso garantir: o objetivo do PROFMAT esta sendo alcancado. Os
contetidos matematicos e os recursos tecnologicos que foram apresentados e socializados
nesta primeira turma elevou muito a qualidade das minhas aulas.

Este curso nos mostra o quanto precisamos pensar a forma como ensinamos e, prin-
cipalmente, o que ensinamos, pois muitas vezes entramos num processo de inércia no
qual reproduzimos conceitos incompletos ou falhos que limitam o nosso conhecimento
e ao nos limitarmos, consequentemente, limitamos também nossos alunos.

Neste trabalho foram pontuadas muitas falhas na abordagem de determinados con-
teidos que podem ser facilmente eliminadas fazendo com que o aluno compreenda

melhor o que esta estudando e sinta prazer em aprender Matematica.
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