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RESUMO

O intuito desse trabalho é fomentar o estudo da matemadtica financeira com o obje-
tivo de um impacto social, para que os alunos de baixa renda atinjam uma consciéncia
financeira maior durante sua formacao escolar e construcdo de sua familia. Esse estudo
tem motivacdo pessoal e também é justificado pela falta de interesse dos alunos em as-
suntos de Algebra, Légica e Abstracio. Através de modelos financeiros da modelagem
matematica e de ferramentas computacionais, apresentados na forma de atividades
para o Ensino Médio, espera-se uma conscientizacdo maior do aluno em relacdo a sua

liberdade financeira.

Palavras-chave: Juros Compostos, Modelo ARIMA, Modelagem Matematica, Mode-

lagem Computacional.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to promote the study of financial mathematics with the
objective of a social impact so that the students of low income achieve a greater finan-
cial consistency during their school formation and construction of their family. This
study has personal motivation and is also justified by students’ lack of interest in Al-
gebra, Logic, and Abstraction. Through financial models, mathematical modeling and
computational tools, presented in the form of activities for High School, it is expected

that students will become more aware of their financial freedom.

Keywords: Compound Interest, ARIMA Model, Mathematical Modeling, Computa-
tional Modeling.
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INTRODUCAO

Em momentos de dificuldade econémica nosso corpo e mente ndo funcionam tdo
bem quanto deveriam. Foi em um momento como este, de grande aflicdo, que come-
cei a idealizar como a minha vida seria se tivesse mais autonomia financeira, enquanto
no mesmo momento o pais decidia aumentar o tempo para a aposentadoria. Toda
esta situacao levou-me a reflexdo sobre a minha capacidade de organizar-me financei-
ramente e cheguei a conclusdo que ela era muito reduzida. Isto me intrigava: como
eu podia ser professor de Matemadtica e ndo conseguia aumentar os niumeros da mi-
nha conta? Por que alguns amigos (com o mesmo saldrio) ficavam mais ricos mesmo
odiando matemadtica? Por que fico com sentimento negativo em relacdo ao governo
quando ele aumenta a idade para a aposentadoria? Enfim, todas essas perguntas
motivaram-me a escrever esse trabalho, que foi sendo construido aos poucos, ao passo

que cada uma dessas perguntas iam sendo elucidadas.

Com isso, tive que repensar muitos habitos na minha vida e onde depositava as
minhas esperancas de estabilidade financeira. Percebi que quando sentia algo nega-
tivo em relacdo a aposentadoria era porque minha esperanca de autonomia financeira
estava sendo depositada ali e ao perceber isso, a primeira motiva¢do do trabalho apa-
receu. Como ndo depender da aposentadoria? A primeira tentativa foi pela poupanca.
Percebi que um trabalhador do setor privado que se aposenta por idade, aos 65 anos,
recebe um beneficio médio de R$1.197, 44 e um trabalhador do setor privado que se
aposente por tempo de contribuicdo, ou seja, 30 anos para mulheres e 35 anos para ho-
mens, recebe um beneficio médio de R$2.303, 80, de acordo com o Boletim Estatistico
de Previdéncia Social. Considerando uma aposentadoria de R$2.500, 00, para que a
poupanca me dé esse rendimento eu teria que ter R$500.000,00. E um valor alto, mas
teria até os 60 anos para junta-lo. Porém, a poupanca estd atrelada a taxa SELIC que
vem caindo ao longo dos ultimos anos, com isso as regras para a poupanca mudariam
e o dinheiro renderia menos que 0, 5%, o que faria eu ter que aumentar o montante.
Mediante esta frustacdo fui procurar outra fonte de rendimentos e descobri: LCI, LCA,

Tesouro Direto e a Bolsa de Valores.



INTRODUGAO

Ap6s a descoberta desse leque de possibilidades de investimentos percebi que man-
ter um rendimento de 0, 8% era bastante simples. Com o rendimento fixo consegui
fazer algumas contas, inclusive perceber quanto tempo demoraria a me aposentar por
conta propria com o mesmo valor oferecido pelo governo. Como ja tenho 28 anos, fiz
as contas para que me aposentasse logo. O resultado foi surpreendente, utilizando a
calculadora do Banco Central conclui que em 25 anos me aposentaria com a mesma
promessa do governo e eu so tinha que economizar R$250, 06 em depdsitos regulares.

[ BCB - Calculadora do cicl X

[l |

& C | O hitps/fwww3.bcb.gov.br/CALCIDADAO /public:

4 L BANCO CENTRAL ;e = Acesso publico
[ ke Calculadora do cidaddo it g

[CALFW0201]

Aplicacdo com depésitos requlares

simule a aplicagio com depésitos regulares

Niimero de meses 300
Taxa de juros mensal |0,800000 %

Valor do depssito regular [0 oo
(depésico realizado na inicio do més)

Valor obtido ao final [312.500,00

Calcular | Limpar | volter | Imprimir

Figura 1.0.1: Calculadora do Banco Central

Aplicacao com depdositos regulares

Simule a aplicacdo com depdsitos regulares

Mumero de meses |300

Taxa de juros mensal |0,800000 S

Valor do deposito regular

) 230,06
[deposite realizado no inicio do més)

Valor obtido ao final |312.500,00

Metodologia

Calcular I Limpar I Voltar I Irnprirmir I

Figura 1.0.2: Ampliacdo

Em seguida, ao fazer outras contas percebi que para chegar a R$1.000.000, 00,
era ainda mais barato, apesar de demandar mais tempo, o custo para totalizar esse

montante era de apenas R$200, 00 por més.

Ainda assim, se observarmos bem, o valor de depdsito é muito inferior ao valor do

montante. Veja que 200 - 466 = 93.200. Essas observacoes sao valiosas ao ponto que
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Aplicacao com depdésitos regqulares

Simule a aplicacdio com depdsitos regulares
Mimero de meses (465,08

s [ 1
Taxa de juros mensal [0,800000 %

Walor do depdsito regular

(depdsite realizado no inicio do més)

200,00

Walor obtido ao final El.DDD.CIEICI,GG

Metodalagia

Calcular | Limpar | Voltar | Imprimir |

Figura 1.0.3: Montante apés 465 meses de depdsitos regulares de R$200, 0o

poupar R$200, 00 é acessivel para muitas familias. Veja a seguir a figura de

distribuicdo de saldrios no Brasil:

Valores R$ milhoes

P da Qtde Rendimen | Rendimen | Deducgd G B_cn_s e
Rendimento Declarantes to Total to Total e Devido Direifos
Bruto Tributdvel | Legais Liquidos

‘;d‘if. 172 Salirio | | 500 o8 | 310 210 276 0.0 84.047
;ﬁ: 18Saldrio | 5844 1856 3.571 657 0.1 26.002
'M‘} nz Saldrios | | 095897 | 13547 | 11490 | 20907 0.4 56.971
i;: Salirios | , cor915 | s57.843 52210 | 9932 19 115.269
:;;ns Saldrios | g9 026 | 250018 | 215200 | 52802 | 1.1810 | 438593
i;:" Saldrios | - 350376 | 418815 | 331748 | 89.999 | 121359 | 668.555
10a20

2 1522174 | 399587 | 285867 | 66998 | 305173 | 769.685
Salarios Min.
20 2 40

: 1507344 | 341072 | 212060 | 40575 | 347939 | 868366
Salarios Min.
40 2 80

: 518567 | 228584 | 109013 | 18932 | 207646 | 656.744
Saldrios Min.
i el 136718 | 121171 | 34452 | 5370 | 70743 | 426.138
Salarios Min. }
;I::" S on 71440 297934 | 37384 | 7466 | 77630 | 1206209

Total 26.494.416 | 2.132.738 | 1293205 [ 295.133 | 114232 | 5316579

Figura 1.0.4: Resumo das Declaracdes por Faixas de Saldrio Minimo. Fonte:

http://www.fazenda.gov.br/centrais-de-conteudos/publicacoes/transparencia-
fiscal/distribuicao-renda-e-riqueza/relatorio-distribuicao-da-renda-2016-05-09.pdf
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Tomando o saldrio minimo de hoje como R$937, 00, R$200, 00 seriam equivalen-
tes a 21, 34%, o que torna o investimento vidvel para muitos trabalhadores que nao

conhecem um caminho para ndo depender da aposentadoria oferecida pelo Governo.

Valores R$ milhdes

. Rendimen | Rendimen | Dedugd Bens e
Faixa de Qtde Imposto i
Rendimento Declarantes to Total to Total o Devido Direitos

§ Bruto Tributavel | Legais Liquidos
;‘i‘;”"' Salirio | | 568 688 310 210 276 0.0 84.047
1231 Saliris | 5,444 3.856 3.571 657 0,1 26.002
'M‘; :' Salirios 1075827 | 13547 11.490 2.097 0,4 56.971
;:;: Salrios | 5 cor915 | s7.843 52210 | 9932 19 115269
:;;ns Salirios 7882026 | 250018 | 215200 | s2802 | 1.181.0 438.593
5:;;" Saldries | 200376 | 418815 | 331748 | 89999 | 12.1359 | 668.555
10228 3522174 | 399587 | 285867 | 66.998 | 305173 | 769.685
Salarios Min.
20 a 40
g 1507344 | 341.072 | 212060 | 40575 | 347939 | 868.366
Salarios Min.
40 a 80
: S18.567 | 228584 | 109013 | 18932 | 207646 | 656.744
Salarios Min.
$0a 168 136.718 121171 | 34452 | 5370 | 70743 | 426138
Salarios Min.
:1::0 Salicios 71440 | 297934 | 37384 | 7466 | 77630 | 1206209
Total 26494416 | 2.132.738 | 1.293.205 [ 295133 | 114232 [ 5316579

Figura 1.0.5: Resumo das Declaracoes por Faixas de Saldrio Minimo

Veja que a classe destacada na figura[1.0.5|representa 71, 52% da populacéo decla-
rante do Imposto, portanto ajudar essa classe a se tornar miliondria no decorrer dos
anos ajudaria a diminuir as diferencas sociais existentes em nosso pais, além de me-
lhorar a qualidade de vida de muitas pessoas. Pela pesquisa que fizemos (Apéndice A),

observamos que:
e Aproximadamente 60% dos entrevistados ndo guardam dinheiro algum.
e Menos de 10% guardam mais de R$ 400,00 por més.

A proposta deste trabalho é despertar nos jovens, através de atividades, a motivacao
para guardar R$ 200,00 todos os meses, para assim, ndo ficarem na dependéncia do
governo e nem das empresas, tornando-o independente financeiramente e podendo
desfrutar com seguranca de uma boa terceira idade. Para isso vamos elucidar, atra-

vés de atividades, como o dinheiro funciona. Para as atividades utilizaremos o livro
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Fundamentos da Matematica Elementar - Vol 11- Matemadtica Comercial, Financeira e

Estatistica de Samuel Hazzan e Gelson Iezzi [|10].

A Matemadtica Financeira é um corpo de conhecimento que estuda a variacdo de va-
lor do dinheiro com o passar do tempo. Através dela, criam-se modelos que permitem
avaliar e comparar o valor do dinheiro em diferentes momentos. A Matemadtica Finan-
ceira reconhece que dinheiro tem valor no tempo. E intuitivo entender que R$100 em
seu bolso hoje tenham mais valor do que R$100 00 que chegardo as suas maos daqui
a seis meses [[11]]. Para dar contexto a sua importancia, a abordaremos na linha do

tempo desde a idade das pedras até os dias de hoje.

Também desenvolveremos com os alunos as féormulas utilizadas pela Calculadora
do Banco Central para mostrar ainda mais a aplicacdo da Matemadtica na vida real.
Discutiremos quais sdo as melhores formas de investimento e assim, aqueles que ja

trabalham podem dar inicio em sua aposentadoria miliondria..

Conforme fui aprofundando os estudos deparei-me com o Mercado Financeiro e quis

responder a seguinte pergunta em relacdo aos precos dos ativos:
Vai cair ou vai subir?

Para isso pude contar com a orientacdo do Prof. André Ricardo para entender sobre
modelos AR, MA, ARMA e ARIMA com os Objetivos de:

- Modelagem;
- Previsao;

Controle de Qualidade;

Periodicidade.

Afim de mudar ainda mais a visdo dos alunos em relacdo a matemadtica, trouxe
esse assunto para debate. O assunto foi evoluindo e os alunos se interessaram mais
pela bolsa de valores e perguntaram como fariam para saber se vai subir ou descer.
Apéds esse momento selecionamos os alunos com mais aptiddo e interesse para ver
o funcionamento da bolsa de valores através do site “br.investing” e a utilizacdo do

modelo ARIMA na pratica.

Este trabalho divide-se duas etapas interligadas. A primeira é mostrar um caminho
viavel, através da renda fixa, para familias com renda até 5 saldrios minimos atingirem
um aporte financeiro de 1 milhdo de reais, aqui considerado como suficiente para obter

autonomia financeira. Poderiamos trabalhar séries do tipo P.G. de diversas formas, mas



INTRODUGAO

escolhemos o caminho financeiro pelo fascinio que ele provoca e assim conseguir mais
atencdo dos alunos do ensino médio da escola publica para realizar os exercicios de
juros retirados de [[10]. No fim dos exercicios, parte dos alunos perceberam a relacéo
entre as variaveis e conseguiram manipular as relacoes tempo, capital e juro. Assim
caminhamos para a segunda etapa, a renda fixa. Para explorar a renda variavel com
os alunos, utilizamos modelos criados pelo R Studio (free software) para simular os

processos estocasticos:
e AR - autorregressivos de ordem p;
e MA - medias mdveis de ordem q;
e ARMA - juncdo dos dois processos anteriores;

e ARIMA - precesso para séries ndo estaciondrias, onde d é o nimero de vezes que

a série foi diferenciada para se tornar estaciondria;

E comparé-los com alguns graficos de ativos da Bolsa de valores, B3[Brasil, Bolsa,
Balcao]. Com isso, através da orientacdo direta em aulas tedricas e atividades, os
alunos utilizaram alguns comandos do software para encontrar as variaveis (p,d,q) do
processo ARIMA e realizar a simulacdo. O impacto social que se espera atingir com
este trabalho é de que familias de baixa renda percebam como aumentar sua renda
exponencialmente usando o entendimento dos juros compostos e portanto saindo da

baixa renda.
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A Matemadtica Financeira € uma drea de conhecimento que estuda a variacdo de va-
lor do dinheiro com o passar do tempo. Através dela, criam-se modelos que permitem
avaliar e comparar o valor do dinheiro em diferentes momentos. A Matemadtica Finan-
ceira reconhece que dinheiro tem valor no tempo. E intuitivo entender que R$100 em
seu bolso hoje tenham mais valor do que R$100, 00 que chegardo as suas maos daqui
a seis meses [11]]. Para dar contexto a sua importancia, a abordaremos a partir da
Idade da Pedra para responder perguntas: Como e quando comecamos a ter a ideia de
dinheiro e juros? Quando surge a ideia de actimulo de capital? Como obter vantagens
de terceiros a partir desse capital? Algumas tabuletas mostram que essas ideias ndo
foram dos bancos mais recentes e que talvez tenha sido um acontecimento natural do
pensamento humano ha milhares de anos atras. Este capitulo tenta mostrar um pouco
das origens do mercado, da moeda e das estratégias usadas pelas pessoas ao longo do

tempo para proteger seu capital.

2.1 5 MILHOES - 3000 A.cC.

Nao se sabe quando a Idade da Pedra comecou, mas ha uma estimativa que seja ha 5
milhdes anos. Era uma época em que quase todas as pessoas eram cagadores nomades
e por isso a Idade da Pedra registrou limitados avancos cientificos e intelectuais. Isso
ndo significa que faltasse inteligéncia as pessoas naquela época, por volta de 20 000
a.C. os cacadores das savanas haviam desenvolvido uma cultura complexa que incluia

a confeccdo de ferramentas, linguagem, religido, arte, musica e comércio. Os povos da
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Idade da Pedra eram cacadores e nédo agricultores, portanto tinham de se deslocar de
acordo com as estacOes. SO conseguiam levar consigo ferramentas pequenas, faceis de

transportar, roupas e objetos pessoais [5].

Antes do periodo Paleolitico, 10.000 a.C., o mercado de trocas ja existia entre tribos

asiaticas e europeias envolvendo pedras preciosas [4].

Nessa fase o homem ja percebe que pode tirar proveito dos interesses de outros
individuos, mas ainda de forma muito rudimentar, de modo que néo havia leis a cerca

disso, porém o suficiente para que o homem comecasse a contabilizar seus pertences.

Mais adiante, entre 8000 e 5000 a.C. o mercado se expande, seguramente diferente
do modo que conhecemos hoje, porém com semelhante importancia. Agora o homem
ndo vai a procura de sua comida. Na era neolitica 0 homem produz seu proéprio ali-
mento e assim comecam a trocar sementes, ferramentas improvisadas e rebanhos de
animais. Um fato interessante é que a possibilidade de acimulo de capital através do

mercado faz com que as cidades aparecessem e nédo o contrario [[13].

Assim o capital foi mudando de forma vérias vezes até o surgimento de moeda. Foi
gado, grios, joias, metais em forma pura e etc. Os pensamentos de pedir algo em troca
pelo que estd sendo emprestado foi aparecendo aos poucos. Gado e grao poderiam
ser trocados entre os possuidores, mas também emprestados criando renda [[13]. Ha
envidéncias de transicdes de “Dinheiro Animal” sendo emprestados para fazendeiros
mais pobres em troca de uma parte de sua producao. Essas evidéncias sdo encontradas
em diversas areas como: Egito, América, India e China; e antes do aparecimento das

cidades que hoje ocupam esses lugares [4]].

Depois de 3000 a.C. comecam a surgir as comunidades agricolas densamente po-
voadas ao longo do rio Nilo na Africa, dos rios Tigre e Eufrates no Oriente Médio e
ao longo do rio Amarelo na China. Essas comunidades criaram culturas nas quais a

Ciéncia e a Matemadtica comecam a desenvolver-se [5].

2.2 3000 A.c. -525A.c.

Enquanto antes tinhamos como classes sociais o Cacador e o Colhedor, quando o
Homem aprendeu a plantar passamos a ter também o Agricultor. E ao mesmo tempo

em que o pensamento Nomade ia sendo substituido, naturalmente, pela ideia dos
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plantios alguns problemas agricolas apareciam, como: periodos de secas e enchentes.

Assim também apareceram a solucOes: controles de irrigacdo, barragens e calendarios.

Conforme a densidade populacional aumentava ficava mais dificil sobreviver como
cacador e colhedor. Para se protegerem da fome, os povos desses lugares tiveram de
encontrar outros meios de obter alimentos. Assim comecaram voltar-se para a agricul-
tura intensiva que podia alimentar populacdes de até 40 pessoas por milha quadrada.
Isso foi uma espécie de “Revolucao Agricola” q” que precipitou profundas modificacoes
culturais. Uma das mudancas foi a criacdo da escrita. As cheias do Amarelo, do Nilo,
do Tigre e do Eufrates trouxeram a construcgdes de barragens — atividade que requeria
ndo s6 cooperacdo e a arte da engenharia, como também, igualmente, um sistema de
preservacao de registros. Os agricultores precisavam saber quando as enchentes ou a
estacdo das chuvas chegariam, e isso significava calendarios e almanaques. Os propri-
etdrios de terra mantinham anotacOes escritas sobre a producdo agricola e tragavam
mapas que especificavam as valas de irrigacao. Essas atividades deram origem a novas

classes de homens educados: sacerdotes, escribas e astrélogos [|5].

Outra importante mudanca foi a ado¢do de um estilo de vida sedentdrio. Ao con-
trario dos cacadores e colhedores, os agricultores ndo precisavam percorrer grandes
distancias a procura de alimentos. Eles construiam aldeias, vilas e pequenas cidades
ao longo das margens dos rios. Perto de 2500 a.C. as cidades de Ménfis e Tebas despon-
tavam como as metrdpoles lideres do Egito. No vale do Tigre e do Eufrates, despontou
primeiro a cidade de Ur, por volta de 3000 a.C. Essas primeiras cidades se agiganta-
vam em face dos antigos lugarejos do Neolitico. Ur tinha 24 000 habitantes e uma
area de 150 acres. As cidades propiciavam condicOes para mercados onde agricultores
e artesdos podiam trocar bens, surgindo ai, para facilitar o processo, uma classe de

mercadores [5]].

Com o passar do tempo, mais profissbes eram requeridas e assim o comércio ia

ficando mais volumoso.

O comércio continuava se modificando aos poucos, agora como havia as cidades
apareceria também uma espécie de volatilidade entre os produtos e por isso varias
vezes intervencoes estatais no comércio. Os antigos Sumérios usavam cevada na mai-
oria das trocas. Fra uma regido com agricultura muito rica, assim pelos séculos houve
tratados de empréstimos e pagamentos, mas ainda nao havia capital em forma de mo-
eda, entdo os pagamentos eram feitos em prata e grdos. As regras de pagamentos
dos empréstimos variavam, assim como os valores padrdes para pratas e graos. Ha

muitos documentos que tratam de posses e créditos datando o tempo dos Sumérios.

9
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Na verdade ndo ha uma separacdo entre a queda dos Sumérios e o inicio do Império
Babilonico. Além do mais, muitos costumes financeiros dos Sumérios sdo perpetuados

no Cédigo de Hammurabi [13]].

Os Sumérios eram muito avangados nesses sentindo. Transferéncias eram gravadas
em documentos legais e eram depositados em templos. Essa pratica foi herdada dos
costumes primitivos. Com o cddigo a lei restringia a venda da propriedade principal
da familia e esta somente poderia ser subtraida em caso de pagamento de divida.
Uma terra ndo cultivada estava a disposicdo do primeiro ocupante que a cultivasse.
O credor deveria esperar que a colheita chegasse antes de pressionar o fazendeiro
pelo reembolso. Uma falha no plantio causada por seca ou tempestade anulava os
juros daquele ano. As terras poderiam ser alugadas por até trés anos e os pagamentos

poderiam ser em produtos ou em metal precioso. [[13]].

As leis comecam a ser estabelecidas para as profissées, incluindo o comércio. Quando
um comerciante fazia trocas com tribos mais distantes ele formava uma espécie de par-
ceria. Essas transa¢Oes comercias eram cuidadosamente reguladas pelo Cédigo. As
contas tinham que manter-se exatas; erros eram penalizados; a divisdo de ganhos e
provisoes de capital eram detalhadas por escrito antecipadamente. Parceiros nao con-
tribuiram necessariamente com capital, eles podiam contribuir apenas com crédito e

emprestar a soma necessaria [|13].
Assim os primérdios do que temos hoje estava formado.

Pela primeira vez na histéria, alguns povos tinham tempo de lazer. Enquanto os
agricultores, que formavam a maioria da populagdo durante a Revolugdo Agricola,
gastavam o dia todo no trabalho, outras pessoas — reis, sacerdotes, mercadores e
escribas — tinham tempo ao fim do dia para ponderar sobre os mistérios da natureza e
da ciéncia. Por fim, todos os ingredientes para o progresso cientifico estavam reunidos:

escrita, necessidade de novas tecnologias, ambientes urbanos e tempo de lazer [5].

E de acordo com [5], as tribos foram sendo substituidas por Cidades-Estados e o
chefe tribal por vastas burocracias que nos acompanham até hoje. Podemos observar
que a ideia de retorno e protecdo do capital investido é tdo antigo quanto a prépria

civilizacdo, dai importéancia de estudar Matematica Financeira e suas aplicagoes.

Nao nos cabe aqui estudar a evolucao do dinheiro em si, mas os meios que foram
criados para protecdo de capital acumulado, assim como ganhos sobre ele. Uma cién-
cia que comecou ha tanto tempo, obviamente sofreu muitas evolucoes e ramificacoes.

Hoje em dia, temos o mercado financeiro e seus 6rgaos regulamentadores, cada pais
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com o seu, assim como sempre foi, desde os mercados babilénicos, sumérios e outros

dessa época antiga. Daremos aqui énfase ao mercado brasileiro, a BVM&F.

Na prdtica, esta parte do trabalho serviu como contextualiza¢do do tema através da

histéria, o que traz mais motivacao aos alunos.






CONCEITOS MATEMATICOS

Alguns conhecimentos prévios sdo necessarios para o dominio das habilidades de
trabalho na bolsa de valores. A seguir vamos apresentar as defini¢des desses conheci-
mentos em 3 secOes. A primeira sobre temas da matemadtica financeira, a segunda em

eventos probabilisticos e a terceira discutiremos alguns aspectos estatisticos.

3.1 MATEMATICA FINANCEIRA

3.1.1 Razdo e Propor¢do

Razdo

Dado dois nimeros a e b, com b # 0, chama-se de razdo entre a e b 0 quociente

cle

Exemplo: Ha um total de 30 frutas: 15 bananas, 10 abacaxis e 5 macas. A razdo

entre o numero de macas e o numero de bananas é dado por 1—55, simplificando obtemos
1
3
bananas para o total de frutas ;—g, simplificando obtemos ; significando que bananas

significando que temos uma maca a cada 3 bananas. Ou ainda temos a razao de

sdo metade do total de frutas.

Proporgdo

A igualdade entre duas razdes é denominada propor¢do. Exemplo: Na proporcao

% = % dizemos que 5 esta para 15 assim como 1 esta para 3.

13
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A propriedade fundamental da proporcao diz que o produto dos meios deve ser igual

ao produto dos extremos. Exemplo: 5+15=1+3 = 1-15=5-3
Essa propriedade nos permite resolver alguns tipos de problemas, veja:

Um médico precisa aplicar 2ml de um remédio para cada kg de uma pessoa. Se a

pessoa pesa 75 kg, quantos ml de medicamento sdo necessarios?

2ml _ xml : : .
TKg = 75kg COMO O produto dos meios deve ser igual ao dos extremos, temos:

1-X =2-75 — X = 150, ou seja, o médico deve aplicar uma quantidade de 150 ml

de remédio.

3.1.2 Porcentagem

Dado um numero a qualquer, ao escrever a% - 1é-se ’a’ por cento - estamos repre-
sentando a razdo ;3. Por cento € uma expressdo representada pelo simbolo %, que
significa centésimos. Logo 12% = ;2 Exemplos:

a) 25% = += =0,25

b) 3,8% = 28 = 0,038

100

) 145% = {2 = 1,45

100

d) 401,7% = ¥57 = 4 017

100

3.1.3 Variagdo Percentual

Suponha que uma pega de carro custe R$8o reais. Por razdes comerciais esse produto
passa a custar R$84 no més seguinte. A razéo , a = aumento e b = valor inicial, é

chamada variacdo percentual entre as datas consideradas.

j=%=o,o5=5%

De modo geral, consideremos uma grandeza de valor V, na data inicial e o valor V¢

na data final. Podemos escrever a variacdo percentual da seguinte forma
. Vf - v0

3.1.1
) A (3.1.1)
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jl jz j3 e jn

AARAR N

0 tI tz t3 e tTL—I tn

Figura 3.1.1: Juros

Sendo j igual ao nimero obtido como a variacio percentual. Ainda podemos escrever

de outra forma o mesmo procedimento

. Vg
= 1

Ve (3.1.2)

Observemos que quando Vy > V, temos uma variacdo positiva e assim uma taxa
percentual de crescimento. Quando ocorre o contrdrio temos uma taxa percentual de

decrescimento.

Variagdes percentuais acumuladas

Considerando os instantes de tempo o, ty, ts,t5,- -, th—1,tn, €m que t,_; < ti e
ainda chamemos jy a variacdo percentual entre os instantes ty_; e ty; cada jx é uma

variacgdo sucessiva de ji_;

Dado uma grandeza inicial em t=0, podemos expressar as seguintes informacdes:

v |

J1:71—1:>V1=V0(1+J1)

o
v . D+
]2=Vz—1é\/2=v1(1+]2)é\/ = Vo(1+j1)(1+]2)
1

v - (1414
13272—1:V3=V2(1+]3):>V3=Vo(1+]1)(1+]2)(1+]3)

Assim podemos observar que:

Vi :Vo(1+j1)(1+j2)(1+j3)"'(1+jn) (3.1.3)

Para encontrar a variacao percentual acumulada (jo.) devemos aplicar a equacdo
3.1.2} logo:
Vi

jaczvo_l

15
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Substituindo o numerador, temos:

_ Vo1 +j)(a+j2)(x+j3) - (1+jn)
Jac = V —1
o

Jac = (1 +j)(T+52)(A+]3) - (1+jn) — 1 (3.1.4)

Vale destacar que ao calcular as taxas de variagoes acumuladas, em termo real,

estariamos calculando as taxas de inflacdo/deflacdo de um determinado periodo.

3.1.4 Juros

Existem diversas formas para definir juros. Para este trabalho vamos definir juros
como a taxa de retorno, positiva ou negativa, de um investimento em determinado
tempo. Onde J é o juro, M o montante acumulado apds um periodo de tempo e C
o capital inicial do investimento. No mundo financeiro ndo hd uma aplicacido que se
comporte como juros simples, portanto consideraremos apenas o juro composto. Assim

dado um capital inicial C, uma taxa i de juro e um tempo n temos:

M, =C-(1+{)" (3.1.5)

Exemplo:

Foi aplicado um capital de R$3000, 00 em um investimento que possui uma taxa de

retorno a 2% ao més.
e O montante ao final de 3 meses é dado por:
M; = 3000 - (1 +0,02)3 — M = 3000 - 1,061208 — M3 = 3183, 64
e Ou ainda, no final de 6 meses:
Mg = 3000 - (1 +0,02)® — Mg = 3000 - 1, 126162419264 — Mg = 3378, 49

Observe que 3378, 49 — 3183,64 = 194,84, ou seja, nos 3 ultimos meses a rentabili-
dade foi maior que nos 3 primeiros meses, isso ocorre devido ao juro composto, que é
juro sobre juro. O fator

T+ (3.1.6)
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E chamado de fator de 4gio, que é a correcéio temporal, no futuro, para o capital inicial
apos o periodo n. Todavia podemos encontrar o capital inicial a partir do montante e
da data futura, para isso temos o fator de desdgio que é o inverso do fator de agio:
= (1+i)" (3.1.7)
(1+n ( )
Enquanto nos permite ir do presente ao futuro de um investimento, a|3.1.7
nos permite vir do futuro para o presente. Juros entdo significa a taxa de atualiza-
cao temporal do valor do dinheiro, uma variacdo determinada quando o dinheiro é

transportado pelo tempo.

3.1.5 Valor atual de um conjunto de capitais

Suponhamos um devedor e um credor de uma divida de R$10.000, 00 que venca da-
qui um més. Se o credor conhece uma aplicacdo a taxa de 0,8%, qual seria o valor justo

para o devedor quitar a divida antecipadamente? Para isso vamos aplicar a equacao

B.17

10000

C= = 9.920,6
o8~ 9:920:63

Ou seja, um valor aceitdvel pelo credor seria R$9.920, 63.

Suponha ainda que esse mesmo credor tenha que receber outra divida de R$16.000, 0o
daqui 2 meses e seu devedor lhe oferece R$15.500, 00 a vista, o credor deve aceitar a

proposta?
16000

- (1,008)?

Logo vemos que nao é interessante para o credor receber a divida hoje no valor pro-

= 15.747,03
posto pelo devedor.

Vamos resolver agora a seguinte situacdo: uma loja vende um fogéo a prazo em 5
prestacOoes mensais de R$400, 00, sendo a primeira paga ap6és um més a compra. Se o
pagamento for a vista, o preco cobrado é R$1850,00. Conhecendo uma aplicacdo que
renda o, 8%, é mais vantajoso para o comprador a opcdo a vista ou a prazo? Para res-
ponder essa questdo o comprador precisa trazer para o presente cada uma das parcelas
de R$400, 00:

_ 400 400 400 400 400
"~ 1,008  (1,008)%> (1,008)3  (1,008)% (1,008)5

Vp

17
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R

Figura 3.1.2: Sequéncia de pagamentos

Vp = 396,82 + 393,68 + 390, 55 + 387, 45 + 384, 38 = 1952, 88

Com o célculo o comprador percebe que a compra a vista é melhor opcéo.
Nessa mesma loja uma televisdo é vendida a vista por R$1.100, 00 ou em duas presta-
¢cOes mensais a um juro composto de 3%. Qual deve ser o valor de cada parcela? Para

calcular o valor das parcelas devemos levar o valor 1 més a frente
Vf; =1100- 1,03 = 1133

como serdo duas parcelas, vamos dividir o valor em 2 e descontar do valor Vf;

11
Vp: = 1133 — % = 566.5

agora devemos levar esse valor mais um meés a frente
Vf, = Vp, =566.5- 1,03 = 583,50

Assim o valor de cada prestagdo deve ser a soma dos valores parciais divididos por 2

VPp.+Vp, _ 566,5+583,5 _
2 2

Vp'rest = 575

o valor de cada parcela, entdo, é R$575, 0o.

Sequéncia uniforme de pagamentos

Considere um valor V que deve ser financiado, por exemplo, R$25.000,00 para a
compra de um carro. Se o banco empresta esse dinheiro a uma taxa de 3% ao més,
qual o valor de cada prestagao se a divida deve ser liquidada em 2 anos. Chamaremos
esse conjunto de pagamentos de sequéncia uniforme de pagamentos. Veja na figura

a seguir como o algoritmo funciona de modo geral:
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Podemos escrever o valor V atual das n prestagoes, a taxa j como:

R R R R
Taay) @ @ep T ae)e

Podemos observar que o valor de V é uma Progressdo Geométrica de razdo q = (1%].),

cujo primeiro termo é (1—';.), assim podemos aplicar a soma de uma P.G. finita
n__
Sn=a;+a+a5+ - +an = GI(((:I 1)1) (3.1.8)

Substituindo os valores, temos:

R 1
G+) [(m’)n - 1}

w1

V=

[
V=R. (1+j) | (1+)

1—(14j)
(1+))
[1—(1.+jn)“] |:(1+j)T‘:1:|
V=R. (1+J? -R. (1+.J)
—) )
e por fim:

(1+j)"—1

V=R —F—— (3.1.9
(T+5)" -]

Essa é a formula que relaciona o valor atual com a prestacdo de valor R, taxa de
juros j e o numero n de prestacoes. Assim o cdlculo para o nosso problema seria:
1,03)* —1
25.000 = RL
(1,03)* 0,03
1,032
0,061

25.000 = R
1477,32 =R

Conclui-se que R$1477,32 é o valor de cada uma das 24 parcelas. Supondo agora
outra situacdo parecida, vamos imaginar que nosso tomador de crédito ndo queira assu-
mir essa divida por 2 anos, mas por apenas um e que consiga pagar apenas R$1200, 0o
por més, quanto o gerente pode emprestar a ele hoje? Para essa resposta o calculo € o

seguinte:

(1,03)* —1
(1) 03)12 - 0,03
0,425
0, 0425

V = 1200

V =1200-

19
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R

Figura 3.1.3: Sequéncia de depésitos.

V = 12.000

Ou seja, o valor que o gerente pode emprestar ao nosso tomador de crédito é
R$12.000,00. E ficil verificar que 1.200 - 12 = 14.400 um montante maior do que o
valor oferecido pelo banco. Isso se deve ao desagio do dinheiro quando o trazemos

para o presente. Emprestar dinheiro, entdo, é receber um valor menor do que o valor

pago.

Montante de uma sequéncia uniforme de depositos

Vamos agora analisar um poupador, situagdo totalmente adversa a anterior. Um
jovem inicia uma sequéncia de depositos de R$200, 00 com a intencao de realizar uma
viagem no fim da faculdade. Por fim, passam-se os 72 meses de curso. Ele esperava
um saldo de R$14.400 e para a sua surpresa, ao tirar o extrato da conta, o valor obtido

era R$19.525, 88. Vejamos o ocorreu:

Consideremos uma sequéncia de depositos iguais de valor R, nas datas 1, 2, 3, ...,
n, rendendo a uma taxa de juros j, se quisermos saber o montante ao final devemos

utilizar a equacéo em cada depdsito na data k < n.

montante do 1° depdsito na datan: R- (1 +j)™*

montante do 2° depdsito na datan: R- (1 +j)" 2

montante do 3° depdsito na datan: R-(1+j)"3 - --

montante do n° depdsito na datan: R-(1+j)" ™" =R

Assim:
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Mi=R-(1+j))" "+R-(1+j)" ?>+R-(1+j)" 3+---+R

Os termos, assim como na sequéncia uniforme de pagamentos, expressam uma Pro-

gressdo Geométrica de razdo q = % e cujo 1° termo € a; = R(1 +j)"*. Ao aplicar a

férmula da soma de P.G. a equacdo 3.1.8]

R~(1+j)“_1<(1+1. - —1)
)
M = S
1+)
VI el

=)
1+j
1—(1+j)"
M=R.—"
T—i-]j
1—(1+j)"
—j

M =R
e por fim:

an
M=R-(1+]), 1

(3.1.10)
i

Podemos observar no grafico a seguir, a histéria monetdria de quem pede um valor
emprestado ao banco a uma taxa de 3% e de quem guarda & uma taxa de 0,6%. Por
questao de simplicidade, os graficos trabalham com depdsitos/pagamentos regulares
de R$1,00, assim qualquer conversdo pode ser feita com simplicidade. A linha ver-
melha significa a somatéria dos depdsitos/pagamentos regulares se nao tivessem sido
investidos ou sendo pagos ao banco.

3.2 PROBABILIDADE

3.2.1 Fundamentos da teoria da Probabilidade

Vamos trazer algumas definicoes que estdo presentes nos trabalhos de [7] e [6],
além de serem trabalhos que fundamentam muito bem as bases da Probabilidade, pois

a apresentam com axiomas e defini¢cbes, assim como faz a Geometria e a Algebra,

21
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» Janela de Algebra = » Janela de Visualizagao

Funcao 140 hVB
_____ e 1.03* -1

"7 7 1.03x.0.03 120 /
----- ® g(x) =x
_____ S 1.006* — 1 |00 /
P*Y= "0.006 /
- Ponto 80 /
-® A =(100, 100)
~® B=(100, 136.4758) | ., /
@ C =(100, 31.5989)
: Reta ?
~® h: x=100 C
200 p
f

q . 20 40——60——80——1PO——120—1

Figura 3.1.4: Comparativo entre: Montante de uma sequéncia de depdsitos com rendimen-
tos(roxo), somatorio de uma sequéncia de depdsitos sem rendimentos(vermelho) e Sequéncia

uniforme de pagamentos de um crédito

sdo também trabalhos em que os autores se preocuparam em desenvolver a Teoria da

Probabilidade de forma préxima a probabilidade empirica.

Axiomas

Em [7],
Afirmativa 1. Seja E uma colegdo de elementos ¢,n, (, ..., que serdo chamados de eventos
elementares, e F um conjunto de subconjuntos de (); os elementos de F serdo chamados de
eventos aleatorios.

I- F é um campo/classe de conjuntos de eventos aleatdrios

II- F contém Q)

III- Para cada A em F € associado um numero real ndo negativo P(A). O numero P(A)

€ chamado de probabilidade do evento A.
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IV- P(Q)= 1

V- Se A e B ndo tem elementos em comum, entdo

P(A +B) = P(A) + P(B)

Se o sistema de conjuntos satisfaz os axiomas I-V, ele é chamado de campo de proba-
bilidade.
Esse sistema de axiomas € consistente e podemos verificar pelo seguinte exemplo, ti-
rado de [7]]. Seja (2 um conjunto unitario como elemento ¢ e o conjunto F contendo ()
e o conjunto nulo (). P())= 1 e P()) = 0. Agora para a construcido do campo de pro-
babilidade podemos pegar, arbitrariamente, um conjunto finito Q={¢,, &, €5, -+, ex}
e um conjunto, também arbitrario, {p,p,, - ,pk } de numeros ndo negativos, com
soma p; + p, + - + px = 1. Tomamos F como conjunto de todos os subconjuntos em ()

€ escrevemos
P{sla €2y €3y, 8k} = {plypZ) T ,Pk}

nesse caso cada p; é¢ uma probabilidade de um evento elementar.

A Relagdo dos Axiomas com dados experimentais

Kolmogorov [7]], mostra como a teoria da probabilidade pode se aplicar a situacoes

do mundo real:

1. Assumimos um complexo de condicOes quaisquer, chamado “F”, que permite, de

forma arbitraria, um nimero qualquer de repeticoes.

2. Dessas condicoes vamos estudar um conjunto “()” de acontecimentos possiveis
dentro dessas condicoes. Para determinados conjuntos alguns acontecimentos
ndo sdo coerentes, entdo escolheremos para o conjunto () apenas aqueles com

chances de ocorrer.

3. Se um evento ocorre dentro das condicdes definidas e o conjunto de aconteci-

[P

mentos possiveis, dizemos que o evento “a” ocorreu.

Exemplo tirado de [7]], considerando o langamento de duas moedas com resulta-

dos possiveis cara ou coroa. Foi estabelecido aqui um complexo de condicbes e

23
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a)

b)

agora vamos determinar o conjunto E de possiveis acontecimentos sendo cara K
e coroa C,
E = {CC, CK,KC, KK}

O evento “a”, necessariamente, é um desses quatro eventos elementares de E,
quando o evento a qualquer ndo for um desses, entdo dizemos que a ndo pode

ocorrer.

Podemos associar o evento a ao numero real P(a), desde que o complexo de

condic¢des tenha as seguintes caracteristicas:

Temos certeza que o complexo de condicOes possa ser repetido quantas vezes
quisermos, por exemplo um numero muito grande n, entdo se m é o numero
de vezes que ocorreu o evento a, a razdo entre m e n sera muito semelhante ao
P(A).

Se P(A) é muito pequeno e se as condicoes F acontecerem apenas uma vez, po-

demos ter certeza que o evento A ndo vai ocorrer de forma alguma.

Notas de Terminologia

Em seu trabalho, [|7], monta uma relag¢do dos eventos aleatdrios com a Teoria dos
Conjuntos, podemos observa-la na tabela (3.2.1}

Experimento aleatério

De acordo com [7], é todo fendmeno que apresenta resultado imprevisivel, mesmo

quando repetido inumeras vezes nas mesmas circunstancias. Exemplo:

1.

2.

Uma pessoa pensa em um numero de 1 a 10;

Um sorteio das bolas de bingo;

. Retirar uma carta do baralho;

Lancar um dado ou uma moeda.
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Tabela 3.2.1: Tabela comparativa de Notas de Terminologia [7]]

25

Eventos Aleatorios

1. Evento A e B sdo incompativeis.

simultdnea dos eventos A,B,C..N

5. O oposto de A consiste na

ndo ocorréncia do mesmo.

6. A é um evento impossivel.

7. O evento A tem que ocorrer.

8. Um experimento k consiste
em determinar quais dos eventos
A, A,y ..., Ay OCOrTEM.

Podemos chamar

Ay Asy ey An

de possiveis resultados de k

9. A ocorréncia do evento B segue

inevitavelmente da ocorréncia de A.

2. Eventos A,B,C...N sdo incompativeis

3. O evento X é definido como a ocorréncia

4. O evento X e definido como a ocorréncia de

pelo menos um dos eventos A,B,C...N

Teoria dos Conjuntos
1. A e B tem interseccao vazia.

Em notagdo AB=0

2. ABC..N=0

3. ABC...N=X

4. A+B+C+...+N=X

5. E o conjunto A°

8. Um sistema k de conjuntos

A ALy ey An

formam a decomposi¢do do conjunto E,
se A;+A,+...+A,=E.

(Assumindo que cada A

sdo disjuntos dois a dois.)

9. B é subconjunto de A: B C A

Espago Amostral ou Conjunto Elementar

O conjunto de todos os possiveis acontecimentos de um experimento aleatério. Em

geral esse conjunto é denominado pela letra grega 6mega - (). Exemplos



26 CONCEITOS MATEMATICOS

1. Os 10 possiveis nimeros que uma pessoa pode imaginar. Q = {1,2,3...9, 10},

onde o numero de elementos é n((2) = 10

2. Todas as bolas do bingo. Q) = {1,2,3...74,75}, onde o numero de elementos é
n(QQ) = 75

3. Ao lancar duas vezes uma moeda e observar a face voltada para cima, sendo elas
cara (k) e coroa (c). Q) = {(k, k)(k, c)(c, k)(c, c)}, onde o nimero de elementos €é

n(Q)) = 4 (usado também em [7])
No trabalho de [6] encontramos a seguinte definicdo

Definicao 1. Seja () o espaco amostral do experimento. Todo subconjunto A C () sera

chamado evento.

Evento

Em [7]] encontramos que é qualquer subconjunto de um espaco amostral () como
acabamos de definir. Em contexto seria um fato esperado. Representaremos por Ej.

Exemplos:

1. No langamento de 2 moedas podemos esperar o evento E; de aparecerem faces
iguais.
E; = {(k,k)(c, c)} Portanto o numero de elementos do evento E; é n(E,) = 2

Ou ainda um evento E, de aparecer coroa em pelo menos um lancamento.
E, ={(c, k), (k,¢), (c, c)} onde n(E,) = 3

2. No lancamento de um dado de seis faces.

E,: oresultado ser par. E; ={2,4,6} onde n(E,) =3

Agora alguns casos particulares (Alguns ja relacionados pela tabela de [7ID:

Evento certo ¢é aquele que possui os mesmo elementos do espaco amostral, ou seja,

E=0Q

Evento Impossivel nao possui elemento comum com o espaco amostral, isto €,

ENQ=0
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Evento Simples possui um unico elemento, n(E) = 1

Evento complementar se E é um evento em um espaco amostral (), seu evento com-

plementar € indicado por E€ e tal que E€ = O\ E

Eventos mutualmente excludentes sdo dois ou mais eventos que a ocorréncia de um
deles implica na nédo ocorréncia do outro. Se E e D sdo eventos mutualmente exclu-
dentes, entdio END =)

No trabalho de [6]:

Definicdo 2. Um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade serd chamado de

evento aleatorio

Chances de um Evento Aleatorio

Em seu trabalho, Barry [|6] nos fornece algumas proposicoes antes de definir bem as

Chances de um Evento Aleatdrio:

Propriedade 1. Q) € F (Definiremos P(()=1)

Propriedade 2. Se A € F, entdo A¢ € F. E evidente que
P(A€)=1—P(A)

Propriedade 3. Se Ac F e BE F, entdo AUBE F

Definicao 3. Se [

a () um conjunto ndo-vazio. Uma classe F de subconjuntos de () satisfazendo as
propriedades [1}2}}3| ¢ chamada algebra de subconjuntos de Q).

Proposicdo 1. Seja F uma dlgebra de subconjuntos de (), entdo valem as seguintes pro-

priedades:
Propriedade 4. o € F

Propriedade 5. VYnVA, A,,...,An € F, temos

n
JAieF
i=1
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n
(A eF
i=1

A proposicdo [1|diz que uma dlgebra é fechada para um numero finito de aplicacoes

das operacdes U, Ne ©

Demonstragdo. As propriedades [1] e [2] implicam na propriedade [4 Para mostrar a
propriedade |5, podemos utilizar a propriedade |3|e temos que

A;UA, eF

assim
(AtUA,)UA5 €T

e por inducgdo temos que
n
U A; € F
i=1

Agora basta observar que

()

1=1

O]

A perspectiva favoravel de que algo venha a ocorrer ou as chances de tal aconteci-
mento com um grau de seguranca com que se pode esperar a realizacdo de um evento
¢ determinado pela Razdo entre frequéncia relativa dos eventos do mesmo tipo numa
série de tentativas e o total de possibilidade (Espaco Amostral, como o nimero de possi-
bilidades de um evento esperado é menor ou igual ao total de eventos possiveis, vamos
relacionar essa seguranca a um numero positivo entre zero e um, onde 1 é a certeza
de que o evento ocorrerd e 0 é a certeza que o evento ndo ocorrerd, onde quaisquer

valores entre 1 e 0 ¢ a taxa de seguranca de tal evento ocorrer.

P(E) = 2(((1;)) (3.2.1)
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3.2.2 Fungdo Probabilidade

A funcéo de probabilidade faz corresponder a cada valor x do espaco de resultados -
que é obrigatoriamente um conjunto enumeravel - a um valor y real ndo negativo me-
nor ou igual a 1, valor esse que indica a probabilidade da variavel aleatdria DISCRETA

X para o valor x.

Em outras palavras, seja () o espago amostral, e f : () — R a fung¢ao de probabilidade.

Entao temos que:

o< f(x) <1

Ou seja a imagem que define certo espaco amostral () deve ser o intervalo

P(Q) = [o,1]

Exemplo:
N={1,2,3,4,5} e A={0,1}(Para A fazemos a seguinte leitura: O significa falso e 1 ver-
dadeiro)

X: é numero impar (X variavel aleatéria DISCRETA) X:N—A

X |0
f(x)

(G110 | =

2
5

Tabela 3.2.2: Funcdo Probabilidade

Modelo Equiprobabilistico.

Considere um espaco amostral com t elementos. Entdo este espaco amostral possui
t eventos unitarios e a probabilidade de cada um desses eventos unitdrios ocorrer €

para x € Q).

Demonstracao

O = X1, X2, X35 ooy Xk €P(X1) = P(x2) = P(x3) = ...P(x) =y
1= P(Q)) = P(x1, X2y X34 eevy Xi)

29
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= P(x1) UP(x,) U...UP(xx)

= P(xq) + P(x) + ... + P(xx)

=y+y+y+..+y=k-y
assim, y = ¢

Modelo Frequencial

Ao repetir a experiéncia t vezes e o evento E ocorrer em k dessas experiéncias, adota-
se para P(E) a frequéncia relativa do evento E, a razao entre o numero de vezes que o
evento E ocorreu e o numero total de repeticGes da experiéncia, assim P(E) = % For-
malmente o modelo frequéncial ou modelo estatistico considera o limite de frequéncias

relativas como o valor da probabilidade. portanto:

P(E) = lim = % (3.2.2)

3.2.3 Coroldrios imediato dos Axiomas, Probabilidade Condicional e O Teorema

de Bayes

Na obra de [7] temos que A U A€ = E e pelos axiomas (IV) e (V) segue que:

P(A)+P(A%) =1 (3.2.3)
P(A) =1—P(A°) (3.2.4)

Como E€ =0 entao
P®) =o0 (3.2.5)

Se A,B,...N sdo excludentes, entdo do Axioma (V) segue a formula do Teorema da
Adigdo:
PA+B+...+N)=P(A)+P(B)+...+ P(N) (3.2.6)

Se P(A) >0, entdo o quociente

(3.2.7)
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A equagdo [3.2.7] é definida como Probabilidade Condicional do evento B dado que A
ocorreu.
De segue, imediatamente, que:

P(A | B) = P(A)PA(B) (3.2.8)
E por indugdo encontra-se o Teorema da Multiplicagdo
P(A1A;...AN) = P(A1)PA, (A2)PA, AL (A3 PA,ALA, . Ay, (AN) (3.2.9)

Além disso temos

PA(B) > o (3.2.10)
PA(E) =1 (3.2.11)
PA(B+C)=Pa(B)+Pa(C) (3.2.12)

Comparando as férmulas|3.2.10}(3.2.11} [3.2.12| com os axiomas (III),(IV) e (V), po-

demos encontrar o sistema F de conjuntos e juntamente com o conjunto (A | B) (Sendo

A um conjunto fixo), formam o campo de probabilidade, e portanto essas férmulas sdo
verdadeiras também para a probabilidade condicional P(B). E observavel também
que:

PA(A) =1 (3.2.13)

Usando e outra equacdo analoga
P(A | B) = P(B)Pg(A)

Podemos obter uma férmula que [7]] d4 certa importancia em seu trabalho, pois é a

esséncia do Teorema de Bayes:

_ P(A)PA(B)

Pe(A) = P(B) (3.2.14)

Logo a seguir falaremos mais sobre esse teorema, no momento vamos apenas anali-

sar a mesma situacdo apresentada por [7]] sobre a dtica da Teoria dos Conjuntos.

Quando A e B sdo eventos mutualmente excludentes,

ANB =0 — P(AUB) = P(A) + P(B)

31
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quando ndo sdo mutualmente excludentes ocorre que,
ANB+#0 — P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Este conceito é consequéncia do chamado Principio da inclusio e exclusdo. E af
que entram os estudos de Probabilidade Condicional: ela calcula a probabilidade da
intersecao de dois eventos a partir de um que ja ocorreu antes. Em outras palavras,
o problema que ela soluciona é qual a probabilidade de um evento A ocorrer, dado
que um evento B ja ocorreu. O cdlculo € feito através da razd@o entre as chances da
intersecdo da ocorréncia dos eventos A e B por as chances do evento que ocorreu

primeiro, dado que no nosso exemplo um evento B ja ocorreu, seria

_ P(ANB)
P(A | B) = 2o
Reescrevendo a equacao de outra forma temos:

P(ANB) =P(A|B)-P(B).

Podemos observar o Diagrama de Venn extraido de [6]:

Figura 3.2.1: Diagrama de Venn A N B retirado de [6] pg. 14

Probabilidade Condicional possui uma interpretacgéo intuitiva em termos de frequén-
cias relativas. Pensando em probabilidade como frequéncia relativa [3.2.2] temos:

lim Zx(Numero de ocorréncias de “A e B” em n ensaios independes do experimento)
n—oo

lim =x(Numero de ocorréncias de B em n ensaios independes do experimento)
n—oo

lim Zx(Numero de ocorrénciasA N Bem n ensaios)
_ n—oo

lim —x(Numero de ocorréncias de B em n ensaios)

n—oo
(3.2.15)

Decorre da definicdo que P(ANB)=P(B)P(A|B). Esta igualdade se generaliza quando
tomamos A,B,C como eventos aleatdrios, temos P(ANBNC)=P(A)P(B|A)P(C|ANB),

como podemos observar em outro diagrama:
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A

Figura 3.2.2: Diagrama de Venn A N B retirado de [|6] pg. 15
Pela prova formal temos que P(ANBNC) =P(ANB)P(C|ANB)=P(A)(B|A)P(C|AMNB) e
por induc¢do temos o seguinte teorema

Teorema 3.1. (Teorema da Probabilidade Composta) Seja (), F,P) um espago de proba-
bilidade. Entdo

1. P(ANB)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A|B), VAB € F
2. P(A;NA,NAL..An) =P(ADP(AL|ADP(AS|A; NAL)..P(AnA; NA,NAS . An )
VA5 An € RV R = 2,3...

O Teorema de Bayes relaciona as probabilidades de A e B com as respectivas proba-

bilidades condicionadas mutuas. Este teorema afirma que:

P(A|B)=PA|B) 52

Antes de analisar o Teorema de Bayes, vamos analisar

Teorema 3.2. Seja A; + A, +...+ Ay = E, assumindo que os eventos A; sdo mutualmente

excludentes e seja um X arbitrdrio. Entdo
P(X) = P(A1)Pa,(X) + P(A,)PaA,(X) +... + P(An)PA_ (X)
Demonstragdo.
X=A X+AX+...+ P(ApX);
Usando a equacéo
P(X) = P(A;X) + P(A,X) + ... + P(An X)
e também utilizando a equacao temos

P(AiX) = P(A1)Pa,(X)
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Teorema 3.3. Teorema de Bayes. Se A; + A, + ... + Ay, = E e X arbitrdrio, entdo

Pyv(A:) = P(A{)Pa,(X)
X(A1) = B P A (TP AL (0. T PAPAL (X (3.2.16)
i=1,2,...,m

Aq, Asy ..., A sdo chamadas de hipdteses e a equagdo ¢ considerada a probabili-
dade de Px(A;) da hipdtese de A; depois da ocorréncia do evento X. [P(A;) é a probabili-
dade de A;]

Demonstragdo. Na equacdo que foi destacada por [7] a equacdo|3.2.14} temos que

P(A{)Pa,(X)

Px(A4) = PX)

agora basta substituir a probabilidade de P(X) pelo seu valor encontrado na equacao
O

Exemplo 1: Numa caixa hd 12 bolas, sendo 8 brancas e 4 pretas. Dois sdo tirados
sucessivamente e sem reposicao. Qual é a probabilidade de serem retiradas 2 bolas
brancas? Para compreendermos melhor o cdlculo vamos construir um diagrama de
probabilidades mostrado na Figura

Branca
11
Branca
8 _2 11
/ 12 - 3 Preta
\ 4 _1 Branca
12 3 3
—
Preta
11
Preta
Saque 1 Saque 2

Figura 3.2.3: Diagrama de arvore com as possibilidades de escolha de livros.

A pergunta feita é P(Sacar branca N Sacar branca), portanto a resposta desejada
¢ P(Sacar Branca no primeiro) - P(Sacar branca, sabendo que ja saiu branca), em

numeros:
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14 2.7
33 3 11
—~ ——

P(BNB) P(B)-P(BIB)

Isso mostra que, nesse caso, mesmo que tenhamos mais bolas Brancas do que pretas,

as chances de sairem duas bolas brancas seguidas ¢ menor que 50%.

Exemplo 2: Uma acdo, as tercas-feiras, tem a probabilidade de 70% de subir 4%
e 30% de cair 1%. Ja as sextas-feiras, tem a probabilidade de 35% de subir 2% e
65% de cair 3%. Quais sdo as possibilidades de alta e de queda de suas respectivas
probabilidades para o periodo de quinta a sexta-feira?
Para auxiliar na resolucdo do problema vamos, novamente, utilizar o diagrama de

arvore mostrado na Figura 2.

Alta +0,02 — A

0,35
Alta +0,04
0,7 Baixa -0,03 — B
0.3 Alta +0,02 — C
0,35
Baixa -0,01
Baixa -0,03 — D
quinta-feira sexta-feira

Figura 3.2.4: Diagrama de arvore com as possibilidades de alta e baixa de um ativo.

Como podemos observar, no fim da sexta-feira temos 4 possibilidades de aconteci-

mentos, sdo eles:

A) Alta de 4% na quinta e alta de 2% na sexta. O cdlculo da probabilidade é
P(+4% N +2%)=0,7 - 0,35 = 0,245. A chance de subir na quinta e cair na sexta
é de 24,5%. Como 1,04 - 1,02 = 1,0608, entdo tem-se 24,5% de chance da acdo

estar a 106,08% do preco original no fim da sexta-feira.

B) Alta de 4% na quinta e baixa de 3% na sexta. O célculo da probabilidade é
P(+4% N -3%)=0,7 - 0,65 = 0,455. A chance de subir na quinta e cair na sexta
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é de 45,5%. Como 1,04 - 0,97 = 1,0088, entdo tem-se 45,5% de chance da acdo

estar a 100,88% do preco original no fim da sexta-feira.

C) Baixa de 1% na quinta e alta de 2% na sexta. O calculo da probabilidade é
P(-1% N +2%)=0,3 - 0,35 = 0,105. A chance de cair na quinta e subir na sexta
é de 10,5%. Como 0,99 - 1,02 = 1,0098, entédo tem-se 10,5% de chance da acdo

estar a 100,98% do preco original no fim da sexta-feira.

D) Baixa de 1% na quinta e baixa de 3% na sexta. O cdlculo da probabilidade é
P(-1% N -3%)=0,3 - 0,65 = 0,195. A chance de cair na quinta e na sexta é de
19,5%. Como 0,99 - 0,97 = 0,9603, entdo tem-se 19,5% de chance da agéo estar

a 96,03% do preco original no fim da sexta-feira.

3.2.4 Independéncia

Definicdo 4. Seja (), F,P) um espaco de probabilidade. Os eventos aleatérios A e B

sdo (estocasticamente) independentes se:
P(ANB)=P(A)P(B) (3.2.17)

Proposicao 2. A é independente de si mesmo se, e somente se, P(A)=0 ou P(A)=1

Demonstracdo. P(A) = P(ANA)=P(A)P(A) « P(A) =0 ouP(A) =1 O

Proposicdo 3. Se A e B sdo independentes, entdo A e B¢ também sdo independentes (e

também A€ e B, e ainda A€ e B€).

Demonstragdo. Supondo A, B independentes. Entdo P(AN B¢)=P(A)-P(AN B)=
P(A)—P(A)P(B)=
P(A)(1-P(B))=P(A)P(B®). O

Observacdo 3.2.1. Quando P(ANB) =0, ndo dizemos que A e B sdo independentes, mas
que sdo incompativeis. Veja que se num lancamento de uma moeda P(A) =“sair cara” e
P(B)="“sair coroa”, entdo P(ANA®) =0# i=P(A)P(AC )

Definicdo 5. Os eventos aleatdrios A, i € I, sdo independentes 2 a 2 se

P(AiNA;) = P(A)P(A)Vi,j € I,i #j (3.2.18)
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Definicdo 6. a) Os eventos A, A,,..., A, s@o chamados estocasticamente indepen-
dentes se:
P(Ai, NA, N...NA;i, =P(Ai,)P(Ay)..P(Ay,) (3.2.19)

Vi<yu<b<<.<ips<n,V2<m<n

b) Os eventos A, A,,... sdo independentes se ¥Yn > 2, A, A,,..., A, sdo indepen-

dentes.

¢) Os eventos Aj,i € I [onde I é um conjunto de indices tal que I > 2] séo in-
dependentes se toda a subfamilia finitas deles é de eventos independentes, i.e.
se Ai,,Ai,,...,Aq,, sdo independentes para toda combinagéo i,, i, ...,im de ele-

mentos de I, V m=2,3,...

Proposicdo 4. Se os eventos Ai,i € I, sdo independentes, entdo os eventos Bi,i € I,

também sdo independentes, onde cada Bs, é igual a um Ay, ou AS.

Demonstracdo. Pelos itens (a) e (c) da definicdo @ basta provar que toda subfamilia

finita dos Bj, satisfaz a regra do produto. O

3.2.5 Covaridncia

Para estudar a dependéncia entre duas varidveis, podemos calcular sua covarian-
cia, que é uma média de como duas varidveis variam conjuntamente. Seus valores se
situam no intervalo (—oo, +00); se for positiva significa que existe uma relacdo dire-
tamente proporcional entre elas e se for negativa implica que elas sdo inversamente
proporcionais. A covariancia entre duas varidveis é medida através da seguinte equa-
céo:

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y] (3.2.20)

Quando cov(X, Y ) = 0, significa que essas variaveis ndo sdo correlacionadas.

3.2.6 Fungdo Densidade de Probabilidade

Nao confundir Funcao Probabilidade com Func¢édo Densidade de Probabilidade, visto

que a Funcéo Probabilidade trabalha com valores DISCRETOS, enquanto a F.D.P. trata
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de valores CONTINUOS. Além disso é uma funcdo nao negativa, a integral da funcao
no espago amostral é igual a um e a probabilidade de ocorréncia de um evento é a
sua integral entre os limites da varidvel aleatéria que define esse evento. Nesse caso
imaginemos que um determinado dia esperamos certa quantidade de chuva de acordo

com o grafico abaixo dado pelo sistema:

0, sex <o

0.04X, Se 0 <X < 5

f(x) =
—0.04 +0.4, S€ 5 <x < 10

0, se 10 < X

(y) probabilidade
0.2~ -

] ] ] ]
T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (x) ml de chuva
Figura 3.2.5: Gréfico da F.D.P. da quantidade de chuva

O fato é que se perguntarmos qual a probabilidade de chover exatamente 5 ml,
de forma errénea, porém intuitiva, dizemos que é 0.2 ou 20% quando na verdade
a chance de chover exatamente 5 ml é zero, pois a varidvel é continua e portanto
sempre choverd um pouco a mais ou a menos. Para podermos calcular a chance de
algum acontecimento, precisamos escolher um intervalo de continuidade. O correto

entdo é perguntar quais sao as chances de chover entre [4, 6] ml.
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(y) probabilidade
P

S &

]

‘ : é 10 (x) ml de chuva

Figura 3.2.6: Gréfico da F.D.P. da quantidade de chuva de 4 a 6 ml

Ou ainda poderiamos aproximar ainda mais de 5 ml escolhendo os valores 4.99 e

5.01, contudo quanto mais aproximamos de um valor exato, menor serd a area criada

no gréfico e portanto vai diminuindo, veja nas figuras|3.2.7, 3.2.8/e[3.2.9]

(y) probabilidade
0.2 p

|

- ‘ : é 1‘0 (x) ml de chuva

Figura 3.2.7: Gréafico da F.D.P. da quantidade de chuva de 4.5 a 5.5 ml
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(y) probabilidade
0.2~ A

‘ ‘ é % é é 1‘0 (x) ml de chuva

Figura 3.2.8: Grafico da F.D.P. da quantidade de chuva de 4,75 a 5,25

(y) probabilidade
7 P

]

3 < 6 7 8 9

1‘0 (x) ml de chuva

Figura 3.2.9: Grafico da F.D.P. da quantidade de chuva de 4.99 a 5.01

Como podemos observar na figura|3.2.9|a area da figura formada é muito pequena e
conforme vamos nos aproximando do valor exato a chance de tal acontecimento tende
a zero. Podemos perguntar também P(o < x < 10) e o gréfico da figura[3.2.10| mostra

o resultado em azul.
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(y) probabilidade
0.29- -~

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (x) ml de chuva
Figura 3.2.10: Gréfico da F.D.P. da quantidade de chuva de 0 a 10

Devemos perceber que essa é a drea total onde se incluem todos os possiveis acon-
tecimentos e portanto podemos defini-la também como nosso Espago Amostral. Agora
vamos calcular as chances de chover até 1 ml ou seja P(0<x<1). Para calcular a area

de graficos precisamos realizar o processo de integracdo, vamos a ele:

Plo<x < 1) = f(x)dx =
J 0.04xdx =
s 0.02x* =

0.02,

ou seja, as chances de chover até 1 ml sdo de 2%. Vejamos agora as chances de P(4
< X < 6), para resolver esse problema vamos enxergar que o grafico é simétrico no

valor 5 ml e portanto podemos calcular apenas, ; - P(x<4) e multiplicar por 2.

P4 <x<6)=1—[tf(x)dx =
4 _
> —JYo.oqxdx =
118 0.02x* =
0.5—0.32 =

0.18.

Portanto chover entre 4 e 6 ml acontecerd em 36% das vezes ou temos 0.36 de
seguranca que choverd entre 4 e 6. Para calcular as chances de um acontecimento ndo

discreto, devemos usar entio:
X2
P(x; < X < x,) = J F(x)dx (3.2.21)

X1
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Obedecendo sempre, é claro, as regras de integracdo. Vale perceber que F(x) é a fun-
cdo utilizada, P é a probabilidade de ocorra os eventos no intervalo [x;, x,]. A funcdo
probabilidade nao resolve problemas de funcdo densidade, mas o inverso ocorre. Uti-
lizando o mesmo raciocinio, para valores discretos podemos escrever a equacao

do seguinte modo:

n
P(X1yXay -y Xn) = F(x1) + F(x2) + - - - + F(xpn) = Z F(x4)
1=1
Estendendo o pensamento, ainda em valores discretos, podemos perceber que a

variagdo da probilidade é o produto de uma funcdo em x conforme x varia:

AP =F(x) - Ax (3.2.22)

3.3 ESTATISTICA

Estatistica € a ciéncia que se utiliza das teorias probabilisticas para explicar a frequén-
cia da ocorréncia de eventos, tanto em estudos observacionais quanto em experimen-
tos para modelar a aleatoriedade e a incerteza de forma a estimar ou possibilitar a

previsao de fenémenos futuros, conforme o caso.

Algumas praticas estatisticas incluem, por exemplo, o planejamento, a sumarizagdo
e a interpretacdo de observacdes. Dado que o objetivo da estatistica é a producgédo da
melhor informacao possivel a partir dos dados disponiveis, alguns autores sugerem

que a estatistica € um ramo da teoria da decisdo.

A estatistica é uma ciéncia que se dedica a coleta, andlise e interpretacdo de dados.
Preocupa-se com os métodos de recolha, organizacdo, resumo, apresentacdo e inter-
pretacdo dos dados, assim como tirar conclusdes sobre as caracteristicas das fontes

donde estes foram retirados, para melhor compreender as situacoes.
Esta € a ciéncia que nos ajudara a determinar a Volatilidade do preco de uma acéo.

A Estatistica trabalha com dois tipos de variaveis. As variaveis qualitativas, quando
ndo sdo associadas a numero: Estado civil, profissdo, escolaridade entre outros. Ja as
varidveis quantitativas sdo associadas a numeros, como: idade, altura, peso e também

preco, que o tema deste trabalho.
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3.3.1 Tabela de Frequéncia

Para as varidveis quantitativas, constroem-se tabelas de frequéncia. Observe o exem-

plo a seguir:

Tabela 3.3.1: Exemplo de Frequéncia absoluta e relativa

. Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem
Profissdo )
Absoluta Relativa %
Professor 30 ;—g =0,6 60
. 15 _
Pesquisador 15 = =0,3 30
Investidor 5 5% =0,1 10
Total 50 1 100

As variaveis trabalhadas na tabela sdo discretas. A partir da tabela, pode-se

afirmar que a probabilidade de um individuo ser professor é de P(professor) =60%

Vamos agora construir uma tabela de frequéncia para varidveis continuas que serd a

tabela|3.3.2) como por exemplo a renda de algumas familias.

Tabela 3.3.2: Exemplo de Classes Frequéncia absoluta e relativa

Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem
Renda em R$
Absoluta Relativa %
400 - 700 90 2=0,45 45
700 +- 1500 80 70 =0,4 40
1500 - 2200 30 %=0,15 15
Total 200 1 100

Como vimos, as tabelas para varidveis discretas e continuas sdo diferentes. Nas
variaveis continuas usamos o simbolo + para representar classes de valores, pois ficaria
inviavel dizer a frequéncia absoluta ou relativa de cada valor dentro de uma classe.
Assim de acordo com a ultima tabela, a porcentagem de familias que ganham até
R$1500,00 € de 85%.
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3.3.2 Medidas de Centralidade

Além de determinar a probabilidade de um evento ocorrer através do levantamento
frequencial, podemos também determinar qual é o "valor mais esperado” ou o "valor
verdadeiro" que represente um conjunto de medidas. Esse valor ¢ chamado de "valor

central" ou "valor médio" e pode se determina-lo de varias maneiras, vejamos a seguir.

Mediana

Sejam x; < X, < X3 < ... < X, 0s n valores de uma varidvel X. Define-se como
mediana - denotado por Me:
e se n é impar, entdo a mediana serd o elemento x(n+1);
2

, - . [ 5 XOH XD
e se n é par, entdo a mediana serd o valor da expressao —>2 2

Vejamos o exemplo a seguir:
e Um estudo para verificar a eficiéncia, em termos de horas de duracgéo, de algumas
lampadas coletou o seguinte resultado:
5-4-9-6-3-8-1-8-6-8-3-11
Para encontrar a Me precisamos ordenar a lista de valores. portanto:
1-3-3-4-5-6-6-8-8-8-9-11

Agora que X; < X < X3 < ... < Xq, podemos calcular a Me. Como tempos um
numero par de elementos vamos fazer o seguinte:

X6tX; _ 646 _
2 2 =06

Assim a mediana do funcionamento dessas lampadas é de 6 horas.

Moda

E a ocorréncia que tem a maior frequéncia entre os valores de um conjunto. Vejamos

a moda do exemplo anterior: denota-se Mo.

5-4-9-6-3-8-1-8-6-8-3-11
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Claro que podemos ordena-los, mas ndo é necessario. Agora analisando, vemos que
o valor mais frequente € 8. Portanto, por Mo, o tempo de duracdo de uma lampada é
de 8 horas.

Média Aritmética

Sejam x; < X, < X3 < ... < Xxp 0s valores de n elementos de um conjunto. Define-se
a média aritmética - denotada por X - como a razdo entre a soma de seus elementos e

o numero total de elementos:

1

n
XX HFXgHe X2 g
X= "2 =1 ) X

n
1=1

Somente para deixar mais implicito,

x|
[
Sr

~ixi (3.3.1)

Apliquemos agora no exemplo anterior.

5+4+9+6+3+8+1+8+6+8+3+11 _ 72 _ 6

X = 12 1

N

Assim, por média aritmética temos que o tempo de funcionamento de uma lampada

dessa amostra € de 6 horas.

Agora que entendemos o funcionamento da média aritmética voltemos as funcdes
densidade probabilidade. Relembrando a equacdo [3.2.22] podemos extrair a média

aritmética:

AP = F(x)Ax
Equacao que calculava a probabilidade a partir do produto de uma fungéo F(x)
com a variagao do x (Ax)
Equacéo quando x; néo varia, sendo x.
X=,-2 xn

(Ex: probabilidade de sair cara em uma moeda néo viciada.) x = £ - > x-n-F(x)Ax

S
n
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A dltima equagdo é a média aritmética da probabilidade da soma sobre todos os

intervalos Ax possiveis e € valida para qualquer FDP. Apenas simplificando obtemos:

X=) x-Fx)Ax (3.3.2)

Média Geométrica

Para muitos casos a média aritmética é extremamente 1til, porém para outros como
taxa de juros por um periodo de tempo, ela perde efeito e acaba nao apontando o re-

sultado mais coerente. Para este tipo de problema temos a média geométrica. Vejamos
a tabela

Tabela 3.3.3: Histdrico de taxas

Periodo | Taxa | Indice de
(més) | (Juros) | Correcdo
1 100% 2
2 2% 1,02
3 2% 1,02
4 1% 1,01
5 10% 1,1

Repare que pela féormula de juros compostos|3.1.5, o Montante acumulado sera:
C;=Co-2-1,02-1,02-1,01-1,1 = Cy - 2,3117

Assim podemos afirmar que o rendimento, passado cinco meses, foi de 131,17%.
Para calcular a taxa média mensal ndo podemos utilizar a média aritmética, veja que

x = 23%, o que é incorreto, ja que
Co-(1,23)° = Cy - 2,8153,

que difere do valor real. Portanto vamos utilizar a média geométrica - denotada por
Xg4 - que ao invés de dividir pelo total de n termos, faz a raiz enésima da multiplicagdo
de todos os termos:
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Agora vamos aplicar a xg:

v/2-1,02-1,02-1,01-1,1 = /2,3117 = 1,1824

Portanto a taxa de juros é de 18,24% e aplicando isso a taxa de juros compostos

temos:
Co-(1,1824)5 = Cy - 2,3117

obtendo assim uma resposta coerente.

3.3.3 Medidas de Dispersdo

As medidas de centralidade nos ajudam a encontrar um valor mais esperado de uma
situacdo; contudo, mesmo o chamando de valor verdadeiro, ndo é de fato sempre
que ele ocorre. Voltemos ao exemplo das ldmpadas que tinha Me=6, Mo=8, x=6 e
facamos a seguinte pergunta: qual a probabilidade de retirarmos uma lampada que
dure 6 ou 8 horas? Antes de responder esta questdo, vamos analisar que estamos
considerando os valores verdadeiros de dois modos diferentes portando a resposta

deveria ser 100%. Agora vamos aos cdlculos:
Todas as possibilidades =1-3-3-4-5-6-6-8-8-8-9-11
Possibilidades preferiveis = 6 - 6 - 8 - 8 - 8, por
2 =0,4166

12

Ou seja, as chances de escolher uma lampada que se encontrava dentro dos valores

mais provaveis sdo menores que 50%. Isso se deve a um fator chamado de volatilidade.

Em resumo, a volatilidade é o quanto as medidas de um conjunto tendem a se afastar
das medidas centrais e no nosso caso das lampadas podemos afirmar que a volatilidade
€ bem alta ou seja, temos uma dispersdo muito grande dos valores centrais, os valores
tem uma variacdo elevada em relacdo as medidas centrais e nesses casos as medidas
centrais perdem utilidade. Vamos agora a algumas definicGes e métodos de calculo de

disperséo, para assim podermos dar mais precisido ao valor esperado.
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Desvio

Considere um conjunto de valores cujo valor esperado seja x,. Dada uma medida x,,

define-se Desvio da medida central como:

d=%; —Xo.

Desvio Médio

Considerando um conjunto de valores, pode-se calcular a média dos desvios fazendo

a diferenca entre os valores agrupados dois a dois, do primeiro ao ultimo:

di)]‘ =Xi —Xj.

Observe a tabela[3.3.4k
Tabela 3.3.4: Tabela de desvio entre todos os valores

Xi—Xj | X X5 X3 | 0| Xn
Xq 0 dio | dis | -o- | dipn
X2 dy: | O | doys |- | dopn
X3 ds: | d; 0 <o | d3n

0 .

Xn dnys | dnz | dngs | - 0

Vamos contar o nimero de elementos pertencentes a esse COIljUIltOZ

n -n, (numero de linhas vezes o numero de colunas.)
n-n—n, (menos as diagonais que sao 0.)
nm-—1)

w, pois os médulos |d; ;= [d; i
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Entdo, um modo de medir o quédo espalhados os valores estdo de um Valor esperado

(D~

- 1
d=—-——. di ;. 3.3.3
Porém, observe que i e j variam independentemente de 1 a n; tem-se que d; ; = —d; 1,

tornando o somatério sempre nulo.

Varidncia

Um modo de evitar o anulamento é usar o quadrado da diferenca; veja na tabela

[3.3.5

Tabela 3.3.5: Tabela de diferencas ao quadrado

Xi—Xj | Xq X5 X3 e Xn
X1 0 di, | di, e di
X d3, 0 d3 , e d3
X3 i, | 45, 0 e d .

0.0
Xn di . | dho | A e 0

Com o mesmo raciocinio da soma do Desvio médio agora temos
—2 1
&= &, (3.3.4)
n—i) &= "
i

2-n-(

Assim obtemos a medida do quadrado da dispersdo dos dados. E ainda vale destacar

que
dijj=xi—Xx—j=%xi—%+0=%{ —Xj +X =X = (xi —X) — (x; —X) = di — d;,

onde fica definido que
di =x;i —X.

Substituindo na equacao (3.3.4
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&=t Z(dl dj)* =
=¥-Z(d2+d2—2 di - dj) =

2-n-(m—1)

=2n(n 1)[Zd2+Zd2—2 Zd Zd]

i,j 1)

Como

Zd OeZd Oseguequede Zd =0 e portanto
i i

62: 2n(n 1)[Zd2+zd2]

i i,
Como a soma em i é igual em j,
2 _ 2
2 di=2 dj.
i,j i

Temos que

2 di+) df=2-) 43
i) i)j i
2y iz Y Y@
) i
=2-n-) di.
1

Voltando a equagdo do desvio ao quadrado obtemos
=52
4 = Z di;

=2n(n 1) *2-M- Zd

resultando no que chamamos de Variancia Amostral:

> & (3.3.5)

n—1

Destacamos também a equacdo da Variancia Populacional:

0t = ) (i~ (3.3.6)

i
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Sendo N a populacdo, a diferenca entre as Varidncias no denominador - n e (n-1) -
ocorre, pois quando calculamos a Variancia amostral usamos a média das amostras que
ndo é necessariamente a média da populacdo. O que ocorre é que se dividirmos por n,
estamos subestimando o desvio amostral em relacdo ao desvio populacional, quando
dividimos por (n-1) nés fazemos com que o valor da variancia amostral aproxime da

variancia populacional.

Desvio Padrdo

Para redimensionar o valor da variancia, calcula-se a raiz quadrada e assim obtemos

o desvio padrao:

Amostral
1
5=\/§:\/n_1 ~Z(xi—§)2 (3.3.7)
1
Populacional

o=102= \/111 , Z(xi —X)2 (3.3.8)

3.3.4 Distribui¢do Binomial

Supondo um experimento aleatério com somente dois resultados possiveis. Exem-

plos:
e Cara ou coroa de uma moeda;
e Acertar uma bola na cesta [sim ou néo];
e Pertinéncia de um elemento a um conjunto Q) = {€, &}.
Todos esses resultados sdo excludentes. Se p é a chance de ocorrer o evento A e q a
chance de ocorrer o evento B, pode se afirmar que
p+q=1

Ao repetir N vezes o mesmo experimento e chamar de n o nimero de ocorréncias

do evento tipo A, é claro que o nimero de ocorréncias do evento B serd m = N-n.
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Assim n é um numero inteiro entre 0 e N. Como o resultado de cada experimento é
independente do experimento anterior segue que a chance de um evento A ocorrer

seja p.
Pip(1)=p,N=len=1.

E que para ocorra o evento A em dois experimentos € p.p:

2 eventos do tipo A

Pz,p(z) = f;\p =p? N=2en=2.

A probabilidade para que todos os eventos sejam do tipo A em N experimentos sera:

N eventos do tipo A

——N—
PN,p(N)= Ppp-p :pN_

Para N experimentos onde N-1 ocorrem os eventos do tipo A e o ultimo evento sendo

do tipo B, poderia ser calculado da seguinte forma:
‘pppppq:PN_lq

Porém, devemos observar que ela calcula exatamente a chance de o ultimo evento
ser do tipo B e ndo a chance de apenas um evento B, pois o evento B pode aparecer
em qualquer um dos N eventos. Assim para calcular as chances de ocorrer apenas
um evento B, em qualquer uma das posicoes, devemos somar as chances do evento B

ocorrer cada em cada uma das posigoes:

PNp(N=1)=p-p-p---p-q

+‘p.’p.p...q.'p
n . .

+‘p.q.‘p...‘p

+q.‘p.p...p.

Como o valor de cada parcela é pN~". q e como hd N parcelas, o valor da probabi-
lidade de ocorrer exatamente um evento B em N experimentos, ndo importando em

qual experimento ele ocorra, é
Pnp(N—1)=N pNTTLq.

De outra forma, trata-se de uma permutacdo de N elementos com N-1 repeticoes

para o evento A e uma unica ocorréncia do evento B:
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N-—1, 1 N-(N—1)!
PN = o = (Rt =N parcelas.

Para calcular a probabilidade de N eventos do tipo A ocorrerem em N experimentos

(D~

n eventos do tipo A m eventos do tipo B

Sp PP - Gad-ad =pt-qn=p".
PP PP 9-9-9---4q =P -9 =P -
Agora para calcular o nimero de arranjos, basta calcular o nimero de permutacdes
de N elementos com n repeticdes do evento A e N-n repeti¢cdes do evento B:

(,N-m) _ NI
PN

= AN parcelas.

Assim obtém-se uma expressdo para a probabilidade de dois eventos mutualmente
excludentes e exaustivos:
N!

— n N—m

PN,p(n)

A expressio ¢ chamada Distribuicdo Binomial porque, para cada n, corres-

ponde a um termo da expansao do binémio

N
P+ =3 M'Pn'qr\lfn-
n=o

Lembrando que p+q=1,

N N N!
_ : n N—m _
Z PN)n(n) = Z m i q = 1. (3.3.10)
n—o n=0

Meédia da Distribui¢do Binomial

Abordemos pelo contexto dos esportes. Uma empresa de Estatistica faz um estudo
sobre um eximio jogador de futebol que faz gol em 30% das vezes que a bola chega a
seus pés. Se a bola chegou 13 vezes no seu pé, quantos gols espera-se que ele faca? O

calculo intuitivo, de fato, é simples:
n=13-0,3=3.9.
Espera-se que ele faca 3,9 gols; como gol é uma varidvel discreta, aceita-se como res-

posta 3 ou 4 gols. Porém vamos agora verificar a validade desse pensamento intuitivo.
Para isso utilizaremos a equacdo(3.3.2}
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X =) x-F(x)Ax
Nosso F(x) = Pn,p(n), portanto:
n=) n-Pnp-An.
An = 1, pois o numero total de vezes que a bola chega ao pé do jogador é uma

variavel discreta. A letra T, significa quantos gols esperamos do jogador em N vezes

que a bola chegou a seus pés. Temos,

N
L I DAL R
X N! N
— H n —n
= LT e P
a N
—n
nZ:1(n ! (N P
N
N-(N—1)! _
=2 (n 1)(1 (Nl)n)l PP 1'qN "
n=1
! _ i
Z T 1)'(;') o pn 1.qN n
Repare que, se:
a=N—10uN=a+1
e
b=n—1oun=>b+1.
Temos:
a+1 a+1

ﬁ:prZ Wi(bﬁ_l))!.pb.qa*’l*(bﬂ'l):]\].p. Z Wﬂ'ib)'pbq(afb)
=0

Note que na equacdo|(3.3.10/o resultado é 1. Aqui temos o mesmo exemplo:

a+1

> (b)!~((z1!fb)! -pP-qle
b=0

= 1.

Assim provamos que basta multiplicar N por p para saber o niimero de acertos espe-

rados em N tentativas dado a probabilidade p do acerto:
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1

:Npazﬂ*pbq(a*b)
2 (0)!-(a — b)
:N.p.l

~N-p. (3.3.11)

Desvio Padrdo da Distribui¢cdo Binomial

Ainda assim, uma nova pergunta poderia ser feita: se a média foi de 3.9 gols, até
quantos gols ainda seria comum ele fazer? Veja que apostar que o jogador fara gol em
todas as vezes que a bola chegar a seus pés é apostar fora das probabilidades e assim
até quantos gols seria apostar com racionalidade? Vamos supor duas situacées em que
o jogador que foi contratado para fazer gol em 30% das vezes que a bola chega seus
pés foi exposto. A primeira situagdo foi em uma partida que nosso eximio jogador fez
apenas 2 gols das 13 vezes que chegou a bola, assim sendo foi muito criticado pela
torcida e pelos dirigentes, pois a expectativa era em torno de 3 ou 4 gols. A segunda
situacdo acontece com o jogador ressentido e da tudo de si no jogo, novamente a bola
chega 13 vezes aos seus pés e ele faz 5 gols. A torcida o perdoa, mas os dirigentes ndo
ficam tao contentes assim. Podemos dizer que o jogador superou as expectativas com
0s 5 gols? Pelo cdlculo anterior, sim. Porém temos que lembrar que hd variacdes den-
tro dos 30%. Os dirigentes nao ficaram tdo contentes, pois além de usarem a média

da distribui¢do normal, também usaram o desvio padrdo binomial:

s=4yNn-qs=,/3.9-0.7 = 1.65
Assim, os resultados esperados para o jogador seriam:
[3.9 £1.65] = [2.25;5.5]

Os dirigentes usaram esse intervalo como intervalo de satisfacdo e assim 2 gols tendo
recebido a bola 13 vezes, esta abaixo do padréo pelo qual o jogador foi contratado, ao

mesmo tempo 5 gols esta dentro da satisfacdo esperada. Para o jogador estar acima da
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média esperada teria que ter feito, no minimo, 6 gols. Agora verifiquemos a validade
desta equacao.
Para demonstrar vamos fazer o mesmo procedimento anterior, porém com a variancia.

F(x) continua sendo Py (1) e assim obtemos:

)
N
]
Mz

(i —%)*-Pnp(M) - An,

3
1

(0]

De mesmo modo a variagdo de n é discreta de 1 em 1, resultando em:

N
S .
n=0
N
=Y (M —2ni+ ) ey P aN ™

3
I}

0

O que nos leva a analisar como a expressao de trés somatdrios:

o primeiro é a média do quadrado de n

N
=) n* n!.‘(lr\\ll‘!_n)! p g T = (n2);
n=o
O segundo é:
X = N
= L ety et eaN
T
N
_ N! n N—m
DR R
=—2-m-mn
=—2- (ﬁ)za

o terceiro fica:

N
=2 (m)3?- ng.(gin)! pteghT™

1

=\2 N! n -
= ()2

Portanto temos a variancia da seguinte forma:

$? = (n2) — 2(R)? — ()%,
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Resultando
= (n2) — (m)%. (3.3.12)

Agora utilizando novamente nossas variaveis a e b,
a=N—-—10uN=a+1
e

b=n—1o0oun=>b+1,

vamos calcular o valor de n2:

n: = Z n? "l (N n)! P qun
2 — e b 2 (a+1)! (a—Db)
n?= 3 (b+1)* morga—oy p°*t-q .

b=—1

Quando b=-1 o resultado é zero, portanto:

_a+1 (a+1)'
W=y “’@?ﬁ$?§ﬁi'&i3;ﬁ’ U gl
J\
El (b+1) a+ 1) -al b (a—b)
bl-(a—b)! ‘PP -4

nZ=N. P Z b:b(tll) %')1 pb ) q(aib)'

Analisemos esta somatoria da seguinte forma:

b=a:p=(N—1)p

a+1 a+1

— _ a! b (—b) a! b (—b)
b=o0 b=0

1

Assim temos:
n2=N-p[(N—1)-p+1].

Voltando na equacdo na equacéo|3.3.12}
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s = ()~ (v
s = Np[(N—1)-p+1]— (N-P)?
s> = Np[Np —p + 1] — N?p?
SZ — N2p2 _ sz + Np _ N2p2
s> =—Np?+Np = Np —Np?

s* = Np[1—7p]
f—L
s*=n[1—7p],
assim obtemos o desvio padrao
s=y/N-p-qg=7mq. (3.3.13)

Assim, os dirigentes confirmaram que o jogador esteve apenas abaixo das expectati-

vas.

3.3.5 Distribui¢do Normal

Pode se determinar uma densidade de probabilidade para um variavel continua a
partir da distribuicdo binomial. Serd demonstrado aqui um método retirado de [15],

onde o erro serd a diferenca entre o valor observado e o valor verdadeiro

y=x—x. (3.3.14)

Vamos considerar as seguintes hipéteses:

1 Cada observacdo de uma grandeza que tem um valor verdadeiro esta sujeita a

€rro.

2 Esse erro pode ser decomposto em um numero muito grande de pequenos er-
ros elementares. O numero de fontes desses erros é sempre N, para todas as
observacgdes. O modulo do erro de qualquer das fontes € ¢, igual para todas as

fontes.

3 A probabilidade de um erro elementar ser positivo é igual a de ele ser negativo.
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A partir disso, temos que responder qual é o desvio do valor real da grandeza quando
das N fontes de erros, n derem erro para mais e as restantes N-n derem erro para

menos? O desvio sera:

y=ne+(N—n)(—¢) = (2n — N)e. (3.3.15)

Assim, qual é a probabilidade do erro ser y? Essa probabilidade é dada pela funcao

de probabilidade binomial comp = q =

P =) () oemG) - 6319

Como as probabilidades do erro ser para mais ou para menos foram supostas iguais,

ambas tem de ser 7. Assim a média do nimero de erros elementares para mais pode
ser calculada pela férmula|3.3.11

Trazendo essa ultima equacdo na relacéo [3.3.15| verificamos que o erro y é nulo,
como esperdavamos pela terceira hipdtese. O desvio padrdao do niumero de erros pode

ser mensurado pela férmula|3.3.13}

s=4/N-p-q= (3.3.17)

%

A tabela relaciona as probabilidades do erro y com os nimeros de erros ele-
mentares para mais ou para menos que causam o erro y. Para obter a funcdo densi-
dade de probabilidade para o erro, passamos a equagéo|[3.3.16]ao limite que N — co e
¢ — o para preservar a média e o desvio padrdo do erro, grandezas consideradas nas

hipéteses.

Observa-se que y e n sdo relacionados por um fator de escala, 2¢, com descolamento,
Ne, constante. O descolamento Ne, por ser constante, ndo interfere na largura da
funcdo de probabilidade. O fator de escala deve ser considerado da seguinte forma,
com a equacdo|3.3.17

N
So = \/2> .2¢ = V/Ne. (3.3.18)

Onde s, é o desvio padrdo de y. Como os erros sdo finitos, a fun¢do densidade de

probabilidade de y tem um desvio padréo finito. Entéo, a restricdo é que o limite da
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Tabela 3.3.6: Relacgéo entre as componentes elementares de erro e o erro resultante

Numero de erros elementares Erro Probabilidade
Para mais Para menos Resultante
N
N 0 Ne (2)
N
N-1 1 (N-2)¢ N-(2)
N
N-2 2 -4 | NE=()
N! 1 N
n N-n (2n-N)e¢ N—wml <5>
0 N Ne (2)

funcédo|3.3.16|deve ser finito em Ne¢? apesar de N— oo e ¢ — 0. Antes de testar o limite,

montemos a relacdo % com AP como a variagdo da probabilidade entre obtermos n+1
erros para mais e n erros para mais e Ay = 2¢ pela equacdo|3.3.15| assim:

AP _P(n+1)—P(n)
Ay 2¢

Pela aplicacdo de(3.3.16|retirada de [2], temos:

AP 1 pm+1)— P(n))i

Ay 2¢
N N
_1 AL EA T B . L
_25{[(n+1)!(N—n—1)!<2> ] n!(N—n)!<2> ”
N
11 N! B
_2e<2> { (n+1)!(N—n—1)!]
N
_11 N! - NI
_2£<2> {[(n+1)n!(N—n—1)!] TL!(N—TL)(N—TL—I)!]}
N
1 N! 1 11
_25'n!(N—n—1)!<2> '<n+1 N—n)
N
1. N (z) Non—(n+1
o2e n!(N—n—1)!<2> (m+1)(N—n)

N
1 N! (1) _N—n—(n+1)

T2t M(N—)(N—n—1)!\ 2 m+1)
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N
1 N! (1) 'N—n—(n+1)

T2 nI(N—n)! 2 Mm+1)
obtendo-se
AP 1 N—2n—1
A— = — (n) PR
y 2¢ n+1

Temos N como um numero muito grande, podemos desprezar o 1 em relacdo an e

a N-2n:
AP N —
_ = ip(n) . 2n
Ay 2¢
. Note que pela equacdo|3.3.15| temos que
N—an=_2
€
. Substituindo temos
AP
APty <_U>
Ay 2¢
AP _ WP
Ay 2ne?
AP Ay Yy
P n 2
. Usando a equacao [3.3.15|podemos substituir n
AP _ Ay Yy _ YAV
P 2‘%+§ 2e2 ye+ Ne2

Agora, aplicando o limite de ¢ -+ 0 e N — oo, com Ne? = 02, temos

dG AP AN d
I e
N = oo FyT e %
£€—0
Ne? — 02
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P representa uma funcao discreta que, ao passarmos o limite, essa funcao torna-se

continua, G(y). Assim podemos integrar os dois lados da equagéo:

1 y 1
2ac=11-2|.qu=_2>.
& J[ crz] =g [vas
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2

Y7
Gy) = A~ e

A constante A pode ser obtida pela condicdo de normalizacdo das funces densidade
de probabilidade

oo

o0 w2
J G(y)-dy=1—>J A-exsdy =1

— O — o0

Assim, chamando a integral de I

o0 v
I:J A - e dy

— o0

como encontrado em [2[], vamos elevar ao quadrado ambos os lados

%) 42 2 %) 2 00 v
1?2 = J A.er%dy = J A.ezcr%dy . J A.ezogdy

— o0 — OO — 00

— 00 — 0o —00 J—00

IZZJ [J A.ezycréA.e;{'%dy]dx:J J A-eiTédXdy

. L x®ryr=22
Ainda em [2], encontramos a troca de varidveis:
dxdy = rdrd®
—1r2
u= —
27T pOO 2 203 )
I? = J J A?.e2srdrd0{ du= *;;Sf — rdr= —@ — rdr = —02du
o o °

T=0—>U=0;T=00U=—00

27T OO 27T OO
I? = J J A?.eY(—o2du)do = —AZO'éJ J -e*dud6

o o (o) o

27T 27T
I = —AzcrgJ [e"],>°do = —Azcrf,J [e™>° —e°]dO

o (0)

27T 27T

[o—1]d0 = Azcrgj de = A?02[0]2™ = A*02[2t— 0]

[}

I* = —AzogJ

o
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I? =2A%02m — [ = \/2A202m =1

1

AooyV2m=1 > A= ———
© 0o/ 27T

Recordando que y = x — X, fica determinado a funcdo densidade de probabilidade

normal gaussiana:

G = . 20—(2)
(X) 0o\ 27T €

onde X é o valor médio ou valor esperado e o, € o desvio padrao.
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ECONOMETRIA FINANCEIRA

4.1 SERIES TEMPORAIS

Em [[14], temos que uma série temporal é qualquer conjunto de observacdes orde-

nadas no tempo. Por exemplo:
e Temperatura durante o dia/semana/meés.
e Quantidade de chuva em uma determinada regido.
e Um registro das marés em um porto.
e As variacdes do Indice Bovespa.

De acordo com [14]], quando estudamos uma série temporal podemos estar interes-

sados em:

e Investigar o mecanismo gerador da série temporal. Analisando as alturas das

ondas do porto de Santos, podemos querer saber como elas foram geradas.

e Fazer previsoes de valores futuros. Em curto prazo, como séries de venda, pro-
ducao, estoque, etc.; e em longo prazo, como séries populacionais, econémicas,
etc.

e Descrever apenas o comportamento da série. Construcdo do gréfico, a verifi-
cacdo da existéncia de tendéncia, ciclos e variaces sazonais, a construcdo de

histogramas e diagramas de dispersao.

e Procurar periodicidades relevantes nos dados.
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Neste trabalho vamos tentar encontrar periodicidades relevantes a partir dos retor-
nos dos precos das acoes da LINX. Vamos estudar o modelo ARIMA como forma de

padronizar retornos que aparentemente ndo tem periodicidades relevantes.

4.2 DEFINIGOES INICIAIS

4.2.1 Retorno

Um dos objetivos em financas é a avaliacdo de riscos de uma carteira de ativos

(instrumentos) financeiros. Em [9] encontramos:

Py — Pt—1 APy Py
R¢ = = = —1 4.2.1)
YT Py Peg P

onde P, é o preco do ativo no instante t(ano, més, semana, dia, hora, minuto).
Podemos escrever a equacao |4.2.1{como

Py
Pt

1+ Rt =

R¢ é usualmente chamado de taxa e retorno.
Denotando p; = log P (sendo o logaritmo na base e), definimos o retorno composto
continuamente ou simplesmente log-retorno como

Py
Py

¢ = log =log(1 + R¢) = pt — Pt—1 4.2.2)

Podemos ainda obter, por regra de logaritmos:

Ri=e't —1 (4.2.3)

Na pratica é preferivel trabalhar com retornos, que sdo livres de escala, do que com
precos, pois retornos tem propriedades estatisticas mais interessantes como, estaciona-
riedade (estudada em processos estocasticos) e ergodicidade. Nosso objetivo, com este
trabalho, é modelar retornos. Diversas classes de modelos podem ser utilizadas para
este fim, como: ARMA, ARCH, GARCH, também modelos de volatilidade estocastica.

Essa parte mais densa, vamos estudar mais a frente.
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Podemos definir também retorno multiperiédicos. O retorno simples de periodo k,

entre os instantes t-k e k é:

Py — Py
Rilk] = ————= (4.2.4)
Prox
Em termos de retornos de um periodo podemos escrever [4.2.4| como:
1+ Ri[k] = (1 +Re)(1+Re—1) - (1 + Ry—x41)
I . Py . Pexin _ Py
~ Pty Pit—2 Pix = Py’
De modo que:
P
Re[k] = o—— —1 (4.2.5)
Peok

Para facilitar comparagdes em horizontes diferentes é comum "anualizar" o retorno

simples, considerando:

k—1
Ri[klanualizado= [ [] (1 + R¢—j)]* — 1,

j=o

Que pode ser aproximado por:
k—1
(1) ¥ Re
j=0

Usando expansao de Taylor até primeira ordem.

Por sua vez, o log-retorno de periodo k fica:
P k—1 k—1
r¢[k] = log ﬁ =log(x+Re[k]) = ) log(1+Re—j) = ) T¢—j. (4.2.6)
t— , ,
j=o j=o

Por exemplo, uma semana corresponde a 5 dias de transagdes, de modo que o log-

retorno continuamente composto em uma semana €:
Te[5]l =Te+Te g+ o+ Tt—3+ Tty

De qualquer modo, vale ressaltar que a expressao [4.2.6| é interessante do ponto de

vista estatistico, pois para k relativamente grande a soma pode ser aproximada por um
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valor amostral normal, usando o teorema do limite central que veremos mais adiante.

Se houver pagamento de dividendos D+ no periodo, entdo os retornos ficam:

Ry = retDe 4.2.7)
Pt—1
¢ = log(1 + R¢) = log(P + D) —log P, (4.2.8)

Vemos que 1 é uma fung¢éo nao-linear de log-precos e log-dividendos.

Exemplo 4.1. Veja a seguir a diferenca entre os graficos das acdes da Petrobras PN
(PETR4) quando visto em uma escala de precos normal (figura |4.2.1) e quando os

precos sdo colocados em escala logaritmica (figura 4.2.2). Observe que o retorno

PETR4
© |
3 o
E b
D_ —
{D —
(D —
=T -
| | | | |
0 50 100 150 200
Tempo

Figura 4.2.1: PETR4 em escala normal

entre os precos R$ 4 e R$ 8 é o mesmo retorno entre os precos R$ 8 e R$16. Porém
essa distancia no grafico (4.2.1| ndo é analisada dessa forma, veja o grafico na escala
logaritmica Agora o retorno entre os mesmos precos esta proporcional. Veja que

agora a distancia entre R$ 4 e R$8 é a mesma entre R$ 8 e R$ 16.
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PETR4
o |
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R I I I I
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Figura 4.2.2: PETR4 em escala logaritmica

Agregacdo de Retornos

Na equacio temos o que se chama de agregacdo temporal dos retornos. Pode-
mos ter também uma agregacdo “Cross-section”, para diversos ativos de uma carteira

de investimentos c. Suponha que esta carteira contenha N instrumentos A, A,, -+ -, AN,
N

com pesos Wy, -+, Wy, com > w; = 1. Denotemos por R; os retornos simples e por
i=1
r; os log-retornos desses ativos, i = 1---,N. Se P, indicar o preco inicial da carteira,

ap6s um periodo teremos, para retornos continuamente compostos:

p. N
P—I = Z V\)ieri (4.2.9)
o .
1=1

O log-retorno da carteira € r. = log %;, logo obtemos:
N
re =log ) wie™ (4.2.10)
i=1

Enquanto o retorno simples da carteira é:
— 1
R¢ = p, — 1

N
=) wielt—1
i=1

N
=) wi(1+Ry)—1.
i=1
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De outro modo:

N
Re =) wiR; (4.2.11)
i=1

No caso de composicao discreta, temos:

N
P
Pf = Z wi(1+714) (4.2.12)
1=1
De modo que o retorno simples da carteira é R, = (P%OPO), ou seja:
N N
Re=) wiz+1)—1=) Wik (4.2.13)
i=1 i=1

Observe que nas equagdes(4.2.11]e(4.2.13] o retorno simples é uma soma ponderada

de retornos simples, no caso de composicao continua, e uma soma ponderada de log-

retornos, no caso de composicdo discreta. De modo geral:

e Agregacao temporal: parai=1,---,N
k—1
Rialkl = [J@+Rie ) —1 (4.2.14)
i=0
k—1
Tit = Z Tij—t (4.2.15)
j=o0

Para retornos simples e log-retornos, respectivamente.

e Agregacao "Cross-section": para a carteira c e periodo t:
N
Ret = > wiRiy (4.2.16)
i=1

N
Tet = log (Z wier"t> 4.2.17)

i=1
Para agregacdo temporal é mais conveniente trabalhar com log-retornos, enquanto
que para agregacdo de ativos os retornos simples sdo mais convenientes. A expressdao
4.2.17|é aproximada por:

N

Tet = Z WiTq ¢
i=1
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4.2.2 Especificagoes de um Processo Estocdstico

Inicialmente, os processos estocasticos foram usados pelos fisicos para descrever o
movimento Browniano, que basicamente é o movimento de uma particula de pélen
imerso na em um copo com agua. Estes processos podem ser divididos em: Processos
Estaciondrios e Processos ndo-Estaciondrios. Para as varidveis financeiras, como precos,
retornos e volatilidade o conceito de Processo Estocastico é usado para descrever seus
comportamentos, tendéncia ou lateralizacdo. A seguir algumas defini¢des retiradas
de [3].

Definicdo 7. (Espaco de indices ou Parametros temporais). O conjunto T # () C R
¢ denominado espacgo de parametros temporais ou indices do processo. O conjunto T
possui uma ordem e vamos pensar que para cada t € T a variavel X, descreve o que

acontece com 0 processo no tempo t em dois casos principais:
Parametro Temporal Discreto - T = N, ou Z, ou ainda {1, 2,---,n}

Parametro Temporal Continuo - T = [a,b],ou T ={t € R: t < o} = R* ou
ainda T =R

Definiciio 8. (Espaco de Estados). E o conjunto S dos estados possiveis de cada

variavel aleatdria X;.

Quando S é finito, serd descrito na forma {1, 2, - - -, m} onde m € um nimero natural.
Caso S seja enumeravel infinito, sera escrito na forma S =IN, ou S = Z.
Para todo w € () fixado, e t também fixo, X{(w) determina o valor do processo no
tempo t avaliado em w e algumas vezes € escrito como wy. Usaremos a letra grega w

para denotar w = {w}ie1 € ST associado a certo w.

Em [9] entendemos que um processo estocastico ¢ uma familia de variaveis aleaté-
rias que supomos definidas num mesmo espago de probabilidades ((),F, P), onde () é
um conjunto nao-vazio (espago amostral), F é uma colecdo de subconjuntos contidos
em () e P é uma funcdo que associa a cada elemento de F um nimero real ndo-negativo
(probabilidade associada ao evento). O conjunto T, quando tomado pelos conjuntos
IN e Z é denominado um processo de tempo discreto e quando tomado pelo conjunto

dos reais R ou [0, o], € denominado um processo de tempo continuo.

Definicdo 9. Seja T um conjunto arbitrario. Um processo estocdstico € uma familia

{Xt,t € T}, tal que, para cada t € T, X é uma variavel aleatdria.
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Sejam t,, t,, - - -, t,, elementos quaisquer de T e consideremos

F(X1y -y Xmstey oy tn) = P{X¢, <xqy-- -, X, < Xnhe (4.2.18)

Entdo, o processo estocastico {X¢,t € T} estara especificado se conhecermos as dis-
tribuicoes finito-dimensionais - equacdo |4.2.18|- para todo n > 1.

As funcdes de distribuicdo da equacdo 4.2.18| devem satisfazer as duas condic¢bes
seguintes:

i- Condicao de simetria: Para qualquer permutacao jy, j,,- - -, jn, dos indices 1,2, - -, n

temos

F(Xj1y -y Xjms by - oy tyn) = F(xay -y XS by -y tn) (4.2.19)

ii Condicdo de compatibilidade: para m < n,

FOc oy Xy Xmany -y Xns try oy by oy tn) = F(xay -y xms by ooy ta)
(4.2.20)
Quando estudamos [9] percebemos que o conhecimento de todas as distribuicoes
finito-dimensionais € muito dificil ocorrer na pratica, sendo impossivel. O que se faz
€ estudar certas caracteristicas associadas a |4.2.18| e que sejam simples de calcular e

interpretar. Assim, 0s processos estocasticos que vao nos interessar sao 0S pProcessos

estaciondrios de primeira e segunda ordem. Mas o que sdo processos estacionarios?

4.3 PROCESSOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

Antes de continuar os estudos sobre processos estaciondrios vejamos duas relacoes.

A fun¢do média X que sera dada por:

W1 t) = pe = E[X¢] = J xdF(x; t) (4.3.1)
e a funcdo de autocovariancia (f.a.c.v.) de X; definida por:
(1, 15ty 1) — (1 t) (15 ta) = vt ta) = E[Xe, Xe, ] — E[X¢, JE[X4, ] (4.3.2)

Vemos que 1 é uma funcéo de t € T e que y(t,,t,) depende de dois argumentos. Em
particular, se t; = t, = t, fica:

v(t, 1) = Var[X,] = E[X3] — E2[X,] (4.3.3)
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onde é a fungdo varidncia do processo X; e ¢ indicada por o}

Defini¢cdo 10. Um processo estocdstico X = {Xi, t € T} é dito estritamente estacionario
se todas as distribui¢des finito-dimensionais permanecem as mesmas sob translacoes

no tempo:

F(Xu' “y Xy iy o )tTl.+T) = F(Xn ey Xyt e '>tn)

Definicdo 11. Um processo estocastico {X¢,t € T} chama-se estacionario de segunda

ordem, se e somente se:
1. E[Xt] = u, constante Vt € T;
2. E[Xi] < o0, VteT;

3. Cov[Xt, Xt_;] ndo depende de t.

Um processo pode ser estritamente estaciondrio caso valha (1), mas s sera estacio-
nario de segunda ordem caso valha (2). Supde-se u(média)=0, sem perda de genera-
lidade. Caso contrario considere o processo {X¢ — u}. De Cov[Xt, Xt_1], podemos tirar

que, para todo t > 1:
0%,seT=0

COV[Xt, th”r] = { (434)
0,se T#O0

4.3.1 Propriedades da Fungdo de Autocovaridncia

Dado um processo estaciondrio real discreto {X;,t € Z}, de média zero e funcdo de

autocovariancia y. = E[X{X¢sr]

Propriedade 6. A func¢do de autocovaridncia vy satisfaz as seguintes propriedades:
D v >0,
i) Yyr=YVYr

i) [v-I< Yo
Em [9]

Demonstragdo. As propriedades (i) e (ii) decorrem imediatamente da definicdo de y-.

A propriedade (iii) segue do fato que:
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E[Xt+~c + Xt]2 = F—[X%vr 22X X + X%] =0

Mas o segundo membro € igual a:
o>t 2yc+0> >0
2Yo£2yr 20

E (iii) fica demonstrada. O

Com isso podemos definir, a partir de agora, a funcdo de autocorrelagdo de um

Processo:

Definicao 12 (Autocorrelacdo (f.a.c.)).

pTzﬁ)TEZ

Yo

4.3.2 Fungdes de Autocorrelacdo e Autocorrelagcdo Parcial:

Tanto uma quanto a outra sdo medidas que informam o quanto o valor de uma varia-
vel aleatoria é capaz de influenciar seus vizinhos. Por exemplo, o quanto a existéncia
de um valor mais alto condiciona valores também altos de seus vizinhos. Fato muito

importante nos fechamentos dos precos.

Se o valor da autocorrelacdo estd entre 1 (correlacdo perfeita) e -1, o que significa
anti-correlacdo perfeita. O valor O significa total auséncia de correlacdo. A autocor-
relacdo de uma dada varidvel se define pela distancia, ou atraso com que se deseja
medi-la. Quando a FAC tende a zero, significa que ndo existe correlacdo entre os
termos. A ndo existéncia de correlacdo implica em estacionariedade, caso contrdrio,
ndo-estacionariedade. Para chegar a sua férmula, usa-se a equacgédo de autocovariancia,

denotada por v, dada abaixo:
Yo = cov[Xe, Xe—<] = E[(X¢ — W)(Xi—r — W] = E[XeXe—o] — 1. (4.3.5)

No instante que t=0, vy, é igual a variancia de X;. Usando a equacdo [4.3.5, obtemos

a funcdo de autocorrelagdo, denotada por p:

.
Y Xt — W) Xg—r — 1)
FAC,=p = %= 4.3.6

P Yo Z (T—7)vo ( )

t=T+1
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Que tem as seguintes propriedades:
1. pp=1

2. pre(-1,1);T#0

Fungdo de Autocorrelagdo Parcial (FACP) é definida como o ultimo coeficiente da
autorregressao de ordem T da série Zy = Xy — n. Da mesma forma, quando a FACP
tende a zero, significa que ndo existe correlacdo entre os termos. Devemos, de qual-
quer modo, ter em conta que as autocorrelacdes para intervalos sucessivos siao for-
malmente dependentes. Pense-se no seguinte: se o primeiro elemento da série esta
fortemente relacionado com o segundo, e o segundo com o terceiro, entdo o primeiro
estd de alguma forma também relacionado com o terceiro. Dai que o coeficiente de
autocorrelacdo para um atraso de ordem 2 ndo seja independente do coeficiente de
autocorrelagdo para um atraso de ordem 1. Para obter uma informagado sobre auto-
correlacoes na série sem esta influéncia em cascata, definiu-se outro conceito, o de
funcdo de autocorrelacdo parcial. A autocorrelacdo parcial de atraso k corresponde
a autocorrelacdo entre X e X¢_. que nao ¢é explicada pelos atrasos de 1 a 7. Esta
medida corresponde a correlacdo de X; e X;_y removendo o efeito das observacdes

Xt—1,Xt—2y...,Xt_k+: € € denotada por ¢y, ou seja
brk = Corr(Xe, Xe—1/Xe—1, Xt—ay o oy Xe k1)
Um método geral para encontrar a f.a.c.p. para um processo estaciondrio com f.a.c. py

¢ utilizando as equagoes de relacdo matricial de Yule-Walker [9], isto €é, para certo k

temos:

pj:(bk1pj—1+(bk2p1+"'+¢kkpj_1> j:1>2v---)k

Desenvolvendo a equacao temos:

P1 = Grr + PraPr + - + GrkPj—1

P2 = GripPr + G+ - + GrkPj—2
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Pj = PriPj—1 + Prapj 2+ + Prx

Resolvendo as equacOes acima sucessivamente para k = 1, 2, ..., obtemos ¢y. Em
geral:
Pl
bk = 55
Pyl

Onde Py ¢ a matriz de autocorrelagdo, e Py €é a matriz Py com a tultima coluna

substituida pelo vetor de autocorrelacao.

Mais adiante vamos entender como usar a FAC e a FACP nos processos estacionarios.

4.3.3 Processos Lineares Estaciondrios

Agora iniciaremos as definicoes dos processos auto-regressivos (AR), de médias mo-
veis (MA) e a combinacdo destes, os processos chamados ARMA. Mais adiante, vere-
mos como construir modelos ARMA, ou seja, como a partir dos dados podemos identi-

ficar um particular modelo que os represente. Em [9]]:

Exemplo 4.2. Sequéncia Aleatdria
Consideremos {X;;,n = 1,2,---} uma sequéncia de v.a. definidas no mesmo espaco
amostral Q). Aqui T ={1,2,---} e temos um processo com parametro discreto, ou uma

sequéncia aleatdria. Para todo n > 1, podemos escrever:

P[Xizaly"')xn:an]:

=P[X; = a;] X P[X; = a,]X; = a;] X - X P[Xpy = anlXy = agy - -y Xx—1 = Qn_q]
(4.3.7)
Em os aj representam estados do processo e o espaco dos estados pode ser
tomado como conjunto dos reais. O caso mais simples é aquele em que tempos uma

sequéncia {Xn,n > 1} de v.a. mutuamente independentes e neste caso fica:

P[X; = a4, -+, Xn = an] = P[X; = a;] - - - P[Xyy = an] (4.3.8)
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Se as v.a. X, X, --- tiverem todas a mesma distribuicdo teremos uma sequéncia de
v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Neste caso, o processo X;, é

estaciondrio. Se E[X,,] = u, Var[X,] = 02, para todo n > 1, entdo:

0%,seT=0
Yt = Cov[Xn, Xnir] = (4.3.9)
0,s€ T#0
Segue que p; = 1, para T =0 € pr = 0 caso contrdrio.

Definicdo 13. Dizemos que {e¢,t € Z} é um ruido branco discreto se as v.a. ¢¢ sdo nao

correlacionadas, isto é, Cov[et, es] = 0,t # s

Se as variaveis aleatdrias ¢ s sdo independentes, elas também serdo ndo correla-
cionadas. Uma sequéncia de v.a. independentes e identicamente distribuidas, como

definida acima, é chamada de processo puramente aleatdrio.

Ilustraremos a seguir na figura a funcdo de autocorrelacdo de um ruido branco

denotado por ¢¢ ~ R.B.(o, 0@).

Figura 4.3.1: Funcdo de autocorrelacdo de um ruido branco

4.3.4 Processos Auto-regressivos

Dizemos que {X{,t € Z} é um processo auto-regressivo de ordem p, e escrevemos

Xt ~ AR(p), se satisfazer a equacéo de diferencgas:

Xe—pu=0XKt—1 — )+ dXez — )+ + G(Xe—p — W) + ¢
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W dgy-orydp €R (4.3.10)

Mas E[Xt] = u, e se escrevermos o processo da seguinte forma:
Xt =Po+ O X1+ -+ OpXe—p + &t

Entao:

¢
1=~y

Considerando agora o operador retroativo B como:

w=E[X¢] =

BSXt = Xt_S,S =1
Entao:
¢(B)>~<t =€t

Onde:
$(B) = 1_¢IB_¢ZBZ_"'_¢PBP

E o operador auto-regressivo de ordem p e X corresponde a valores subtraidos da
média do processo:
Xe=X¢—H

Supondo p = o, vejamos o processo AR(p) com p = 1:

Xt = d)Xt—I + E¢ (4311)

Aqui temos que:
$¢(B)=1—¢B

Com substitui¢cdes sucessivas obtemos:

.
Xe=) de i+ 0™ X vy

j=o

Se X for estaciondrio, com variancia finita 0%, temos que:
T 2
j 2142 2 2142 2
E[Xe— Y dleey| =*2EDG ] =¥ 20%
j=o
Agora, se |¢|< 1, 2™ — o, quando T — oo, assim podemos escrever:

Xe=) ey (4.3.12)
j=0
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Onde a convergéncia ¢ em média quadrdtica. Percebemos entdo que a condicao |p|<
1 é suficiente para X; ser estaciondrio. Multiplicando a equacéo [4.3.11| por X;_, e

tomando a esperanca, obtém-se:

Yt = d)YT—I == d)T'Yo

Mas de|4.3.12] obtemos:

o 0_2

Yo=0k=0) ¢V = & (4.3.13)

j=0

Assim se T > o:
02 -
Y = P CIDZq)

E como vy é simétrica, podemos escrever a fun¢do de autocovariancia de um processo
AR(1) como:

0—2
— Il
yT—l_d)zch,TGZ (4.3.14)
A func@o de autocorrelagdo de X é obtida da equacéo anterior e fica:
pr= =gl rez (4.3.15)

Yo

Na préxima figura temos as formas tipicas de pr. Em ambos os casos, esta

decai exponencialmente para zero, e este decai independente do sinal de ¢.
p. [ P A

14 14

Figura 4.3.2: Funcéo de autocorrelacdo de um processo AR(1) ¢ =0,8 e ¢ = —0,8

Agora na figura temos as funcoes de autocorrelacdo de um AR(2). Na primeira

auto-regressao temos ¢; =0,5 e ¢, =0,3 e na segunda auto-regressao temos ¢; =1 e
$, = —0,89.
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e §

Pr

Figura 4.3.3: Funcdo de autocorrelacdo de um processo AR(2) ¢; =0,5 ¢, =0,3 e b; =1

b, = —-0,89

4.3.5 Processos de Médias Moveis

Dizemos que {Xi,t € Z} é um processo de médias mdéveis de ordem q, denotado por

MA(q), se satisfizer a equacdo de diferencas:

Xt =u+ st—eletﬂ —--~—6q£t,q

(4.3.16)

Onde u, 04, - - -, 04 sdo constantes reais e e; ~ R.B.(0, 0*) Segue que X; ¢ estaciondrio,

de média 1 e como ¢¢ ~ RB(o, 0?)

Se X, for estaciondrio, de média 1 e como o & sdo nao correlacionados, podemos

obter a variancia do processo como:

G§<=62(1+9§+---+92)

Suponha p =0. e temos a fun¢do de autocovaridncia:

q
YO =Y Oye(k—1)—

k=1

Yr = HX1X¢ o} =

q
Z O1ye(T+ 1)+
l=1

k=1 l=1

q q
ZZQkQLYa(T+1—k)

(4.3.17)
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onde v, (7) é a fungdo de autocovaridncia de €. Logo:

0(—0;+0:0¢4;+---+040q 1, se T=1,---,q
Yr=4 0 se T>( (4.3.18)
Y—1 se T<(

Das equacoes|4.3.17|e}4.3.18 podemos obter a funcdo de autocorrelacdo do processo

MA(Q):

—0:4+0,0141++0q0q—=
)

1+6§+...+9%q se T= 1)...)q
S I se T>(q (4.3.19)
p—T se T<(

Observa-se que ambos os processos se anulam para |t|> q. Em particular, para um
processo MA(1):
Xt =&t — eﬁtfl

Obtém-se:

%,se T==£1
Pt =
0, se IT|> 1

Definindo o operador de médias méveis de ordem q por:

6(B) =1—0,B—0,B>—-..— 0B

A equacgdo do processo de médias médveis |4.3.16] pode ser escrito:

Xt = G(B)st

Em particular, para o processo MA(1) temos 0(B) = 1 — 6B, de modo que se pode
escrever:
Xt = (1 — BB)et
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De onde segue que:

et =(1—0B) "Xy = (1+06B+0°B>+-- )X

Assim:

Xt = —OXt_l — 92Xt_2 s

Nesta tltima equagdo, temos que X € escrito como um processo auto-regressivo de
ordem infinita. Dizemos que |6|< 1 é uma condicdo de invertibilidade para o processo
MA(1). De modo geral, o processo de médias mdveis |4.3.16| poderd ser escrito na

forma:

(o.]
Xt = ZT[]'Xt_)' + E¢
j=1
Se a condic¢do de invertibilidade estiver satisfeita: todas as raizes de 6B =0 devem

estar fora do circulo unitdrio.

4.3.6 O Processo ARMA(p,q)

Um processo ARMA é um processo composto pelos sistemas que acabamos de veri-
ficar AR(auto-regressivo) e MA(médias-modveis). Um ponto importante € como saber,
olhando para uma série temporal, se ela segue um processo puramente AR e se sim,
qual o valor de p? Ou um processo puramente MA e qual o valor de q? Ou diferente
dos anteriores um processo misto, ARMA, e quais seriam o valor de p e q? Para isso
vamos utilizar a Metodologia de Box-Jenkins (BJ) que de acordo com [14]], consiste
em identificar, ou seja, descobrir os valores apropriados para p e q, a partir da analise
das funcoes de autocorrelagdo parcial e autocorrelacdo (FACP e FAC); estimar, ou seja,
onde os parametros do modelo identificado sdo estimados e verificados. Também va-
mos diagnosticar através de uma andlise de residuos pode-se descobrir se 0 modelo é

adequado. Caso o modelo nao seja adequado, este ciclo de andlise, estimacao, verifi-



4.3 PROCESSOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

cacdo e diagnostico, é repetido. E importante destacar que para usar a metodologia de

Box-Jenkins, deve-se ter, ou uma série temporal estacionaria:

Xg—pu=¢; Xy —p)+---+ d)p(Xt—p —W)+0& g —— Oqet—q (4.3.20)

Como j4 vimos &; ~ RB(o,v?). Segue que a média do processo é u. Usando X; =
Xt — 1 podemos escrever [4.3.20|na forma:
$(B)X; = 0(B)et (4.3.21)
Um modelo bastante usado é o ARMA(1,1). E escrito como:

Xt = (bXt—l +E¢ — eEt_l (4322)

Para um processo ARMA(p,q) genérico a condicdo de estacionariedade é a mesma
que para um processo AR(p), ou seja, as raizes de ¢(B) = o devem estar dentro do
circulo unitdrio, e a condicdo de invertibilidade é a mesma para processos MA(q), ou

seja, as raizes de 0(B) = o devem estar dentro do circulo unitério.

Um fato interessante é que se tomarmos i = o e multiplicarmos a equacéo [4.3.20
por X;_. podemos obter a esperanca da seguinte forma:

Y= Vr1t oyt +OpVop+¥Xe, — 0¥ X, — - — eqyxsT,q (4.3.23)

vXe(T) é a covaridncia entre Xy e ¢ escrita como:

VXET = E[e X¢—+]
Como X;_~ s6 depende de choques ¢ ocorridos até o instante t — T que esta covari-
dncia cruzada sé € diferente de zero para T < o, entdo:
Yr=01¥Vert b2y ot -+ (I)p'Y"cfp» T>(

Em [9] observamos que a conclusdo é que as autocovariancias de lags 1,2,...,q serdo

afetadas pelos parametros de médias médveis, mas para T > ¢, as mesmas se COmpor-
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tam como nos modelos AR(p).

Para o caso de um modelo ARMA(1,1), obtemos:
Y (1—$0)(p—0)

1= — =

Yo 1+02—200

E,parat > 1

Pt =Pprg
Exemplo 4.3. Calcular a FAC e a FACP do modelo AR(1) e MA(1)
AR(1) Para AR(1) temos que |b,|< 1
AR(l) =Xt = d: X1+ &t

E[Xi] = p =0 Var[X(] =v, == 0*

Para uma melhor visualizacdo, foi sumulado um modelo AR(1) com ¢; = 0.5,

com | =0 e 0% = 1 como mostrado na figura

modelo
=10

-2
|

0 20 40 60 &0 100

Time

Figura 4.3.4: Modelo1: AR(1) simulado

Para k # o, considera-se Zy = Xy — n = X¢,pois i = o:

Xisk = O1 Xok—1 + €14k
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Multiplicando tudo por Xy:

XiXeske = @1 X Xps—1 + XeErak

Tomando a média e dividindo por v,:

Px = G1Pr—1

Por inducao:

Pk = G1Pr—1 = GIpxz =" = dLpo

portanto, facy = ¢¥ A partir da série simulada, percebe-se graficamente que o

comportamento exponencial como mostra a figura |4.3.5

Series modelo1

=
o
Lo
o Ll
O
[ | T | | ‘ | | | I T | | | | L | |
Lo T E . S NV AN
< I I I I I
0 ] 10 15 20
Lag

Figura 4.3.5: FAC do modelo 1

Como a FACP € o ultimo coeficiente da autorregressao da série Zy = Xy — |, mas
u = o, entdo Z; = Xt, ou seja FACP = ¢,. Como a ordem da série é k=1, s6
se considera a FACP nesse valor, isto é, caso k > 1 a FACPy = o. A figurd4.3.6]

mostra a FACP da série simulada e a confirmac¢do do comportamento esperado.
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Series modelo1

02 04 08

Partial ACF

-02 00
:—

Lag

Figura 4.3.6: FACP do modelo 1

O mesmo ocorre quando p>1, ou seja, na modelagem AR(p) a FACPy, = o,
quando k>p e FACy — o exponencialmente, quando k — oco. Assim podemos

perceber que o argumento p de AR(p) é definido pela FACP.

MA(1) Para MA(1), sabemos que |0,|< 1:

MA(1) = Xy = ¢ +01e(t— 1)

EE[Xt]=H:O

Assim como no exemplo anterior, vamos simular um modelo MA(1) com 6, = 0.5,

u=o0e 0% = 1, como mostrado na figura|4.3.7]

Primeiro multiplicamos a série por ela mesma e em seguida tiramos a média, de

forma que se obtenha o valor de y,:

XtXt = 91Xt£t,1 + Xtﬁt

XXt =0:[016¢—1 +e¢]er—1 +[016¢—1 +e¢)er

Tirando a média:
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-1

-3
|

0 20 40 60 &0 100

Time

Figura 4.3.7: Modelo2: MA(1) simulado

Yo= 0262+ 1)

Agora vamos multiplicar X; por X;_;, em seguida calculamos a média de forma

que obtemos y;:

Xe—1 Xt = 0 X¢—1€¢—1 + Xg—1&¢

XtXt = 91[918’[—2 + 5t—1]5t—1 + [61 Et—a T 5t—1]£t

Tirando a média:

Y1 =0;0°
A FAC; sera:
P11 = ﬁ = 261
Yo 02+1

Refazendo o mesmo procedimento, mas multiplicando X por X;_y temos:
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Yk =0

Portanto, FACy = px = 0, quando k>1 como podemos ver na figura 4.3.8

Series modelo2

=
w |
(=]
L
U _
=T
L I I
L]
| ] I
T T T T ] T
S T
< I T T | T
0 5 10 15 20
Lag

Figura 4.3.8: ACF do modelo 2

Para calcular a FACP usa-se as equacgdes de Yule-Waller, presentes em [14], e
é possivel mostrar que a FACPy é uma exponencial. Para a visualizacdo de
tais acontecimentos foi gerado o grafico da figura E observado o mesmo
comportamento para q>1, ou seja, na modelagem MA(q) a FACx = o quando
k>q e FACPx — o quando k — oc. Isso mostra que o argumento de MA(q) é
definido pela FAC.

4.4 PROCESSOS ESTOCASTICOS NAO ESTACIONARIOS

Os processos que ndo apresentam médias ou variancias constantes sdo chamados
Nao Estaciondrios. Serd um Processo Ndo Estacionario Homogéneo se, ao tomarmos

suas diferencas sucessivas, encontramos um processo estaciondrio.
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Series modelo?2

04

0.2

Partial ACF

0.2

Lag

Figura 4.3.9: FACP do modelo 2

4.4.1 Passeio Aleatorio

O passeio aleatdrio simples em Z é um processo estocastico que descreve o movi-
mento de uma particula cuja posicao no tempo t é dada pela variavel aleatoria X¢. A
particula se move nas vizinhangas de Z e pode ir de um ponto x para um de seus
vizinhos x+1 ou x-1, tendo probabilidade p ou q = p - 1 respectivamente, com p €
[0,1]. A sequéncia do p.a. € definida por (X¢)t>,. Essas probabilidades independem
do ponto x. E chamado p.a. simétrico se p,q=;

Recorréncia/Transiéncia

Supondo que uma particula comece seu movimento na origem X, = o, é interessante
saber se, apds iniciado o passeio, ela voltara a origem, apds um intervalo de tempo
tendendo ao infinito. Quando a particula volte ao ponto inicial dizemos que o intervalo

¢ finito e definiremos esse tempo como:

T, =inf[n >0 : X{=0]
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Caso a trajetéria ndo volte nunca a origem, o intervalo de tempo € infinito denotado
por:
To 1= 00

E assim, se P(T, < o0) = 1, o p.a. é dito recorrente. No contrario P(T, < o0) < 10

p.a. é dito transiente.

Em [12] encontramos que é importante saber que:

P(X¢ = 0|Xo = 0) = pt

temos (¢ = o, se t é impar, e que:

2t £ t
P(Xot = 0[Xo = 0) = Hot = p(1—p)
n

No decorrer do caminho percorrido, a particula pode se mover para direita com
probabilidade p, e para esquerda com probabilidade q=1-p. Assim, no espaco 2n a

probabilidade é:

p'(1—p)

Seja Y uma varidvel aleatdria que denota o numero de vezes, dentre os 2t primeiros
passos, que a particula se desloca para a direita. Como Y ~ B(2t,t) e P(X,t = o|X, =

0) = P(Y = t), temos:

Hat = Ef,t))zlpt(l -p

Usando a férmula de Stirling (ver [[12]]) tem-se que para p # o p.a. é transiente e

para p = J o passeio € recorrente.

4.4.2 Movimento Browniano

A ideia do Movimento Browniano veio com as tentativas do bidlogo Robert Brow de

descrever o movimento de uma particula de pélen suspensa na dgua.
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Definicao 14. Chamaremos de Movimento Browniano o processo continuo {W¢,t > o}
tal que:

(a) W(0)=0;

(b) Para quaisquer instantes o < t; < t, < --- <t < 1, as v.a.s Wy, — Wi, , Wy, —
Wy, -+, Wy, — W4, , sdo independentes;

(c) para quaisquer s,t e T ndo negativos, as va. Wy —W; e W;_ —W;_. tem a

mesma distribuicdo;
(d) paratodo t > o, W¢ tem distribuicao N(o, t);

(e) as trajetérias de W, sdo continuas com probabilidade um.

Observe que o movimento browniano tem incrementos independentes e estaciona-
rios. Como as distribui¢des finito-dimensionais de W sdo normais, entdo o processo é

gaussiano. E finalmente, como:

Wi —Ws =W s — W, =W,

entdo, Wy — W, e W, _ possuem distribuicdo N(o,t —s)
por definicdo do movimento browniano, E[W;] =0 e Var[W; =], t > o.

Em [9] encontramos que as trajetérias W sdo continuas e irregulares devido aos
seus incrementos serem independentes.

Na imagem |4.4.1} 3 movimentos iniciados em uma agdo com um preco a 10R$, com

um o = 0.25 e 1L = 0.01. Ver a programacdo em Python no Apéndice B.

4.4.3 Processo ARIMA(p,d,q)

Os modelos listados na se¢éo[4.3|sdo apropriados para descrever séries estaciondrias,
isto é, séries que se desenvolvem no tempo ao redor de uma media constante. Porém
as séries econOmicas nao sdo sempre estacionarias e para predizé-las necessitamos de
um modelo que comporte a ndo estacionariedade. Um fato interessante é que mesmo
ndo sendo estaciondrias, algumas séries econdmicas se tornam estacionarias quando

diferenciadas [[14]]. Por exemplo Z; é ndo estacionaria, mas:
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Simulacao com 200 dias e Preco Inicial de 10.00

15 ~

14 -

[
L
1

Preco da Acao
=
fod
i

(]
'_l
I

10

1
=
e
—
2=
oy
—

A

T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Dias

Figura 4.4.1: Movimento Browniano gerado em Python

Wt =Z+t—Zt_1 =(1—B)Zt :AZt

€ estacionaria.

Portanto, se for preciso diferenciar uma série temporal d vezes para torna-la esta-
ciondria e entdo aplicar o modelo ARMA(p,q), diz-se que a série temporal original é
ARIMA(p,d,q), ou seja, é uma série temporal autorregressiva integrada de média mo-
vel, em que p indica o nimero de termos autorregressivos, d o numero de vezes em

que a série tem que ser integrada para se tornar estaciondria e g o nimero de termos
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de média mdvel. Uma série pode apresentar varias formas de nao estacionariedade.

Considere um modelo AR(1):

(1— dB)Z; = ay (4.4.1)

Como ja vimos, para que haja estacionariedade é necessario que |p|< 1. Quando
|p|= 1 obtemos um processo ndo estaciondrio Z; = Z;_, + a; e quando |p|> 1 0 pro-
cesso 4.4.1, assim como o processo explode na medida em que t aumenta.
Vamos tratar aqui de séries cujo comportamento € ndo explosivo. Vamos estudar em
particular as séries que apresentam alguma homogeneidade em seu comportamento.
As séries Z; tais que, tomando-se um numero finito de diferencas, d, tornam-se estaci-
ondrias, sdo chamadas, como ja vimos, ndo estaciondrias homogéneas.

Se:

Wt = AdZt

E estaciondria, podemos representar W; por um modelo ARMA(p,q), ou seja:

d(B)W: = 0(B)ay (4.4.2)

Se W, é uma diferenca de Z., entdo Z, é integral de W4, dai dizemos que Z; segue

modelo auto-regressivo-integrado-médias maéveis, modelo ARIMA (p,d,q):

d(B)AYZ, = 0(B)ay (4.4.3)

Os parametros p e g sdo as ordens de ¢(B) e 8(B) respectivamente.
No modelo todas as raizes de ¢(B) estdo fora do circulo unitdrio. Escrever 4.4.3

€ equivalente a escrever:

&B)Zy = 0(B)ay (4.4.4)

Onde &(B) é operador auto-regressivo nédo estaciondrio, de ordem p+d, com d raizes

iguais a um e as restantes p fora do circulo unitario, ou seja:

&(B) = ¢p(B)AY = $(B)(1 — B)?
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Assim, o modelo supde que a d-ésima diferenca da série pode ser representada
por um modelo ARIMA estaciondrio e invertivel. Na maioria dos casos usuais uma
ou duas diferenciacoes sao suficientes. Veja dois casos interessantes e comuns de ndo

estacionariedade homogénea [|14]:

i) séries ndo estaciondrias quanto ao nivel: oscilam ao redor de um nivel médio du-
rante algum tempo e depois saltam para outro nivel temporario. Para torna-las
estaciondrias € suficiente tomar uma diferenca; caso tipico das séries econdmi-

cas;

ii) séries ndo estaciondrias quanto a inclinagdo: oscilam numa direcdo por algum
tempo e depois mudam para outra direcdo temporaria. Para torna-las estaciona-

rias é necessaria uma segunda diferenca.

4.5 CONSTRUGAO DE MODELOS ARIMA

Em [[14] encontramos os ciclos interativos do método de Box & Jenkins, sdo eles:
a) identificacdo

b) estimacao

¢) verificacdo

A fase mais critica do método é a identificacao dos indices p, d e ¢ do modelo ARIMA.

Esta colheita é feita com base nas fun¢des de autocovaridncia e autocorrelacdo parcial.

Lembramos que a equacdo funcao de autocorrelacio é dada por:

T)' = ? (4.5.1)
(6]

Onde c; € a estimativa da facv
1
¢ =y tZ [(Ze = Z)(Z1s5 — 2)] (4.5.2)

Sendo Z = & I, Z a média amostral.

A variancia de rj, em um processo estaciondrio normal, pode ser aproximada por:

1 o0
VaT(T]’) = N Z [pfz T Pv+jPv—j —4PjPvPv—j ZPf,P)% (4.5.3)
V=—00
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Quando temos um processo em que as auto-correlacdes sdo nulas para v>q, todos

os termos de [4.5.3| anulam-se para j>q, exceto o primeiro e obtemos:

q
Var(ry) = % 1+2 Z o (4.5.4)
v=1

Como nao conhecemos as auto-correlacoes p.,, substituimos por r,, obtendo-se uma

estimativa para (4.5.4

q
o?(rj) = % 1+2Zri (4.5.5)
v=1

Para facp vimos que sob a hipdtese que o processo é AR(p):

Var(ds;) = % (4.5.6)
De modo que:
o(dj5) = % (4.5.7)

O motivo de ser fazer a identificacdo é determinar os valores de p,d e qQ do modelo

ARIMA(p,d,q). Para a identificagdo usaremos os passos de [[14] que sdo:

a) Faremos diferenciacdes da série Z¢, tantas vezes quantas necessarias a fim de se

obter uma série estaciondria. O processo AYZ; seja reduzido a um ARMA(p,q).

O numero d de diferencgas necessarias para que o processo se torne estacionario

¢ alcancado com a fac amostral de W, = A4Z, decresce rapidamente pra zero;

95

b) identificamos o processo ARMA(p,q) resultante através da andlise das auto-correlacoes

e auto-correlagdes parciais estimadas, cujos comportamentos devem imitar os

comportamentos das respectivas quantidades tedricas.

A justificativa do item a) acima é que para um modelo ARMA estacionario, as fac
sdo dadas por:
pj = A:G) + A,GL + A, G), (4.5.8)

Como ¢(B) = J]V_ (1 — GiB) onde as raizes de ¢(B) devem estar fora do circulo
unitdrio, devemos ter |Gi|< 1 Segue de que se nenhuma raiz estd muito préxima
do circulo unitério, as auto-correlacdes p; decairdo para zero, para valores moderados

de j.
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Tabela 4.5.1: Tabela para ordens (1,d,0) e (0,d,1)

Ordem

(1,d,0) 0,d,1)

Comportamento py

decai exponencialmente

somente p; # 0

Comportamento ¢y

somente ¢; # 1

decaimento exponencial dominante

Estimativas iniciais b =p: Pi= ;%12
1
Regido de Admissdo | —1 < ¢; <1 —-1<60; <1

Tabela 4.5.2: Tabela para ordens (2,d,0) e (0,d,2)

Ordem

(2,d,0)

(0,d,2)

Comportamento py

mistura de exponenciais

ou ondas senoides amortecidas

somente p; #oep, #0

Comportamento ¢y

somente ¢; F1€ P2 F0

dominada por mistura de exponenciais

ou senoides amortecidas

(bl — P:(1—P>) P1= —06:(1—0,)
. . . o e e —p2 2 2
Estimativas iniciais e 1+03+63
d) _ P2—P1 _ 792
2= T2 P1 = voz+02
— 1< P, <1 —1<0,<1
Regido de Admissdo | ¢, — ¢, < 1 0,—0: <1
$,+dy <1 0,+0; <1

Porém se uma raiz real, G;, estiver proxima de um, G; = 1 — ¢, ¢ > 0 pequeno. Como

Gl = (1—¢) ~ 1—je, vem que P; = A«(1—je), o que mostra que a fac decaird

lentamente para zero e de forma quase linear.

Na prética, d=0,1 ou 2 é o suficiente para inspecionar as primeiras 15 ou 20 auto-

correlacdes da série e de suas diferencas.

Convém testar se E(W;) = w,, € zero, comparando W com seu desvio padrio estimado.

Retiramos de [14] uma tabela com o comportamento das fac e facp de um processo

ARIMA(p,d,q).

O programa para identificacéo, estimacéo e verificacdo de modelos da familia ARIMA

foi o R STUDIO e a série utilizada foi o fechamento das acoes da Linx (linx3) no pe-
riodo de 04-11-2015 até 15-12-2015, com 30 observacoes. As saidas serdo:
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Tabela 4.5.3: Tabela para ordens (1,d,1)
Ordem (1,d,1)

Comportamento py | decai exponencialmente apds lag 1

Comportamento ¢y | dominada por decaimento exponencial apds o lag 1
1—$:0.)(P:—64)

—
Estimativas iniciais P 1-0:—2,0,
P2 =p:6:
—1< <1
Regido de Admissao s
—1<0,<1
LINX3
is]
o -
o _
£ =
ik} o
E b
= _
5 o
Lib] ur
L -—
@
G
T T T T T T T
0 ) 10 15 20 25 30

Mdmero de Observacies
4/11/2015 - 15-12-2015

Figura 4.5.1: Gréfico Linx3

4.5.1 Identificagdo.

a) Plotagem da Série Original:

Como podemos observar na figura|4.5.1, esta ndo é uma serie estacionaria e por

isso vamos diferencid-la para que se torne estacionaria.
b) Diferenciacoes:

Como podemos observar na figura a série ainda ndo é estaciondria, entdo

vamos diferencid-la novamente. Agora como podemos observar na figura(4.5.3|a
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Diferenga

Diferenga

c)

LINX3 DIFERENCIADA 1 VEZ

-
C}! —
o
o
C}! —
o
<
=
<
| | | | | |
0 5 10 15 20 25
obervactes
Figura 4.5.2: Gréfico Linx3 diferenciado 1 vez
LINX3 DIFERENCIADA 2 VEZES
<
C:! —
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(]
C:! —
(]
<
=
<

| | | | |
0 5 10 15 20 25

obervactes

Figura 4.5.3: Gréfico Linx3 Diferenciado em lag 2
série estd estaciondria e portanto podemos continuar e encontrar os parametros
p de AR e q de MA. Assim o parametro d de AR(p)I(d)MA(q) é d=2.
Funcao de Autocorrelacao:

Agora que a série esta estacionaria, basta aplicar os procedimentos para AR(p) MA(q).
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Como ja vimos, a FAC serve para nos auxiliar no parametro (q) de MA que de-

vemos utilizar na simulacdo. Veja as FAC da série original e diferenciada. Como

Linx Fechamento Original

08

04

-04

Lag

Figura 4.5.4: Autocorrelacdo da série original

podemos observar na figura [4.5.4] a série original sugere um parametro (q)=4.
Porém, a série diferenciada (que nos interessa) sugere algo diferente, veja na
figura Portanto, para o nosso modelo, sera utilizado MA(q)=1.

Linx Diferenciada

1.0

05

00

05

Lag

Figura 4.5.5: Autocorrelacio da série diferenciada
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d) Funcdo de Autocorrelacdo Parcial:

Anteriormente vimos que as FACP nos ajudam a descobrir o parametro (p) de

AR. Veja a seguir as facp da série original e diferenciada.

Linx Fechamento Original

Partial ACF
|

0.0

-04

Lag

Figura 4.5.6: FACP da série original

A série original, na figura apresenta uma autocorrelagao parcial de 1, mas
veremos que na série diferencia, onde de fato a facp funciona, é diferente de 1.
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Linx Deferenciada

0.2

-06

Lag

Figura 4.5.7: FACP da série diferenciada

Logo, pela figura [4.5.7, podemos observar que o pardmetro (p) sugerido pela
facp da série diferenciada é 2. Com isso o nosso modelo estd quase pronto e é do
tipo:

Xt = 01 (Xe—1) + P2(Xe—2) + 0:(X¢—1) + €t

4.5.2 Estimagdo.

Estimando os valores de ¢y e Oy:

Como observamos na fac e na facp, os parametros (q) e (p) devem ser, respecti-
vamente, 1 e 2. Assim podemos utilizar o Programa R para nos ajudar a estimar

os valores dos coeficientes ¢y e 0y. Para isso vamos digitar o seguinte comando.
arima(x = linxd, order = c(2,0, 1))

onde linxd é a variavel que guarda a série diferenciada. Ou ainda podemos
aplicar diretamente na série original, onde os mesmos resultados apareceriam,

mas deveriamos escrever da seguinte forma:

arima(x = linx$Adj.Close, order = c(2, 2, 1))
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onde linx$Adj.Close é a variavel que guarda a série original. Em ambos os casos

0 programa retorna a imagem [4.5.8

call:
arima({x = linxd, order = c{2, 0, 1))

Coefficients:

arl ar2 mal dintercept
-0.9285 -0.7686 0.1735 -0.0011
5.8, 0.1818 0.1331 0.2654 0.0017

Figura 4.5.8: Coeficientes de ¢y e 0y

4.5.3 Verificagdo.

f) Plotagem do modelo sobre a série original:

Em azul observamos a série original diferenciada e em vermelho o nosso modelo

de série que tenta acompanhar o modelo original diferenciado.

Figura 4.5.9: Simulacédo
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I I I | I
5 10 15 20 25

Figura 4.5.10: Simulacéo 2

Figura 4.5.11: Simulacéo 3

| | | | |
) 10 15 20 25

Figura 4.5.12: Simulacéo 4



104 ECONOMETRIA FINANCEIRA

A programacao, as bibliotecas necessarias e o modo de instalagdo encontram-se no

Apéndice C.



METODOLOGIA

A Escola do Estado apresenta uma série de dificuldades. Uma delas é o fato da
maioria dos alunos carregarem uma defasagem ano apds ano. Alguns alunos chegam
ao 3° Ano do Ensino Médio sem saber realizar as 4 operacoes bdsicas. O plano de
aula a seguir foi montado com o objetivo de reduzir a defasagem dos alunos e também
com a intencdo de promover a discussdo sobre Bolsa de Valores e outros tipos de

investimentos.

5.1 PLANO DE AULA

PLANO DE AULA DO ENSINO MEDIO

1. IDENTIFICACAO
Escola: Vila Magini II
Disciplina: Matematica
Carga horaria: 45 h/a
Série: 3° ano
Ano: 2017
Professor: Roberto Sampaio Junior

2. OBJETIVO GERAL A matemadtica comercial e financeira ndo é nova. Suas apli-

cacOes remontam de periodos anteriores a Cristo. A propria Biblia Sagrada traz
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referéncias de juros e de aplica¢des financeiras. O conceito de juros é antigo de
acordo com os registros historicos. Essa conceituacio apareceu quando o homem
percebeu a relacdo entre o tempo e o dinheiro e seus reflexos na vida das pessoas

€ povos.

Os processos de acimulo de capital e a desvalorizacdo da moeda resultaram tam-
bém na idéia dos juros. Registros antigos mostram que ja existiam textos remotos
que tratavam da distribuicdo de produtos agricolas e de calculos aritméticos ba-

seados nessas transagées.

Os Sumérios ja utilizavam, adaptados a época, tipos de contratos legais, faturas,
recibos, notas promissdrias, crédito, juros e escrituras de venda. Portanto, espera-
se que os alunos evoluam suas habilidades com fracoes, porcentagens, razdo e
proporcao. Também € esperado que os alunos se motivem a guardar dinheiro e

entender o poder dos juros compostos e sua importancia histdrica.

Esta aula se insere em blocos, sdo eles: 1 — Motivacdo; 2 — Preparo; 3 — Realiza-
¢do de célculos; 4 — Revisdo de resultados e socializagdo do conhecimento. As
aulas pretendem organizar um ambiente provocador de aprendizagem e explo-
rar as potencialidades pedagogicas da modelagem matemadtica. Nosso objetivo
geral é abordar conteidos como Razdo e Proporcao, Porcentagem, Juro, Taxa
de Juros (simples e composto), Montante, Variagdo percentual, Juros compostos
com taxa de juros varidveis. Através desses assuntos abordaremos o “Montante
de uma sequéncia de depdsitos”. Propomos uma discussdo sobre aposentadoria
como desencadeadora do processo, pois acreditamos que esse tipo de discussao
possibilita momentos de reflexdo entre os alunos, além do prospecto individual
uma simula¢do de aposentadoria permite desenvolver. O objetivo final é a ela-
boracdo de uma férmula simples para o cdlculo de uma aposentadoria privada
onde o montante a ser retirado (ou recebido mensalmente) e a data para esse

acontecimento sejam varidveis escolhidas pelo individuo.
OBJETIVOS ESPECIFICOS

Os objetivos em torno do PCN sio:

a) O estudo das func¢des permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessdria para expressar a relacdo entre gran-
dezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos descritivos de
fendmenos e permitindo varias conexoes dentro e fora da propria matema-

tica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fun¢des deve estar no conceito
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de funcao e em suas propriedades em relagédo as operacdes, na interpretacao

de seus graficos como [3|e nas aplicacoes dessas funcoes. [1]

b) Como o somatério dos juros compostos é a somatdria de uma P.G., com
relacdo as seqiiéncias, € preciso garantir uma abordagem conectada a idéia
de funcao, na qual as relacoes com diferentes funces possam ser analisadas.
O estudo da progressdo geométrica infinita com razao positiva e menor que
1 oferece talvez a tinica oportunidade de o aluno estender o conceito de
soma para um numero infinito de parcelas, ampliando sua compreensio
sobre a adicdo e tendo a oportunidade de se defrontar com as idéias de
convergéncia e de infinito (incluse para o dinheiro). Essas idéias foram
e sdo essenciais para o desenvolvimento da ciéncia, especialmente porque

permitem explorar regularidades e padrodes.

¢) A Estatistica e a Probabilidade devem ser vistas, entdo, como um conjunto
de idéias e procedimentos que permitem aplicar a Matemadtica em questoes
do mundo real, mais especialmente aquelas provenientes de outras dreas.
Devem ser vistas também como formas de a Matematica quantificar e inter-
pretar conjuntos de dados ou informagdes que nao podem ser quantificados
direta ou exatamente. Cabe a Estatistica, por exemplo, analisar a inten¢édo
de voto em uma eleicdo ou o possivel éxito do lancamento de um produto
no mercado, antes da eleicdo em si e da fabricacdo do produto. Isso é feito
através da pesquisa estatistica, que envolve amostras, levantamento de da-
dos e analise das informagdes obtidas. Da mesma forma, a Probabilidade
acena com resultados possiveis, mas nao exatos. Ao afirmar que o resultado
1 tem 1/6 de probabilidade no lancamento de um dado, ndo ha certeza
de que em seis lancamentos do dado o numero 1 saird exatamente uma
vez. Assim como ao afirmarmos que determinado tratamento médico tem
90% de probabilidade de cura para uma doenca, ndo garante que em um
grupo de 10 pessoas submetidas a este tratamento exatamente uma pessoa

continuara doente. [1]]

4. CONTEUDO PROGRAMATICO Duracio das atividades
1 Bimestre — cada aula com 50 minutos.

Conhecimentos prévios trabalhados pelo professor com o aluno. Para esta aula,

é importante que os alunos entendam multiplicacdo e divisdo de nimeros racio-
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nais, utilizacdo de tabelas para organizar dados, conhecimentos sobre variaveis

dependentes e independentes.
Atividades

Em um primeiro momento sugerimos uma discussao sobre a atual forma de apo-
sentadoria proposta pelo governo. Acreditamos que essa discussdo motivard os
alunos para a atividade experimental que vem a seguir. Apds esta discussao, su-
gerimos a idealizacdo de uma aposentadoria e a partir da dificuldade de uma
simulacdo da sistematizacdo de dados abordaremos os contetidos a serem atingi-
dos. Para finalizar, em um terceiro momento sugerimos a discussdo dos resulta-
dos do experimento com a turma e, a partir deles, uma abordagem do conceito

de progressao geométrica.

Aula 1 - O Brasil e sua aposentadoria. Nesta aula abordaremos as regras da apo-
sentadoria no Brasil, os valores oferecidos por ela e o quanto de cada pagamento
que temos de contribuir. Com algumas contas bdsicas de porcentagem e soma, a
intencdo é que os alunos percebam as desvantagens de esperar pela aposentado-
ria e assim levantar alguma estratégia para a obtencdo da autonomia financeira.
Foi observado, durante as aplicacOes, que a poupanca seria o meio mais utilizado
para obtencdo dessa autonomia. Recursos necessdrios: Internet para a pesquisa

ou o professor pode levar impressos.

Aula 2 e 3 — A poupanga e a SELIC. Nesta aula abordaremos as regras da pou-
panca no Brasil, os valores oferecidos por ela e o quanto de rendimento ela nos
traz. Pela pesquisa, os alunos observarao que ha regras para a poupanca e que
conforme a SELIC ela muda. O professor deve pedir entdo aos alunos que pes-
quisem o que é a SELIC e o que ela tem a ver com a inflacdo, surgindo o novo
questionamento. O que ¢é inflacdo? O que leva a um raciocinio mais critico so-
bre a poupanga, nos empurrando a uma nova pesquisa: Fontes de rendimento
além da poupanca. Aula 4 e 5 — Fontes de rendimento além da Poupan¢a. No
Brasil, existem diversos titulos comercializados no mercado financeiro que pos-
suem caracteristica de renda fixa. Dentre os que sdo oferecidos para pessoas
fisicas, os mais comuns sdo CDB, RDB, LC, LCI, LCA, CRA, CRI, FIDC, LF, DPGE,
Debéntures e Tesouro Direto. ApOs essa pesquisa o professor deve perguntar
como calcular a diferenca de rendimento entre eles (CDB, RDB, LCI e LCA) e
a poupanga apés 1 ano. Isso leva a uma sequéncia de multiplicagdes muito ex-
tensa onde o professor deve questionar se ndo hd outro método, mais facil, para

a obtencao desses resultados. Assim se inicia a parte tedrica e uma sequéncia
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de exercicios proposta no livro Fundamentos da Matematica Elementar Vol. 11
— Mat. Comercial/Financeira e Estatistica Descritiva. Iremos avancar por toda
a parte de porcentagem ao passo que a féormula dos juros compostos, gerado
por uma P.G, é demonstrada pelo professor e em seguida é apresentado o site

(www.calculadorabc) para que possam explorar a formula.

Aula 6, 7 e 8 — Exercicios sobre Razdo e Propor¢do. Como treinamento e aper-
feicoamento das técnicas matematicas uma sequéncia de exercicios foi proposta.
As aulas 6, 7 e 8 foram utilizadas para a realizacdo dos exercicios sobre razdo e

proporc¢do. Ex: 1 — 18 do livro de Fundamentos.

Aula 9, 10, 11 e 12 — Exercicios sobre GDP e GIP. Como treinamento e aperfei-
¢oamento das técnicas matemadticas uma sequéncia de exercicios foi proposta.
As aulas 9, 10, 11 e 12 foram utilizadas para a realizacdo dos exercicios sobre
Grandezas Diretamente Proporcionais e Grandezas Inversamente Proporcionais.
Ex: 19 — 35 do livro de Fundamentos. Daremos atencdo especial ao Exercicio
35 onde ha uma profunda manipulacdo das variaveis. Este exercicio d4 inicio ao
nosso objetivo final. Durante a corre¢do desse exercicio o professor tem a oportu-
nidade de mostrar o nivel de sutileza que esperamos que os alunos desenvolvam

até o final do projeto.

Aula 13, 14, 15 e 16 — Exercicios sobre porcentagem. Como treinamento e aper-
feicoamento das técnicas matematicas uma sequéncia de exercicios foi proposta.
As aulas 13, 14,15 e 16 foram utilizadas para a realizacido dos exercicios sobre
Porcentagens. Ex: 36 — 55 do livro de Fundamentos. Exercicios de pequena
dificuldade

Aula 17, 18, 19 e 20 — Exercicios sobre porcentagem. Como treinamento e aper-
feicoamento das técnicas matematicas uma sequéncia de exercicios foi proposta.
As aulas 17, 18, 19 e 20 foram utilizadas para a realizacdo dos exercicios so-
bre Porcentagens. Ex: 56 — 75 do livro de Fundamentos. Exercicios de média
dificuldade.

Aula 21 e 22 - Exercicios sobre porcentagem. Como treinamento e aperfeicoa-
mento das técnicas matemadticas uma sequéncia de exercicios foi proposta. As
aulas 21 e 22 foram utilizadas para a realizacdo dos exercicios sobre Porcenta-

gens. Ex: 76 — 84 do livro de Fundamentos. Exercicios de grande dificuldade.

Aula 23 - Discussdo sobre Inflagdo e Actimulo de Capital. Apés a realizacao de tan-

tos exercicios era esperado um minimo dominio sobre manipulagédo de variaveis,
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para que haja o entendimento da demonstracdo da férmula dos juros compostos
e da demonstracao da férmula do montante de capital apds n depdsitos recorren-
tes a uma taxa fixa i. A necessidade da demonstracédo surge quando necessitamos
calcular o tempo que demoraria a alcangar 1 milhdo de reais e quanto deveria-

mos depositar por més.

Aula 24, 25, 26 e 27 — Exercicios sobre Inflagdo. Como treinamento e aperfeico-
amento das técnicas matematicas uma sequéncia de exercicios foi proposta. As
aulas 24, 25, 26 e 27 foram utilizadas para a realizacdo dos exercicios sobre In-

flagdo. Ex: 111 — 127 do livro de Fundamentos. Exercicios de média dificuldade.

Aula 28 e 29 — Exercicios sobre Regimes de Capitaliza¢gdo. Como treinamento e
aperfeicoamento das técnicas matemadticas uma sequéncia de exercicios foi pro-
posta. As aulas 28 e 29 foram utilizadas para a realizagdo dos exercicios sobre
R.C.. Ex: 143 - 149 do livro de Fundamentos. Exercicios de média dificuldade.

Aula 30 - Exercicios sobre Juros Simples. Como treinamento e aperfeicoamento
das técnicas matemdticas uma sequéncia de exercicios foi proposta. A aula 30
foi utilizada para a realizacdo dos exercicios sobre Juros Simples e demonstra-
¢do da férmula. Ex: 156 — 161 do livro de Fundamentos. Exercicios de média
dificuldade.

Aula 31, 32, 33 e 34 — Exercicios sobre Juros Compostos. Como treinamento e
aperfeicoamento das técnicas matematicas uma sequéncia de exercicios foi pro-
posta. As aulas 31, 32, 33 e 34 foram utilizadas para a realizacdo dos exercicios
sobre Juros Compostos e demonstracdo da férmula. Ex: 188 — 207 do livro de

Fundamentos. Exercicios de média dificuldade.

Aula 35 e 36 — Exercicios sobre o Valor Atual de um Conjunto de Capitais. Como
treinamento e aperfeicoamento das técnicas matemadticas uma sequéncia de exer-
cicios foi proposta. As aulas 35 e 36 foram utilizadas para a realizacdo dos exer-
cicios sobre Valor Atual de um Conjunto de Capitais. Ex: 226 - 234 do livro de

Fundamentos. Exercicios de média dificuldade.

Aula 37, 38 e 39 — Exercicios sobre Sequéncia uniforme de Pagamentos. Como trei-
namento e aperfeicoamento das técnicas matemadticas uma sequéncia de exerci-
cios foi proposta. As aulas 37, 38 e 29 foram utilizadas para a realizacdo dos
exercicios sobre Sequéncia uniforme de Pagamentos e demonstracdo da férmula.

Ex: 235 — 246 do livro de Fundamentos. Exercicios de média dificuldade.
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Aula 40, 41 e 42 — Exercicios sobre Montante de uma Sequéncia uniforme de de-
positos. Como treinamento e aperfeicoamento das técnicas matematicas uma
sequéncia de exercicios foi proposta. As aulas 40, 41 e 42 foram utilizadas para
a realizacdo dos exercicios sobre Montante de uma sequéncia uniforme de de-
positos e demonstracdo da formula. Ex: 247 — 254 do livro de Fundamentos.

Exercicios de média dificuldade.

Aula 43 — Exploragdo no site do Banco Central. Ao encerrar a lista de exercicios
e fazer as demonstracdes das féormulas, nosso objetivo foi concluido. Agora fica
bastante interessante mostrar o “site” do Banco Central

(https://www3.bcb.gov.br/CALCIDADAO/jsp/index.jsp) afim de fazer simulacoes
e mostrar na aba “metodologia” que o BC usa as mesmas férmulas que desenvol-

vemos.
4. Estratégias e recursos da aula
Estratégias:

e Perguntas guiadas pelo professor, com o inten¢do de promover a habilidade

de manipulagdo de varidveis.
e Lista de exercicios de Matematica Comercial.
e Lista de exercicios de Matematica Financeira.
e Tentativas de Modelagem.
Recursos:

e Livro: Fundamentos da Matematica Elementar Vol. 11 — Mat. Comer-

cial/Financeira e Estatistica Descritiva. [|10]

e Calculadora.

5.1.1 Aproveitamento dos alunos.

Ap6s a aplicagdo do Plano de aula observou-se que os objetivos foram parcialmente
atingidos. A grande maioria dos alunos nao recuperou a desafagem em relacdo aos
outros anos, porém houve muito interesse do todos sobre o assunto de investimentos e

os caminhos para uma maior liberdade financeira. A figura mostra um esboco de
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uma aluna ao tentar demonstrar a férmula de depoésitos recorrentes. As figuras|(5.1.2
elb.1.3

Figura 5.1.1: Esboco de uma aluna ao tentar demonstrar a férmula de depdsitos recorrentes.

Figura 5.1.2: Depoimento do Aluno 1

5.2 YAHOO FINANCE.

Nesta se¢do vamos mostrar como extrair os dados de uma empresa a partir do “site”
do “Yahoo Finance” e apds a extracdo vamos mostrar como manipular os dados para

realizar uma modelagem ARIMA no programa R Studio.
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Figura 5.1.3: Depoimento do Aluno 2

5.2.1 Abrindo o site.

Primeiramente vamos abrir nosso navegador e digitar

https : //br.financas.yahoo.com

Yahoo Finangas - Finang: X %\

— (G- Wl ttps://br.financas.yahoo.com|

# Inicio Mail Buscar Moticias Esportes Financas Vida e Estilo Celebndades Cinema Respostas Flickr Mais ~
FINANCAS " Pesquise por noticias, simbolos ou empresas m
Inicio Impostos Meu portfolio MNoticias Finangas Pessoais Mercados Indistrias Tecnologia

Figura 5.2.1: Site do Yahoo Finance.
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5.2.2 Escolhendo a Agdo.

No campo indicado na figura [5.2.2] é onde encontramos a acdo desejada. Vamos

digirar “PETR3” e assim vamos encontrar as agdes da Petrobras.

Yahoo Finangas - Finang: X

= (Gl WS W B ttps://br.financas.yahoo.col

M Inicio Mail Buscar Moticias Esportes Finangas Vida e Estilo Celebndades Cinema Respostas Flickr
refleath esquise p oticias, simbolos =mpresas
Inicio Impostos Meu portfélio Noticias Finangas Pessoai ercados Indistrias Tecnologia

Figura 5.2.2: Campo de digitacéo.

Yahoo Finangas - Financ: X

& = C | @ Seguro | httpsy/br.financas.yahoo.com

# Inicio Mail Buscar Moticias Esportes Finangas Vida e Estilo Celebndades Cinema Respostas Flickr
YA H(:'C)'II petr3 |
FINAMNCAS
PETR2 AcHo - SHo Paulo
Inicio Impostos M peiroleo Brasiiiero 54 15 Tecnologia
PETR3.5A Acdo - S0 Paulo

Petrdleo Brasileiro S.A. - Petrobras

PETR3-16G18-13.5A Option - S50 Paulo
PETR OM 13,00

PETR2 171 1% M €A Option - Sdo Paulo

Figura 5.2.3: Escolhendo a Acdo.
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PETR3SA 2361 -006-0 % \\

“ C | & Seguro | https://br.financas.yahoo.com/quote/PETR3.SA?p=PETRI.SA

YAHOO! e

FINANGAS e S AR m

Inicio Impostos Meu portfélio Moticias Financas Pessoais Mercados Indistrias Tecnologia

O CIGn Q BILa

Sao Paolo - Sap Paolo Preco Adiado. Moeda em BRL.

23,61 -0,06 (-0,25%)

No fechamento: 14 de margo 5:03PM BRT

Resumo Grafico Conversas Estatisticas Perfil Finangas Opces Titulares Dados Histdricos Analistas Sustentat
Fechamento Capitalizacio de 2 3 X :
o 23,67 Marcatn 298,423B 1D 50 1M 6M YTD 1Y 5Y Max " Tela cheia

24,00
Abrir 23,90 Beta 2,18
Preo de Compra gy oecEEREID 40,85
mes.)
Preco de Venda 23,86 x0  LPA(dIt 12 mes.) 0,58
Variagao do Dia 23,51-23,94 Data da Receita N/A
Variag3o de 52 12,47 - 24,34 Dmdehdo futuro NIA (N/A)
semanas e rendimento
Volume Gaagepg eladoex NIA
dividendo
Estimativa 8.514.268 Meta estimada 20,89
Volume de 1 ano

Figura 5.2.4: Escolhendo a Acdo.

5.2.3 Indo para os Dados Historicos.

Apo6s a escolha da agdo o navegador abrird uma tela como a da figura E

devemos clicar em Dados Histdricos, como indicado na figura[5.2.5]

5.2.4 Extraindo os Dados Historicos.

Agora estaremos em uma pagina como a da figura O préximo passo € alterar
o periodo. Para nosso exemplo vamos alterar o periodo de inicio para 12/15/2017

e o de térmiino para 22/01/2018. Logo em seguida clicamos em concluido e depois
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FINANCAS " Pesquise por noticias, simbolos ou emy m
Inicio Impostos Meu portfélio Moticias Financas Pessoais Mercados Indistrias Tecnologia
3ao Paolo - Sao Paolo Prego Adiado. Moeda em BRL. e T MR
23,61 -0,06 (-0,25%)
No fechamento: 14 de margo 5:03PM BRT
Resumo Grafico Conversas Estatisticas Perfil Finangas Opces Titulares Dados Histdricos
Fechamento Capitalizagie de ,_ X
o 23,67 Marcatn 298,423B 1D 5D 1M 6M YTD 1Y 5Y Max
Abrir 23,90 Beta 2,18
Preo de Compra gy oecEEREID 40,85
mes.)
Preco de Venda 23,86 x0  LPA(dIt 12 mes.) 0,58
Variagao do Dia 23,51-23,94 Data da Receita N/A
Variag3o de 52 12,47 - 24,34 Dmdehdo futuro NIA (N/A)
semanas e rendimento
Volume Gaagepg eladoex NIA
dividendo
Estimativa 8.514.268 Meta estimada 20,89
Volume de 1 ano

Figura 5.2.5: Onde clicar.

Analistas

Sustentak

™ Tela cheia

24,00

clicamos em aplicar. Como na figura|5.2.7| Apés clicar em aplicar o “site” ira mostrar

uma série de valores e para fazer o “download” basta clicar em “Fazer download dos

dados”. Como na figura[5.2.8]

Agora temos um arquivo do tipo CSV em Excel. Para manipular os dados vamos usar

o R Studio.

5.3 R STUDIO

Vamos mostar agora o passo a passo para a modelagem ARIMA através do R Studio.

Antes disso, vamos entender alguns detalhes do arquivo CSV que acabamos de baixar.
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C | @ https://br.financas.yahoo.com/quote/PETR3.SA/history?p=PETR3.SA
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Petréleo Brasileiro S.A. - Petrobras (PETR3.SA)

Sao Paclo - Sac Paolo Preco Adiado. Moeda em BRL. ¥¢ Adicionar 4 lista

23,61 -0,06 (-0,25%)

No fechamento: 14 de margo 5:08PM BRT

Resumo Grafico Conversas Estatisticas Perfil Financas Opcoes Titulares Dados Histaricos Analistas Suste
Iostrar:

Periode: 15 de mar de 2017 - 15 de mal ~ Precos historicos « Frequéncia: Diariamente
Cémbio em BRL o, Fazer download dos dados
Data Abrir Alto Baixo Fechamento* Fechamento ajustado™ Volume
14 de mar de 2018 23,90 2394 2351 2361 2361 6.268.900
13 de mar de 2018 2410 2413 2358 2367 2367 5363.100
12 de mar de 2018 24,09 24,21 23,85 23,90 23,90 4.869.800
0% de mar de 2018 23,47 24,02 2323 24,00 24,00 6.779.600
08 de mar de 2018 2382 23583 23,03 23,39 23,39 5.668.000
07 de mar de 2018 2366 23,71 2297 23,36 23,36 10.075.800
06 de mar de 2018 241 2434 2360 2368 23,68 12.387.700
05 de mar de 2018 2318 2396 231 2354 23,54 8.732.400
02 de mar de 2018 22,44 2320 22 21 2318 2318 8.601.300
01 de mar de 2018 23,05 2328 22,50 2277 22,77 9.470.600
28 de fev de 2018 2320 2347 2254 2315 23,15 35275100

Figura 5.2.6: Os Dados Historicos.

5.3.1 O Arquivo CSV.

CSV (Comma-Separated Values) é um formato simples de armazenamento, que

agrupa as informagdes de arquivos de texto em planilhas, para as trocas de dados
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PETR3SA 2361 -006-0 X \

“—

C | @ https://br.financas.yahoo.com/quote/PETR3.SA/history?p=PETR3.SA

YJ&NHAQJQ" Pesquise por noticias, simbolos ou emy as m

Periodo: 15 de mar de 2017 - 15 de mal ~ Precos histaricos ~ Frequéncia; Diariamente «
1D 5D M 6M
Cambio er o, Fazer dogffload dados
ACUM. 1A BA Max.
Data Baixo Fechamento* Fechamento ajustado®™ Wolume|
Data de inicio Data de
14 de fhz ) 2351 2361 2361 b.285.900
termino  12/15/2017
13 de = 2358 2367 2367 5.363.100
0172272018
12 de iz 2385 2390 2390 4.869.5300
09 de mz 2323 24,00 24 00 6.779.600
08 de man we cuw oo 2o 2303 2339 2339 5.665.000
07 de mar de 2018 23,66 2371 2297 2336 2336 10.075.500
06 de mar de 2018 2411 24,34 2360 2368 2368 12.357.700
05 de mar de 2018 2318 23,96 231 2384 2354 8.732.400
02 de mar de 2018 22,44 2320 21 2318 2318 5.601.300
01 de mar de 2018 23,05 2328 2250 2277 277 9.470.600

Figura 5.2.7: Alterando o periodo.

com um banco de dados ou uma planilha entre aplicativos. Cada linha em um texto
CSV representa uma linha em uma planilha. Cada célula é geralmente separada por

virgula ou um outro caractere, como tabulador. Veja na figura[5.3.1}

O arquivo mostra muitas informacdes. As informacdes que vao nos interessar sao 0s
precos de fechamento. No arquivo essas informacoes sdo os penultimos ntimeros, na

coluna “Adj Close”.
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———
PETR3SA2361-006-0 x \| |

< C | @ https://br.financas.yahoo.com/quote/PETR3.SA/history?period1=15133032008period2=1516586400&nterval =1d8&filter=history&freque
YAHOO! B s A e e
FINANCAS esquise por noticias, simbolos ou empresas
Periodo: 15 de dez de 2017 -22dejan ~ Precos historicos « Frequéncia: Diariamente ~
Cambio em BRL $ ok, Fazer download dos dados
Data Abrir Alto Baixo Fechamento* Fechamento ajustado®* Wolume
22 de jan de 2018 19,21 19,57 19.21 19,51 19,51 7.741.500
19 de jan de 2018 19,50 19,62 19,22 19,31 19,31 4.134.700
18 de jan de 2018 19,47 19,66 1913 19,44 19,44 8.160.700
17 de jan de 2018 18,92 1947 18,86 1947 19,47 6.517.400
16 de jan de 2018 16,45 18,93 18,43 18,79 18,79 7.189.900
15 de jan de 2018 18,31 18,55 18,31 18,46 18,46 2.308.600

12 e jan df 2018 18,10 18,41 18,02 18,36 18,36 5.516.100
11 df jan df 2015 17,85 18,27 17,81 18,22 18,22 10.075.000
#18 18,00 18,11 17,76 17,78 17,75 4.720.000

2018 18,06 18,27 18,01 1812 1812 6.570.100
ffr= 2012 17 BA 1212 17 A1 1212 1812 A TR ADN

B peTRI.SACSY ~

Figura 5.2.8: Download do periodo.

5.3.2 Abrindo as bibliotecas do R Studio.

Ao abrir o R Studio iremos nos deparar com uma tela como a da figura[5.3.2]
A tela de comando € a tela destacada na figura[5.3.3]
Para abrir as bibliotecas devemos digitar os comandos que estao na figura

Para abrir o arquivo CSV necessario devemos digitar o comando em destaque na

figura Para isso devemos saber o local onde o arquivo foi salvo. Para evitar
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@l ™ B T |= petr3 - Microsoft Excel
m Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo Suplementos Equipe
e L E ] ] ] |
j & = § Cuebrar Texto Automaticamente  Geral & *:J % S
_E: s £ L
Colar = Mesclar e Centralizar = a8 -~ o, op | %0 00 Formatacdo Formatar  Estilos de | Inserir E
- F @ % ° #00 =0 | condicional - como Tabela ™ Célula~™ -
Area de Tran... & Fonte ] Alinhamento F} MNimero = Estilo (
| n - £
A B & D E F G H 1 ] K [E M N Q P
1 |Date,Open,High,Low,Close,Ad] Close,Volume
2 2-15,15.810000,16.059999,15.5600 . 15.560000,87398800
3 -18,15.7, 030001,15.738 ,15.840000,82158900
4 -19,15.82 .850000,15.630000,15,760008,15.760000,8028400
] 2-20,15. ??0000,15.95000 ,15.960000, 8848600
6 2-21,16.000000,16.65 .‘3‘300-0-0,15.&500-0- . 16.650000,§998700
Figura 5.3.1: Tabela CSV.
€ Rstudio =
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
S - OF - 3 B . ~ Addins - B Project: (None) ~
O] Untitled2 =  Envi History ~ Ci ==
[H [sourceonsave = O # - #Run | *% Source - = # [ | i Import Dataset - | & List =
1 7} Global Environment =
Environment is empty
1:1 (Top Level) = R Script +
Console  Terminal .= Files Plots Packages Help Viewer =
~f - Export =
>

Figura 5.3.2: R Studio - Tela inicial.

€Iros, nao salve o arquivo com pontos ou tracos. Em nosso exemplo vamos renomear

o arquivo CSV para “petr3”. Entdo, no caso deste exemplo, vamos digitar

petr = read.csv(”C : /Users/User/Desktop/Tcc/PythonFiles/petr3.csv”)
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) Rstudio =
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
O - 2-H i ~ Addins - & Project: None) =
©] Untitled2 ==l i History — Ci i —iol
Source on Save K A = Run g Source - o 1 “*Import Dataset - ' List =
ak

i Global Environment =

11 (Top Level) & /\ R Script +
PR fmmdlles  Plols Packages Help  Viewer =i

= Export =

Figura 5.3.3: R Studio - Tela de comando.

5.3.3 Eliminando Alguns Dados

O arquivo CSV que baixamos da internet contém muitas informacoes. Algumas

dessas informagdes ndo vamos utlizar, para isso vamos usar o comando NULL para
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) Rstudio

oo

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

LRI+ TR o

9] Untitled2*

Source on Save A S
Tlibrary('forecast’)
1ibrary("astsa’)
Tlibrary('foreign")
Tlibrary('tseries”)
Tibrary("writexLs')

(LR RN

520 (Top Level) =

Console  Terminal

>

apagar da planilha os dados desnecessdrios aos nossos estudos. Acompanhe na figura

5.3.6]

Para entender o que esta acontecendo vamos apertar o botdao “Re-run” em destaque

na figura[5.3.7]

Como podemos observar, uma tabela foi criada. Esta tabela contém somente os

~ Addins -
=0
= Run el 4 Source =
R Script =
=0

Figura 5.3.4: R Studio - Abrindo as bibliotecas.

Environment  History  Connections
= ~*Import Dataset = s

% Global Environment ~

Files Plots Packages Help Viewer

= Export +

valores de fechamento das a¢des PETR3. Veja na figura[5.3.8]

5.3.4 Plotando o grdfico original.

Para plotar o grafico original, devemos digitar o seguinte comando:

plot(linx$Adj.Close, type =’ 1/, xlim = c(0, 26), main =" PETR3’)

B Project: (None) ~

-

=0
List =
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) Rstudio = e
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
o - - ~ Addins - & Project: [None) =
9] Untitled2* =0 Environment  History — Connections =0
Source on Save L S = Run b Source - T “*Import Dataset - ' List =
1 Tibrary('forecast’) ~| 1 Global Environment ~
2 library('astsa’)
3 Tlibrary('foreign’)
4 library( tseries’)
5 Tibrary('writexLs')
6
7 ###Abrindo pet
8 petr=read.csv("C:/Users/User /Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv™)
9
10 =
11, . ] r
16 (Top Level) = R Script =
Console  Terminal [ Files Plots Packages Help Viewer ]

= Export +
>

Figura 5.3.5: R Studio - Abrindo o Arquivo CSV.

O subcomando “type” dentro do comando plot faz a funcdo de tragar o grafico com

linhas. Agora vamos cliclar no botdo “Re-run” para o grafico ser plotado. Veja nas

figuras[5:3.9]e 53,10

5.3.5 Diferenciando a série.
Como podemos observar, o grafico plotado nao é estaciondrio. Para isso vamos
utilizar o comando:
diff(x = log(linx$A dj.Close), differences = 1)

Para diferenciar uma vez e entdo vamos plotar o grafico. Veja as figuras|5.3.11|e|5.3.12

Como agora julgamos a série como estaciondria, vamos aos préximos passos.
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) Rstudio = ]
File Edit Code View Plots Session Build Debug Prefile Tocols Help
LRI+ TR o 4 fun ~ Addins - & Project: [None) =
©] Untitled2* — e i History  C i ==
Source on Save Q / - = Run kb 3 # Source ~| = = H ~* Import Dataset - )' List =
10 = ("} Global Environment =
11
12 petriopen<-NULL
13 petr$High<-NULL
14 petriLow<-NULL Environment is empty
15 petr$close<-NULL ]
16 petrivolume<-NULL L
a7 1
18
19 | -
a I v
191 (Top Level) = R Script &
Console  Terminal [ Files Pots Packages Help Viewer =il
~/ - Export =
>
Figura 5.3.6: R Studio - Eliminando dados do Arquivo CSV.
) Rstudio e
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
Q-8 - H ~ Addins - B Project: (None] =
@ | Untitled2* =[]  Envi History  C i =
[ Clsourceonsave | GO /- + Run Source v = £ |4 | ##* Import Dataset = | & List =
10 “ ("} Global Environment -
gl
12 petr$open<-NULL
13 petr$High<-NULL
14 petriLow<-NULL Environment is empty
15 petriclose<-NULL ]
16 petr$volume<-NULL 2
17 1
18
19 | -
4| i +
19:1  (Top Level) 3 RScript &
Console  Terminal =l Files Plots Packages Help Viewer =
~/ - Export -
=

Figura 5.3.7: R Studio - Botdo Re-run.
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@ RStudio = g
File Edit Code View Plots Session Build Debug Prefile Tocols Help
o - = ~ Addins - & Project: [None) =
© ] Untitled2* petr ¢ — e i History  C i ==
Filter = H ~*Import Dataset = J’ List =
“ Adj.Close 7} Global Environment ~
2017-12-15 1556 Data
2017-12-18 1584 D petr 25 obs. of 1 variable
2017-12-19 1576
2017-12-20 1596
2017-12-21 1665
2017-12-22 16.59 =
Showing 1 to 6 of 25 entries
Console  Terminal [ Files Pots Packages Help Viewer =il
~/ - Export =

oy P
> Tibrary( " foreign”)
> Tlibrary( tseries”)
> Tibrary("writexLs")

> ###abrindo petr###

> petr=read.csv("C: /Users/user/Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv”, header = T,

row.names = 1)

> petr$open<-NULL

v

petr$High<-NULL

> petriLow<-NULL

n

> petr3close<-NULL
> petr$volume=-NULL
> View(petr)
> View(petr)
z =
Figura 5.3.8: R Studio - Tabela de precos.
) Rstudio o) S
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
LRI + SR A = | ~ Addins = ® Project: (None) =
9 | Untitled2* petr =[]  Envi History  C i —iol
[ [Jsourceonsave = & /7 - +Run | 4 Source # |4 | “#ImportDataset - | & List =
Al = ("} Global Environment -
12 petr$open<-NULL
13 petr$High<-NULL s
14 petr$Low<-NULL D petr 25 obs. of 1 variable
15 petr$close<-NULL
16 petr$volume<-NUuLL ¥
ik =
18 | 3
19 plot(petriadj.close,type = "1°,x1im = c(0,26),main = "PETRI") L
20 52
< 1 ] v
181 (Top Level) % R Script +
Console | Tesminal [ Files Plots Packages Help Viewer ==
- - Export -

BT e
> Tibrary("foreign”)
> Tibrary( tseries”)
> Tibrary("writexLs')

> ###abrindo petr###

> petr=read.csv{"'C:/Users/uUser/Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv", header = T,

row.names = 1)

> petr$open=-NULL
> petr$High<-NULL
> petr$Low<-NULL

> petr3Close<-NULL
petrivolume<-NULL

Vview(petr)
view(petr)

VOV YV

m

Figura 5.3.9: R Studio - Escrita do comando plot.
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Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

) Rstudio oo D
Eile
)

- OF | & - E ~ Addins - & Project: [None) =
9] Untitled2* petr =0 i History  C i =0
Source on Save K A = Run g Source - T 1 “*Import Dataset - ' List =
11 = ("} Global Environment =

12 petriopen<-NULL
13 petriHigh<-NULL
14 petriLow<-NULL D petr 25 obs. of 1 variable
15 petriclose<-NULL
16 petr$volume<-NULL

Data

m

19 plot(petriadj.close,type = "1 ,x1im = c(0,26),main = "PETR3") B

a i ] v
18:1 (Top Level) = R Script &
Console  Terminal — |zl Files Plots  Packages Help  Viewer ==
& Zoom | -Sepot- | O | § ‘% Publish ~

A 7

> Tibrary( foreign’) PETR3

> Tibrary( tseries”)

> Tibrary( writexLs')

19

> ###Abrindo petr###
> petr=read.csv("C:/uUsers/user/Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv”, header = T,
row.names = 1)

18

> petr$open<-NULL

petr$Adj Close
17

> petr$High<-NULL

©
> petriLow<-NULL ~

> petr3close<-NULL T T T T T

m

> petr$volume<-NULL

> plot(petr$adj.close,type = '1',x1im = c(0,26),main = 'PETR3") Index

Figura 5.3.10: R Studio - O gréfico.
) Rstudio E‘_‘é’
File
L+

Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

- O | - ~ addins - & project: (None) =
©] Untitled2* petr — e i History ~ C i —io
SourceonSave | O S - +Run | >+ Source # |4 | "% Import Dataset - | & List ~
16 petr$volume<-NULL = ("} Global Environment =
18 Data
19 plot(petriadj.close,type = "1 ,x1im = c(0,26),main = "PETR3") 0 petr 25 obs. of 1 variable
;E values
22 petrd num [1:23] -0.0229 0.01767 0.02971 -0.04593 0.00361 ...
23 H
24  petrd=diff(x = log(petriadj.Close),differences = 1) B |
25 plot(petrd, type = "1°)| >Z
< M ] G
25:24 (Top Level) = R Script +
Console | Tesminal [ Files Plols Packages Help Viewer =]
A zoom | -Zepot~ | O | § 45 Publish =

> petr‘=r‘ead.c;v(”c:/User‘s/User‘/Desktop/ch/Fy‘thnn Files/petr3.csv”, header = T,
row.names = 1
. PETR3

> petr3open<-NULL

Tr $High<-NULL

*> petriHigh< i

= petr§Low<-NULL 2
]

= petr$Close<-NULL o 2.
=

> petr$volume<-NULL g -

> plot(petr$adj.close,type = "1 ,x1im = c(0,26) ,main = "PETR3") g

> petrd=diff(x = log(petr3adj.close),differences = 1) 2.

VoW

> plot(petrd, type = '1°) T T T T T
> petrd=diff(x = Tog(petr3adj.close),differences = 2) 0 5 10 15 20 25
plot(petrd, type = "1°) |§I Index

Figura 5.3.11: R Studio - Escrita do comando diff.
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) Rstudio = e
File Edit Code View Plots Session Build Debug Prefile Tocols Help
LRI+ TR o ~ Addins - & Project: [None) =
9] Untitled2* petr =0 Environment  History — Connections =0
Source on Save L S = Run el 4 Source  + T #Import Dataset = & List =

16 petrivolume<-NULL <] % Glabal Environment -

ig Data

19 plot(petriadj.close,type = '1",xTim = c(0,26),main = "PETR3") petr 25 obs. of 1 variable

%E values

22 petrd num [1:24] 0.01783 -0.00506 0.01261 0.04232 -0.00361 ...

23] =

24 petrd=diff(x = Tog(petriadj.close),differences = 1)
25 plot(petrd, type = "17)]|

4 T »

=

25:24 (Top Level) = R Script =

Files Plots Packages Help Viewer ()

Console  Terminal =L

=0
2 zoom | T Export | O ¥ 45 Publish =
I

> Tibrary( writexLs')

> ###abrindo petr###

> petr=read.csv{("C:/Users/User/Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv”, header = T, <

row.names = 1) [=
=]

> petriopen<-NULL =

0.02
1

> petr$High<-NULL

petrd

> petriLow<-NULL

v
0.00
|

petriclose<-NULL

v

petrivolume<-NULL

X
-0.02

plot(petr3adj.close,type = '1",x1im = c(0,26) ,main = "PETR3")

v

petrd=diff (x = log(petr$adj.close),differences = 1)

plot(petrd, type = '1) Index

VoV

T

Figura 5.3.12: R Studio - O gréfico dos precos diferenciados 1 vez.

5.3.6 Plotando a FAC.
Agora que a série estd estacionaria podemos calcular a FAC. Para isso vamos utilizar
o seguinte comando:
acf(x = petrd, main =/ PETRDiferenciada’)

o subcomando “main” da titulo ao gréafico. Apos digitar o comando devemos clicar em

“Re-run”. Acompanhe as figuras|5.3.13|€5.3.14

Assim, concluimos que a série tem memoria em média igual a 1.



128

Studio

METODOLOGIA

[E]
File
o

o

=

>

v

v

v

v

v

v

v

Edit
- R

Code

-

View Plots

Untitled2* petr

Source on Save

petrd=diff(x =
plot(petrd, type = "1

funcaol=acf(x =

32 |

Tog(pet

Session

J

Build

Debug

Q -

Profile

r$adj.Close),differences =

petrd, main="PETR Diferenciada’)

Tools Help

~ Addins -

=0

= Run kb 4 Source =

1)

<
(Top Level) =

Terminal

e
Tibrary(“writexLs')

###abrindo petr###

petr=read. csv{"'C:/Users/User/Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv”, header =
row. names

- 1)
petriopen<-NULL
petr$High<-NULL
petriLow<-NULL
petr3close<-NULL
petrivolume<-NULL
plot(petrs3adj.close,type
petrd=diff(x =

plot(petrd, type = '1")

Studio

1 ,x1im =

T

c(0,26) ,main =

Tlog(petrs$adj.close),differences =

R Script +

=0

'PETR3")

2)

Figura 5.3.13: R Studio -

B Project: (None) ~

Environment  History = Connections =0

List =

= ~*Import Dataset = s

7} Global Environment =
Data
D petr
values
petrd

25 obs. of 1 variable

num [1:23] -0.0229 0.01767 0.02971 -0.04593 0.00361 ...

Files Plots Packages Help Viewer

7o

=0

A Zoom | = Export + 45 Publish =

0.04

petrd
0.00

-0.04

20

Index

Escrita do comando ACF.

RNl

@R
File
o

L]

Console

>

>

Edit
~| OR

Code

= .

View Plots

Untitled2* petr

Source on Save

plot(petrd, type =

funcaol=acf(x =

Session

petrd=diff(x = Tog(petr
173

Build

Debug

Q -

$adj.cClose) ,differences =

Profile

Tools Help

~ Addins -

=0

=+ Run e 4 Source ~«

1)

petrd, main="PETR Diferenciada’)

32w

221 (Top Level) 3

Terminal

petriLow<-NULL
petriclose<-NULL
petr$volume<-NULL
plot(petrsadj.close, type
petrd=diff(x =
plot(petrd, type = '1")

funcaol=acf({x =

1, xTim =

T

c(0,26) ,main =

Tog(petr$adj.close),differences =

R Script +

=0

'PETR3')

1)

petrd, main="PETR Diferenciada’)

| Project: (None) -

E History  Ci i

=0

“id List =

# Import Dataset = &
7} Global Environment -

Data

List of 6
25 obs.

D funcaol
petr

values
petrd

of 1 variable

num [1:24] 0.01783 -0.00506 0.01261 0.04232 -0.00361 ...

Files Plots Packages

- Export -

Help  Viewer

o |

=0

® “5- Publish -

 zoom

PETR Diferenciada

08

ACF
04

04

Figura 5.3.14: R Studio - O gréafico da FAC.
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Como a série é estaciondria podemos calcular a FACP do processo. Para isso vamos

utilizar o seguinte comando:

pacf(x = petrd, main =/ PETRDiferenciada’)

Ap6s digitar o comando devemos clicar em “Re-run”. Acompanhe as figuras |5.3.15

5.3.16

) RStudio

(o0

File Edit Code View Plots Session
o - R = .

Build Debug Profile Tools Help

* Addins =

@] Untitled2* petr

Source on Save § +Run | >+ Source

P

funcaol-acf(x = petrd, main="PETR Diferenciada’)

funcaopl-pacf (x = petrd,main="Linx Deferenciada’)

35 |
0 i

351 (Top Level) 3

Console  Terminal

L R R R

= ###Abrindo petr###

> petr=read.csv("C:/Users/User/Desktop/Tcc/Python Files/petr3.csv”, header = T,
row.names = 1)

> petriopen<-NULL

> petr$High<-NULL

= petr§Low<-NULL

= petr$Close<-NULL

¥

petr$volume<-NULL

> plot(petr$adj.close,type = "1 ,x1im = c(0,26) ,main = "PETR3")
> petrd=diff(x = Tog(petr3adj.close),differences = 2)
10y

> funcaol=acf(x = petrd, main="PETR Diferenciada’)
>

= plot(petrd, type =

r

=0

R Saript +

=0

| Project: (None =

Environment  History  Connections [}

=]

List =

= #Import Dataset = &

7k Global Environment -
Data

List of 6
25 obs.

funcaol

petr
values

petrd

of 1 variable

num [1:23] -0.0229 0.01767 0.02971 -0.04593 0.00361 ...

Files  Plots Help  Viewer M

=L]

Packages
4 43, Publish =

A zoom | -Z Export - | © ¥

PETR Diferenciada
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Figura 5.3.15: R Studio - Escrita do comando PACF.

Assim, concluimos que a série tem um indice de regressao igual a 1.
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) Rstudio = e

File Edit Code View Plots Session Build Debug Prefile Tools Help
LRI+ § - ~ Addins - Bl project: (None) ~

@] Untitled2* petr =0 Environment  History  Connections

)
Source on Save L S = Run el 4 Source  + T #Import Dataset = & List =
7} Global Environment ~

24 petrd=diff(x = Tog(petriadj.close),differences = 1) Daka

25 plot(petrd, type = "17) funcaol List of 6

funcaopl List of 6

petr 25 obs. of 1 variable

30 funcaopl-pacf(x = petrd,main="Linx Deferenciada’) values

31 8 petrd num [1:24] 0.01783 -0.00506 0.01261 0.04232 -0.00361 ...
32 i »

251 (Top Level) = R Script =

27 funcaol=acf(x = petrd, main="PeTR Diferenciada’)

)
@
m

Console  Terminal —l= Files Plots Packages Help Viewer =

2 zoom | T Export | O ¥ 45 Publish =

> petr$High<-NULL

Linx Deferenciada
> petr$Low<-NULL

> petr$Close<-NULL

> petr$volume<-NULL

02 04

> plot(petriadj.close,type = "1 ,x1im = c(0,26) ,main = 'PETR3")

> petrd=diff(x = Tog(petr$adj.close),differences = 1)

> plot(petrd, type = '1")

Partial ACF

02 00

> funcaol=acf(x = petrd, main="PETR Diferenciada’)

> funcaopl=pacf(x = petrd,main="Linx Deferenciada’)

04

> #modelol=arima(x = log(petr$Adj.Close),order = c(1,1,1))
> #modelol a 2 4 6 8 10 12

> #plot{prev<-arima.sim{model = Tist(ar=c(-.12),ma=c(.27),i=1),n = 27),col="red’ i
.... [TRUNCATED] Lag
=

Figura 5.3.16: R Studio - O gréfico da FACP.

5.3.8 Os coeficientes do Modelo ARIMA.

Para especificar os coeficientes ¢ e 0 modelo ARIMA(P,D,Q) utilizaremos o comando:

arima(x = log(petr$Adj.Close), order = ¢(1, 1, 1))

O subcomando “order = c(p,d,q)” é o comando onde devemos colocar os pardmetros
para que o R studio faca a modelagem. Como observamos, o parametro P foi igual a
1 pela FACP, o parametro Q foi igual a 1 pela FAC e o parametro D foi igual a 1 pelo
numero de diferenciacoes. Apoés clicar em “Re-run” o programa nos forcencerad os
coeficientes ¢ e 0. Veja na figura

Observamos que sdo coeficientes aceitos pelos estudos feitos, ja que |d| e |0] sdo

ambos menores que 1.
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) Rstudio = e

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

LRI+ TR o ~ Addins - & Project: [None) =

9] Untitled2* petr (] Environment  History  Connections =0
Source on Save L S = Run b Source - T “*Import Dataset - ' List =

26 -

27 funcaol=acf(x = petrd, main="PETR Diferenciada’)

28 Data

29 ) L . ) funcaol List of &

:E funcaopl-pacf(x = petrd,main="Linx peferenciada’) funcaopl P

32 modeTlol List of 14

33 modelol=arima(x = log(petr$Adj.Close),order = c(1,1,1)) a petr 25 obs. of 1 variable
34 modelol
35 values

36 = ¥ petrd num [1:24] 0.01783 -0.00306 0.01261 0.04232 -0.00361 ...

26:1 (Top Level) = R Script =

7} Global Environment ~

Files Plots Packages Help Viewer ()

Console  Terminal =L

=0
2 zoom | T Export | O ¥ 45 Publish =
T ‘

> modelol=arima(x = log(petr$adj.close),order = c(1,1,1)) Linx Deferenciada

= modelol

call:
arima(x = log(petr$adj.close), order = c(1, 1, 1))

jcoefficients:
arl mal
-0.1284 0.2735
5. . NaN NaN

sigmar2 estimated as 0.0002593: Tog likelihood = 65.02, aic = -124.05

02 04

Partial ACF

02 00

> #plot(prev<-arima.sim{model = Tist(ar=c(-.12),ma=c(.27),i=1),n = 27),col="red’

04

> #par (new=TRUE)
> #plot(petrd,col="blue’ ,type = "1") 2
>

warning message:
In sqrt{diag(x$var.coef)) : NaNs produced
=

m

Lag

Figura 5.3.17: R Studio - Coeficientes ¢ e 0.

5.3.9 Plotando o modelo e comparando com o Original

Agora que temos os indices e seus respectivos coeficientes podemos rodar algumas

simulagoes. Para isso vamos utilizar o comando:
arima.sim(model = list(ar = ¢(—.12), ma = ¢(.27),i = 1),n = 24),col =’ red’

O subcomando “n” define quantas amostras serao feitas, nesse caso foram 24 amostras.
O subcomando “col” define a cor do grafico, nesse caso os modelos serdo plotados em
cor vermelha e o original em cor azul. Assim basta plotar o modelo sobre o original

utilizando entre os comandos “plot” o comando
par(new = TRUE)

. Acompanhe as figuras[5.3.18|e[5.3.19]

Podemos lancar quantos modelos quisermos, basta clicar em “Re-run” e um novo

modelo sera criado.
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Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

) Rstudio = é’
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L ey e n e =
> modelol=arima(x = log{petr3adj.close),order = c(1,1,1))
> modelol
call:
arima(x = log(petr$adj.close), order = c(1, 1, 1))
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arl mal
-0.1284 0.2735
5. €. NaN NaN
sigmar2 estimated as 0.0002593: Tog likelihood = 65.02, aic = -124.05
> plot(prev<-arima.sim(model = Tist{ar=c(-.12),ma=c(.27),i=1),n = 24),col="red")
> par (new=TRUE) T T T T
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> plot(petrd,col="blue”,type = '1")
warning message:

In sqrt{diag(x$var.coef)) : NaNs produced
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Figura 5.3.18: R Studio - modelol.
) Rstudio E‘_‘é’

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

LRI+ TR ~ addins - & project: (None) =
©] Untitled2* petr =iz i History ~ C i —icl
] (JSourceenSave | Q #° ~ +Run | S+ Source ~ # [4 | 5% Import Dataset » | List =
30 funcaopl=pacf(x = petrd,main="Linx Deferenciada’) = ("} Global Environment =
31 z
33 modelol=arima(x = log(petr$adj.close),order = c(1,1,1)) 0 funcaol List of 6
i; modelol O funcaopl List of 6
36 @ modelol List of 14
7 plot(prev=-arima.sim(model = list(ar=c(-.12),ma=c(.27),i=1),n = 24D,cu1=‘rei;| 0 petr 25 obs. of 1 variable 7
38 par(new=TRUE) K
39 plot(petrd,col="blue’ ,type = "1") - afues
< = I » petrd num [1:24] 0.01783 -0.00506 0.01261 0.04232 -0.00361 ...
3767 | (Top Level) * R script + prev Time-Series [1:24] from 1 to 24: -1.4885 -0.0657 1.1116 .. -
Console | Tesminal [ Files Plols Packages Help Viewer =]
= A zoom | -Zepot~ | O | § 45 Publish =
B L T (L e =
> modelol=arima(x = log{petr3adj.close},order = c(1,1,1))
> modelol
call:
arima{x = log(petr$adj.close), order = c(1, 1, 1))
coefficients:
arl mal
-0.1284 0.2735
s.e. NaN NaN
sigmas2 estimated as 0.0002593: Jog likelihood = 65.02, aic = -124.05
> plot(prev<-arima.sim(model = list{ar=c(-.12),ma=c(.27),i=1),n = 24),col="red")
> par{new=TRUE) T T T T
' 5 10 15 20

> plot(petrd,col="blue’,type = "1")
warning message:

In sqrt{diag(x$var.coef)) : NaNs produced
=

Figura 5.3.19: R Studio - modelo2.
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Em nossa primeira etapa conseguimos motivar todos os alunos a compreenderem
um pouco mais sobre porcentagens e suas aplicabilidades, pois de acordo com [8]] ndo
basta ao cidaddo entender as porcentagens expostas em indices estatisticos, como o
crescimento populacional, taxas de inflacdo ou desemprego, € preciso analisar/relacionar
criticamente os dados apresentados, questionando/ponderando até mesmo sua vera-
cidade. Assim como nao € suficiente ao aluno desenvolver a capacidade de organizar
e representar uma colecdo de dados, faz-se necessario interpretar e comparar esses

dados para tirar conclusoes.

Sobre os calculos, apenas 40% dos alunos conseguiram acompanhar. Contudo, a
manipulacdo dos dados pelo “site”, no final do projeto, foi bem aceita por todos. Por-
tanto, concluimos que a primeira etapa e o impacto social foram atingidos com sucesso,

apesar de uma deficiéncia técnica dos alunos.

Ainda na linha de pensamento da obra [8],a competéncia nesses assuntos permite
aos alunos uma solida base para desenvolverem estudos futuros e atuarem em dareas
cientificas como a biologia e as ciéncias sociais. Assim, ao considerarmos o mundo
em rapida mudanca como o que estamos vivendo, é imprescindivel o conhecimento da
probabilidade de ocorréncia de acontecimentos para agilizarmos a tomada de decisao

e fazermos previsoes.

Em vista disso, percebe-se a importéncia para a Ciéncia, no geral, de manté-los moti-
vados. Uma continuidade do trabalho na parte educacional seria um plano pedagégico

para que os alunos aprendessem programacao em R Studio com planilhas.

Conseguimos fazer simulacdes de um modelo ARIMA (2,2,1) que se assemelhava
ao comportamento da série de precos de fechamento didrio das a¢des da Linx, LINX3,

quando diferenciadas 2 vezes. Durante os estudos percebemos que os modelos AR,
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MA, ARMA e ARIMA sdo suficientes para acompanhar alguns movimentos de ativos do
mercado financeiro, porém uma dificuldade é encontrada quando a escala de tempo
¢ diminuida de dias para minutos. O tempo que demoramos para copiar os dados e
analisar qual seria o melhor modelo é maior que o tempo real dos acontecimentos.
Uma continuidade do trabalho na parte técnica seria a criacdo de um programa em
Python que informa, em tempo real, se o gréfico intradidrio de um ativo da Bolsa de

valores, B3, apresenta um comportamento do tipo: AR, MA, ARMA ou ARIMA.

O estudo desses modelos chamou a atencdo de professores e também da dire¢édo da
escola para o passo anterior: os juros compostos. Isso € positivamente impactante, pois
muitos professores ndo tinham clareza no poder dos juros compostos e com a demons-
tracdo do interesse de outros professores, os alunos ficaram ainda mais motivados.
Houve o apoio da direcdo escolar ao reservar, por um semestre, a Sala Multimidia com
internet. Mesmo com uma deficiéncia técnica os alunos que ja trabalham perceberam o
quanto poderiam mudar o seu futuro com apenas R$ 200,00 por més. Muitos alunos,
durante os estudos, ja comecaram a guardar o seu dinheiro, investindo em Tesouro

Direto e aprendendo a lidar com a inflacéo.

Por fim, apds a aplicacd@o das aulas tedricas e atividades, acreditamos que o impacto
nos alunos de baixa renda tenha sido atingido pela fomentacdo do ensino da mate-
matica financeira através da modelagem Matematica e da Modelagem Computacional

construindo um caminho vidvel para uma maior consciéncia financeira do aluno.
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APENDICE A - QUESTIONARIO

QUESTIONARIO SOBRE O PROJETO DE FINANGAS:

Nome:

Idade:

Escolaridade:

Sexo: F()M()

1. Vocé guarda dinheiro?
() Sim.

() Nao.

2. Quanto?

() Nao guardo.

() Menos de R$100.

() Entre R$100 e R$200.
() Entre R$200 e R$400.

() Mais de R$400.
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3. O que o dinheiro representa para vocé?

4. Vocé acredita que é possivel ser um milionario antes de obter a aposentaria oferecida

pelo governo? Se sim, qual a sua estratégia?

5. Cite os tipos de investimentos que vocé conhece.

6. Vocé sabe que existe diferenca entre Juros Simples e Juros Compostos?
() Sim.

() Nao.

7. Voceé consegue identificar a propriedade (funcdo) matematica dos Juros Simples e dos

Juros Compostos? Se sim, escreva.

Observou-se que as pessoas com escolaridade maior tém uma tendéncia de guardar
mais dinheiro. Observou-se que as pessoas com escolaridade menor tem tendéncia a

responder ndo a pergunta 6.



APENDICE B - PROGRAMACAO PYTHON DE
MOVIMENTO BROWNIANO

from numpy.random import standard normal
from numpy import array, zeros, sqrt, shape

from pylab import *

preco_inicial = 10 (preco inicial da a¢éo)

distancia = 1 (parametro para o calcudo da quantidade de passos)
tamanho _do_passo = 0.005 (tamanho do passo)

(Por exemplo; distancia=1 e tamanho_do_passo = 0.005 teremos 200 passos)
sigma = 0.03 (volatilidade diaria, no caso 3%)

mu = 0.01 (retono médio de cada passo)

nSimu = 3 (ntmero de simulag¢des)

passos=round (distancia/tamanho_do passo) (passos em dias)

S = zeros([nSimu, passos], dtype=float)

x = range(0, int(passos), 1)

for j in range (0, nSimu, 1):

S[j,0]= preco_inicial

foriin x[:-1]:

S[j,i+1]1=S[j,i]+SIj,i]* (mu-0.5*sigma*sigma) *tamanho_do_passo+sigma*S([j,i]
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*sqrt(tamanho_do_passo)*standard normal();
plot(x, S[jl)

title("'Simulacao com %d dias e Preco Inicial de %.2f” % (int(passos), tamanho_do passo))
xlabel(’Dias’)

ylabel CPreco da Agao’)

show()

O resultado sao graficos como os da figura |4.4.1



APENDICE C - PROGRAMACAO EM R STUDIO DE
MODELO ARIMA

#####+# bibliotecas ######

library(forecast’)
library(astsa’)
library(foreign’)
library(tseries’)
libraryCWriteXLS’)

####+## abrindo o arquivo csv e eliminando as colunas desnecessdrias ######

linx=read.csv("C:/linx.csv", header = T, row.names = 1)
linx$Open<-NULL
linx$High <-NULL
linx$Low <-NULL
linx$Close <-NULL
linx$Volume <-NULL

###### gréfico e diferencas ######

plot(linx$Adj.Close,type = 'I',xlim = ¢(0,30),main = 'LINX3’,sub ="4/11/2015 - 15-
12-2015’,xlab = 'Numero de Observacoes’,ylab = 'Fechamento’)
linxd=diff(x = log(linx$Adj.Close),differences = 1)
plot(linxd,type = 'I')main = "LINX3 DIFERENCIADA 1 VEZ’,xlab = ’obervacdes’,ylab =
‘Diferenca’)
linxd=diff(x = log(linx$Adj.Close),differences = 2)
plot(linxd,type = I'’main = 'LINX3 DIFERENCIADA 2 VEZES’,xlab = ’obervacdes’,ylab
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= 'Diferenca’)

###### Autocorrelacdo ######

funcao=acf(x = linx$Adj.Close,main=’"Linx Fechamento Original’)

funcaol =acf(x = linxd, main=’Linx Diferenciada’)

##### Autocorrelacdo Parcial #####

funcaop=pacf(x = linx$Adj.Close,main="Linx Fechamento Original’)

funcaopl=pacf(x = linxd,main="Linx Deferenciada’)

#H#A## arima #H#H#H#H#

modelol=arima(x = linxd,order = ¢(2,0,1))

modelo2=arima(x = linx$Adj.Close,order = c(2,2,1))

####+# gréficos de verificacdo #####

plot(arima.sim(model = list(ar=c(-.92,-.76),ma=c(.18)),n = 27),col="red’)
par(new=TRUE)
plot(linxd,col="blue’,type = T’)
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