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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar as vantagens de se utilizar o pro-
grama geogebra no estudo de situacoes-problema que envolvem pontos de maximo e pontos
de minimo de func¢oes de uma variavel. A pesquisa contemplou um breve estudo sobre:
o software geogebra e algumas de suas finalidades, funcao de uma variavel, representa-
¢ao grafica de uma funcao, limite, derivada, derivada segunda, pontos criticos, pontos de
maximo, pontos de minimo e aplicagoes do estudo de pontos de méximo e de minimo em

situacoes-problema do cotidiano sempre com a utilizagdo do software geogebra.

PALAVRAS-CHAVE: Geogebra, Funcao, Maximo, Minimo, Limite, Derivada.



Abstract

This paper aims to present the main advantages of using the software geogebra in the
study of problem situations involving points of maximum and minimum points of functi-
ons of one variable. The survey included a brief study on: geogebra software and some
of their purposes, function of one variable, graphical representation of a function, limit,
derivative, second derivative, critical points, maximum points, minimum points and appli-
cations of the study of points of maximum and minimum in problem situations everyday

when using the software geogebra.

KEYWORDS: Geogebra, Function, Maximum, Minimum, Limit, Derivative.
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Introducao

A tecnologia faz parte de quase todos os setores da atividade humana. Quase tudo
remete ao cidadao ao uso de recursos tecnologicos; de forma direta ou indireta, ela esta

presente em muitas situacoes do nosso cotidiano.

O impacto deste fenomeno na sociedade é enorme, até hoje nenhuma revolugao
mudou tanto a forma de vida das pessoas do que a entrada dos computadores e da internet
na sociedade. Noés vivemos cercados de tecnologias das mais variadas o tempo todo, e
isso pode e deve ser aproveitado para o melhor ensino-aprendizagem da matemaética.
Desta maneira, podemos utilizar softwares para o auxilio do ensino de diversos conteudos

mateméticos que os alunos tém dificuldade de assimilar. Por exemplo fungoes.

Para o estudo das funcgoes, temos um software livre fantastico, de interface muito
simples e qualquer estudante é capaz de aprender a utilizd-lo rapidamente. Este software
é o Geogebra. O intuito é dar mais dinamica as aulas sobre fungoes, fazer com que o aluno
interaja com a fungao e com sua representacao grafica e assim despertar a curiosidade do

aluno a respeito do contetdo estudado.

O software Geogebra possui uma grande potencialidade em relagao ao ensino espe-
cifico de pontos de maximo e pontos de minimo de func¢oes de uma variavel, ele oferece
varios recursos como capacidade de computacao algébrica, numérica e grafica, capacidade
de manipulagao de féormulas e nimeros e uma linguagem de programagao de alto nivel e

ao mesmo tempo muito simples de se utilizar.

Portanto, utilizando o software Geogebra, os conceitos vistos em sala de aula sao
apresentados de maneira computacional, tornando o processo ensino-aprendizagem mais

prazeroso do que apenas no ambiente de sala de aula que geralmente o professor utiliza.

Para o estudo especifico de pontos de maximo e minimo de fungoes de uma variavel
com o Geogebra temos os comandos: Fxtremo, Mdzimo e Minimo. Eles determinam os
pontos de maximo, de minimo locais e globais de fungao num determinado intervalo, e

isto é feito de uma forma muito simples.

Logo, utilizar o Geogebra aliado ao conhecimento matemético previamente sistema-
tizado, s6 tem a contribuir com o processo educacional. A possibilidade de construir,
alterar, reconstruir e modificar as fungoes feitas na tela do computador permitem testar
propriedades, resultados e fazer conjecturas sobre as mesmas. Essa interacao gera discus-
sao e por consequéncia o aprofundamento no conteudo estudado. A din&mica oportuni-
zada pelo software, permitem muitas possibilidades de testes e anélises, que no processo de

construcao & mao, seria demorado, impreciso e as dificuldades seriam enormes, causando
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um fator desmotivador da aprendizagem e da investigacao do que esta sendo estudado.

Portanto, a utilizacao do Geogebra de maneira adequada, s6 tem a contribuir com o
processo ensino-aprendizagem das funcgoes e especificamente dos pontos de maximo e de

minimo das funcoes de uma variavel.
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1 O software Geogebra

O GeoGebra, conforme [3|, ¢ um software de matematica dinamica que junta Geo-
metria, Algebra e Aritmética. E desenvolvido por uma equipe internacional de progra-

madores para ensinar matemaética nas escolas e nas universidades.

Foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula.
O projeto foi iniciado em 2001, na Universitit Salzburg, e tem prosseguido em desenvol-

vimento na Florida Atlantic University.

O programa permite inserir funcoes e alterar todos esses objetos dinamicamente,
apos a construcao estar finalizada, o GeoGebra pode derivar e integrar funcoes, e ainda
oferecer comandos para se encontrar raizes e pontos extremos de uma funcao e etc. Com
isto, o programa retne as ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequa-
das a algebra e ao céalculo. Isto tem a vantagem didatica de representar, ao mesmo tempo
e em um unico ambiente visual, as caracteristicas geométricas e algébricas de uma mesma

funcao.

O GeoGebra fornece trés diferentes vistas dos objetos matemaéaticos: a Zona Gra-
fica, a Zona Algébrica, e a Folha de Calculo. Todas as representacoes do mesmo objeto
estao ligadas dinamicamente e adaptam-se automaticamente as mudancas realizadas em
qualquer uma delas, independentemente da forma como esses objetos foram inicialmente

criados.

Vejamos o layout do software:

=1 x0)

B «¢——— Barra de Menus
0 4 of|l[ Lo "I' Mover: Arraste um objecto m
e/ e N\ == .| seleccionado (Esc) 2
Objectos livres x ? A B
Objectos dependentes || . A
Barra de Ferramentas P L4
: 3
|4 |
z 2 5 | Folha
Al 9;5.' Zona Grafica 6 | de
gebrica 1 7 | Calculo
8
0 9
0 1 2 3 4 5 o~
< »
()] Entrada de Comandos 0 ~/|a v Comando . -

Figura 1: Interface do software Geogebra

Uma grande vantagem do Geogebra é o dinamismo existente entre a zona algébrica,
a zona grafica e a folha de célculo, por exemplo, na guia seletor, em que é possivel a
criacao de parametros para uma variavel definida no campo de entrada, informando o

intervalo de variacao e incremento. Assim, o aluno pode movimentar o seletor e observar
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as variacoes nas janelas grafica e algébrica e fazer suas proprias conjecturas.

B eocena) ]
| Arquivo Editar Exibir Disposides Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AL (B @) LN sec] i | Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
Janela de Algebra *# anela de Visualizagdo
Obetos Livres
Lazs

b __+'€— Seletor

1
Obetos Dependentes
210 = 5 sinx A A

D))

i

~—

((

e

=

@

«
«

> >
> y T

«
«

Entrada

Figura 2: Fungao f(z) = a.sen(z), a € [-5,5] com incremento de 0.1

A velocidade de construcao grafica com o Geogebra permite ao aluno utilizar mais
o tempo conjecturando do que realizando construcoes trabalhosas e imperfeitas dessas
representagoes, ou seja, o software, além de poupar o tempo do aluno, facilita sua visuali-
zacao acerca do assunto abordado de maneira facil, rapida e interativa. Portanto o aluno

se torna mais independente na construcao do seu aprendizado.
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2 Preliminares

Neste capitulo, serao apresentados os conceitos basicos necessarios para o desenvolvi-
mento deste trabalho, tais como: func¢oes, limites, derivadas, pontos de maximo e pontos

de minimo.

A ideia de funcao é muito importante para a humanidade e encontra cada vez mais
aplicagoes em nosso dia-a-dia. Estudar o comportamento de funcoes é estratégico para o
bom desempenho de uma empresa no mercado de hoje. As bolsas de valores estudam e

analisam funcgoes o tempo todo.

O filosofo e matematico Platao escreveu no século IV a.C. que, "os nimeros gover-
nam o mundo”. Pode-se dizer que no mundo moderno do século XXI d.C., "As funcoes

governam e controlam o mundo o tempo todo".

2.1 Um breve histérico do conceito de fungao

A nocao de dependéncia teve inicio a aproximadamente 6000 anos, mas foi somente
no século XVII que houve o desenvolvimento do conceito formal de func¢do. Este desen-
volvimento se deu por conta da relacao entre fun¢ao e problemas relacionados ao Célculo

que foi estudado e fundamentado por Newton e Leibniz.

O uso de fun¢ao como um termo matemético foi iniciado por Leibniz, em uma carta
de 1673, para designar uma quantidade relacionada a uma curva, tal como a sua inclinacao
em um ponto especifico. As funcoes que Leibniz considerou sao atualmente chamadas de

funcoes diferenciaveis.

A palavra funcgao foi, posteriormente, usada por Fuler em meados do século XVIII
para descrever uma expressao envolvendo vérios argumentos. Com o tempo foi-se ampli-

ando o conceito e a definicao de fungao.

Durante o Século XIX, varios matemaéticos comecaram a formalizar toda a Mate-

matica utilizando a Teoria dos conjuntos.

Com base nesta teoria o matemaético alemao Dirichlet criou a definicao "formal"
de fun¢ao moderna. Na definicao de Dirichlet, uma func¢do é um caso especial de uma

relacao.

Utilizaremos nesta dissertacao, um conceito de fun¢ao um pouco diferente do con-

ceito de Dirichlet, mas que também é baseado na utilizacao de conjuntos.
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2.2 Funcao

Em [9], verifica-se que fung¢ao é um dos conceitos mais importantes da matematica. Exis-

tem varias definicoes, dependendo da forma como sao escolhidos os axiomas.

Definicao 1. Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma funcao de A em B, denotada
por f: A —> B, € uma lei ou uma regra que associa cada elemento x de A a um unico

elemento y de B. Utilizamos a notagdo y = f(x).

Exemplo 1: Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B =1{0,1,2,3,4,5,6, 7}, consideremos a
lei que associa os elementos dos conjuntos A e B definida por y =2z + 1, onde x € A e

y € B. Determine se a lei ¢ uma funcao ou nao:

Solugao. Temos:

prar=1=y=2-1+1=3.
parar=2=y=2-24+1=25.
prar=3=y=2-3+1="T.

Figura 3: Diagrama da relacao y = 2x + 1

Portanto, a lei descrita no exemplo é uma funcao e é denotada por: f: A — B;
flx)=2x+1

2.3 Dominio, contradominio e imagem de uma funcao

Definicao 1. Seja f : A — B uma funcdo tal que f(x) = y, ou seja, f € uma

func¢ao que associa o elemento x € A ao elemento y € B. O conjunto A é o domi-

16



nio de f. O contradominio de f € definido como sendo o conjunto B. As notagoes

para estes conjuntos sao: D(f) = A, CD(f) = B. A imagem de f é o conjunto:
Im(f) ={y € B;3z € A, f(z) =y}

Para o exemplo 1, tem-se:

D(f) =1{1,2,3}, CD(f)={0,1,2,3,4,5,6,7} e Im(f)={3,57}

2.4 Representacao grafica de uma funcao

René Descartes foi um fil6sofo, fisico e matemaético que revolucionou a matemaética quando
sugeriu a fusao da algebra com a geometria através do sistema de coordenadas que hoje

é conhecido como sistema de coordenadas cartesianas. Para maiores detalhes indicamos
[9].

Para representar funcoes graficamente, vamos utilizar o sistema de coordenadas cartesia-

nas ortogonais, também chamado de plano cartesiano.

€2 GeoGebra (2) (=&

;\rﬁo E‘ditar‘ Exibir Op¢bes Ferramentas qanela Ajuda -
» Janela de Algebra[z » Janela de Visualizagao O
y

1

Entrada: 2

Figura 4: Plano cartesiano

O grafico de uma fungao f, é o conjunto de todos os pontos (z,y), do plano cartesiano,
com x € D(f) ey € Im(f). A representacao grafica de uma fungao é de fundamental
importancia para a anélise de seu comportamento, do seu dominio, de sua imagem, etc..
Hoje temos o software Geogebra que de forma facil e rapida apresenta graficos de intimeras

funcoes para uma analise mais precisa e interativa do comportamento de tais funcoes.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: Construa o gréafico da funcao f : A — R, dada por f(z) = = + 1, onde

A=1{0,1,2,3).
X y (ny) O&oﬁebu‘_ - vy bolie ' 8 o 2 bu=hw ~~LT’:EJ__“_
0 1 0, 1) Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda '
11 2 [ a2 | ElaAlA]>lolo]alN]ed-] +] o
2 3 (2.3 ~ Janela de Algebra’ |» Janela de Visualizagdo &
3 4 3, 4) <k~ Y
- Ponto 6
> A=(0,1)
+B=(1,2) 5
5 C=(23)
> D=(34) 4
3 +C !
2 e,
A
1
0 LN
3 2 1 0o 1 2 4 5 6
=
Entrada: (o]

Exemplo 2: Construa o grafico da func¢ao f: R — R, dada por f(z) =z + 1.

Figura 5: Grafico da funcdo f(x) =z + 1 com dominio A

© GeoGebra =6 )
Arquivo Editar Exibir Op¢8es Ferramentas Janela Ajuda
DRENROEEANSSE R 0%
~‘ Jaﬂn:ela de Algebra’ [* Ja;nela de Visualizagao . : : : =
- Reta i i P
shy=x+1 o
i o)
4
BN
7 8
‘ Entrada: ﬁ!

Figura 6: Grafico da funcao f(z) = x + 1 com dominio R

Percebemos que apesar de serem formadas pela mesma lei f(x) = x + 1, sdo fungoes to-
talmente diferentes, pois a imagem da func¢ao do exemplo 1 é o conjunto I'm = {1, 2, 3,4},

j& a imagem da funcao do exemplo 2 é o conjunto Im = R.
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Exemplo 3: Construa o grafico da funcao f: R — R, dada por y = —z2.

7 GOGEDI . s W S e - — =6
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda |
N e =
DREEPROERANDE D s
» Janela de Algebra™ | » Janela de Visualizagio @
= Conica %
s fiy=xt ' oo g
0 X,
5 4 3 2 1 o\ 1 2 3 4 5
-14-
-2 q
-3
-4
-5
-6
Entrada: o)

Figura 7: Grafico da fungao f(z) = —z?

O conjunto imagem da funcao é R™.

Exemplo 4: Construa o grafico da funcao f:[-2,5] — R, dada por f(z) =3 — 2z.

© GeoGebra = =)

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
o WAl e g [l Be
D% K% 133 [0) ) P DN i 8 o
» Janela de Algebra™ |» Janela de Visualizagao ®
- Fungao A v
4 f(x) =3—2x q 7
Ponto
s A=(2,7) 6
4 B=(517)
5
4
3
2
1
4
[ X,
s 5 4 3 -2 -1 6 7 8 9
-1
-2
-3
-4
-5
-6
« i -7
| Entrada: ]

Figura 8: Grafico da funcdo f(x) =3 — 2z

Neste caso vemos que I'm(f) = [-7,7].

2.5 Limite de uma funcao

O conceito basico sobre o qual o calculo se apoia é o de limite de funcdo. E um dos

conceitos mais belos da matematica, ele consiste em analisar o comportamento de uma
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funcao quando a sua variavel independente se aproxima de um determinado valor. Por

sen(x)

exemplo, consideremos a fun¢ao f: R — {0} — R; f(z) = . Sabemos que f

nao esta definida em x = 0, mas o que ocorre com f quando x se aproxima de 07

Observemos primeiro o que ocorre quando x se aproxima de 0 pela direita, ou seja, por

valores maiores que 0.

. f(x)zsen(x)
x
1 0,84147
0,5 0,95885
0,1 0,99833
0,01 0,99998

Observemos agora o que ocorre quando x se aproxima de 0 pela esquerda, ou seja, por

valores menores que 0.

Sen\x
e | flo)= 2@
€T
1 0,84147

0,5 0,95885
0,1 0,99833
0,01 | 0,99998

Vemos que em ambos os casos a fungao se aproxima de 1. Neste caso, dizemos que o

limite da funcao quando z tende a 0 é igual a 1.
sen(z) 1

Notacao: }CILI(I) f(z)=1 ou glclir(l) "
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Vejamos graficamente:

€ nogio intuitiva de limite2.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[ B Sl [ol [5) PN E B Y 1
» Janela de Algebra’ > Janela de Visualizagéo ‘
s |

o g(x) = sen(x)

N k) I R
Entrada: Hc)

Figura 9: Graficos das funcoes f(z) =2 e g(z) = sen(x)

Observe que as fungoes f(z) = z e g(x) = sen(z) se aproximam uma da outra quando x

sen(x) 1

se aproxima de 0, portanto o quociente entre as duas tende a 1. Ou seja, liH(l)
xT—r €T

2.6 Taxa de variacao média de uma funcao
Definigao 1. Seja f : (a,b) — R; y = f(x) uma func¢do continua definida no intervalo

(a,b). Sejam P(x1,y1) € Q(x2,y2) dois pontos do grifico de f. Seja r a reta que passa

pelos pontos P e QQ, entdao v € secante ao grdafico da funcao.

AY

f(x,)

f(X4) 1

Figura 10: Taxa de variacao média de uma fungao
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Denomina-se taza de variagao média da fungao y = f(x), no intervalo [z1, x5], 0 quociente:

Ay To — T

Observe que a taxa de variagao média de uma fungao em um intervalo é o coeficiente

angular da reta que passa pelos pontos dados.

A taxa de variagao média nos mostra com que rapidez a funcao varia num dado intervalo.

2.7 Derivada de uma funcao

Agora, e se quisermos saber a rapidez com que uma fung¢ao continua y = f(z) varia, nao
num intervalo, mas num ponto x,? Para isto utilizaremos o conceito de taza de variacao
instantinea de uma funcao num ponto ou derivada de uma func¢ao num ponto.

A ideia de tal nocao é a de que uma curva pode ser bem aproximada por uma reta nas

proximidades de um ponto.

De todas as retas que passam pelo ponto P(zg,yo), a que melhor se aproxima do grafico

de y = f(x) para valores de x proximos de zp, é a reta tangente a curva nesse ponto.

Reta tangente

of 7 x X

Figura 11: Taxa de variacao instantanea de uma funcgao
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Para determinarmos a reta tangente ao grafico da fun¢ao y = f(x), consideremos a figura

abaixo:

Yy y=f(x)

f g+ Ax)
«<—) Reta tangente

I (xo’;

Figura 12: Reta tangente ao grafico da funcao no ponto zq

Note que, se fizermos Ax tender a zero (Ax — 0), o ponto P; tenderd a P, ou seja, a

reta secante tenderd a reta tangente.

Definicao 1. Seja f : I — R wuma fungao continua definida num intervalo aberto I

e xg € I, a derivada de f, denotada por f'(x), em xo, € o limite, se existir, da razao

f(xo+ Az) — f(z0)
Az

quando Ax tende a 0, ou seja,

f/(xo) — lim f(xl) + A$) — f(xD)

Az=0 Azx

Este limite representa geometricamente o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico
da fungao y = f(x) no ponto de abscissa z.

Assim, a equagdo da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (zg, f(xy)) é dada

por:  y— f(xg) = f'(xo).(x — xz0), caso exista f'(xg).

O conceito de derivada é considerado o cerne do Céalculo Diferencial e Integral e tem
aplicagoes em muitas adreas do conhecimento cientifico.

Se uma fung¢ao y = f(x) é derivavel em todos os pontos de um intervalo aberto I, entdo
podemos definir a fungao derivada f': I — IR, denotada por f’(x), tal que seu valor,

em qualquer ponto z de seu dominio, é dado por:

o) — i LA ()

Az—0 Az

Exemplo 1: Determinar a equagio da reta tangente a parabola de equacao f(x) = 2% —2x
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no ponto de abscissa zy = 4.

Solugao. Calculando f'(4):
f%®:1m1ﬂ4+A@—fM):hm(4+A@2—2M+A@—4¥—2@

Az—0 Ax Az—0 Ax

=6

Calculando f(4): f(4)=4*>—-24=38
Logo a equagao da reta tangente a parabola f(z) = 2*> — 2z no ponto (4, 8) é:
y—f4)=f(4).(x—4) = y—-8=6.(r—4) = y=~06x—16.

Vejamos graficamente:

[ sifcs dermadatont i |
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

0[5 2 B9 =3 o) ) P BN (S S

» Janela de Algebra® » Janela de Visualizaga

= Fungado
o f(x) =x>—2x | __
= Ponto
s P=(4,8)
- Reta
% ary=6x-16

---------------------------------

Figura 13: Reta tangente ao grafico de f(z) = 2? — 2z em z = 4

2.8 Derivada segunda de uma fungao

Seja f: R — R,y = f(x) uma func¢ao derivavel num intervalo (a,b). A sua derivada
f": (a,b) — R, é também uma funcao definida neste intervalo. Se f’ também for

derivavel num ponto zy deste intervalo podemos pensar na derivada segunda de f em z.

Definicao 1. Seja f uma funcao derivdvel. Se f' também for derivdvel, entdo a sua
derivada é chamada derivada sequnda de f e € representada por f"(x). (lé-se derivada

sequnda de f em relagao a x).
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Exemplo: Seja f: R — R; f(z) = tg(z), calcule f”(x).
Solugdo.

fl@)=tglx) = fl2)=sec?(x) = f"(z)=2sec(z).[sec(x).lg(x)] —>
f"(x) = 2sec®(x).tg(x)

2.9 Relagao entre derivada e crescimento ou decrescimento de

uma funcao

b )=
1 p

N : .
P S

& N\&

S | i 1\ &
I ! I
| | |
| 1 | >
a o b

<= f(z) = sen(z)

Figura 14: Grafico da funcao f(z) = sen(z) no intervalo [0, 7]

A figura acima mostra a fungao f(z) = sen(z) em [0, 7]. Observe que a funcao ¢é crescente
no intervalo [O, g] e decrescente no intervalo g, m|. Percebemos intuitivamente que no
intervalo em que a funcao é crescente, a derivada é positiva, pois as retas tangentes em
quaisquer pontos do intervalo sao crescentes e no intervalo em que a funcao é decrescente,
a derivada é negativa, pois as retas tangentes em quaisquer pontos do intervalo sao de-
crescentes.

Esta conjectura nos remete ao teorema abaixo:
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Teorema 1. Seja f : [a,b] — R, derivdvel em (a,b). Entao:

e [ énao decrescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) >0,V € (a,b). E se
f'(xz) >0,V € (a,b) entao f é crescente em [a,b].

e f € nao crescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) <0,Vx € (a,b). E se
f'(x) <0,Vz € (a,b) entao f é decrescente em [a,b].

Demonstragao. Suponhamos que f seja ndo decrescente em |[a, b]. Determinemos o sinal
de f'(x):

Sejam z € (a,b) e h > 0 tal que = + h € (a,b), entdo = + h > x, logo

f(z+h) > f(x), pois f é ndo decrescente. Segue que

fla+h) ~ f(z) >0 fleth) =)

h
Seja h < 0, entao temos =z + h < z, logo

> 0.

f(x+h) < f(z), pois f é ndao decrescente. Segue que
h) —

fath) - fa) <o = JUF ; 1@ <,

Logo, em ambos os casos temos flz + hf)z — f(x)

Portanto, f'(z) = }133% flx + h}i — [(z)

> 0.

0.

v

Suponhamos agora que f'(x) > 0,Vz € (a,b). Sejam z1, 25 € [a,b] com x; < 9. Temos

que f é continua, entdo, pelo Teorema do valor médio, 3 ¢ € (x1,x2) tal que

f’(c) _ f(xg) — f@l)'

To — X1

Como 2 —x1 > 0e f'(c) > 0, temos que f(x2) — f(z1) >0 = f(x2) > f(21).
Logo, f é nao decrescente.

Suponhamos agora que f'(z) > 0,Vx € (a,b).

Sejam z1,x9 € [a,b] com z7 < x9. Temos que f é continua, entao, pelo Teorema do valor
médio, 3 ¢ € (z1,x2) tal que

f(x2) — f(l'l).

To — I

f'(e) =
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Como z2 —z1 > 0 e f'(c) > 0, temos que f(zg) — f(z1) >0 = f(x2) > f(x1).

Logo, f é crescente.

O caso em que f é nao crescente é analogo.

2.10 Ponto de maximo e ponto de minimo de uma funcao

Definicao 1. Seja f : D — R, derivdvel em (a,b). Se 3 ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0 ou

f'(¢) nao exista entao c € dito ponto critico de f.

Veremos a seguir que se ¢ é um ponto critico de f entdo f(c) pode ser minimo local,

méaximo local de uma func¢ao ou nenhum dos dois casos.

Vejamos o grafico da fungao f(z) = 2® — 222 4+ 0.5:

cay=05
by =-0.69

pcoes Ferramentas Janela Ajuda

IEN I e

=0 [Ponto de maximo local

flz) =a®—22° + 0.5

(x) = n/

Ponto de minimo local

Figura 15: Pontos de maximo e de minimo de f(x) = z* — 22% + 0.5

Vejamos agora o gréfico da funcio f(z) = 23

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

= Funcao
s f(x) = x*

flx)=0

Y 55 ¥ 1 o) [ P AN I T oo

» Janela de Algebra® | » Janela de Visualizagio

possssss=== 1

Entrada:

Figura 16: Ponto critico da funcao f(z) = 23
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2.11 Teste da segunda derivada para pontos de maximo e de mi-

nimo

Teorema 1. Sejam [ uma funcao deriwvdvel em um intervalo aberto I e ¢ € I tal que
J
f'(c) =0. Se f"(c) existe, entao:

e Se f"(c) <0 entao f possui um ponto de mdximo local em c.
e Se f"(c) > 0 entao f possui um ponto de minimo local em c.

e Se f"(c) =0 o teste € inconclusivo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f'(¢) =0 e f”(c) < 0. Entao:

’ o /
f’(x) = lim f@) = flo) (z) = f(e) = lim fx) (z) < 0.
Tr—c Tr — C r—c X — C ,
Logo, existe um intervalo (a,b) com ¢ € (a,b) tal que ;:ixi <0, Vx € (a,b).

Entao,

a<r<c = x—c<0 = f'(z)>0.

c<r<b = z—c>0 = f'(z)<0.

Portanto, a funcao f passa de crescente para decrescente em x = c¢. Concluimos entao
que f tem ponto de maximo local em x = c.
O caso em que f”(c) > 0 é anélogo.

O caso em que f”(c¢) =0 podemos obter:

4

e Ponto de maximo, no caso por exemplo da fun¢ao f(z) = —z* em z = 0.

e Ponto de minimo, no caso da funcio f(r) = z* em x = 0.

e Nem ponto de méximo, nem ponto de minimo no caso da fungdo f(r) = z* em

xz = 0.

Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1: Encontre os pontos de maximo e de minimo locais da fun¢ao f(z) = 23 — 2.

Determinando os pontos criticos:
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2
f(x) =2°—2* = f'(x) = 32 —2z. Fazendo f'(x) =0, teremos z=0 ou z= 3

0
Logo, os pontos criticos da funcao sao =0 e z = §
Encontrando a segunda derivada:
fl(x)=32*—2z = f"(z)=6x—2.

Aplicando o teste da segunda derivada em x = 0:
f'(z)=6z—-2 = f"(0)=-2<0.
Calculando f(0):

f(0)=03-0*=0

Logo, o ponto (0,0) é ponto de méximo local de f.

2
Aplicando o teste da segunda derivada em x = 3’

f(z)=6z—-2 = [f" (%) =2>0.

2
Calculando f <§>
2 2\° 72\’ 4
N=(2) = (%) =—=~—0,15
2 4
Logo, o ponto (5, —2—7> ou (0.67,—0.15) é ponto de minimo local de f.

Vejamos graficamente:

2 ponto de maximo e ponto de minimo da exemplol.ggb @M
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

El LA -e]o]alN] ] =] +] 0o

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
= Fungéo !
s f(x) = x> —x?

- Ponto
> A=(0,0)
> B =(0.67, -0.15)

Ponto de maximo local
A =(0,(0)
0

0 1 2

B = (0.67, -0.15)
Ponto de minimo:local

Entrada: ©

Figura 17: Pontos de maximo e minimo da fungao f(z) = 23 — 22

Vejamos agora um caso em que o ponto de minimo ocorre num ponto onde a derivada

nao existe.
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Exemplo 2: Seja f: R — R; f(z) = |z — 1|, determine seu ponto minimo:

) i r—1, se >1
f pode ser escrita da seguinte forma: f(z) = . Dai, temos que
—(x—1), se z<1
) 1, se z>1
f'(x) =

-1, se z<1

Mas em, x = 1, f’ ndo est& definida, pois:

g f@O - o—e+1-0_ o fl@)-fA)_, e-1-0_
=1 r—1 z—1- r—1 1+ r—1 z—1+  xr—1

— f(1
Logo, lim M, nao existe e portanto f nao é derivavel em z = 1.

z—1 r—1

Temos que f(1) = 0 e sabemos que f(z) = |z — 1] > 0,Vx € IR, logo (1,0) é o ponto

minimo de f.

Vejamos no grafico:

€2 ponto de mfxlmoepontode minimo da exemplo5.ggb A X A LA - @_%
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda |
. ( ol . | | @e

EllAn ool alN]pd ] +] 0%
» Janela de Algebra > Janela de Visualizagio
= Fungdo : ! """""""" - e e Rl e e R

s f(x) = |x — 1| !
= Ponto

> A=(1,0)

2
A=(1,0)
-1

Entrada: <) ‘

Figura 18: Ponto de minimo da funcao f(z) = |z — 1|

Caso a funcao esteja definida num intervalo fechado, é importante analisar também os

extremos desse intervalo. Vejamos o exemplo:
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Exemplo 3: Determine o pontos de méximo e minimo da funcao:
lz|, se —6<x<1
f:]-6,4 —R; f(x)= :
5—(z—3)% se 1<zx<4
—x, se —6<x<0

A fungao pode ser escrita da seguinte forma: f(x) = z, se 0<z<1

5—(r—3)% se l<xr<4

-1, se —6<x<0

Logo, f'(z) = 1, se O0<z<1

—2r4+6, se l<z<4

Vemos que f'(x) nao existe quando z =0 ex=1. f'(zr)=0 quando z=3.
Portanto, os pontos criticos de f sao: =0, z=1, z=3.

Calculando f nestes pontos, temos:

Portanto, o ponto minimo de f é (0,0). E o ponto méaximo de f é (—6,6).
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Vejamos graficamente:

Ty p—r s
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
y 5 q »

Ell LA o] o] 4]N] =] «] 9
» Janela de Algebra @» Janela de Visualizagio
- Fungdo f

5 h(x) = |x|

2 p(x) =5—(x—3)

YAz (0,0) Fonto lle mézimo la fukcio

2C=(3,5) Pénto de mazimo local da fun¢io
I I

% 7 & 5 4 3 2 1 Jo 1 _2_ 3 4 & & 71 8 & 10 11 12 13
P Ponto e misimo ga fursdo | Y g0 ;

-3

4
Entrada: )

Figura 19: Pontos de minimo e méximo da funcao

Portanto, o uso do software geogebra pode ser anterior a sistematizacao de um contetdo,
trabalhando a ideia para o melhor entendimento, posterior para aprimorar, refinar e ex-
plorar o seu conhecimento ou, ainda, durante o processo facilitando a visualizacao e a

compreensao do que estd sendo estudado.
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3 Resolucao de problemas de maximizacao e minimiza-
cao aplicados as diversas areas do cotidiano, com a

utilizacao do software Geogebra

Neste capitulo apresentaremos varios problemas que envolvem méximos e minimos de

funcoes de uma variavel aplicados aos diversos ramos da atividade humana.

O primeiro passo para resolver este tipo de problema é determinar, de forma precisa, a
funcao a ser otimizada. Em seguida, devemos encontrar os pontos extremos da func¢ao

utilizando os critérios estudados.

3.1 Problema 1

Determine dois niimeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que seu produto seja o maior

possivel.

Solugao. Sejam x,y > 0 tais que = +y = 70. Entao, z,y € (a,b).

Seja P € R; P =z.y. Como x + y = 70, temos que y = 70 — x. Logo P = z.(70 — x)
< P=—-2>4+70z, ze€(0,70).

Portanto a fungao é: P : (0,70) — R; P(x) = —2% + 70z.
Calculando seus pontos criticos:

P(z)=—-2>+70x = P'(z)=—2z+70.

P(z)=0 <= —-224+70=0 <= z=3b.

Logo, seu tnico ponto critico é em z = 35, pois P’'(z) existe em todo dominio (0,70) da
funcao P.

Calculando P"(x):

P(z)=—-2x4+70 = P'(x)=-2.

Entao, P”(35) = —2. Portanto, o ponto de abscissa 35, é ponto de méximo da fungao.
Calculando P(35):

Plx) = —a?+ 702 = P(35)=-352+70.35 P(35) = 1225.

Logo, o ponto (35,1225) é o ponto maximo da fungao P.

Como x+y=70 e x =35 temosque y = 35.

Portanto, os nimeros reais positivos cuja soma é 70 e tal que o produto é o maior possivel
sao:

x=35 e y=35. E o maior produto é&: P=1225.
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Vejamos graficamente:

113001

-+ 1200

1100
1000
o S N —
800
700
- 600
A — e e
400
300
1~ 200

e et B Eamt E e

Figura 20: Grafico da fun¢ao P(z) = —2% + 70z

A vantagem da representagao grafica é que vemos o comportamento da fun¢ao produto
P(x) = —2%+ 70x ndo s6 no ponto de maximo mas em todo o seu dominio, nao deixando
diavidas sobre o resultado encontrado. E com o Geogebra isto é feito de forma muito

simples e rapida.

3.2 Problema 2

Com uma folha retangular de papelao se quer construir uma caixa de méximo volume
possivel, cortando um quadrado em cada canto, conforme indica a figura abaixo. As

dimensoes da folha sao 60 cm e 40 cm.

A B
’
| x | T Cx
H ! |
40 em; ! !
: | !
E x '@
: x T
D c
‘ 60 cm |

Figura 21: Folha retangular para a construgao da caixa de papelao
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a) Calcule o valor de x;

b) Determine o volume méaximo da caixa.

Solucao. A caixa terd a forma de um paralelepipedo retangulo de dimensoes: 60 — 2z,
40 —2x e «x.

60 — 2z

Figura 22: Caixa de papelao

Para que a construgao da caixa seja possivel, = € (0, 20).

Seja V', o volume da caixa. Entao:

V =z.(60 — 22).(40 — 22) <= V =4z® —200x* + 2400z.
Logo, a funcao que determina o volume da caixa em relagao a x, é:
V:(0,20) — R; V(z) = 423 — 200z* + 2400z.

Determinando os pontos criticos de V:

V(z) = 42® — 2002% + 2400r = V'(z) = 122% — 400z + 2400.
V() =0 <= 122? — 4002 + 2400 =0 <=

50 4+ 10v/7
T = +—\/_ ou x; ~ 25,48. Nao serve! Pois 25,48 nao pertence ao dominio
da funcao.
50 — 1047
Ty = —\/_ ou 1z~ 7,85 Serve! Pois 7,85 pertence ao dominio da funcao.

Logo, o tnico ponto critico da funcao V é o de abscissa 7,85, pois como ja foi visto
25,48 ¢ (0,20) e V & derivavel em todo o seu dominio.

Calculando V" (z):

V'(z) = 122% — 400z + 2400 = V" (z) = 24z — 400.

Determinando V" (7,85):

V' (x) =24z — 400 = V"(7,85) =24.7,85 —400 V"(7,85) = —211,6 < 0.

Logo, o ponto de abscissa x = 7,85 é ponto de maximo.

Calculando V (7, 85):

V(x) = 42% — 20022 4+ 2400z = V(7,85) = 4.7,85% — 200.7,85% + 2400.7,85 <=
V(7,85) ~ 8450, 45.

Logo, o ponto de maximo da fungao V' é (7,85; 8450, 45).

Portanto, o volume da caixa serd maximo quando x ~ 7,85 cm.
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O volume maximo da caixa é ~ 8450,45 cm?.

Vejamos no grafico:

110007

10000

Ponto c:le md}:z:imu de V(z) = i.(GU 4 2z).(40 — 2x)
9000 P d i

A= (7.85, 8450.45)

-8000

+-7000

6000

5000

-4000

~-3000

2000

1000

0

-1000

Figura 23: Grafico da fungao V(z) = 42 — 200x2 4 2400z

No grafico observamos a curva da fungao volume V(z) = 42® — 20022 + 2400z em todo o

seu dominio, ratificando o resultado encontrado para o ponto de maximo da funcao.

3.3 Problema 3

Um fazendeiro precisa construir um galinheiro de forma retangular utilizando-se de uma
tela de 16 metros de comprimento. Sabendo que o fazendeiro vai usar um muro como

fundo do galinheiro, determine as dimensoes do mesmo para que sua area seja maxima.

Muro

Yy

Figura 24: Galinheiro

Solucao. Sejam x,y € R, com x,y > 0, as dimensoes do retangulo, conforme a figura.
Entao: 2z 4+ y = 16.
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Logo, para que a construcao do galinheiro seja possivel, 0 <z <8 e 0 <y < 16.

Como 2z 4+ y = 16, temos que y = 16 — 2z.

Seja A, a area do galinheiro. Entao: A = x.y.

Logo, a A =x(16 — 2z) <= A= —2z%+ 16z.

Portanto, a funcao que determina a area do galinheiro é:

A:(0,8) — R; A(x) = —2z* + 16w.

Determinando os pontos criticos da fungao A.

A(z) = =222 + 160 = A'(z) = —4z + 16.

Az)=0 < —4r+16=0 <= x=4. Servel Pois4 € (0,8), que é o dominio
da funcdo A. Calculando A”(x):

A(r) =—4x+16 = A"(z) = —4. Aplicando A” em = = 4, temos: A”(4) = —4 < 0.
Logo, o ponto de abscissa © = 4 é o tinico ponto de maximo da funcao A, pois A é derivavel
em todo o seu dominio. Calculando A(4):

A(z) = -2z + 162 = A(4) = —-24*+164 <= A(4) = 32. Logo, o ponto (4, 32)
é o ponto maximo da fungao A.

Como 2x+y=16 e x =4, temos que y =3_8.

Portanto, para que a area do galinheiro seja maxima, x=4m e y =8 m.

A 4rea maxima do galinheiro ¢ 32 m?.

Vejamos graficamente:

40
35
Ponto maximo da funciao A(x) = —2x* + 16z
30 B=(4,32

25
20

15

10

Figura 25: Grafico da fungio A(z) = —22°% + 16z

Com a funcio Area A(z) = —22%+ 162 representada graficamente em todo o seu dominio,
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compreendemos de uma maneira muito abrangente, as propriedades e as caracteristicas

da referida funcao.

3.4 Problema 4

Deseja-se construir um reservatorio de agua destampado de forma circular, com volume

3

igual a 125mm°. Sabendo que o custo do material para fazer o fundo do reservatoério

¢ o triplo do custo do material para fazer a lateral, determine os valores do raio r e da

profundidade h, de modo que o reservatorio possa ser construido com o menor custo.

altura

raio

Figura 26: Reservatorio de agua

Solucao. Como o reservatorio é circular, entao o seu formato ¢ o de um cilindro.
Sejam r, h respectivamente, o raio e a altura do cilindro. Entao r,h > 0.

Seja V' o volume do cilindro. Entao V = 7r?h. Como V = 1257 m?, temos que:
1257 = r’h < h= 17?—25

Seja C o custo de producao do reservatorio. Logo, C = 3.7r2 +27nrh —

C = 27rr.% +3mr? <= C =250mr—! + 3mr2.

Logo, a funcao que determina o custo de producao do reservatoério é:
C:(0,400) — R;  C(r) =2507r~! + 37r?, onde r ¢ o raio do cilindro.

Determinando os pontos criticos de C":

C(r) =250mr=t +3nmr? = C'(r) = —250mr=2 + 677.

—2507 —2507

2 + 6mr =0 2

C'(r)=0 = —6nr <—
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125 )
e — <> r=——
3 V3
Calculando C"(r):

T3

< r=3,47. Serve! Pois 3,47 € (0, +00).

C'(r) = =250mr=2 + 6mr <= C"(r) = 500mr=3 + 6m7.

Aplicando S” em r = 3,47:

C"(r) = 500mr3+6m <= C"(3,47) = 500.7.(3,47) 3 +6.m1  C"(3,47) ~ 37,6+18,85
<~ ("(3,47) =~ 56,45 > 0.

Logo, o ponto de abscissa r = 3,47 é o unico ponto de minimo da fun¢ao C, pois C’ existe
em todo dominio da funcao C.

Calculando C/(3,47):

C(r) = 250nr=! + 3mr? = ((3,47) = 250.7.3,47" 1 + 3.7.3,47* <+ (C(3,47) ~
339, 82.

Logo, o ponto (3,47;339,82) é o ponto minimo da fun¢ao custo.

Como h = % e r=3,47, temos que h = 3,1?157)2

Portanto, para que o custo de construcao do reservatorio seja minimo, o raio do reservato-

h = 10, 38.

rio devera ser aproximadamente 3,47 m e a profundidade aproximadamente 10,38 m.

Vejamos graficamente:

= Fungao O e e booeedenee T A
sC(r)=250mr  +37r?| | : : : :
> e(r) = 250 mr 437w "'§'75° """ | """"" """
- Ponto : : : : :
> A=(3.47,339.82)

TOR- (347,33082) |

-3001---Ponto- minimo da funcao-custo

il =1 [ | 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 27: Grafico da fungdo custo: C(r) = 250mr~—"! + 37r?

Com a fungao representada através de seu grafico, percebemos claramente que o custo de
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fato serd minimo se o raio do reservatorio for aproximadamente 3,47 m.

3.5 Problema 5

Num canteiro semicircular, cujo raio tem 4 metros de comprimento, sao reservados, de
acordo com a figura, dois canteiros, também semicirculares, destinados ao cultivo de flores,
sendo para grama esmeralda a parte restante. Sabendo que o m? da grama esmeralda
custa 5, 00 reais, o m? da flor que sera plantada no canteiro 1 custa 20, 00 reais e o m? da

flor que sera plantada no canteiro 2 custa 50, 00 reais:

2R | 8—2R

8m
Figura 28: Canteiro semicircular
a) Determine a func¢ao que calcula o custo total do empreendimento;

b) Determine quais as medidas dos raios dos dois canteiros das flores para que o custo do

empreendimento seja minimo.

Solugio. Sejam A a area do semicirculo maior, A; a area do semicirculo que representa o

canteiro 1 e Ay a area do semicirculo que representa o canteiro 2.

42 16
Entéo,A:% — A:77T — A=8rm?
R2
A area do canteiro 1 sera: A, = WT m2.

Como o diametro do semicirculo que representa o canteiro 2 é 8 — 2R, temos que seu raio
mede (4 — R) m.

4 — R)?
Logo, a area do canteiro 2 serd: Ay = % m2.
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R? 4 — R)?
Seja Aj a area da grama. Entao: A3 =A— A1 — Ay, <= A3=8r— 7T2 — ( 5 )

< Az =m(4R — R?*) m®.

Seja C o custo total de producao. Como o m? da grama esmeralda custa 5,00 reais, o m?
da flor que sera plantada no canteiro 1 custa 20,00 reais e o m? da flor que sera plantada

no canteiro 2 custa 50,00 reais, temos que:

mR?

4 — 2
C =5.1(4R — R?) + 20. (T) + 50.u

2
C = 207rR — 57 R% + 107 R? + 4007 — 2007 R + 257 R?

C = 307 R? — 1807 R + 4007.

Vemos que a figura acima que o canteiro s6 pode ser construido se 0 < R < 4.

Entao:

C:(0,4) — R; C(R) = 307rR? — 1807 R + 4007
E a funcdo que calcula o custo total de producio do empreendimento.
Determinando os pontos criticos de C":
C(R) = 307 R?* — 1807rR + 400r = (’(R) = 607R — 1807
C'(R)=0 <= 60rR—180r=0 <= R=3.
R = 3 é valido, pois 3 € (0,4), que é o dominio da fung¢ao custo C.
Calculando C"(R):
C'(R) =60rR — 1807 = C"(R) =607
Logo, C"(3) = 607 > 0.
Calculando C(3):

C(R) = 30rR? — 1807R + 400r <=  C(3) = 30m.32 — 180m.3 + 4001 <=
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C(3) = 270m — 540w + 400r <= C(C(3) =130r <= ((3) =~ 408,41 reais.

Logo, o ponto (3; 408,41) é o unico ponto minimo da fungao custo C, pois C'(x) esta

definida em todo dominio (0, 4).

Portanto, para que o custo de producao do empreendimento seja minimo, o raio do canteiro

1 devera ser 3 metros, e o raio do canteiro 2 deverd ser 1 metro.
E, o custo minimo de producao serd aproximadamente 408,41 reais.

Vejamos graficamente:

N
1400+

1200+

10001

800+

6001

400

A= (3,408.41) |

2001

Figura 29: Grafico da funcao Custo total de producao

Observando a func¢ao representada graficamente temos o custo de producao variando em

todo o seu dominio e nao ha duvidas sobre o seu valor minimo.
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Portanto, o canteiro com o menor custo terd da seguinte forma:

Figura 30: Canteiro com o menor custo de produgao

3.6 Problema 6

Um edificio de 2000 m? de piso deve ser construido , sendo exigido recuos de 5 m na frente
e nos fundos e de 4 m nas laterais, conforme a figura abaixo. Determine as dimensoes do

lote com menor area onde esse edificio possa ser construido.

(y+10) m

' (x+8)m |

Figura 31: Lote para a construgao do prédio
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Solugao. Seja A, a area do lote. Logo A = (z+8).(y+10) <= A= zy+10z+8y+80.

2000
Seja S, a area do piso do prédio. Logo, S = z.y =2000 <— y=—.
x
2000 16000
Entao: A =2000+ 10z +8.—— +80 <<= A=10x+ + 2080 <=
x x

A = 10z + 16000z~ + 2080.

Portanto, a funcao que determina a area do lote é:

A:(0,400) — R;  A(x) = 10z + 16000z ~" + 2080.

Determinando os pontos criticos da funcao A:
A(z) = 10x 4+ 16000z +2080 = A'(x) = —16000x2 + 10

Alr)=0 <= —16000x2+10=0 <= 2x=40 ou x= —40.
x = 40 é valido, pois 40 € (0, +00), mas x = —40 nao é valido, pois —40 ¢ (0, +00).

Calculando A”(x):
A'(r) = —=16000272+10 == A"(z) = 32000z >

Entao,

2
A”(40) = 32000.407° =  A"(40) = % —  A"(40) = 0.5 > 0.

Calculando A(40):

16000
Alw) = 1021600027 42080 —>  A(40) = 10.40+——+2080 <= A(40) = 2850.
Portanto, o tinico ponto de maximo da fun¢ao A é o ponto (40,2880), pois A'(z) esta

definida em todo dominio (0, 400).

2000 2000
e x = 40, temos que y = 0

Portanto, para que o lote tenha a menor area, x*=40m e y = 50m. Ou seja:

Como, y = y = 50.

O lote devera ter: 48 metros de frente por 60 metros de fundo.
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Logo a area do lote sera 2880 m?.

E o edificio devera ter: 40 metros de frente por 50 metros de fundo.

rj7ooo R R S S
36500
jeuoo
- fssoo rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr rrrrrrrrrrr e rrrrrrrrrrrrrr
35000

4500

S 40007\ e R dommmmdeeeee e
3500 Ponto de minimo da funcao
3000 .

3 A =(40, 2880) : :

L B e e Eae st S e S S R R Rt
2000
1500

000 - e et Sy B o

1-500

T

10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Figura 32: Grafico da funcao A(x) = 10z + 160002~ 42080 que determina a area do lote.

Observando a funcao representada graficamente nao resta dividas quanto ao seu ponto

de minimo.
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Consideracoes finais

Este trabalho demonstrou como o software Geogebra pode auxiliar professores e
alunos na construcao de conhecimentos sobre funcoes de uma variavel, especialmente na
analise de pontos de maximo e minimo. Muitas escolas e universidades ainda tratam o
ensino de uma maneira tradicional, com memorizacao de féormulas, exercicios repetitivos

e reproducao de passos direcionados pelo professor.

Diversos estudos vém sendo feitos para tentar mudar estes procedimentos e, conse-
quentemente, tornar o ensino-aprendizagem menos metodico e mais dinamico e prazeroso

tanto para o aluno quanto para o professor.

Como vimos, o computador pode ser um instrumento de muitas possibilidades para
que nos auxiliem no alcance destes objetivos. A utilizacao destas ferramentas pode dar a
oportunidade aos alunos de interagir com os conceitos matemaéticos, de fazer conjecturas

e quem sabe olhar a matematica de uma forma mais prazeroza.

O trabalho realizado com o software Geogebra comtemplou o estudo de construgoes
e andlises de graficos de funcoes, das derivadas das funcoes, das derivadas segundas e
principalmente a andlise e interpretacao dos pontos criticos das funcoes, sendo alguns de

minimo, outros de maximo e outros que nao eram nem minimo nem maximo.

Portanto o uso de tecnologias, aliado a vontade do professor de atingir seus objeti-
vos e suas metas podem proporcionar aos alunos, um ambiente pedagogico interativo e

instigante, onde quem ganha no final é o melhor ensino-aprendizagem.
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