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Resumo

Algumas fungoes continuas tém a propriedade de terem um tnico ponto fixo, que é o caso
das contracoes definidas em intervalos fechados. Por sua vez, o Teorema de Li-Yorke afirma
que uma func¢ao continua que possui um ponto periédico de periodo trés possui também pontos
periédicos de qualquer outro periodo. Para demonstrar estes fatos, desenvolveremos alguns
topicos de Andlise Real. Apresentaremos também algumas aplicagbes do conceitos estudados:
o método de Newton, para o célculo da raiz n-ésima de um nimero real, e o método da bisseccao

para determinar zeros reais de fungoes reais.

Palavras-chave: Funcoes Lipschitzianas, Teorema de Li-Yorke, Contragoes, Teorema do

Valor Médio.
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Abstract

Some continuous functions has property to have a unique fixed point, that is the case of the
contractions mapping defined on closed intervals. In turn, the Li-Yorke Theorem states that
continuous functions with periodic point of period three have too periodics points of any other
period. In order to demonstrate this facts, we will be developed some topics of Real Analysis.
In addition, we will show some applications of studied concepts: the Newton’s method, to
calculate the nth root of a real number, and the bissection’s method to determinate real zeros

of real funtions.

Keywords: Functions Lipschitz Continuos, Li-Yorke Theorem, Contrations Mapping, Mean-

Value Theorem
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Introducao

O nosso ponto de ignigao, que também servirda como ponto motivador para a apresentagao
deste trabalho de dissertacao, esta baseado na seguinte experiéncia: pegue uma calculadora e
calcule o valor de cos(1). Em seguida, aperte a tecla “cos” (cosseno) e depois “="(igual). Repita
o procedimento por pelo menos cinquenta vezes. Apds efetuar essas iteracoes, o leitor deve notar
que o valor comeca a se estabilizar em 0, 739085133.... Execute a mesma experiéncia, trocando
1 por 100. O valor obtido apds cinquenta iteracoes comeca a se estabilizar em 0, 739085133....
Escolha agora um ntimero positivo qualquer e repita a experiéncia anterior. Qual o valor obtido?
Novamente, o valor se estabiliza em 0, 739085133.... Nos perguntamos entao: o que ha por tras
dos célculos, isto é, qual a matemaética envolvida no processo de calculo? Existem outros tipos
de funcoes com essa propriedade? Existem funcoes que se estabilizam em pontos diferentes?

Para entender o problema, precisaremos abordar alguns conceitos como composicao de
funcoes, aproximacoes sucessivas, continuidade de fungoes, pontos periddicos, contragoes e
sequéncias de Cauchy.

Este trabalho sera dividido em cinco capitulos. Comecaremos por estudar os conceitos de
intervalos de nimeros reais, funcoes de uma variavel real e sequéncias de ntimeros reais. Sobre
as funcoes, nosso interesse especial sera em entender sob que condigoes é possivel realizar a
composicao de duas fungoes. No caso das sequéncias, nosso interesse estard nas sequéncias de
Cauchy. Definiremos o que é uma sequéncia convergente, apresentaremos algumas propriedades
do limite de sequéncias e falaremos sobre aproximagoes sucessivas, que serd um dos pilares
desta dissertacao. Encerraremos o primeiro capitulo falando sobre limite de funcoes. Para isso,
definiremos o que é limite de uma funcao e apresentaremos algumas propriedades do limite que

serao uteis para fundamentar nosso trabalho e explicaremos quando é possivel determinar o



limite da funcao composta.

No segundo capitulo estudaremos o conceito de continuidade de fungoes. Os resultados
que apresentaremos serao fundamentais para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Em
particular, destacaremos duas propriedades importantes para fungoes definidas em intervalos
reais fechados e limitados: a propriedade do valor intermedidrio e a propriedade dos valores
maximo e minimo. Mostraremos também outros dois conceitos que, em alguns casos, sao
equivalentes ao de continuidade: continuidade uniforme e continuidade lipschitziana.

No terceiro capitulo estudaremos o conceito de ponto periddico e apresentaremos dois resul-
tados que tém relevancia em grau superior aos demais para a dissertacao. O primeiro afirma
que funcoes continuas definidas em intervalos com ponto periodico de periodo 3 possuem pontos
periddicos de qualquer outro periodo. O segundo afirma que fungoes continuas definidas em
intervalos fechados e que sao contragoes possuem um unico ponto periddico de periodo 1.

No quarto capitulo apresentaremos a definicao de derivabilidade de fungoes. Os resultados
principais deste capitulo se concentram no Teorema do Valor Médio, de Lagrange, e em algumas
de suas aplicagoes. Em particular, ele serd usado para mostrar que a funcao f : [—1,1] — [—1,1],
dada por f(x) = cos(x), é uma contragao.

No capitulo final apresentaremos algumas aplicagoes dos contetidos estudados neste traba-
lho. Dentre as mais importantes para a dissertagao estao o Método de Newton, para o cédlculo
aritmético da raiz n-ésima de um numero real, e o Método da Bissec¢ao para determinar o(s)

zero(s) de uma funcao.



Capitulo 1

Pré-Requisitos

As referéncias que utilizamos para escrever o primeiro capitulo estdo baseadas em [2], [6],

7], [8] e [].

1.1 Intervalos

Definicao 1 Sejam a e b numeros reais, com a < b. Chamamos de intervalos os nove

subconjuntos de R abaixo:

(1) [a,b]={reR:a<x<b};
(2) (a,b)={reR:a<xz<b};
(3) Ja,b)={zeR:a<z<b};
(4) (a,b)={reR:a<xz<b};
(5) (=00, b] ={zr eR:z <b};
(6) (—o00,b)={x €R:z <b};
(7) [a,+o0)={r€eR:2>a};
8) (a,+o0)={xeR:x>a};
(9) (o0, +00) = R.

Os primeiros quatro intervalos acima sao limitados, com extremos a e b: [a,b] é fechado,
(a,b) é aberto, [a,b) é fechado a esquerda e (a,b] é fechado a direita. Os demais intervalos sao

ilimitados: (—o0,b] é a semirreta & esquerda com origem, fechada, em b; (—o0,b) é a semirreta



a esquerda com origem, aberta, em b; [a,+00) é a semirreta a direita com origem, fechada, em
a; (a,+00) é a semirreta a direita com origem, aberta, em a; e (—oo,+o00) é areta R. A
respeito deste ltimo, é conveniente imaginar o conjunto R como uma reta e os nimeros reais
como pontos dessa reta.

Sao considerados intervalos fechados aqueles em (1), (5), (7) e (9).

Definicao 2 Definimos o valor absoluto, ou mddulo, de um nimero real x, e indicamos por

|z|, ao maior dos numeros x e —x. Assim,
x, sex >0,
-z, sex<O0;

ou ainda,

|z| = max{x, —z}.

Lema 1 Para todo = € R, temos que —|z| <z < |z|.

Demonstracao:  Segue imediatamente da Definicio [J que |z| >z e |z| > —z. Desta

ultima desigualdade, vem que — |z| < z. Logo, —|z| <z < |z|, paratodo x € R. n
Lema 2 Sejam a e x niumeros reais, com a > 0. FEntao,
—a<z<a se esomentese, |z|<a.

Demonstracao: Temos que —a < x < a se, esomentese, r > —a e x < a se, e somente

se, a>—x e a>x se, esomentese, a>max{—z,r} se, esomente se, a > || n

Proposicao 1 Dados a,d,x € R, com ¢ >0, temos que

v —a| <9 se, e somente se, a—9<x<a+d.



Demonstragao: Pelo Lema@ |r —a| <9 se, e somente se, —0 < x—a<J. Somando a

a ambos os membros desta tltima desigualdade, temos que a — 6 < x < a + 0. "

Observagao: Se trocarmos o simbolo < por <, as afirmacoes do Lema |4 e da Proposi¢ao
ainda continuam vélidas. A relacdo z < a significa que o ponto z esta a esquerda de a (ou,
equivalentemente, que o ponto a estd a direita de z).

Em termos de intervalos, a Proposicdo |1] afirma que |r—a| < 6 se, e somente se, =
pertence ao intervalo fechado de extremos a—9 e a+ 4§ se, e somente se, = € [a —J,a+d].
Analogamente, |x —a| < se, e somente se, x pertence ao intervalo aberto de extremos a— ¢
e a+ 0 se,esomentese, x€ (a—Jda+d).

Geometricamente, a expressao |r —a| pode ser interpretada como a distancia entre os
pontos z e a. Logo, a desigualdade |z —a| < § indica que a distancia entre os pontos x e a é

menor que d.

Teorema 1 Para quaisquer x,y,z € R, temos que

(i) |ety|l<l|z|+ |yl (Desigualdade Triangular);

(i) |z -yl = la| - [yl;

(i) f'zﬂ, se y#0.
yl  lyl
Demonstragao:

(¢) Pelo Lema[]] temos que —|z| <z < |z| e —|y| <y < |y|, para quaisquer z,y € R.
Somando membro a membro essas duas desigualdades, vem que — (|z| + |y|) < z+y < |z|+]y|.
Pelo Lema [4 concluimos que |z +y| < |z| + |y|. Além disso, observando que |z —y| =

|z + (—y)|, temos que |z —y| <|z|+|(—y)| = |z|+ |y|, para quaisquer z,y € R.
(#4) Primeiramente, notemos que k? = (—k)? = |k|?, para todo nimero real k. Dai,

2 2

2 2 2 2
z-y|® = (z-y)? =22y = [z°JyI" = (=] |y])".

Como |z-y| >0 e |z|-]y| >0, extraindo a raiz quadrada no primeiro e no tltimo membro da

igualdade acima, temos que \/|z - y* = |z -y| e /(x| |y])* = |z|-]y|. Logo, |z -y| = |z|-|yl,

quaisquer que sejam x,y € R.



(222) Com efeito, para todo y # 0, temos que

2 (1)2 11
y ¥ y*

Extraindo a raiz quadrada no primeiro e no ultimo membro da igualdade acima, vem que

‘ 1
Yy

1 1
‘— = |_’ Pelo item (77), segue imediatamente que
Yy Yy
x 1 1 1 ||
D= et =l || = el =
y y Y lwl 1yl
para quaisquer x,y € R, com y # 0. "

1.2 Funcoes

Definicao 3 Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios. Dizemos que f € uma fung¢ao de X
em Y, e indicamos por f: X — Y, se existe uma regra x — y que associa a cada elemento
x € X um unico elemento y € Y. Neste caso, dizemos que y € a itmagem de x através de f

e escrevemos y = f(x).

O conjunto X, chamado o dominio da funcao, é o conjunto onde f esta definida. O conjunto

Y, chamado o contradominio da fungao, é o conjunto onde f assume os valores f(z).

Neste trabalho usaremos fungoes de uma variavel real do tipo f: X — R em que X denota

um subconjunto de R.

Definicao 4 Se f : X — Y € uma funcio e A € um subconjunto de X, dizemos que o

conjunto
f(A) ={f(z):z € A}

¢ a tmagem direta de A pela funcgao f.

Definicao 5 Seja f: X — R uma funcao, definida num subconjunto X C R. Dizemos que

o conjunto
G(f) ={(z, f(x)) :x € X}

€ o grdfico da funcgao f.



Geometricamente, adotando um sistema ortogonal de coordenadas, o conjunto G(f) ¢ o

lugar geométrico descrito pelos pontos P = (z, f(x)) quando x percorre o dominio de f. (Veja

a Figura[1.1])

1) ]| TP = (x, f(x))

Figura 1.1: Grafico de uma funcao f

Definicao 6 Seja f: X — R wuma funcao, definida num conjunto X C R.

(i) Dizemos que um nimero yo € R € o valor minimo de f, se yy < f(x), para todo
r € X, eexiste g € X tal que f(xg) =1yo. Neste caso, xg € chamado o ponto de minimo
da funcao f.

(i1) Dizemos que um nimero yo € R € o valor mdximo de f, se f(x) <y, para todo
r € X, eexiste xg € X tal que f(xg) =yo. Neste caso, xy é chamado o ponto de mdrimo

da funcao f.

Definicao 7 Seja f: X —Y uma funcao.

(1) Dizemos que f € injetora, ou injetiva, sempre que x1 # xo implicar f(z1) # f(xq),
para quaisquer xi,xrs € X.

(1i) Dizemos que f € sobrejetora, ou sobrejetiva, se o conjunto formado pelas imagens de
f €igual ao seu contradominio, indicado por Im(f) =Y. Ou seja, para todo y € Y, deve
existir x € X tal que f(z) =1y.

(1i1) Dizemos que f € bijetora, ou bijetiva, se f € injetora e sobrejetora.



Definicao 8 Seja f: X — R wma funcao, definida num subconjunto X C R. Para quaisquer
r1,Ts € X,

(1) dizemos que f é uma funcio estritamente crescente em X, se w7 < xy implica
flar) < fla2);

(17)  dizemos que f € uma fun¢do estritamente decrescente em X, se xy < xy implica

f(x1) > f(x2).

Proposicao 2 Se X C R € um subconjunto e f : X — R € uma funcao estritamente

crescente ou estritamente decrescente, entao f € injetiva.

Demonstracao: Sejam x1,x5 € X tais que x # x9. Entao, ou z; < x5 ou x; > xs.
(¢) Se f é crescente, x; < xy implica f(z1) < f(x2). Por sua vez, 7 > xo implica
f(z1) > f(x2). Em ambos os casos, temos f(z1) # f(x2).

(¢2) Se f é decrescente, 7 < xo implica f(x1) > f(x2). Por sua vez, x; > xo implica
f(z1) < f(x2). Em ambos os casos, temos f(x1) # f(x2).

De (i) e (i1), segue que f ¢é injetiva. n

Definicao 9 Dados um conjunto nao vazio X C R, um numero real ¢ e as funcoes de uma
varidvel real f,g: X — R, definimos:

(1) A fun¢ao soma, indicada por f+g: X — R e dada por
(f+9)(=) = [flz)+9(z);
(1) A fungao produto, indicada por f-g: X — R e dada por
(f-9)(x) = [fz)-g(z);

(1ii) O produto de uma constante pela fungdo, indicada por c-f: X — R e dada por

(tv) A fun¢ao quociente, indicada por ! : X — R e dada por
g

com g(x) #0 para todo x € X.



Definicao 10 Dadas as fungoes f: X —Y e g:Y — Z, a funcao composta de f e g,

nessa ordem, € a fungcio go f: X — Z, dada por (go f)(z)=g(f(x)), paratodo z € X.

Notemos que a imagem f(X) deve estar contida no dominio Y da fungdo g para que a

expressao (go f)(x) =g (f(x)) faga sentido e nos forneca a fungao composta go f: X — Z.

1.3 Sequéncias

Definicao 11 Uma sequéncia de niumeros reais é uma funcao = : N — R, definida no
conjunto N dos numeros naturais e assumindo valores no conjunto R. Além disso, para todo

n € N, a imagem x(n) de n é indicada por x,,.

As notagdes para sequéncia sao (1, T2, ..., T, -..), (Tn)zen, ou simplesmente (z,). Assim,
uma sequéncia (z,) qualquer de nimeros reais ¢ uma fungdo 1 +— x1, 2+ x9, ..., N> Ty,
., que associa a cada numero natural n o nimero real x,, chamado o n-ésimo termo da

sequencia, ou o termo de ordem n.

Definigao 12 Dizemos que uma sequéncia (z,,) é:

(1) limitada inferiormente, se existe um nimero real a tal que x, > a, para todo n € N.
Neste caso, temos que z, € [a,+00), para todo n € N;

(17) limitada superiormente, se existe um niumero real b tal que x, <b, para todo n € N.
Neste caso, temos que x, € (—oo,b|, para todo n € N;

(7i1) limitada, se é limitada inferior e superiormente, ou seja, se existe um numero real ¢ > 0

tal que |z,| < ¢, para todo n € N. Neste caso, temos que x, € [—c,c|, para todo n € N.

Defini¢ao 13 Dizemos que uma sequéncia (z,,) é:
z) crescente, se x, < x,i1, para todo n € N;

it) mnao decrescente, se x, < T,y1, para todo n € N;
iii) decrescente, se x, > r,;1, paratodo n € N;

(
(
(
(

iv) mao crescente, se x, > T,.1, para todo n € N.



As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes e nao crescentes também sao cha-

madas de sequéncias mondotonas.

Defini¢ao 14 Dizemos que uma sequéncia (x,)neny converge para um nimero real I se, para
cada real € >0 fizado arbitrariamente, existir um indice ng € N tal que |z, —1| <e, para

todo n > nyg.

Alternativamente, se (x,) converge para [, dizemos que a sequéncia é convergente e que o

niumero real [ é o limite da sequéncia, fato que indicaremos por:

lim z, =1L
n—-+o0o

Lema 3 Se uma sequéncia (T,)nen converge, entao seu limite € tinico.

Demonstracao:  Por absurdo, suponhamos que existissem nimeros reais distintos [ e lo
tais que
lm z, = {; e lim =z, = [.
n—-+o0o n—+0o00

11 — o]

Tomando ¢ = > 0, a definicao de limite de sequéncias nos garantiria a existéncia de

indices ni,ne € N tais que
n>n = |r,—l|<e e n>ny = |r,—I <e.
Pondo ny = max{ni,ns}, seguiria, pela desigualdade triangular, que
n>ny = |L—bLl = |h—zp+z,—lb] < |v,—U|+ ]|z, =L < 2 = |l; =15,

o que claramente é uma contradicao. "

Proposicao 3 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao: Seja (x,),eny uma sequéncia que converge para a. Tomando € = 1, existe
um indice ng € N tal que n > ng implica |z, —a|] < 1. Ou seja, para todo n > ng, temos
que z, € (a—1,a+1). Seja

¢ =min{xy, xg, ..., Tp,,a — 1,a+ 1} e d = max{zy,xs, ..., Tp,,a — 1,a + 1}.

10



Entao, todos os termos x,, da sequéncia estdo contidos no intervalo [c, d], o que mostra que ()

¢é limitada. -

Proposicao 4 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Exemplo 1 Seja a um nimero real tal que 0 < a < 1. Mostre que a sequéncia (a,a?, a®,...)

converge e encontre seu limite.

Solugcao: Se 0 < a < 1, multiplicando a desigualdade por a em ambos os membros, temos

que 0 < a® <a. Logo,

0<--<ad™ <ad" < <ad<ad <a<l, (1.1)

isto é, (a,a? a®, ...) é uma sequéncia decrescente e, além disso, a™ € (0, 1), para todo n € N.
Pela Proposicao , a sequéncia converge. A desigualdade em (|1.1)) nos sugere que a sequéncia
, . 1 . 1 .
esta convergindo para zero. De fato, como — > 1, as poténcias de — formam uma sequéncia
a

a
crescente e ilimitada. Entao, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que

(o) -
n>ny = — > -,
a 9

isto é, € > a". Portanto, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
n>ny = |a"—0]=[a"|=d" <e,
o que mostra que a sequéncia (a,a? a3,...) converge para zero.

Proposicao 5 Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias tais que (x,) converge para zero e (y,) €

limitada. Entao, lim x,-y, = 0.
n—-+oo

Demonstragao:  Por hipétese, (y,) é limitada. Logo, existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢, para

todo n € N. Como (z,) converge para zero, dado & > 0, existe um indice ng € N tal que
. €
n>ng implica |z, —0|=|z,| < -.
c
€
Portanto, n > ng implica |z, -y, — 0| = |2y - Yn| = |Tu] - |yn] < = ¢ = &. .
c

Notemos que a Proposicao @ nada afirma sobre a convergéncia de (y,). Seu resultado é

vélido mesmo que (y,,) ndo seja convergente.

11



Proposicao 6 Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias tais que (x,) converge para o numero real a

e (yn) converge para o nimero real b. Entao, liril (xn £yn) = axb.
n—-+0o0

Demonstracao:
(¢) Dado & >0, é possivel encontrar ny,ny € N tais que

€

€
n>n = |r,—al <= e n>ny = ]yn—b\<2

2

Tomando n > ng = max{ni,ns} e utilizando a desigualdade triangular, vem que

(0 —yn) = (@=0)] = [(zn —a) = (yn — D)
< zn —al + yn — bl
< c + - €
2 2
Logo, lim (z,—y,) = a—b.
n——+00
(#¢) Analogamente, temos que liril (Tp+yn) = a+b. .
n—-—+0o0o
Proposigao 7 Se (x,) converge para a e (y,) converge para b, entdo, liIJqu (Tn - yn) = a-b.
n—-+0o0o

Demonstragao:  Como, por hipdtese, (y,) é convergente, a Proposi¢ao @ nos afirma que

essa sequéncia ¢é limitada, isto é, existe k> 0 tal que |y,| < k, para todo n € N. Por outro

lado, dado & > 0, é possivel encontrar ni,ny € N tais que

£ €
> = |z, —a| < — > = |y — b < —/——.
n > n |z, — al oF e n > ng ly | (el 71

Tomando n > ng = max{ni,ns} e utilizando a desigualdade triangular, vem que

|Tpyn —abl = |x,y, — ay, + ay, — ab|

< lzn = al |yl + lal [ya — 0]
€ €

< — .k -
or Bl S

_ e & ol
2 2 (la|+1)

< S+ 9
2 2

= = + - €

2 2 7

Portanto, a sequéncia (z, -y,) converge para a -b. "
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Teorema 2 (Teorema do Confronto para Sequéncias) Fizemos a € R. Sejam (z,),

(yn) € (2zn) trés sequéncias tais que, para todo n € N,

Se as sequéncias () e (yn) convergem para o mesmo nuimero a, entdo (z,) converge para a.

Demonstragao: Dado ¢ > 0 arbitrariamente, existem indices ni,ne, € N tais que

n>n = |lr,—a<e & a—e¢ <z, < a+te

n>ny, = |lys—al<e & a—e¢ <y, < a+te.
Pondo ng = max{ni,ns} e usando a hipétese, concluimos que
n > ny = a—¢e < xp < zp < Yy, < a+e,

logo lim 2z, = a. "
n——+o0o

Lema 4 Sejam J C R wum intervalo fechado, ¢ € R, e (x,)nen uma sequéncia tal que, para

todo neN, x,€J e lim z, = c. Entio, c€ J.

n—-+o0o

Demonstracao: Seja J = [a,b] e suponhamos, por absurdo, que ¢ ¢ J. Entao, ¢ < a ou

a—=c

c>b. Se ¢<a, tomemos & = > (0. Como, por hipétese, (z,) converge para ¢, existe
um indice ny € N tal que n > ny implica |z, —c| < ¢, isto é, implica z, € (c —¢e,c+¢€).
Porém, (c—e,c+¢e)N[a,b] =0, contradizendo a hipétese de que, paratodo n € N, x,, € [a,b].
Por outro lado, se ¢ > b, tomamos e, = % > 0 e obtemos nyg € N tal que n > ng
implica z, € (¢ —&,¢+¢). Novamente, temos que (¢ —¢e,c+¢)N[a,b] =0, o que é uma
contradicao.

Analogamente, se J = [a,+00) ou J = (—00,b], tomarfamos, respectivamente, £; ou &,

chegando a uma contradigao. .

Definigao 15 Dizemos que uma sequéncia (T,),.y de mimeros reais é uma sequéncia de

Cauchy se, para todo € >0 dado, existir um indice ng € N tal que

13



m,n>ng = |, — T, <e.

Proposicao 8 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao: Seja (x,)neny uma sequéncia de nimeros reais e suponhamos que exista
um numero real ¢ tal que lim z, = ¢. Dado ¢ >0, existe um indice ng € N tal que
n——+00
€

m>ny = |:L‘m—C|<§

e

£
n>ny = |xn—c|<§.

Logo, pela desigualdade triangular, m,n > ny implica

e €
]azm—xnl:|a:m—c—|—c—.rn|:\(:vm—c)—(a:n—cﬂS\:vm—c|+|asn—c|<§~l—§:6

e, portanto, (z,) é uma sequéncia de Cauchy. .

Proposicao 9 Toda sequéncia de Cauchy € convergente.

Lema 5 (Lema das Aproximacgoes Sucessivas) Seja k € R tal que 0 < k < 1. Suponha-
mos que a sequéncia (x,) seja tal que |Tpio — Tpi1| < k|Tp — 20|, para qualquer nimero

natural n. Entdo, (x,) converge.

Demonstracao:  Para mostrarmos que (z,) converge, basta mostrarmos que (x,) ¢é uma

sequencia de Cauchy. Com efeito, temos que

|273 —I2’ S ]{7|I‘2 —361’,
|24 — 23] < k|wg — x| <K |rg — a4;

T5 — x4| < klry — x3| < kP |wg — 2] <K oy — 24

|In+1 - xn| S k |xn - In—1| S k2 |xn—1 - xn—2| S S knil |I2 — T1|-

De onde,

Tpa1 — Tp| < gt |ze — 1], (1.2)
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seja qual for o natural n. Agora, do fato de N ser superiormente ilimitado, tomando dois
ndimeros naturais m e n, com m > n, sempre existe p € NU {0} tal que m = n + p.
Aplicando sucessivamente a desigualdade triangular em conjunto com a desigualdade em (|1.2))

e a formula da soma dos termos de uma PG, segue que

[Tm = Tn| = |Tnsp — Tal
< [Zngp = Tnap-1| + [Tngp-1 — Tngpa| + oo F [Tnga — T
< KMy — x| F KV 2 — | 4 R |2y — 2y
= (KPP B [ — 2
= KPR AR 4 kL) o —

1 — kP
= k‘n_l(l_k)|l'2—fl?1|

kn—l
1—k

<

|zo — 21|

Finalmente, dado qualquer € > 0 :

(i) se k=0, entao |x,, —x,| =0 <e, para quaisquer m,n € N;

To— T
(ii)) mocasodeser 0 <k <1, como lim k" '=0 ’2—1| ¢ constante, temos
n—+oo 1—k
To—T
que lim E"7! M = 0. Logo, existe ng € N tal que
n—+00 1—k

n—1

m>n>ny = 0<|xm—xn|<1 k

|.T2 — x| < E.

Em qualquer um dos casos, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que m >ng e n > ny implicam

|zm — x,| < € e, portanto, (z,) é de Cauchy. .

Uma aplicacao interessante das aproximacoes sucessivas esta no chamado Método de Newton

para o céalculo da raiz n-ésima de um numero real — assunto que trataremos no Capitulo 5.

1.4 Limite de Funcoes

Definicao 16 Fizando um nimero a € R, dizemos que uma vizinhancga de a é um intervalo

da forma (a — 6,a + ), de centro a e raio § > 0.

15



Definicao 17 Seja X C R. Dizemos que o nimero real a é um ponto de acumulagao do

conjunto X, e indicamos por a € X', se toda vizinhanca de a contém algum x € X tal que

T #a.

Simbolicamente, a condigdo a € X’ é dada por:

dado qualquer § >0, existe z € X tal que 0 < |zr —a| <.

Definicao 18 Sejam X C R um subconjunto, xy um ponto de acumulacao do conjunto X e

f: X — R wuma funcao. Dizemos que f tem limite M quando x tende a xg, e indicamos por

lim f(x) = M,

T—rT0

se, para cada € >0 dado arbitrariamente, existe um 0 > 0 tal que

reX e 0<|r—uxo| <0 implicam |f(x)— M|<e.

Lema 6 (Unicidade do Limite) Sejam X C R, a€ X' e f: X — R uma fung¢io. Se

lim f(x) = M; e lim f(x) = My, entao M; = M.

Tr—a rT—ra

Demonstracao: Seja a um ponto de acumulagao do conjunto X e suponhamos, por absurdo,

que existam M, My € R tais que M; > Ms, lim f(x) = M; e lim f(x) = M,. Pela
r—a

Tr—a

M, — M.
definicao de limite, dado ¢ = % > 0, existiriam d; >0 e dy >0 tais que
M + M. 3M; — M.
reX e 0<|z—a|l<d = |f(x)—M|<e & %<f(ac)<lT2
e
3My — M My + M-
reX e 0<|t—al<b = |fx)—M|<e o %<f(x)<%.

Porém, tomando § = min{dy,d2}, chegariamos a seguinte contradigao:

M, + M, M, + M,

reX e 0<|z—al<$ 5 < flx) < 5

O mesmo aconteceria se fosse M; < M,, em vez de M; > M,. Portanto, deve ser M; = M. =
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Proposicao 10 Sejam X C R, a € X' e consideremos duas funcoes f,g: X — R tais que
f(z) > g(x), para todo = € X —{a}. Se limf(x) = M; e limg(x) = M,, entdo
T—a T—a

My > Ms.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que fosse M; < M,. Pela definicao de limite,

M, — M.
dado 5:—%>0, existiriam d; >0 e do > 0 tais que
3M, — M- M, + M-
reEX e O<|v—al<& = |f(x)=M|<e o 1TQ<f(x)<%
e
My + M,y 3M, — M,

reX e 0<|r—al<d = |g(z)—M|<e & 5 <g(a:)<T

Tomando § = min{dy,d-}, seguiria que

My + M-
reX e 0<|r—al<d Ltk

Uma contradicao. -

Definicao 19 Seja X C R.

(i) Dizemos que a ¢ um ponto de acumulag¢do a direita de X e indicamos por a € X!,
se X N(a,a+0)#0, para todo & > 0.

(11) Dizemos que a € um ponto de acumulacao a esquerda de X e indicamos por a € X' |

se XN(a—90a)#0, para todo 6 > 0.

Definicao 20 Sejam X CR, f: X =R, be X! e ce X_.
(1) Dizemos que o nimero real L é o limite lateral a direita de f quando z tende a b, e
indicamos por

lim f(z) = L,

z—bt

se, para todo € >0, existe um ¢ >0 tal que
reX e 0<z—b<d implicam |f(x)—L|<e;

(17) Dizemos que o nimero real M € o limite lateral a esquerda de f quando z tende a c,
e indicamos por

lim f(x) = M,

Tr—Cc™

se, para todo € >0, existe um 6 >0 tal que
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reX e 0<c—xz<d implicam |f(x)— M| <e.

Proposicao 11 Sejam X C R, f: X =R e ae€ X, NX". Entio, o limite lim f(z)

Tr—a

eriste se, e somente se, existem e sao iguais os limites laterais lim f(x) = lm f(x).
z—a™t z—a~

Proposicao 12 Sejam X CR, a€ X' ¢ f,g: X - R. Se keR, limf(x) =M, e
Tr—a
lim g(z) = M,, entao
Tr—a
(4) glcl_rg(fig)(x) = M+ My;
(@) lim(k- f)(z) = k-M; = k-lim f(z);
T—a T—a
(i) m(f-g)(x) = M- My,
Demonstracao:

(¢) Dado & >0, existem 6; >0 e dp >0 tais que

€

0<l|z—al <8 = |f(x)—M1|<§ e O<lr—al<d = |g(a) =M<

Dai, tomando ¢ = min{d;,d>} e utilizando a desigualdade triangular, vem que
((f+9)(@) = [Mi+ M) = |[[f(z) + g(2)] — [M1 + Mp]|

= |[f(x) = Mi] + [g(x) — Mo]|

|f(z) = My| + [g(z) — M|

IN

Logo, hin(f +g)(x) = M+ M.
Analogamente, temos que lim(f — g)(x) = M; — M.
Tr—a

(i2) Se k#0, dado >0, existe 6 >0 tal que

O0<l|z—a|<d = |f(z)— M| <ﬁ.
Usando a propriedade do médulo do produto, segue que
- @) kM| = [k fx) k- M|
— k- (f(@) - M)
= K1) — M|
< K] % S
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Se k=0, entdao k- f(r) =0 paratodo =z € X. Logo,
(k- f)(@) —k-M][ = [0-f(z) —0-M| = [0-0] =0 < e

Portanto, lim(k- f)(z) = k-M; = k-lim f(x).

Tr—a Tr—a

(¢22) Pela desigualdade triangular, para todo x € X — {a} temos que

(f - 9)(x) = MyiMy| - = [f(2)g(x) — My M|
= [f(@)g(z) = Mig(x) + Mig(z) — My M|
= |lf(z) = Mi] g(z) + My [g(x) — My]|
< f@@) = Miflg(x)] + |[Milg(z) — My
< |f(@) = M| (lg(z) = Ma| + |Ms]) + |Mi][g(x) — My

= |f(z) = Millg(x) = Ma| + [f(x) — My [Ms] + [My]|g(x) — Mal.

Dado qualquer € > 0, para que tenhamos |(f - g)(z) — M;Ms| < ¢ é suficiente que cada uma
o . . € . . .
das trés parcelas acima seja menor que 3" Para isso, primeiramente, devemos observar que a

defini¢ao de limite garante a existéncia de d; >0 e dp > 0 tais que

O<l|r—a|l<d = |f(x)—M1|<\/§
e
£

0<|z—a|l<dy = lg(x)— M| < 3

Assim, tomando ¢’ = min{dy,d2}, segue que

(@) — My lg(a) — My < \@ \/g - < 13)

Por outro lado, existem d3 >0 e d4 > 0 tais que

9
O<|r—al<d3 = — M| < ———F—
€
g
0< — <0y = — My < ————.
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Assim, tomando 6" = min{ds,d4}, vem que

€ €
— M| | M M — M. < — M M| ——————

€ | M| £ | M, |
— _ e + -

3 (|Mz|+1) 3 (|My|+1)
< S+t

3 3
€ . €
3 3’

isto é,
2e
|f(z) — My| | Ms| + |[My|]g(z) — M| < 3 (1.4)

Tomando agora § = min{d’, 0"}, a concomitancia das observagoes em ([1.3)) e (1.4)) garante que

Kf@@—MMﬂ<§+%:a

Portanto, lim(f-g)(x) = M- M. n
Tr—a

Vamos estudar agora o limite da func¢ao composta.

Proposicao 13 Sejam X, Y CR, f: X >R e g:Y =R, com f(X)CY, e sejam

acX e beY' NY. Se limf(x) = b, limg(y) = ¢ e c=g(b), entao

r—a y—b

lim g (f(2)) = c.

Tr—a

Demonstragao:  Por hipdtese, temos que b € Y'NY e ¢ = g(b). Assim, dado ¢ > 0,

existe um « > 0 tal que
yeY e ly—bl<a = |gly)—¢ <e.
A partir de «, é possivel obter um 6 > 0 tal que
reX e 0<|z—al<d = |f(x)—b|<a.
Entao, dado ¢ > 0, existe um 0 >0 tal que

reX e O0<|z—a|<d = |g(f(x))—c| <e¢,
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que nos fornece o resultado desejado. "

Abordamos agora algumas extensoes do conceito de limite. Nosso objetivo é atribuir um

significado para as expressoes do tipo

lim f(z) = M e lim f(zx) = +oo. (1.5)

r—+oo r—+oo

As defini¢oes que seguem serao validas sempre que o dominio de uma funcao for um conjunto
ilimitado superior ou inferiormente. Entretanto, como os simbolos +o0o ou —oo ndao repre-
sentam numeros reais, a segunda expressao em (|1.5) ndo exprime um limite no sentido estrito

do termo.

Definicao 21 (Limites no Infinito) Sejam X C R um subconjunto e f : X — R wuma
funcao.

(1) Se X € ilimitado superiormente, dizemos que f tem limite M quando x tende a +oo,
e indicamos por xgrlloof(x) = M, se, para cada ¢ > 0 dado arbitrariamente, existe um

>0 tal que x€ X e x>3 implicam |f(x)— M| <e.

(i) Se X € ilimitado inferiormente, dizemos que f tem limite M quando x tende a —oo,
e indicamos por lim f(x) = M, se, para cada ¢ > 0 dado arbitrariamente, existe um
T—r—00

>0 tal que x€ X e x<—§ implicam |f(x)— M| <e.

Exemplo 2 Se n é um numero natural arbitrdrio, entao

Solucao:
. - 1 1
(¢) Notemos quese x >0 >0, entdo z" > ", logo 0 < — < 5 Portanto, dado ¢ > 0,
xn n
1 1
podemos escolher § = — talque z € X e = > ¢ implicam |— — 0| <e.
e "

(i) Por outro lado, se = < —0 < 0, entdo |z] > & > 0, logo |z|" > 0" e, assim,
1

1
< —. Portanto, dado ¢ > 0, podemos escolher § =

0< =

talque € X e x < =6

o

%

1
implicam ‘— — O‘ < e.
:L-n
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P ' 1), t lim — = lim — = 0.
or (i) e (i), temos que Jm - Jm -~

Proposigao 14 Se k € R ¢é uma constante e lim g(x) = M, entdo

r—+oo

lim (k-g)(x) = k- M = k- lim g(z).

xr—r*+o0o xr—r*+0o0o

Demonstracao:  Suponhamos liril g(x) = M (o caso em que x tende a —oo pode ser
Tr—r+00

tratado de modo andlogo). Se k # 0, dado qualquer e > 0, existe 6 >0 tal que, se = >,
€

entao |g(z) — M| < 7k

Usando a propriedade do médulo do produto, se z € X e x> 6,

segue que

(k-g)(x) —k-M| = [|k-g(z)—k- M|
= |k (g9(z) — M)
= |k]-[g(x) — M|
< |k % .

Se k=0, entao k-g(x) =0 paratodo =z € X. Logo,
(k-g)(x)—k-M| = 10-g(z)—0-M| = [0-0] =0 < e.

Portanto, lim (k-g)(z) = k-M = k- lim g(x). n

Tr—r-+00 T—-+00

Proposigcao 15 Se lim f(z) =M, e lim g(x) = My, entao lim (f + g)(z) = My + M.

r—+00 r—Fo00 r—+o00

Demonstracao: Suponhamos lim f(x)=M; e lim g(z) = My (o caso em que z tende
T——00 T——00

a 400 pode ser tratado de modo andlogo). Dado & > 0, existem d; >0 e Jdy >0 tais que

reX, 1< -8 = |f(g;)—M1|<§
€

reX, x<—0 = |g(x)—M2|<%.
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Tomando § = max{d;,d2} e usando a desigualdade triangular, segue que

((f+9)(x) = (M1 + M)| = [(f(z)+g(x)) — (M + M)
= |(f(z) = M) — (g9(x) — M)
< |f(x) = My| + |g(x) — M|

+ = €.

o ™
N ™

Assim, temos que z € X e x < —0 implicam |(f + g)(x) — (M + Msy)| < e. Portanto,

Jm (f +g)(z) = My + M.

Definicao 22 (Limites Infinitos) Sejam X C R um subconjunto e f : X — R wuma

funcao.

(1) Seja X ilimitado superiormente. Escrevemos lir_{l f(z) = 400 se, para cada
T—+00

dado arbitrariamente, existe um § >0 tal que v € X e x>0 implicam f(z) > e.

(17) Seja X ilimitado superiormente. Escrevemos lim f(x) = —oo se, para cada

T—r—+00

dado arbitrariamente, existe um 6 >0 tal que v € X e x> implicam f(r) < —e.

(1ii) Seja X ilimitado inferiormente. Escrevemos lim f(x) = +oo se, para cada
Tr——00

dado arbitrariamente, existe um 6 >0 tal que v € X e x < —§ implicam f(z) > €.

(tv) Seja X ilimitado inferiormente. Escrevemos lim f(xz) = —oo se, para cada
T—>—00

e>0

e>0

e>0

e>0

dado arbitrariamente, existe um 6 >0 tal que v € X e x <=6 implicam f(r) < —e.

Proposigao 16 Sejam lim h(z) = —oco, lim f(z)=+oc0 e lim g(x)=M (M >0).

T——00 T—+00 r—o0
Entao,
G) lim (fg)@) = +oo;
(1¢)  lim (h-g)(z) = —o0.
T——00
Demonstragao:

(¢2) Se M >0, do item (i) das definigoes [21| e segue imediatamente que, dado e > 0,

existem 01 >0 e do > 0 tais que
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2
reX, r>0 = f(:v)>—6

e

M
reX, x>0 = |gx)-M<— = g(z)>

M
2 2

Tomando § = max{d;,d2}, temos que = € X e x > 4§ implicam

(f-9)@) = () g(x) > %% _ .

Portanto, lim (f-g)(x) = +oc.

T—+00

(i4) Se M >0, do item (7i) das definicoes [21] e segue imediatamente que, dado € > 0,
existem d&; >0 e do > 0 tais que

2 2
reX, x<—0 = h(:z:)<—M8 = —h(:p)>ME

e

M
reX, v<—0 = |glz)—M|<— = gz)>

M
2 2’

Dai, tomando ¢ = max{d,d2}, temos que = € X e z < —J implicam

2¢ M
—h . > — . — =
@)-gr) > =2 = ¢
ouseja, x € X e x < —0 implicam h(x)-g(x) < —¢ e, portanto, lim (h-g)(z) = —o0. =
T—r—00
Exemplo 3 Seja p: R — R a fungao polinomzial dada por
p(z) = apt" + ap_12" 4 - a1 + ag,
para n €N, a, €eR, i=0,1,...,n e a, >0. Sen éimpar, entdao
lim p(z) = —c0 e lim p(z) = 4o0.
T—r—00 T—+00

Solucao: Por hipdtese, temos que
p(‘I) = an-icn"i_an—lxn_1 + -+ @ + ao, a, > 0.

Colocando o fator x™ em evidéncia, podemos reescrever o polinomio como o produto:

+oe Tt n—l_'_ n
i Xz

oy a a
o) = o (a4 2 L o)
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. Ap—j .
Para valores demasiadamente grandes de z, notemos que os termos —, 1 =12...,n,
x

se reduzem a tal ponto que podem ser desprezados, prevalecendo assim o sinal do coeficiente
dominante a, > 0 dentro dos parénteses. De fato, pela Proposicdo e pelo Ezemplo [

temos que

. Qp—j . 1
lim — = Qp_;c llm — = a,—;-0 = O.
rz—+oo 2t z—+oo

Agora, pela Proposicao[15, segue que

. ap—1 ai Qg . . -1 ap
lim (an—{— R — = lim a, + lim “— 4+ .-+ + lim —
r—>F00 xn—1 " r—>F00 r—too I z—+oo "
. 1
= a,- lim 1 + + ap- lim —
r—+o00 r—4oo L
= ap-1 + a,1-0 + 4+ a1-0 4+ ag-0
= Q.
Além disso, se m é impar, temos que lim z" = —oco e lim 2" = 4o00. Logo, pela
T—r—00 T—r+400

Proposigio [16, se z é negativamente muito grande e n é {mpar, entao

lim p(x) = lim $"(an+ + -4 = —o0-a, = —O00Q.

Ap—1 a1 ao)
xr——00 Tr—r—00

$n71 xn

Por outro lado, se x é positivamente muito grande e n é impar, segue que

ot -

Ap—1 a1 Qo
— ) = +0-a, = +00.
xn—l xn

lim p(x) = lim 2" (an—i-

T—r—+00 T—>+00
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Capitulo 2

Continuidade

A bibliografia utilizada para escrever este capitulo estd baseada em [1, [2], [6], [7] e [9].

2.1 A Definicao de Funcao Continua

Quando estudamos o conceito de continuidade de uma funcao f num ponto xg, exigimos

rigorosamente que zy pertenca ao dominio dessa funcao.

Definicao 23 Seja f : X — R uma funcao, definida num conjunto X C R. Dizemos que f é

uma func¢ao continua no ponto ry € X se a sequinte condicao for satisfeita:

dado € >0, existe § >0 tal que € X e |v—xo| <0 implicam |f(z)— f(zo)| <e.

Definicao 24 Dizemos que f € uma fun¢ao continua, se f é continua em todo ponto do seu

dominio.
Lema 7 Para todo n € N e para quaisquer a,b € R, vale a sequinte identidade algébrica:
a"—=b" = (a=b)(a" " +a" P+ +ab" P+, (2.1)

Exemplo 4 Sejamn € N e f:[0,400) = R a fun¢ado raiz n-ésima, dada por f(x) = /x,

para todo x > 0. Mostre que f é continua em xqy € [0, +00).

Solucao

(¢) f écontinuaem zy=0. De fato, para todo z > 0, temos que |z| =2z e assim
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r—1xol=lr—0=z|=2<d
implica

f(2) = f(zo)| = |/ = V0| = [¢/z = 0| = | /x| = Yz < Vo<«

Portanto, dado & > 0, podemos escolher § = & tal que z > 0 e |z|] < § implicam

|[f(x) = f(zo)| <e.

(¢2) f é continua em zy € (0,+00). Fazendo x =a"™ e xg = 0" na igualdade em (2.1)),

vem que {/r=a e {/Tg=0>0, logo

v—xo = (Vo — /@) (V)" + (V)" (Va0) + - + (V) (§/20)" 7 + (Ya0)" ) -

Dai, se |z — x| < d, entdo

[f(2) = flwo)l = [Va— /x]

T (VR m) o () () ()

B |z — 20

T T ) o ) () ()
1

Gy

1
(a1’

Portanto, dado ¢ > 0, podemos escolher ¢ = &({/zo)" ' tal que =z >0 e |z — x| <4

<

implicam |f(z) — f(x)| < e.

Por (7) e (7i), temos a continuidade da fun¢do raiz n-ésima no intervalo [0, 4+00).

Comparando as defini¢coes de continuidade e limite de uma funcao, segue o préximo resul-

tado.

Proposicao 17 Seja f : X — R uma funcao, definida num subconjunto X C R. Se

ro € X' N X, entao, [ é continua no ponto xq se, e somente, se lim f(x) = f(xo).
T—T0

Assim, quando x é ponto de acumulacao de X e estd em X, para que uma funcao f seja
continua no ponto z, é necessario e suficiente que exista o limite de f(z), quando z tende a x,

e seja igual ao valor que f assume em x.
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Relacionamos agora os conceitos de limite de uma sequéncia convergente e continuidade de
uma fun¢ao. O préximo resultado nos assegura que as fungdes continuas sao caracterizadas

pela propriedade de transformarem sequéncias convergentes em sequéncias convergentes.

Proposicao 18 Seja f: X — R uma funcao, definida num subconjunto X C R. Para que

f seja continua num ponto xy € X € necessario e suficiente que, para toda sequéncia x, € X,

lim z,=2zy = lim f(z,) = f(x).

n—-+00 n—-+00
Demonstragao:
(¢) Inicialmente, suponhamos que f seja continua num ponto zy € X. Por definigdo, dado

€ >0, existe 0; >0 tal que
reX, |z—xo| <o = |f(x)— flzo)] <e. (2.2)

Agora, a hipétese de que (x,,) converge para x, garante que, para ¢; > 0, existe ng € N tal
que

n>ny = |r,— x| <. (2.3)
Logo, pela conjuncao das condicoes estabelecidas em e , dado € > 0, existe ng € N
tal que

n>ng = |r,—x0| < = |f(zn)— flzo)] <e.

O que equivale a dizer que a sequéncia (f(z,)) converge para f(zy).

(#2) Por outro lado, suponhamos que f nao seja continua no ponto zp € X. Entao, negando

a definicao de continuidade, existe um & > 0 tal que, para todo d > 0,
|f(z) — f(xo)] > ¢ para algum x € X satisfazendo |z — zo| < 0.

1

Em particular, tomando n € N e 0 = —, a hipdtese garante a existéncia de uma sequéncia
n

rn, € X tal que

foa—ml <o e [flm) — flro)| 2

Ou seja, a sequéncia (z,,) converge para Ty, a0 passo que a sequéncia (f(z,)) ndo converge para

f(zo). Uma contradigao resultante da premissa de que f nao era continua em . "
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Proposicao 19 Se f,g : X — R sao funcgoes continuas num ponto xzy € X, entdao as

funcoes f+gqg, f—g e f-g também sao continuas em xy.

Demonstragao:
(¢) Seja (x,)neny uma sequéncia de nimeros reais que converge para ro € X. Como, por

hipétese, f e g sao fungodes continuas em xy, pela Proposicdo |18 segue que

lim f(z,) = f(zo) e lim g(z,) = g(zo).

n—-+00 n—-4o0o

Logo,

lim (f +¢)(z,) = lim (f(zn) + g(zn))

n—-+o0o n—-+00
= I Sl By glo)
= fl®o) £ g(o)
= (f£g)(x0)
Novamente, usando a Proposicao [18, temos que a func¢ao f + g é continua em xq. Portanto, a

soma [+ g e a diferenca f — g também sao continuas em x.

(#) Analogamente, trocando £ por - mno item (z) e usando a Proposi¢ao[18 vem que

im @, =z9 = lm (f(zn)- g(zn)) = (f-9)(x0)

n—-+4o0o n—-4o00

se, e somente se, a funcao f-g é continua em xy. Portanto, o produto f-g também é continuo

em . n

Exemplo 5 A fung¢ao polinomial p:R — R dada por
p(z) = apt" + ap_12" 4 - a1 + ag, (2.4)
para n €N, a; R, i=0,1,...,n e a, #0, € continua em R.

Solugao: A fungao constante f:R — R, dada por f(z)=a;, é continua em R. A funcao
identidade f:R — R, dadapor f(z)=x, também é continua em R. Logo, pela Proposi¢cdo

as fungoes de R em R dadas por
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também sao continuas, pois podem ser vistas como produto de fungoes continuas. Portanto,
toda fungao p: R — R dada pela soma de um ntimero finito de fungoes continuas em ({2.4)) é

continua.

Teorema 3 (Teorema da Continuidade da Fungao Composta) Sejam X, Y C R e su-
ponhamos que f: X — R seja uma funcao continua num ponto xg € X e g:Y — R seja
uma fungao continua num ponto xy € Y. Se f(X)CY e z; = f(zo), entao a funcao

gof: X —R € continua em xg.

Demonstracao: Sejam y, € Y e 1z, € X sequéncias de nimeros reais tais que (yy)
converge para x; e (x,) converge para zo. Como, por hipétese, g é continua em z; e f é

continua em zg, pela Proposicao temos, respectivamente, que

lim y, =21 = lim g(y,) = g(71)

n—-+o0o n—-+oo

lim z,=2zy = lim f(z,) = f(x).

n—+4o0o n—+o00
Como x1 = f(z9), segue que
lim z, =2y = lim g(f(z,)) = g(f(z0)).
n—r+00 n—r+00

Em virtude da Proposicao concluimos que a funcao go f: X — R é continua em z5. =

Em particular, a composicao de fungoes continuas também é continua.

2.2 Funcoes Continuas em Intervalos

Lema 8 (Bolzano) Seja f:[a,b] = R wuma fun¢ao continua. Se f(a)f(b) <0, entdo eziste

um ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.
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fla):

fib)

Figura 2.1: Lema de Bolzano

Teorema 4 (Teorema do Valor Intermediario) Sejam f,g: [a,b] — R fungdes continuas.
Se f(a) < g(a) e f(b) > g(b) (ou vice-versa), entdo existe um c € (a,b) tal que f(c) = g(c).
Em particular, para cada nimero real d tal que f(a) < d < f(b), existe um c € (a,b) tal que

fle) =d.

Demonstracao: Tomemos a funcdo auxiliar A : [a,b] — R tal que h(z) = f(x)—g(z), para
todo x € [a,b]. Certamente, h é uma fungao continua, pois é a diferenga de fungoes continuas.
Agora, das hipéteses f(a) —g(a) <0 e f(b)—g(b) >0, segue que h(a)h(b) < 0. Pelo Lema
[8 existe um ¢ € (a,b) tal que h(c) = 0, isto é, existe um ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c).

Em particular, se g é a fungao constante, isto é, se g(x) = d para todo x € [a, b], basta
tomar a a fungao auxiliar h : [a,b] = R tal que h(x) = f(z) — d. Pelo mesmo argumento

usado anteriormente, existe um ¢ € (a,b) tal que h(c) =0, isto é, tal que f(c)=d. n

Teorema 5 (Teorema de Weierstrass) Se f:[a,b] - R ¢é uma fungdo continua em [a,b],

entdo existem x1,xs € |a,b] tais que f(x1) < f(x) < f(xq), para todo z € [a,b].

Corolario 1 Se f : [a,b] — R € uma fungdo continua em [a,b], entio f(|a,b]) = [c,d],

para alguns c,d € R.

Demonstracao:  Por hipdtese, f é continua em [a,b]. Pelo Teorema de Weierstrass f é

limitada e possui valores maximo e minimo, isto é, existem x1,xs € [a,b] tais que
f(z1) < f(z) < f(xg), para todo x € [a,b].
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(¢) Se ye f([a,b]), entdo f(z1) <y < f(xe). Pondo ¢ = f(x1) e d= f(xz), temos que
y € e, d].
(#3) Reciprocamente, seja y € [c,d]. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe T € [a, D]
tal que f(Z) =y e, portanto, y € f ([a,b]).

Por (7) e (i), temos que f ([a,b]) = [c,d]. n

2.3 Continuidade Uniforme

Quando falamos de continuidade, em geral, nao é possivel obter um ¢ que dependa apenas
do € dado e que sirva para todos os pontos do dominio D da fungao. Tal 6 depende tanto de €
como do ponto xy € Dy onde estamos analisando a continuidade. No entanto, se introduzirmos
um conceito mas forte de continuidade, podemos obter fungoes cujo o dependa apenas do &

dado.

Definicao 25 Dizemos que uma funcio f : X — R € uniformemente continua, sec a

sequinte condicao for satisfeita:

dado € >0, existe § >0 tal que z,y € X e |x—y| < implicam |f(x)— f(y)| <e.

Lema 9 Sejam X C R um subconjunto e f: X — R wuma funcdo uniformemente continua.

Se (xy,) € uma sequéncia de Cauchy em X, entdo (f(z,)) € uma sequéncia de Cauchy.
Demonstragao: Dado ¢ >0, existe § >0 tal que
nyeX, lr—yl<d = [f(z)-flY)| < e (2.5)
Por sua vez, como (x,) é uma sequéncia de Cauchy, escolhido § > 0, existe ng € N tal que
m,n>nyg = |T, — x| <d. (2.6)
Logo, pela conjuncao de e (2.6), dado e >0, existe ny € N tal que

m,n>nyg = |f(zm)— flz,)| <e.
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Portanto, (f(z,)) é uma sequéncia de Cauchy. .

E importante notar que se a funcao f for apenas continua, o resultado do Lema @ nao é

valido.

Exemplo 6 Seja f:(0,2) - R a fun¢do dada por f(z) =

K|

e seja (r,) uma sequéncia,

dada por z, = —, n>1. Mostre que a sequéncia (f(z,)) ndo é de Cauchy.
n

Solugao: Decorre da hipétese que lim z, =0 e, portanto, (z,) converge. Pela Proposi¢ao
n—-+o0o

1
H () é de Cauchy. Agora, seja (f(z,)) a sequéncia dada por f(z,) = — =n, n > L.
Tn

Entao, lirf f(z,) = 400, logo (f(x,)) ndo converge. A forma contrapositiva da Proposi¢ao
n—-+00

[9 garante que (f(z,)) nao é de Cauchy.

Proposicao 20 Toda fungao uniformemente continua € continua.

Demonstragao: Sejam X C R um subconjuntoe f: X — R uma funcao uniformemente
continua. Fixando arbitrariamente y = zy € X, segue imediatamente da Definicdo que,

dado £ >0, que existe 6 > 0 tal que
re€X e |r—u1x| <06 implicam |f(z) — f(z0)]| <e.
Portanto, f é continua. "

Em geral, ndo vale a reciproca da Proposi¢do [20, Porém, para fungoes definidas exclusiva-
mente em intervalos fechados e limitados, a préxima proposicao garante que os conceitos de

continuidade e continuidade uniforme coincidem.

Proposigao 21 Se f:[a,b] = R ¢ uma fungdo continua em um intervalo fechado e limitado

[a,b], entao f é uniformemente continua em [a,b].

Exemplo 7 Seja a um nimero real positivo. A fun¢ao raiz n-enésima f : [0, 4+00) = R, dada

por f(x) = {/x, € uniformemente continua em qualquer intervalo do tipo [0, a).
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Solugao: Pelo Ezemplo[, f ¢ésempre continua em [0, +oc). Em particular, f é continua em
qualquer intervalo do tipo [0,a], com a > 0. Pela Proposi¢ao , segue que f é uniformemente
continua em qualquer intervalo do tipo [0, al.

Mais geralmente, a fungao raiz n-ésima ¢é uniformemente continua em qualquer intervalo do

tipo [a,4+00), a > 0. Isso serd mostrado mais adiante no Ezemplo .

2.4 Um Conceito de Continuidade Segundo Lipschitz

A definigao que segue introduz um outro conceito de continuidade, devido ao matematico
alemao Rudolf Lipschitz (1832-1903). Este conceito é mais forte que o de continuidade uni-

forme.

Definicao 26 Dado um intervalo I C R, dizemos que uma funcdao f : I — R € lipschitziana

em I, se existir uma constante real L > 0 (denominada constante de Lipschitz) tal que

|f(z1) = fz2)| < L+ |21 — 22, (2.7)

para quaisquer x1,Ts € I. Ou ainda,

<1, (2.8)

'M

xT1 — T2

para quaisquer xi,xs € I, com x1 # xa.

Observacao: Em alguns casos bem especificos, pode acontecer de uma funcao ser lipschitzi-
ana em todo o conjunto R. Nos casos em que isto ocorrer, diremos que a funcao é globalmente

lipschitziana em R.

Exemplo 8 Toda funcao afim é globalmente lipschitziana em R.

Solugao: Consideremos a funcao f : R — R definida por f(x) = az +b, com a,b € R e

a # 0. Para quaisquer x; e x5 em R, temos que:

|f(21) = fla2)| = [(az1 + b) — (az2 + b)| = [a(z1 — 22)| = |a| [z1 — 22].
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Pondo L = |a| > 0, segue que |f(x1)— f(x2)| < L|x1 — 22|, V x1,29 € R. Portanto, f é

globalmente lipschitziana em R.

Teorema 6 Seja f : I — R uma funcao lipschitziana num intervalo I C R. Entao, f é

uniformemente continua em I e, portanto, € continua em I.

Demonstragao: Devemos mostrar que, para qualquer € > 0, é possivel encontrar um § > 0
tal que |f(x1) — f(x2)| < e, sempre que |z7 — 3| < 0, quaisquer que sejam x1,x9 € I.

€
Seja L a constante de Lipschitz. Por hipdtese, dado & > 0, podemos tomar § = — > 0

L
€
(0 depende de €) tal que x1,29 €1 e |17 — a2 < T impliquem
€
|f(x1) = f(z2)| S Ll|zy — 22| < Lé=1L Z:&
Portanto, f é uniformemente continua em 1. "

Naturalmente, nos perguntamos se vale a reciproca deste teorema. Supondo f continua-
mente uniforme em I, serd que podemos afirmar que f é lipschitziana em [ 7 A resposta é

nao!

Exemplo 9 Seja a um nimero real positivo. A fun¢ao raiz quadrada f:[0,400) = R, dada
por f(x) =+/x, ndo € lipschitziana num intervalo do tipo [0,a]. Embora seja uniformemente

continua em [0, al.

Solugao: Com efeito, para quaisquer zi,zo € [0,a], com =z # x5, temos que

f(x1) — f(x2) VI — /T2

T1 — T2 T1 — T2

(VoL — Va2) (Va1 + /T2)
(1 —22) (Va1 + /22)

(z1 — 2) 1
(21 —22) (V1 + /22)
1

A/ T1 + /T2
1

NNy
Fazendo x5 = 4x;, notemos que /1 + /T2 = /o1 + V41 = 3/x1 €

lim 3y/z; = 0.

x1~>0+
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Assim, dado L >0, existe 0 <d <a tal que z; € (0,a] e 0 <z <4 implicam

1
3V -0 = ByAl = 3ya < 7,

1 1
3VT  VEL Vs

isto é, > L. Logo, existem x1,25 € [0,a] tais que

‘f(l‘l)—f(@) .

X1 — X2

e, portanto, a fungao raiz quadrada nao é lipschitziana num intervalo do tipo [0, a]. No entanto,

o Fxemplo @ garante que a func¢ao é uniformemente continua em [0, a.

Exemplo 10 Seja a um nimero real positivo. A fun¢ao raiz n-enésima f : [0,400) — R,

dada por f(x) = {/x, € lipschitziana em qualquer intervalo do tipo [a,+00).
Solugao: Dados z,z5 € [a,+00), temos que 1 > a e x3 > a. Logo,

[fla1) = flz2)] = [¥/o0 = /s

G )R ym) £+ () (V) ()

_ |71 — 25

T )R+ () () ()
1

< —|ZE1-?L’2|,

s

para quaisquer i, € [a,+00). Pondo L = — >0, vem que

S
n-({/a)"
|f(z1) = f(22)| < L|xy — 29

e, portanto, f é lipschitziana em [a,+00). Pelo Teorema @ f também é continuamente

uniforme em [a, +00).
Proposicao 22 A soma de funcoes lipschitzianas € lipschitziana.

Demonstracao:  Suponhamos que f e g sejam fungoes reais lipschitzianas definidas num
intervalo I C R, com constantes reais positivas L, e Ly respectivamente. Vamos mostrar que a

funcao f +g: I — R também é lipschitziana em I, com constante L = L; + Ly > 0.
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Sendo f e g fungbes lipschitzianas em I, temos que |f(z1) — f(z2)] < Li|zy — 22| e
lg(x1) — g(2)| < Lo |z1 — xo|. Agora, pela desigualdade triangular,
((f+9)(@) = (f+9)(x2)] = |f(z1) — fl22) + g(21) — g(a2)]
|f (1) = fl22)] + [g(21) — g(2)]

IN

IN

Ly |z — x| + Lo |z1 — 2]
= (L1—|—L2) |l’1 —l‘2|,
para quaisquer xq,xo € I. Portanto, pondo L = L; + Lo, temos

I(f +g) (1) = (f + 9)(x2)| < Ly — 22],

seguindo a tese. "

Proposicao 23 Seja k € R uma constante. Se f é uma funcao lipschitziana num intervalo
I C R com constante L. > 0, entao k- f também € uma funcao lipschitziana em I com

constante |k|- L > 0.

Demonstracao: Consideremos uma func¢ao f: I — R, lipschitziana em I, com constante

L > 0. Com efeito,

(k- ) (1) = (k- f)(@)] = k- (f(2r) = fe2))| = [k [f(21) = fx2)] < |R[- Ly = o,

para quaisquer xp,z9 € I. O que nos mostra que k- f é lipschitziana em I. "

Lema 10 Uma funcdo lipschitziana definida num intervalo limitado € limitada.

Demonstracao: Seja f:I — R uma funcao lipschitziana, definida num intervalo limitado
I C R, com constante L. Entao, existe k > 0 tal que |z| <k, paratodo z € I. Assim,

dados x1, 9 € I, decorre da desigualdade triangular que |z7 — xo| < |xy| + |2o| < b+ k = 2k

e, portanto
[f@)] = |f(z) = f(2) + f(22)]
< [f(@n) = flao)] + | f(22)]
< Lz — 2] + | f(22)]
< 2kL A+ [f(x2)].
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Fixando x9 e pondo M = 2kL + |f(x3)|, temos que |f(x1)| < M, para todo z; € I. .

Proposicao 24 O produto de funcoes lipschitzianas € lipschitziano, desde que as funcgoes es-

tejam definidas num intervalo limitado.

Demonstracao: Seja I C R um intervalo limitado e suponhamos que f : 1 — R e
g : I — R sejam funcoes lipschitzianas com constantes reais positivas L; e Lo, respectivamente.
Vamos mostrar que a funcao f-g: I — R também é lipschitziana em I.

Pelas hipdteses, temos que |f(z1) — f(z2)| < Ly |x1 — 23|, |g(z1) — g(x2)| < Lo |21 — 23]
Pelo Lema[1(] existe uma constante real M >0 tal que |f(z)] <M e |g(z)] < M, para

todo z € I. Da desigualdade triangular, segue agora que

((f-9)(@) = (f - 9)(@2)| = |f(z)g(@1) — f(2)g(x2)]
= [f(@1)g(z1) = f@2)g(x1) + fa2)g(w1) — f22)g(22)]
= |lf(z1) = fla2)lg(@1) + [fla2)lg(z1) — g(@2)]|
< f(@n) = fla)llg()] + [f(@2)] |g(a1) — g(x2)]|
< Lilw—as| M + M- Lyl — o

= M'(L1+L2)‘I1—$2|,
para quaisquer xp,x9 € I. Portanto, pondo L = M - (L; + Ls), temos

[(f - g)(z1) = (f - g)(x2)| < Llzy — 22,

seguindo a tese. "

Exemplo 11 Se I C R € um intervalo limitado, entao a funcao f : I — R, dada por

f(z) =2a™, para todo x €1 e paratodo n €N, € lipschitziana em I.

Solugao: Tomando arbitrariamente z,y € I, com =z > y, pela identidade algébrica em

(2.1) temos que

xn_yn _ (:E—y) (:En—l+mn—2y+.__+xyn—2+yn—1)'
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Dali,

[f(@) = f)l = 2" =y
= }(13 — y) (a;”*l —+ I"*Qy N xy”’2 + yn71)|
= r—yla T e a4y
Como I ¢ limitado, existe ¢ >0 tal que [z] <¢, paratodo x € I. Segue, pela desigualdade
triangular, que

[f (@) = f(y)l B Y B o 1 7

IN

[z =yl (= + y")
< |{L‘ _ y| (Cn—l + Cn—2 e+ o+ oo cn—? + cn—l)
= Jlz—yl(n- ).

Assim, pondo L =nc" ! >0, temos que |f(z) — f(y)| < L]z —y|, para quaisquer z,y € I,

isto é, f é lipschitziana em 1.
Proposicao 25 A func¢ao polinomial p: I — R dada por

p([E) = a,z" + an—lmn_l + -+ a1 + ap,

para n €N, a; € R, i=0,1,...,n e a, #0, € lipschitziana em qualquer intervalo limitado

I CR

Demonstracao: A funcao constante, dada por p(z) = a;, € lipschitziana em I. Além disso,
pela Proposicao e pelo Exzemplo , cada monoémio a;x', i = 1,...,n, ¢ lipschitziano
em [I. Por sua vez, a Proposicao garante que a soma dos n + 1 monomios também é

lipschitziana em I. Portanto, o polinomio dado por
p(z) = apz™ + ap12" 7+ az + ag

é lipschitziano em I. A constante L de Lipschitz pode ser obtida com base no Ezemplo [11]
observando que em cada monomio a;z° a constante é dada por L; =i - |a;| ¢t > 0, para

I =[—c,c]. Assim,

n
L = Zz ag| 1
i=1
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Exemplo 12 Considere o intervalo I = [—2,2]. Determine a constante L de Lipschitz da

funcgao polinomial p: 1 — R, dada por
p(z) = 2*+52% — 322 + 202 — 50.

Solugao:  Por hipétese, como I = [—2,2] é um intervalo limitado, temos que |z| < 2,
para todo = € I. Pela Proposi¢do [25, p é lipschitziana em I. Portanto, faz sentido querer
determinar a constante de Lipschitz. Sejam py = —50, p; = 20z, p, = —322, p3 = 53 e

= z*. Em cada um dos monoémios, a constante de Lipschitz é dada, respectivamente, por
b ) )

Ly = 0,
L = 1-]20/2° = 20,
Ly, = 2-|-3|2! = 12,
Ly = 3-|5/22 = 60,
e L, = 4-2% = 32.

Concluimos este capitulo com um resultado sobre a composicao de fungoes lipschitzianas.

Teorema 7 Sejam 1 CR e I, C R ntervalos, f:1; - R uma fungao lipschitziana em
I, com constante Ly, e g: Iy — R uma funcao lipschitziana em Is, com constante Ly. Se
f(I) C I, entao a fungdo composta go f : Iy — R € lipschitziana em I, com constante

L = L;- Ls.

Demonstracao:  Por hipdtese, como ¢ é lipschitziana em I, com constante Lo, dados
y1,Y2 € I, temos que

lg(y1) — 9(y2)| < La|yn — vl

Pelo fato de f ser lipschitziana em I, segue que

[(go f)(z1) = (go fl(z2)| = [g(f(z1)) =g (f(22))| < La[f(x1) = fla2)| < Laly|zy — 2

e, portanto, go f: I} — R ¢é lipschitziana em [;, com constante L = L; - Ls. "
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Exemplo 13 Consideremos f : [—%, %] — R, dada por f(z)=2x—-1, e g:[-2,2] = R,

4

dada por g(x) = z*. E possivel realizar a composi¢io g o f : [—%,%] — R? Em caso

317

N[

afirmativo, a fungao composta go f € lipschitziana em [—

Solugao: Como f ¢ estritamente crescente em [—1,3] e

sao, respectivamente, os valores minimo e maximo que f assume nesse intervalo, temos que
f([-3.3])) c[-2,2] e, portanto, faz sentido realizar a composi¢ao go f : [—1,3] - R, dada
por (go f)(x) = (22— )"

Pelo Exemplo@ f ¢ lipschitziana em [—%, %], com constante L; = |2| = 2. Pelo Ezemplo
g ¢ lipschitziana em [—2,2], com constante L, =4 -2% = 32. Pelo Teorema @ gofé

lipschitziana em [—3, 2], com constante L = L;- L, =2-32 = 64.
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Capitulo 3

Pontos Periodicos

As referéncias que utilizamos para escrever este capitulo podem ser encontradas em [4], [6],

[7], [9] e [10].

3.1 Ponto Fixo

Definicao 27 Sejam X C R wum conjunto nao vazio e f: X — X wuma fungcao. Dizemos

que o elemento zo € X € um ponto fixo de f, se f(xo) = zo.

Existem pelo menos duas maneiras de encontrar o(s) ponto(s) fixo(s) de uma fungao f.
A primeira é resolvendo a equagao algébrica f(z) = z. A outra é analisar graficamente a
intersecao de f com a bissetriz dos quadrantes impares, y = x. Nem sempre, porém, é facil

determinar o ponto fixo de uma funcao.

A pergunta que surge agora é: uma funcao sempre tem ponto fixo? O préximo resultado
afirma que toda funcao continua que leva um intervalo real nele préprio possui pelo menos um

fixo nesse intervalo.

Teorema 8 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimensao 1) Se f : [a,b] — [a, D]

¢ uma fun¢ao continua, entao f tem pelo menos um ponto fizo no intervalo |a,b.

Demonstracao: Se f(a) =a ou f(b) =0b, nada temos a provar. Caso contrario, f(a) > a

e f(b) <b. Nosso objetivo é mostrar que existe zg € [a,b] tal que f(zg) = 0.
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Consideremos a funcao auxiliar ¢ : [a,b] — [a,b] dada por ¢(x) = f(x) — x, para todo
x € [a,b]. Certamente, ¢ ¢é uma funcdo continua, pois é a diferenca entre fungdes continuas.
Como, por hipétese, f(a)—a >0 e f(b)—b < 0, temos que ¢(a)p(b) < 0. Concluimos, entao,

pelo Lema[8 que existe um zq € [a,b] tal que ¢(zy) = 0, isto é, tal que f(zo) = 0. n

Definicao 28 Seja f: X — X wuma funcado, definida em um conjunto X C R. Para todo
nimero n, n € NU{0}, definimos f" como:

fO=id  (Funcao Identidade)

fr=1r
fr=fofrt
Observacgao:  Quando usarmos a notacao f™(zg) estaremos indicando a n-ésima itera¢ao

de f no ponto xy, ou seja, a n-ésima composicao de f sobre si mesma no ponto zy. Assim,
estabelecemos que

f2(x0) = (fo f)(zo) = f(f(xo)) éasegunda iteragao de f em zy;

F2(x0) = (fo f2) (wo) = f(f(f(xo))) & a terceira iteragao de f em xy;

[ (wo) = (fo fY (wo) = f(f(...f(x0)...)) é a n-ésima iteragdao de f em wg.

3.2 O Teorema de Li e Yorke

Nesta secao vamos estudar um resultado que, na literatura matematica, ficou conhecido
como Teorema de Li-Yorke. Este afirma que a existéncia de um ponto periddico de periodo
3, numa funcao continua, garante a existéncia de pontos periédicos de qualquer outro periodo.

Para prosseguirmos com o assunto, passemos primeiramente a definicao de ponto periddico.

Definicao 29 Seja X C R wm subconjunto qualquer. Dizemos que xy € um ponto periodico
de uma fun¢ao continua f: X — X, se f"(xo) =x9, para algum n > 0.
Além disso, quando k é o menor mimero natural satisfazendo f*(xo) = xo, dizemos que

xo € um ponto periddico de periodo k. Neste caso, temos que f¥(x¢) = z9 e f/(x) # xo
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para 1 <j <k.

O ponto firo é um caso particular de ponto periddico. Se x9 €é um ponto fixo, entao

f(zo) = 9. Obviamente, o periodo do ponto fixo é 1.

Definigao 30 Seja f: X — X uma funcdo, definida num subconjunto X C R. A orbita de

um ponto xg € X em relacdo a f € o conjunto

Oy (@) = {zo, f(20), f(20), f*(20), ..} = {f"(20) : n > 0}.
Se xy € um ponto periddico de periodo k, entao O(xg) € o conjunto finito:
Oy(x0) = {0, f(20), f2(0)s s f1(w0)} = {f7(20) : 0 < j <k — 1}

Lema 11 Se xy € um ponto periddico de periodo k, entio o conjunto Of(xg) possui exatamente

k elementos distintos.

Demonstragao:  Por hipdtese, temos que f*(xg) = 79 e fi(xg) # 29, para 1< j < k.
Suponhamos, por absurdo, que existissem ntimeros naturais r e s taisque 1 <r <s <=k e

f(zo) = f*(x0). Fazendo k — s =p, terfamos que

FP (o) = f7 (f7 (o)) = f7 (f*(x0)) = f7*(wo) = fF9 (o) = f*(0) = 0.

Mas isso contradiz a hipétese, visto que p+r < k. "

Exemplo 14 Consideremos a fungio f:R — R, dada por f(x)=2%>—1 paratodo x € R.

Vamos determinar o conjunto Og(0).

Solugao: Temos que:

f(0) = -1,
f20) = f(f(0)) = f(-=1)=0 e
F20) = f(f2(0)) = f(0) = —1L.

Logo,
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O5(0) = {0, —1}.

O Teorema de Li-Yorke contém uma afirmacao simples, porém surpreendente, a respeito de
pontos periddicos. Ele nos diz que se uma funcao continua tem um ponto periédico de periodo
3, entao a fungao também tem pontos periddicos de todos os outros periodos. Antes, porém,
de prosseguirmos com o teorema, vejamos trés lemas importantes que serao utilizados na sua

demonstracao.

Lema 12 Seja F : I — R uma fungao continua, definida num intervalo I C R. Para qualquer

intervalo fechado e limitado J C F(I), existe um intervalo fechado e limitado I' C I tal que

F(I') = J.

Demonstracao: Seja J = [F(p), F(q)], onde p,q € I =[a,b]. H& duas possibilidades:
(¢) p < q. Consideremos 7,5 € [p,q] satisfazendo as seguintes condigoes: r < s, 1 é 0o
ultimo ponto do intervalo tal que F(r) = F(p) e s é o primeiro ponto do intervalo tal que
F(s) = F(q). Pondo I'=[r,s|, temos que F(I')=J. (Vejaa Figura[3.1])

(i4) ¢ < p. Sejar o ultimo ponto do intervalo [a, ] tal que F(r) = F(q) e seja s o primeiro
ponto do intervalo [a,b] tal que F(s) = F(p), com r <s. Pondo I'=[r,s|, temos também

que F(I')=J. (Veja a Figura[3.9) n

Lema 13 Sejam f: I — I wma fungao conlinua e (]”)nENU{O} uma sequéncia de intervalos
fechados e limitados, com I, C I e I,y C f(l,) para todo n € N.  Entdo, existe
uma Sequéncia (Qn>neNu{o} de intervalos fechados e limitados tal que Qni1 C Qn, C Iy e

f™(Q,) =1, para todo n € NU{0}.

Demonstragao: Por inducao sobre n.

(4) Definindo Qo = Iy, observemos que f°(Qo) = Iy. Por hipdtese, existe o intervalo fechado
e limitado I; tal que I C f(Iy) = f(Qo). Pelo Lema , existe ()1 C Qo, fechado e limitado,
tal que f1(Q1) = f(Q1) = I,. Portanto, a afirmagao ¢ vélida para n = 1.

(#1) Agora, vamos supor que @, foi definido de tal forma que f"(Q,) = I,. Entao,

L1 C f(I) = fo fr(Qr) = fTHQ,).
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F(b)

F(q)

F(p)

F(a) -

Figura 3.1: Caso 1: p <gq

Pelo Lema , aplicado a fungao f™, existe Q.11 C Q, tal que [ Q1) = I41.

Pelo Principio da Inducao Finita, segue a tese. "

O préximo lema é uma aplicagao imediata do Lema de Bolzano.

Lema 14 Sejam G :J — R wma fun¢ao continua, definida num intervalo J CR, e I CJ

um intervalo fechado e limitado. Se I C G(I), a fungdo G tem ponto fizo no intervalo I.

Demonstragao: Seja [ = [a,b]. Tomemos os pontos « e § no intervalo I tais que G(«a) = a,
G(5) = b e consideremos a funcdo auxiliar H : J — R, dada por H(z) =z — G(z), para
todo x € J. Notemos que H é a diferenca de fungoes continuas e, portanto, também é
continua. Além disso, como « >a e [ <b, temos que a > G(a) e B < G(B), ou seja,
B—G(B) <0< a—G(a). Concluimos, pelo Lema [, que existe pelo menos um zy € I C J

tal que H(zg) = 0, ou seja, tal que G(zg) = xo. n
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F(a)

F(q)

F(p)

F(b)-

Figura 3.2: Caso 2: ¢ <p

Exemplo 15 Seja ¢ : [1,3] — [1,3] definida de tal forma que em cada intervalo [n,n + 1],
1 <n <2, ¢ €éuma funcdo afim, com ¢(1) =2, p(2)=3 e ¢(3)=1. Vamos mostrar que

@ possut pontos periodicos de periodos 1, 2, 3 e 4.

Solugao:
(¢) FExiste ponto periddico de periodo 1.
Como (1) =2, ¢(2) =3 e ¢(3) =1, temos que ¢ é a fungao dada por
r+1, sel <x <2

p(z) =
—2x+7, se2<z<3.

Notemos que

[2’3] - 90([273]) = [173]'

Pelo Lema , ¢ tem ponto fixo no intervalo [2,3]. De fato, neste intervalo ¢ é uma fungao
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afim, estritamente descrescente, dada por ¢(z) = —2x + 7. Logo,

7
plp)=p & ~W+T=p & p=g (3.1)
e, assim, p = — ¢é um ponto peridédico de periodo 1. Portanto, a reta y = x intersecta o

7T
grafico de ¢ no ponto P = <§, §> (Veja a Figura )

Figura 3.3: Grafico de ¢

(i¢) Existem pontos periddicos de periodo 2.
Primeiramente, vamos determinar a lei de formacao de 2.

(a) Se 1<z<2 entdo 2<¢(x) <3 e p(x)=x+1. Dal,
p'(r) = ¢(p(@) =@ +1) =2 +1)+7= -2z +5. (3.2)
Notemos que, p?(1) =3 e ¢*(2) =1, logo ¥*([1,2]) C [1,3].

(b) Agora,se 2<z < -, entdo 2<¢p(z) <3 e p(r)=-2x+7. Logo,

DN | Ot

Pla)=p(p@)=p(-20+7)=—2(-20+7)+7=42 -7 (3.3)

e, portanto, ¢* ([2,5 [1,3].

r <3, entdo 1 <p(z)<2 e p(r)=—-2x+7. Dali,

) c
’ . 5
(c) Por tltimo, se 5 <

() =p(px) =p(—20+T7)=(—22+7)+1=—2z+38. (3.4)
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Como ¢?(2) =3 e ¢*(3) =2, temos que ¢*([2,3]) C [1,3].
De (a), (b) e (c), segue que ¢? é a funcao dada por

/

—2rx+5, sel<zx<2;

902<5U): 4r — 7, se2<zx<

Nt

)

—2x + 8§, seg§x§3.

\

Seja Q2 = [2,3]. Como Q> C ¢?(Q2) = [2,3], segue do Lema que ¢?* tem ponto fixo
no intervalo Q5. De fato, neste intervalo ¢? é uma funcao afim, estritamente decrescente, dada

por *(x) = —2x + 8. Logo,

8
Pl)=q & -20q+8=q & g¢=3

5
Como ¢(q) = 3 temos que q = 3 ¢ um ponto periddico de periodo 2 e sua orbita em relacao
apé:
8 5
Opla) =1{g. v} =155 (3.5)
Notemos que a reta y = x deve intersectar o grafico de ¢? em pelo menos 3 pontos. De

55 8 8 T
fato, além de R; = (5’ g) e Ry = <§, 5) a intersecao também ocorre em Ry = <§, §>
Contudo, em razao de (4.1), embora seja ponto fixo de p?, p = = é um ponto periédico de

3
perfodo 1. (Veja a Figura[3.4)

(i12) Existem pontos periddicos de periodo 3.
E claro que ¢ tem pontos periddicos de periodo 3, pois, por hipdtese, 1 é um ponto de

periodo 3. Logo, a érbita de 1 em relacao a ¢ é:

0,(1) = {1,90(1), 902(1>} ={1,2,3}. (3.6)

A lei de formacao de ¢? é dada por
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4x — 3, Selgxgg'
—2x + 6, se 3 <x<2
p*(x) = 4x — 6, se2 <z <2

—8z + 21, se%ﬁxgg'

4xr — 9, segngB.

\

7
porém, em razao de (4.1), p= 3 é um ponto periédico de periodo 1. (Veja a Figura

(iv) Existem pontos periddicos de periodo /.
Vamos determinar primeiro a lei de formacao de ?.

(a) Se 1<z< Z, entdo 1< ¢3(z) <3 e ¢3(r) =4z —3. Dali,
Pl z) = (P*(2)) =p(dr—3)= (4o —3)+1 =4z —2. (3.7)
Notemos que ¢*(1) =2 e ¢*(2) =3, logo ¢*([1,3]) C [1,3].

)
D 3 < 3 3
(b) Se nggi, entdo 1< ¢?(z) <3 e ¢*(z) =4z —3. Logo,

Q04

~—

z) =¢ (¢*(x)) = ¢4z —3) = —2(4a — 3) + 7= —8z + 13. (3.8)
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Figura 3.5: Grafico de 3

Como ¢*(2)=3 e ¢*(2) =1, temos que ¢*([3,3]) C[1,3].
(c) Se ; <z <2 entao 2<¢¥(z) <3 e ¢3(x) = —22+6. Assim,

ol z) =0 (P’ (2) =p(—2046)=—-2(—22+6)+T7T=4z—5 (3.9)
e, portanto, ¢* ([2,2]) C [1,3].

(d) Se 2<z<

N

, entdo 2 < p3(x) <3 e ¢*(x) =4x —6. Dali,
o' (z) = ¢ (¥’ (2)) = p (42 — 6) = —2(4z — 6) + 7 = —8z + 19. (3.10)

Notemos que ¢*(2) =3 e ¢*(2) =1, logo ¢*([2,9]) C [1,3].

19
(e) Se % <z< R entdo 1 < 3(z) <3 e p3(z) = -8z +21. Logo,
o'(z) = ¢ (¢’ (2)) = p(—8x 4 21) = —2(—8z + 21) + 7 = 16z — 35. (3.11)
Como ¢*(§) =1 e ¢*(¥) =3, temos que ¢*([3,%]) C [1,3].

19

) .
(f) Se T <z< 2 entdao 1 < 3(z) <3 e ¢3(r) = =8z +21. Assim,

o' (z) = ¢ (¥*(2)) = p(—8x+21) = (—8z +21) + 1 = —8z + 22. (3.12)

Visto que ¢*(2) =3 e ¢*(2) =2, conclufmos que ¢* ([%,2]) C [1,3].
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) 11
(g) Se 3 <z< T entao 1 < ¢3(z) <3 e ¢3(x) =42 —9. Dal,
o'x)=¢ (@) =p(z—9) =4z —9)+1=4z -8 (3.13)

Como ¢*(3) =2 e ¢*(4) =3, temos que ¢*([3,%]) C [1,3].

11
(h) Por tltimo, se T Sz< 3, entdo 1< ¢3(x) <3 e ¢3(r) =42 —9. Assim,

o' (z) = ¢ (¥’ (2)) = p (4 — 9) = —2(4x — 9) + 7 = —8z + 25. (3.14)

e, portanto, ¢* ([&,3]) C [1,3], pois ¢* () =3 e ¢*(3)=1.

Dos itens (a) até (h), segue que ¢* é a fungao dada por

4o — 2, selﬁxﬁ%
—8x + 13, se%ﬁxﬁ%'
4x — 5, se3<xr<2:
—8z + 19, seQSxS%
162 — 35, se%ﬁxﬁ 19.
—8x + 22, se 2 ngg'

4xr — 8§, seggxgu'

—8x + 25, se i <2 < 3.

\

Agora, seja Q4 = [, 2]. Como Q4 C ¢*(Qu) = [2,3], segue do Lemaque ©* tem ponto

fixo no intervalo Q4. De fato, neste intervalo ¢* é uma funcao afim, estritamente decrescente,

dada por ¢*(z) = —8x + 22. Logo,

22
or)=r & Sr+2=r < r=g-
19 25 13 22
Como ¢(r) = 5 O (r) = 35 © ©3(r) = 5 concluimos que r = 0 é um ponto periédico
de periodo 4 e sua orbita em relagao a ¢ é:
22 .19 25 13
0.0) = {r. o). #0), # 0} = {5 3.5 5} (3.15)
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Notemos que a reta y = z deve intersectar o grafico de p? em pelo menos 7 pontos:

le E’E 7T2: §7§ 7T3: £7E 7T4: Zaz 7T5: gag 7T6: §7§
9°9 33 9°9 33 9°9 33

25 25
e Ty = (3, 5) (Veja a Figura )

Figura 3.6: Grafico de ¢*

Exemplo 16 Seja ¢ a fun¢io do Evemplo [15 Para n = 0,1,2,3,4, seja I, C [1,3] a
sequéncia de intervalos tais que Iop =1[2,3|, I =1[2,3], IL=1[2,3], I3=1[1,2] e I, =12,3].

Vamos encontrar a sequéncia de intervalos @y C Q3 C Qo C Q1 C Qo tais que ¢™(Q,) = I,.
Solugcao: Como

2,3] Ce([2,3]) = [1,3],
1,2 Co([2,3) =[1,3] e

[2’3] - @([172D = [273]7

temos que Iyi1 C ¢ (1)), para A =0,1,2,3. Pelo Lema[l3 existe uma sequéncia de intervalos

(Qn) talque Qs CQR3C Q2 C Q1 C Qo e ¢"(Qn) =1y, para n=0,1,2,3,4. De fato:
(1) ¢"(Qo) = Qo= 1o =1[2,3].

(#) Seja Qi =[2,2]. Entao,
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5 5
9) = °) = 922 47 =2
p(2)=3 e 30(2) 5+

e, portanto, Q1 C ¢ (Q1) =1 = [2,3].

o
&
197]
n
5.
O
[\
N
©
no
—
O
)
SN~—
|
on
Il
™
L0

19 19 ) )
3 — 82 19] = 3o ) =-8-+21=1
gp( ) 88+ e go(Q) 82+ ,

(v) Por dltimo, se Q4 = [12, 3], temos que

82
19 19 by 5
) =824 22= 4(2) =82 +22=2
@(8) 88+ 3 e go(Q) 82—|— ;

e, portanto, Qu C ¢*(Q4) = I, = [2,3].

Teorema 9 (Li-Yorke) Seja ¢ : I — I uma fung¢ao continua, definida num intervalo I C R.
Suponhamos que exista um ponto a € I para o qual os pontos b = p(a), ¢ = ¢*(a) e
d = p*(a) satisfacam as desigualdades d < a <b <c ou d>a > b > c. FEntdio, p tem

pontos periodicos de periodo k, para todo natural k.

Demonstragao:
(a) Consideremos a primeira desigualdade: d <a <b < c.

(¢) Como, por hipétese, ¢(b) =c e ¢(c) =d < a, temos que [b,c] C ¢([b,c]). Pelo
Lema [1]} segue que ¢ tem ponto fixo no intervalo [b,¢], isto é, existe zo € [b,c] tal que
f(zo) = xy. Portanto, ¢ tem ponto periédico de periodo 1.

(#¢) Para k > 1, definimos I, = [b,c], para 0 <n <k —2, I} 1 = [a,b] e Iy, = I,.
Como [b,c] C ¢([b,c]), [b,c] C ¢ ([a,b]) e [a,b] C w([b,c]), temos que I,1 C o(I,).
Pelo Lema , existe uma sequéncia de intervalos fechados e limitados (Qn),eny (0} tal que

Qni1 CQLC...CQo=1I=1[bc] e ¢ (Q,) =1, Logo,
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Qk C ka—l - Qk_z C...C Qg =1y,= [b, C] e gOk(Qk) =1, =1,= [b, C].

Assim, temos que Qp C ©*(Qy). Pelo Lema concluimos que ¢* tem ponto fixo no intervalo
b, c], isto ¢, existe xg € Qr C [b,c| tal que *(xg) = xp.

Ainda resta provarmos que o perfodo de xq é k, isto é, resta provar que ¢’(xg) # o para
1 < j < k. Por absurdo, suponhamos que existisse algum j < k —1 tal que ¢’(z9) = wo.

Entao, a érbita de xy em ¢ seria

Op(w0) = {xo, p(w0), ¥*(x0), ©*(20), .-, '~ (w0)} C [b, c],

pois I, = [b,c], para 0 <n <k —2, Lix=1, e ¢"(Q,) =I,, para n € NU{0}. Por outro
lado, como I;_; = [a, b], terfamos que ¢*~!(xo) € [a,b], ouseja, ¥ (zo) € [a,b]N[b, c] = {b}.

Disso, seguiria que ¢*(zg) = ¢(b) = ¢ e daf

(karl(xO) = 90<C) =d<a ¢ [bv C]?
o que é uma contradigao, uma vez que "1 (z) pertence a O, (o).

(b) Consideremos agora a segunda desigualdade: ¢ < b < a <d.

(¢) Como, por hipétese, ¢(b) =c e ¢(c) =d > a, temos que [c,b] C ¢ ([c,0]). Pelo
Lema [1]} segue que ¢ tem ponto fixo no intervalo [c,b], isto é, existe zo € [c,b] tal que
f(xg) = zo. Portanto, ¢ tem ponto periédico de periodo 1.

(#¢) Para k > 1, definimos I, = [¢,b], para 0 < n < k —2, I = [ba] e Ipin = I,
Como [c,b] C ¢([c,b]), [c,b] C w([b,a]) e [b,a] C ¢ ([c,b]), temos que I,11 C (1)
Pelo Lema , existe uma sequéncia de intervalos fechados e limitados (@Qn),cny (0} tal que

QnJrl - Qn C...C QO = [0 = [07 b] e n(@n) = [n LOgO,
Qe CQr1CQr2C..CQ=1I=I[cb e Q) =1Ir=1Iy=cb]

Assim, temos que Qr C ©*(Qy). Pelo Lema concluimos que ¢* tem ponto fixo no intervalo
[c,b], isto é, existe g € Qr C [e,b] tal que *(xg) = 0.

Ainda resta provarmos que o periodo de g é k, isto é, resta provar que ¢’(zy) # 1o para
1 < j < k. Por absurdo, suponhamos que existisse algum j < k—1 tal que ¢’(z9) = 0.

Entao, a érbita de xg em ¢ seria
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Oy (o) = {0, w(0), ©*(w0), ©*(w0), .-, @' (o) } C [c, 1],

pois I, = [¢,b], para 0 <n <k —2, L,y =1, e ¢"(Q,) =I,, para n € NU{0}. Por outro
lado, como I;_; = [b, a], terfamos que ¢*~!(zo) € [b,a], ouseja, *(zg) € [c,b]N[b,a] = {b}.

Disso, seguiria que ¢*(zg) = ¢(b) = ¢ e daf

Pt (wo) = p(c) =d > a ¢ [c, 0],

k+1(

o que é uma contradigdo, uma vez que " (zy) pertence a O,(zo). .

Lema 15 Se xg é um ponto periddico de periodo 3 em @, entdo os pontos xy, p(xg) e
©*(xo) podem ser ordenados de modo a satisfazerem uma das duas desigualdades do Teorema

de Li-Yorke, com d = a.

Demonstragao:  Por hipdtese, temos que ¢*(zg) = 19, ©*(79) # o € ©(x0) # 0.
(¢) Inicialmente, vamos supor que xy < @(x).

(a) Se ©*(xg) > @(xg), entdao zy < p(x0) < Y3(1g), com a = xy, b = p(xg) e
c = p?(xg), obedecem a primeira desigualdade.

(b) Suponhamos agora ¢%(zy) < p(xg). Neste caso, podemos ter zy < p?(xy) < (),
com a = @(zg), b = ¢*(xg) e ¢ = p3(x9) = wo, obedecendo & segunda desigualdade;
ou podemos ter ainda ¢*(zg) < wg < @(z9), com a = p*(xg), b = P>*(xy) = Ty €

c = ¢*(z0) = ¢(z0), obedecendo & primeira desigualdade.

(#¢) Consideremos agora xy > (o).

(a) Seja ¢?(xg) < ¢(z9). Entdo, ¢*(xg) < ¢(z0) < o, com a = zg, b= p(xy) e
c = ¢©*(zg), obedecem A segunda desigualdade.

(b) Suponhamos agora ¢?(zy) > p(xp). Neste caso, podemos ter (xy) < o < p?(x0),
com a = p3(xg), b= p3(1rg) =19 ¢ ¢ = p*(xg) = p(xg), obedecendo & segunda desigualdade;
ou podemos ter ainda ¢(zy) < p?(z0) < 7o, com a = p(xg), b= p?(xg) e c= p*(xg) = zy,

obedecendo a primeira desigualdade. "

Corolario 2 Se ¢ : [ — I tem um ponto periodico de periodo 3, entao ¢ também tem pontos

periodicos de todos os outros periodos.
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Demonstracao: Pelo Lema[17 ¢ satisfaz umas das duas desigualdades: d <a <b < c¢ ou
d>a>b>c Dai o Teorema de Li-Yorke garante que ¢ tem ponto peridédico de qualquer

periodo. .
A seguir daremos um exemplo para mostrar que periodo 5 nao implica periodo 3.

Exemplo 17 Seja F :[1,5] — [1,5] definida de tal forma que em cada intervalo [n,n + 1],
1 <n <4, F €éuma funcio afim, com F(1) =3, F(2) =5 F@3) =4, F4) =2 e

F(5) = 1. Vamos mostrar que F' possui pontos de periodo 1 e 2, mas nenhum de periodo 3.

Solucao:
(¢) Existe ponto periédico de periodo 1.
Como, por hipétese, F(1) =3, F(2) =5, F(3)=4, F(4) =2 e F(5) =1, entao F é a

funcao dada por

2x + 1, sel <x<2;
—r+7, se2<x<3;
—2x + 10, se 3 <x <4

—x + 6, sed <z <5,

Notemos que

[172] Z F<[172]) = [375]7
2,3] € F([2,3]) = [4,5] e
[4,5] ¢ F([4,5]) = [1,2].

Logo, nao ha pontos fixos nos intervalos [1,2], (2, 3] e [4,5]. Por outro lado,
3,4] C F(3,4) = [2.4]

Pelo Lema , F tem ponto fixo no intervalo [3,4]. De fato, neste intervalo F' é uma funcao

afim, estritamente decrescente, dada por F(x) = —2z + 10. Logo,

10
Fp)=p & -2p+10=p < p==3 (3.16)
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10
e, assim, p = 3 ¢ um ponto peridédico de periodo 1. Portanto, a reta y = x deve intersectar

10 10
o grafico de F' apenas no ponto P = (?’ ?) (Veja a Figura )

Figura 3.7: Grafico de F

(#¢) Existem pontos periédicos de periodo 2.

Por composicao, F? é a funcao dada por

;

—4x + 8, selgxgg;

—2x+5, sed<az<2

Por inspecao, temos que

2,3] ¢ F*([2,3]) = [1,2].
Como [2,3]N[1,2] = {2}, mas F?(2) =1, concluimos que nao existe ponto fixo no intervalo

[2,3]. Por outro lado,
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[1’2] C F? ([172]) = [174]7
[3,4] C F? ([3,4]) = [2,5] e

[4,5] C F?([4,5]) = [3,5].

Pelo Lema , F? tem ponto fixo em cada um dos intervalos [1,2], [3,4] e [4,5]. Por exemplo,

no intervalo [4, 5], F? ¢ uma funcao afim, estritamente decrescente, dada por F(z) = —2z+13.
Logo,
9 13
Fi¢9)=q & —-2q+13=¢q < 7=
b 13 s ) L
Como F(q) = 3’ temos que ¢q = 3 é um ponto periédico de periodo 2 e sua érbita em

relacao a F' é:

Or(a) = {0, Fla} = { 3.3} .17

5
De (3.17)), segue que 3 € [1,2] também é um ponto de periodo 2 e, portanto, ponto fixo de

F?

Notemos que a reta y = x intersecta o grafico de F? em exatamente 3 pontos. De fato,

55 13 13 10 10
além de @, = (5, §) e Q3= (?’ ?) a intersecao também ocorre em Qg = (?, §>

Contudo, em razao de (3.16)), embora seja ponto fixo de F?, p = 3 € [3,4] ¢é um ponto

periédico de perfodo 1. (Veja a Figura[3.8)

Figura 3.8: Grafico de F?

(#12) Nao existe ponto periédico de periodo 3.
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Por composicao, F3 é a funcido dada por

(

8xr — 6, selﬁxﬁ%;
dr—1, se2<z<3y
—4x + 11, Se%SxSQ'
2x — 1, se 2 <x < 3;
F3(z) = —4x + 17, S€3§$<%;

—8x + 30, se B <x <L

—2x +9, se%§x§4;
2¢ — 7, se4§x§%;
4x — 16, seg§x§5

\

Vamos mostrar agora que F? admite apenas um ponto fixo, pertencente ao intervalo [3, 4].

Por inspecao, ¢ possivel observarmos que

[1,2] ¢ F°([1,2]) = [2,5],
2,3] ¢ F°([2,3]) =[3,5] e

[4,5] ¢ F°([4,5]) = [1,4].

Como [1,2]N[2,5] = {2}, [2,3]N[3,5] = {3} e [4,5]N[1,4] = {4}, mas F3(2) =3, F3(3)=5
e F3(4) =1, concluimos que F nao tem ponto fixo nos intervalos [1,2], [2,3] e [4,5]. Por

outro lado,
[3.4] € F?([3,4]) = [1,5].
Segue, do Lema , que F? tem ponto fixo no intervalo [3,4]. De fato, neste intervalo, F?3 ¢

uma funcao afim dada por

—4r +17,  se3<ax <1

() = —8x + 30, se 13§:L‘§%'

—2x + 9, se L < g <4,
\
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Dai, se r € [3,2], ro €[, 1] e rp €[L,4] sdo pontos fixos, temos que

17 [ 13
F3(7’1):7’1 = —A4ri+17=7r = leg = 7’1€ 3,Z:| ;
10 (13 7
F3(ry) =1y & —8ro+30=ry, & rm=— = rec|— =|;
3 | 472
3 7
F(T3):7’3 = —27’3+9:T3 = T3:3 = 7’3¢ 5,4 ;
0, . s ) 10
e, portanto, ro = 3 é o unico ponto fixo de F*°. Porém, em razao de (3.16)), 7o =p = 3 é

um ponto periédico de periodo 1.

10 10
Logo, a reta y = = intersecta o grafico de F® apenas no ponto R = (?’ 3) (Veja a

Figura[3.9)

Figura 3.9: Grafico de F?

Assim, concluimos que F' nao admite ponto periédico de periodo 3.

O Teorema de Li- Yorke fornece, portanto, uma condicao para que funcoes do tipo f: I — 1
tenham pontos periédicos de todos os periodos. Por outro lado, surge a seguinte questao:
existem funcgoes do tipo f: I — I que possuam um unico ponto periodico?

No outro extremo a seguir, apresentaremos uma condi¢ao para que funcoes de intervalos em

intervalos tenham um tnico ponto periédico de periodo 1.
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3.3 Contracoes

Definicao 31 Seja f : I — R wuma fungao continua, definida num intervalo I C R, que
satisfaca a condicdo de Lipschitz, com constante L.
(1) Se 0< L <1, dizemos que f é uma contragdo;

(1) Se L =1, dizemos que f € uma contracao fraca.

Teorema 10 (Teorema do Ponto Fixo das Contracoes, de Banach) Se I C R ¢ um
intervalo fechado, entdo toda contracao ¢ : 1 — I possui um unico ponto fizo. Mais precisa-

mente, fitando qualquer xo € I, a sequéncia das aproximacgoes sucessivas

T = ¢($0)7 Ty = gb(l‘l)f cee s Tppl = ¢($n),

converge para o unico ponto T € I tal que ¢(T) =1T.

Demonstracao:
(1) Existéncia.  Vamos mostrar primeiramente que (x,) é uma sequéncia de Cauchy e,
portanto, converge. Por hipétese, ¢ : I — I ¢é uma contragao, logo existe um nimero real

0<k<1 tal que

|6(y) — ¢(x)] < Ky — =],

para quaisquer z,y € I. Neste caso, temos também que
|Tnt1 — 2| = [$(@n) — G(n-1)| < klzn — T,

de onde, |21 — 2| < k|z, — 21| Pelo Lema[d concluimos que (z,) é uma sequéncia de
Cauchy.

Agora, a hipétese de I ser fechado garante a existéncia de um numero real = € I tal
que lim z, = z. Além disso, como ¢ é uma funcao lipschitziana, entao ¢ é também continua.

n—oo

Finalmente, da continuidade de ¢, segue que

6(z) = ¢(lim xn) = lim g(z,) = lim 21 = 7,

de onde, ¢(z) = .
(i) Unicidade. Suponhamos a,b € I, tais que ¢(a) =a e ¢(b) =0b. Segue que
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la = bl = |¢(a) = ¢(b)] < kla—b],

ouseja, (1—Fk)la—0b] <0. Como 1—Fk >0, concluimos que |a—b| =0, de onde a = b.

O que completa a demonstracao. "

Exemplo 18 Seja f : R — [—1,1] a fun¢do dada por f(z) = cos(z), para todo xz € R.

“ ="(igual). Perceba que, reite-

Digite numa calculadora cientifica cos(1) e aperte a tecla
rando o processo n vezes (n > 50), isto €, calculando f™(1), o valor comecga a convergir para

0,739085133..., que € o ponto fixo da funcao cosseno.

Mais adiante, no Ezxemplo provaremos que a fungao f :[-1,1] — [-1,1], dada por

f(z) = cos(x), é uma contragao.

Exemplo 19 A funcao f:R — R", dada por f(x) =1+ 22, é uma contracao fraca, mas

nao possui ponto fixo.

Solucgao:
(x) Paraquaisquer z,y € R, tais que z # y, sempre temos (z—y)? > 0, isto é, x2+y? > 2xy.

Disso, segue que

VI+y2) (L+a2) = 1+a2+y2+ (y2)? >% 1+ 20y + (y2)? =

= (1+yzx)® = 14+yz| > yo+1.

Agora, vamos mostrar que f é uma contragao fraca. Com efeito,

) = J@)] < ly-a VI+y2-Viea| < Jy—al
(\/1+y2—\/1+x2)2< (y — )

(1+y2)—2\/(1+y2)(1+x2)+(1+x2) < y* — 2z + 2

=2/ (1+92)(1+22)+2 < —2yz

—2/(1+92) (1 +22) < —2(yz+1)

(I

VI +y2) (1 +22) > yr+ 1.

A ultima equivaléncia da cadeia garante, em virtude de (%), que f é uma contracdo fraca.

Porém, f(z) > z, para todo = € R.
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Exemplo 20 Se uma fun¢ao ¢ satisfaz as hipoteses do Teorema de Li-Yorke, entao ¢ nao é

uma contracao.

Solugao: Seja ¢ : I — [ uma fungao continua, definida num intervalo I C R e suponhamos
que exista um ponto a € R tal que b= p(a), c=p?(a) e d=¢3*(a), com d<a<b<c

(o caso em que d > a > b > c pode ser tratado de modo andlogo). Temos que
[b.c] C [d,c] = ¢ ([b,c]).
Assim, se A\; >0 e Ay > 0 designam, respectivamente, as amplitudes dos intervalos [b, c| e

[d,c], entao A; < Ay. Logo,

[o0) — ()] _ le—d] _ Je—dl _ A

|b—¢] b—c  le=b N

> 1.
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Capitulo 4

Derivabilidade

A bibliografia utilizada para escrever este capitulo estd baseada em [6], [7] e [9].

4.1 A Definicao de Funcao Derivavel

Definicao 32 Sejam f : X — R wuma funcao, definida num subconjunto X C R, e um

onto a € X'NX. Dizemos que f € uma funcao derivdvel no ponto a, se existe o limite
p

o 1) = (@)

r—a T — Q

= [f'(a).
Neste caso, indicamos por f'(a) a derivada de f no ponto a.

Definicao 33 Dizemos que f é uma funcdao derivdvel, se f ¢ derivavel em todo ponto do seu

dominio.

Definicao 34 Sejam f : X — R wuma funcao, definida num subconjunto X C R, e um
ponto a € X! N X. Dizemos que f é uma funcio derivdvel a direita mo ponto a, se

existe o limite

i f@) = f@)

z—at Tr—a

= [ila).

Neste caso, indicamos por f' (a) a derivada lateral a direita no ponto a.

Definicao 35 Sejam f : X — R wuma funcao, definida num subconjunto X C R, e um

onto a € X' N X. Dizemos que f € uma funcdo derivdvel a esquerda no ponto a, se
p
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existe o limite

i {0 = £(@

r—a~ r —a

= fl(a).

Neste caso, indicamos por [’ (a) a derivada lateral a esquerda no ponto a.

Proposicao 26 Seja a € X um ponto de acumulacdo a direita e a esquerda. Entao, f'(a)

existe se, e somente se, existem, e sio iguais, as derivadas f' (a) e fi(a).

Exemplo 21 Sejam n €N e f:R — R a fungio dada por f(x) = x™. Mostre que f €

derivdvel em R e que

fla)=n-a""

para todo a € R.

Solucao: Para que f seja derivavel num ponto a € R ¢ suficiente que exista o limite

oo @) = fla)

r—a T —a

Com efeito, usando a identidade algébrica em (2.1)) e as propriedades de limite, temos que

i @ = fle) 2" —a”
x—a T —a x—=a T — Q
_ n—1 n—2 . n—2 n—1
_ hm(x a)(z"t +a" fa+ - Fxa” 4+ a" )
r—a r—a
= lim@@" ' +2" %a+ - +za" 2 +a" )
r—a
= limz""' 4+ alimz" 2 + -+ + a"2?limz + " 'lim1
r—a r—a r—ra r—ra

— an—l 4 an—l o+ an—l 4 an—l

n—1

Portanto, f é uma funcao derivavel em R e sua derivada, f': R — R, é dada por
f’(a) —n- an—l
para todo a € R.

Vamos passar agora para algumas propriedades da derivada de uma funcao.
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Proposicao 27 Se f : X — R ¢ uma funcao derivavel num ponto xo € X, entdo f €

continua em xg.

Demonstragao: Para todo =z € X — {9}, temos que

) = s+ (L) o)

T — 2o

Usando limites e a hipétese de que existe f'(xg), segue que

lim f(z) = lim [f(x0)+ (M) (rc—m)]

T—T0 T—T0 T — Zo
= lim f(zo) + lim @) = Jlao) lim (x — )
T—rT0 T—T0 T — 1‘0 T—rT0
= f(zo) + f'(z0)-0
= f(wo).
Portanto, f é continua em xg. "

Proposigcao 28 Sejam f,g : X — R funcoes derivdaveis num ponto a € X' N X e k uma
constante real nao nula. Entao,

(1) a funcio fEg:X — R € derivivel em a, com (f+g)'(a) = f'(a)xd(a);

(17) a fungao k-g: X — R € derivavel em a, com (k-g)(a) = k-¢'(a);

(7i1) a fungdo f-g: X — R ¢é derivavel em a, com (f-g)(a) = f'(a)g(a)+ f(a)d(a).

Demonstragao:
(¢) Vamos mostrar que (f+g) (z) = f'(z)+¢'(z). Com efeito, como (f+g)(x) = f(x)+g(x),
para todo x € X, e ainda f e g sao derivaveis em a, temos que

1o [+ 0)@) = [(F + 9)(0)]

(f+9/(@ = lim -
_ oy @)+ 9@)] - [£(a) + g(a)]
@) - @)+ o) - 9(a)]
o [0 =), gt =gl
_ j;f(:v)x_fc(b) N ID:M
— Fo + gl



O raciocinio seria 0 mesmo se trocassemos + por —. Portanto, (f+g)'(a) = f'(a) £ (a).

(#4) Vamos mostrar que (k-g)'(a) =k-g'(a). Por hipétese, temos que f e g sao derivédveis
em a e, além disso, (k-g)(z) =k-g(x) paratodoz € X. Logo,

(k- g)(x) = (k-g)(a)

k-g) = i
(kgfa) = tm B DL
kg~ k-g(a)
Tr—a Tr — a
@) (@)
Tr—a Tr — a
@) (@)
Tr—a Tr — a
= k-g(a).

(#32) Vamos mostrar que (f-g)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a). Como f e g sao derivaveis em
ae (f-g9)(z)=f(x) g(x) paratodo z € X, segue que

(f o) = lim 9@ =(-9))

o f@) (o)~ fla) gl
@) g(@) — F(@) - 9(e) + £a) -g(a) — F(@) - 9la)
@)~ F(@)] - g(@) + (o) - gla) — gla)]
i [0S0 ey gy 20— s(0)
()~ fla) @) — g0

= [fa)-g(a) + f(a)-g'(a).

Exemplo 22 A funcao polinomial p: R — R, dada por
p(z) = ap2" + ap_ 12"+ -+ arr + ao,
para n €N, a; R, i=0,1,...,n e a, #0, € derwdvel em R, com
p(z) = na,a" 7t +(n—1Dap_ 12"+ -+ 2000 + ay

para qualquer x € R.
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Solugao: Se p(z) = apx" + ap_ 12" + - + apx® + a1 + ag, pelo Exemplo e pela

Proposi¢ao |28 concluimos que

P(r) = na, 2" '+ (n— Dap_ 12" %+ -+ + 2097 + ay.

Teorema 11 (Regra da Cadeia) Sejam f : X — R e ¢g:Y — R funcoes tais que
f(X)CY, ae X'NX e fla)=beY' NY. Se existem as deriwadas f'(a) e ¢'(b), entdo

a fun¢ao composta go f: X — R ¢é deriwdvel em a, com

(9o f)(a) = 4'(b)- f(a).

4.2 O Teorema do Valor Médio

Lema 16 (Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua em |a,b] e derivdvel em (a,b). Se

f(a) = f(b), entdo existe um c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao:  Como, por hipdtese, f é continua em [a,b], segue do Teorema E‘i] que f
possui pontos de maximo e minimo neste intervalo. Existem, portanto, ¢, ce € [a,b] tais que,

para todo x € [a, b],
fla) < f(z) < f(e).

(¢) Se c1,¢9 € {a,b}, entado decorre da hipdtese que

fler) = flea) = fla) = f(b)

Ou seja, f é uma fungao constante em [a, b] e, portanto, f’(c) =0 para todo ¢ € [a,b].

(i) Seja c1,c2 € (a,b). Nosso objetivo é mostrar que as derivadas laterais

F = 2O IO gy S0 S0

T—c™ r—cC rz—ct Tr —cC

existem e sdo iguais a zero, para ¢ € {cy, ¢o}, de onde seguird que f'(c¢) = 0. Temos, portanto,

dois casos a considerar:
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(a) Se ¢ = ¢, paratodo x € [a,¢1), temos que z < ¢; e f(c1) < f(x), isto é,
r—c <0 e f(x)— f(c1) >0; eparatodo x € (c1,b], temos que ¢; <z e f(c) < f(z),

istoé, v —c; >0 e f(x)— f(c1) > 0. Pela hipétese de f ser derivdvel em (a,b), segue que

lim —f(z)—f(cl) = fla) <0 < fli(a) = lim —f(x)—f(cl)

ey Tr—C z—cf r—aC
O que acarreta f'(c1) = 0.
(b) Se ¢ = ¢y, paratodo z € [a,c2), temos que = < ¢3 e f(z) < f(cg), isto é,
r—c3<0 e f(x)— f(c2) <0; eparatodo x € (c,b], temos que c2 <z e f(x) < f(ca),

isto 6, v —co >0 e f(x)— f(cz) <0. Pela hipétese de f ser derivdvel em (a,b), segue que

o f@) = fle) by oy J@) = fle)
T, T @ s0s e = dmmm
O que também acarreta f'(cy) = 0. .

A condigdo f(a) = f(b) imposta para o Lema de Rolle é essencial.

Exemplo 23 Seja f:[a,b] = R" a fungao dada por f(x)=e€*, para todo x € [a,b]. Mostre

que nao eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.

Solugao: Como f ¢ estritamente crescente em [a,b], temos f(a) < f(b). Suponhamos que
a derivada f’ se anulasse em algum ponto ¢ € (a,b). Entao, existiria um ¢ € (a,b) tal que

e =10, o que é impossivel.

Defini¢ao 36 Dizemos que a reta secante ao grdfico de uma fungao continua f :[a,b] — R

nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) € a fungio s:R — R dada por

() = (Z:Z) fla)+ (Z:Z) ), bta (4.1)

Evidentemente, s é uma funcao afim e, portanto, é continua e derivavel em R.

Teorema 12 (Teorema do Valor Médio, de Lagrange) Se f : [a,b] — R ¢ uma funcado

continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entdo eziste um c € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

(]
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Demonstracao: Seja h:[a,b] - R a funcdo auxiliar dada por h(z) = f(z) — s(z), para
todo x € [a,b], em que s(z) é a reta secante de (4.1). Temos que h é continua em |[a, b],
pois é a diferenga de fungoes continuas; h é derivavel em (a,b), pois é a diferenga de fungdes

derivaveis; e temos também que

b = 50)-s0) = 10~ | (1=2) s+ (1=2) s0)] = 10~ 1) = .

ou seja, a fungao h satisfaz as hipéteses do Lema de Rélle, com h(a) = h(b) = 0. Logo, existe

um ¢ € (a,b) tal que h'(c) =0. Portanto,

0= 1O = £ =50 = flo- |- SO — - T2

seguindo a tese. "

O préximo teorema é uma generalizagao do T'VM de Lagrange e ficou conhecido na literatura

matematica como o Teorema do Valor Médio de Cauchy.

Teorema 13 (Cauchy) Se f,g:[a,b] = R sdo fungdes continuas em [a,b] e derivdveis em

(a,b), entdo existe um c € (a,b) tal que

Demonstracao: Seja h:[a,b] - R a funcdo auxiliar dada por

h(z) = lg(b) = g(a)] f(x) — [f(b) = f(a)] g(x).

Decorre imediatamente das hip6teses que h é continua em [a, b], pois é a diferenga de fungdes
continuas, e h é derivavel em (a,b), pois é a diferenga de fungoes derivaveis. Pelo TVM de

Lagrange, existe um ¢ € (a, b) tal que

Além disso, podemos observar que
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ou seja, a funcao h satisfaz as hipéteses do Lema[l16, uma vez que h(a) = h(b). Portanto,

0 = W(c) = [g(b) —g(a)] f'(c) — [f(b) = fla)]g'(c),

seguindo a tese. "

Proposicao 29 Seja f : [a,b] — R wma funcao lipschitziana em [a,b], com constante real

L >0, e derivavel em (a,b). Entao, |f'(x)| <L, para todo x € (a,b).

Demonstracao:  Por hipdtese, dados x1, 25 € [a,b] com =z # x5, temos que

‘f — f(z)

To2 — X7

< L.

Além disso, f é continua em [z, 3], pois é lipschitziana em [z, 25]. Como f é também derivavel

em (x1,22), segue do Teorema do Valor Médio que existe T € (x1,x2) tal que

flx
e RN IC T
T2 — X1
Pela arbitrariedade de x; e 9, temos que |f'(x)| < L, para todo x € (a,b). .

Proposigao 30 Se f: [a,b] — R € uma funcao continua em |[a,b], derivdvel em (a,b) e existe
uma constante real L > 0 tal que |f'(x)| < L para todo x € (a,b), entdo f € lipschitziana

em [a,b].

Demonstragao: Por hipétese, a fungao f é continua em [a,b]. Dai, para quaisquer 1 e

em |a,b], o Teorema do Valor Médio afirma que existe ao menos um T € (r1,x2) tal que

f(x2) = fz1) = f(7) (32 — 11),

pois f é continua em [z, xs] e derivdavel em (z1,x2). Tomando médulos na igualdade anterior

e usando a hipdtese de que |f’(x)| < L para todo x € (z1,x2), segue que
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|f(22) = f21)] = [J'(D)] |w2 — 21| < Loy — 2.

Logo, pela arbitrariedade de x; e 9, f é lipschitiziana em [a, b]. .

Corolario 3 Seja ¢ : [a,b] - R wma funcao continua em [a,b], derivdvel em (a,b), com

ld'(x)| <k <1, para todo x € (a,b). Entdo, g € uma contragao.

Demonstragao: Por hipdtese, g é continua em [a, b]. Dai, para quaisquer x; e x5 em [a, b],
o Teorema do Valor Médio nos assegura que existe ao menos um z € (x1,z3) tal que
g(z2) — g(z1) = ¢'(Z) (32 — 71).
Tomando mddulos na igualdade anterior e usando a hipdtese de que |¢'(z)] < k < 1 para todo
x € (a,b), vem que
9(z2) — g(z1)| = |g'(Z)| |z2 — 21| < k|22 — 21| < |2 — 21],

ou seja, existe 0 < k <1 tal que |g(z2) — g(x1)| < k|za — 21|, para quaisquer z; e xo em

la,b]. Portanto, g é uma contragao. n

Exemplo 24 A fun¢io g:[—1,1] — [-1,1], dada por g(x) = cos(x), € uma contragao.

Solugao: A fungdo g é derivavel em (—1,1) e sua derivada é dada por ¢'(x) = —sen(z).
Assim, temos que |¢'(z)| = |—sen(z)| = |sen(x)|, para todo z € (—1,1). Notemos que a
funcdo seno é estritamente crescente no intervalo [-7,7] e [sen(z)] < 1, para todo z €
[_

crescente em [—1,1] e, portanto, sen(l) < sen(3) = 1. Logo, paratodo x € [~1,1], temos

B
B

;5. Como [-1,1] C [-F,F], segue em particular que a fungao seno é estritamente
que

g'(x)] = [sen(z)| < [sen(1)] < 1,
ou seja, existe o nimero real k = [sen(1)| tal que |¢'(z)] <k < 1. Pelo Coroldrio[3, segue
que g é uma contragao.

Voltando ao Exzemplo , como o intervalo [—1, 1] é fechado, o Teorema garante que o

ponto fixo 0, 739085133... da funcao cosseno é unico.
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A Proposic¢ao e sua reciproca (a Proposi¢ao nos fornecem um critério interessante

para determinar quando uma funcao é lipschitziana:

Teorema 14 Seja f :[a,b] = R wma fungdo continua em [a,b] e derivdvel em (a,b). Entao,
f € lipschitziana em [a,b] com constante L > 0 se, e somente se, |f'(x)| < L, para todo

z € (a,b).
Exemplo 25 A funcao quadrdtica nao € lipschitziana em R.

Solugao: Seja f: R — R a fungao dada por f(z) = ax® +bx +c¢, com a,b,c € R e
a # 0. De fato, f é derivavel em R e sua derivada é dada por f'(z) = 2ax +b. Porém, o

conjunto {|f'(z)|: z € R} é ilimitado. Pelo Teorema [l f nao é lipschitziana em R.
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Capitulo 5

Aplicacoes

As referéncias que utilizamos para escrever este capitulo estao baseadas em [3], [5], [7], [9],

1] e [12.

5.1 Crescimento e Decrescimento de Funcoes

Defini¢ao 37 Dizemos que um nimero real £ é o zero de uma fungao f, se f(§) =0. Neste

caso, dizemos também que £ € a raiz da equagio f(z) = 0.

Definicao 38 Seja I C R um intervalo. Dizemos que xy € um ponto interior ao conjunto

I, se xo €1 mas xg nao é extremidade de 1.

Teorema 15 Seja f: 1 — R wma funcao, continua no intervalo I C R.
(1) Se f'(z) >0, para todo x interior a I, entao f € estritamente crescente em I;

(i) Se f'(x) <0, para todo x interior a I, entdo f € estritamente decrescente em I.

Demonstracao: Consideremos x1,zo € I tais que z; < z5. Das hipodteses, temos que f é
continua em [z, 25| e derivavel em (z1,x2). Dai, o Teorema do Valor Médio nos assegura de

que existe ao menos um = € (x1,x3) tal que

f(x2) — f(21) = f/(@) (w2 — 21) . (5.1)
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(¢) Da hipétese de que f’(z) > 0, para todo z interior a I, vem que f’(z) > 0. Como
xg — 21 > 0, segue de que f(xg) — f(z1) >0, deonde f(x1) < f(z2). O que significa
que f é estritamente crescente em [x1, 5|, quaisquer que sejam 7,9 € 1.

(¢¢) Da hipétese f'(x) < 0, para todo x interior a I, vem que f'(z) < 0. Como
xg —x1 > 0, segue de (5.1) que f(x2) — f(z1) <0, de onde f(z1) > f(z2). O que significa

que f é estritamente decrescente em [xy, 25|, quaisquer que sejam 1, x9 € I. .

Exemplo 26 Prove que a equacio x>+ x?> —5x + 1 =0 admite trés raizes reais distintas.
Solugao: Seja ¢g:R — R a funcao, dada por

g(z) =23+ 2% = br + 1,
para todo z € R. Temos que g é continua em R e, além disso, g é derivavel em R, com

5
g (z) = 3x% + 2z — 5. Dai, ¢'(r) =0 se, e somente se, =1 ou z = —3 Vamos estudar

a funcao g em relacao a seu crescimento e decrescimento. Pelo Teorema temos que g é

5
3

], estritamente decrescente no intervalo [—2,1]

estritamente crescente no intervalo (—oo, — 3

e estritamente crescente no intervalo [1,400).

(¢) Notemos que

T——00 T——00 ZL‘Q .I'3

1 1
lim g(z) = lim 2° [1—1———3—#—} = —00.
x

e g(=2)=22>0. Como g(—3)=-2<0, pelo Lema@ existe um zero de g em [—3, —2].
O fato de g ser estritamente crescente em (—oo, —g] garante que o zero de g é Unico neste
intervalo.

(#¢) Mais uma vez, pelo Lema @, ¢ imediato que também existe um zero de g em [—%, 1], pois

g(1) = =2 < 0. A unicidade desse zero esta garantida, pois g é estritamente decrescente em

(¢42) Por tltimo, como g é estritamente crescente no intervalo [1,+00),

1 5 1
. L 3
mhrf g(x) _th+ T 1+5_;+E = 400

e ¢g(2) =3 >0, resulta novamente do Lema@ que g possui outro zero em [1,2]. O fato de g
ser estritamente crescente em [1, +00) garante também que o zero de g é unico neste intervalo.

Por (1), (i) e (4ii), concluimos que g admite trés raizes reais distintas.
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5.2 Discriminante de uma Equacao de Grau 3

Na algebra cléssica, o completamento de quadrado é um recurso eficiente na resolugao de
equacoes de segundo grau. E por meio desta técnica, inclusive, que chegamos a solucao geral

de uma equacao genérica do tipo ax? +bx +c = 0, expressando suas raizes por meio de radicais:

L ~bEVA

. sendo A = b? — 4ac.
2a

A letra grega A (delta) usada no radicando é chamada de discriminante da equagdao. A partir
do estudo de sinal do discriminante da equacao de segundo grau ¢é possivel descrever a natureza
de suas raizes: reais ou complexas. Analogamente, uma equacao do terceiro grau também
possui tal “discriminante”. Nesta se¢ao, veremos como é possivel descrever a natureza das
rajzes de uma equacao do terceiro grau do tipo 3+ px 4+ ¢ = 0 a partir do estudo de sinal de
seu discriminante.

Uma equacao genérica de terceiro grau tem a forma ax® + 2% + vy +6 = 0, com « # 0.

Dividindo todos os termos por «, chegamos a outra forma equivalente da mesma equacgao:

o
x3+§x2+lx+—20.
[0 [0 [0

Para simplificar a escrita desta equacao, podemos reescrevé-la com os coeficientes — = a,

!
)

X b e — =c¢, obtendo:

o e

2 +ar’ +br+c=0 (5.2)

que possui coeficiente dominante igual a 1.
a
Fazendo a substituicao = =y — 3 podemos observar o anulamento do termo de segundo

grau:

=) el eblo- weo

a a? a® a? a® ab
& Y -3-y +3—y— — P—2—y+—+by——+c=0
Y 3y+ 9y 27+ay 3y+9+y 3+c
2 2a° b
& y3—|—(b—%>y+2—a7—%+c:
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Simplificando novamente, reescrevemos a ultima equacgao na incognita y com os coeficientes

2 2a° b
(b—%) =p e (i—a——i-c) = ¢, obtendo:

v +py+q=0 (5.3)

Portanto, acabamos transformando o problema de resolver a equacao (5.2) em um outro

equivalente, resolver a equacao (5.3). Assim, para encontrar as raizes de (5.2), basta achar as

a

a
raizes de 1D e delas subtrair 3’ uma vez que T =1y — 3

E possivel chegar a formula geral de resolugao por radicais da equacao || conhecida como
Formula de Cardano, cujo discriminante da equacao é dado por

s- () oo

No entanto, para deduzi-la é necessario usar conceitos e argumentos que fogem ao objetivo
deste trabalho. O leitor interessado poderd encontré-la na bibliografia [12], a partir da pagina
173.

Agora, para todo = € R, seja f:R — R, dada por

f@) = @ tprtq = 2 (14 5+ 2,
xXr X

uma fun¢ao polinomial de grau 3. Pelo Ezemplo[3 do primeiro capitulo, temos que

lim f(x) = lim $3<1+%+%> = —00-1 = —00

T—r—00 T——00

T—r+00 T——+00

lim f(z) = lim 9(:3( % ):+oo'1:+oo.
0

Isto significa que em algum momento ocorre f(z) para algum x € R, isto é, o grafico
da funcao intersecta o eixo das abscissas pelo menos uma vez. Mas, como saber quantas vezes

ocorre esta interse¢ao?

2 3
Teorema 16 Sejam [ a fungdo dada por f(x) = 23 +pr+q e A = (g> + (8) 0
discriminate da equagao f(x) =0. Entdo,
(1) A >0 € uma condi¢ao suficiente para que a equacio f(x) =0 possua uma Unica raiz

real;
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(1i) A =0 ¢éuma condigcio suficiente para que a equacio f(x) =0 possua duas raizes reais
distintas ou uma unica raiz nula de multiplicidade treés.
(i) A <0 € uma condi¢ao suficiente para que a equacao f(x) =0 possua trés raizes reais

e distintas.

Demonstracgao:
(¢) Ha trés possibilidades.

(a) Vamos considerar primeiramente p > 0. Entao, para qualquer ¢ € R, temos A > 0.
Além disso, a derivada f’(z) = 3x? + p é positiva para qualquer z real e, consequentemente,
f € uma funcao estritamente crescente em R. Por ser crescente, o grafico de f intersecta o eixo
das abscissas uma unica vez. Isso mostra que, quando p > 0, a equacdo f(z) = 0 tem uma

tunica raiz real, que pode ser negativa, nula ou positiva. (Veja a Figura )

/

¥

Figura 5.1: Caso A >0, quando p > 0.

(b) Suponhamos agora p=0 e g #0. E evidente que A > 0. Além disso, flz)=0
se, e somente, se 73 = —¢ e, portanto, a equacao tem solucao tnica. Se ¢ > 0, a equacdo
possui uma raiz real negativa; e se ¢ < 0, a equagao possui uma raiz real positiva.

(c) No caso de ser p < 0, reescrevendo a lei de formacao de f com coeficiente p = —3a?

(a > 0), temos que f(x)= 23— 3a’*r +q. Dali,

fla)f(—a) = (q - 2a3) (q + 2a3) =q¢>—4a® =+ %pg’ =4 <§ + ]2)—,?) =4A. (5.5)

Notemos que A > 0 se, e somente se, f(a)f(—a) > 0. Nesse caso, f(a) e f(—a) podem ser

ambos positivos ou ambos negativos. Facamos o estudo de f em relacao a seu crescimento e
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decrescimento. A derivada f’ é dada por
fl(z) = 32°—3a®> = 3(2*—a®) = 3(z—a)(z+a)

e, portanto, f'(z) = 0 se, e somente se, z = *a. Pelo Teorema[1§ [ é estritamente
decrescente no intervalo [—a,a] e estritamente crescente nos intervalos (—oo, —a] e [a, +00).
Logo, se f(a) > 0 e f(—a) > 0, entdo existe um ¢ € (—oo,—al tal que f(§) = 0.
Analogamente, se f(a) <0 e f(—a) <0, entdo existe um & € [a,+00) tal que f(§) = 0.

Em ambos os casos, o gréfico de f intersecta o eixo das abscissas uma unica vez. (Veja a

Figura[5.9)

Figura 5.2: Caso A >0, quando p < 0.

Por (a), (b) e (¢), A >0 ¢é uma condicao suficiente para que a equagao f(z) =0 possua

uma unica raiz real.

(#¢) H4 duas possibilidades.

(a) Notemos que se p=g¢ =0, entao A = 0. Dai, como f(z) = 23, a equacao
f(z) =0 sereduz a 23 =0 e, portanto, tem uma raiz nula de multiplicidade trés.

(b) Se p <0, por temos que A = 0 se, e somente se, f(a)f(—a) = 0. Nesse
caso, pelo fato de f ser uma fungao injetiva no intervalo [—a, a|, notemos que f(a) e f(—a) nao
podem ser ambos nulos. Como —a < a (uma vez que a > 0) e f é estritamente decrescente

em [—a, a], entdo devemos ter f(—a) > f(a) =0 ou f(a) < f(—a) =0. Portanto, a equagao

f(z) =0 possui duas raizes reais e distintas. (Veja a Figura[5.4)
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Figura 5.3: Caso A =0, quando p < 0.

Por (a) e (b), A =0 ¢é uma condigao suficiente para que a equagdo f(z) =0 possua duas

raizes reais distintas ou uma unica raiz nula de multiplicidade treés.

(#4i) Seja p < 0. Por (5.5)), temos que A < 0 se, e somente se, f(a)f(—a) < 0. Nesse caso,
f(a) e f(—a) tém sinais opostos. Como —a < a (uma vez que a > 0) e f é estritamente
decrescente no intervalo [—a,a], segue que f(—a) > f(a). Logo, devemos ter f(—a) >0 e
f(a) < 0. Isto significa que existe um tunico & € [—a,a] tal que f(§) =0. Além disso, como
[ é estritamente crescente no intervalo (—oo,—al, f(—a) >0 e xgrjloof(x) = —00, temos
também que existe um unico £ € (—oo, —a] tal que f(§) = 0. Por tltimo, como f também
é estritamente crescente no intervalo [a, +00), f(a) <0 e xgr—ir-loo f(z) = 400, fica claro que
existe também um unico £ € [a,+00) tal que f(§) =0. Portanto, A <0 é uma condi¢ao
suficiente para que a equacao f(z) = 0 possua trés raizes reais e distintas. (Veja a Figura

5-4t)

De (1), (4i) e (44), segue o teorema. .
Vamos retomar a equagao de grau 3 do Fxemplo e resolvé-la aplicando o Teorema[16
Exemplo 27 Prove que a equacdo x>+ x> —5x + 1 =0 admite trés raizes reais distintas.

Solucao: Para obtermos as hipdteses do Teorema devemos provocar a anulagao do termo

1
de segundo grau por meio da substituicao *r =y — 3 da mesma forma como procedemos em
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Figura 5.4: Caso A <0

(5.2). Com efeito,

N RICORE

1 1 1 1 1 5
& P32y +3-y——=+y" —2-y+-—Sy+-+1=0

3 0¥ " 97 397y 3
D PN (N PR A L B
YT 373 Yo7 T3 ™
16 74
& Y- —y+—=-=0
Y AT

16 74
Fazendo agora p = 3 e q= o7 em 1} temos que

2 3 TANZ s 16N\3 4 272
2 3 2 3 729 729 729

Pelo Teorema , segue que x° + 22 —5x +1 =0 possui trés raizes reais distintas.

5.3 Calculo da raiz n-ésima

A questao que suscitamos agora é a seguinte: dada uma equacao f(z) = 0, cuja raiz «
pertenca a um intervalo I, é possivel obter uma sequéncia (x,) de aproximagoes sucessivas para
a raiz de tal forma que a sequéncia convirja para a? A resposta depende tanto do intervalo que
estamos considerando quanto da funcao f escolhida.

Nesta secao, apresentaremos um método para se calcular a raiz n-ésima de um nimero real,
chamado Método de Newton. A funcao que usaremos para apresentar o método sera do tipo

f:I — R, derivivel em I C R, com derivada continua.
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Seja f: I — R uma fungao tal que f'(x) # 0, para todo x € I. Basicamente, o Método
de Newton consiste em, fixando xy como uma aproximacao inicial para o zero da fungao, gerar

uma sequéncia (2,),cy Ccujos termos sao dados pela seguinte recorréncia:

I1 = To f(xo)
f'(xo)
| (1)
f'(z1)
_ f(zn)
Tnt1 = T, f’(xn) (56)
Geometricamente, o nimero real z;1.1 = x; — % é a abscissa do ponto em que a reta
L

tangente ao grafico de f em x; intersecta o eixo horizontal. A ideia por trds do método é a
seguinte: dado um valor inicial z suficientemente préximo da raiz «, (zo, f(zo)) é o ponto onde
a reta tangente intersecta o grafico de f e, por sua vez, a intersecao da tangente com o eixo
das abscissas ocorre em z1; do mesmo modo, (z1, f(z1)) é outro ponto onde a reta tangente
intersecta o grafico de f e, por sua vez, a interse¢ao da tangente com o eixo das abscissas ocorre
em x,. Continuando esse processo por n vezes, chegamos a um valor z,, que é uma aproximacao

ideal para a, raiz da equacao f(x) =0. A Figura fornece tal interpretacao geométrica.

fl%o)

fix;)

Figura 5.5: Método de Newton
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Se 61 é o angulo que a reta tangente, que passa por x1, faz com o eixo das abscissas, entao

podemos escrever

f(xo)

tanf; = f'(xg) = pra—
0— T

de onde vem

f(ifo)
f'(wo)

De forma analoga, se 6,, ¢ o angulo que a reta tangente, que passa por z,, faz com o eixo das

Tr1 = Ty —

abscissas, entao chegamos a recorréncia em (|5.6)).

Proposicao 31 Seja f: I — R uma funcdo derivivel em I C R, com derivada continua,
tal que f'(x) #0 para todo x € I. Se a sequéncia (x,) de aproximagoes sucessivas converge

para algum nimero real o € I, entio f(a) = 0.

Demonstracao: Seja « € I um numero real tal que liril r, = a. Usando limites em
n—-+0o

(5.6 e o fato de que f é uma fungao derivavel em I, com derivada continua, temos que

@ = n1—1>I—iI-1c>o Tt
L f(zn)
- nggloo (In B f’(l’n))
lm_ f(z,)
= lim z, — 'rLl—>+oo—/
n—+o00 Jim f ()
I )
= «a Fila)
ou seja, J{,((Z)) =0, deonde f(a)=0. .

Um aprimoramento do Método de Newton resulta da observagao de que as raizes da equagao
~ f@)
f'(z)

f(z) =0 sao os pontos fixos da fun¢do de Newton 7:I — R, dada por n(z) =z

Lema 17 Seja f: 1 — R wuma fungdo derivdivel em I C R, com f'(x) # 0, para todo x € I.

Entao, f(a) =0 se, e somente se, « € ponto fizo da func¢ao de Newton.

Demonstragao: De fato, se «a € I, entao f'(a) # 0, logo
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()
') ')

=a & nla)=a

Assim, transformamos o problema de determinar os valores de x para os quais f(z) = 0
(zeros de f) em outro, equivalente, de determinar os valores de = para os quais n(z) = x

(pontos fixos de 7).

A importancia da fun¢ao 7, de Newton, estd na rapidez com que as aproximagoes sucessivas

convergem para a raiz «, quando convergem.

Lema 18 Sejam x1, xs, ..., T, numeros reais nao negativos. Entao,

1+ 29+ ...+ T,
n

> Yr1X9... 2.

Teorema 17 (Caélculo da raiz n-ésima) Seja f:R — R a funcao, dada por f(z) = x"—c,
com n>2, ¢>0 eseja J=][/c,+00) um intervalo. A fungion de Newton satisfaz:
(1) n(zo) € J, para todo xy > 0. Em particular, n:J — J;

(1) n € uma contragado.

Demonstracgao:
(i) Sendo f’ a derivada de f, temos que f'(z) = nz" !, para todo x € J. Em particular,

f'(x) # 0, para x # 0. Agora, substituindo f’(x) na fungao de Newton, segue que

fl@) " —c
77(:[) f/(m) =T nen—1 -
_ona"—a2"+c  (n—1)2"+c
N nan—1 a nan—1
c
(n — 1):6 + — 1
n n xn

Assim, para todo x > 0 e paratodo n > 2, n(x) éa média aritmética dos n nimeros: x, x,

Ty, T € Como a média geométrica desses niimeros é /c, concluimos que 7(zx) > /c,

xn—l
para todo x > 0. Portanto, fixando qualquer zy > 0, temos que n(xg) = x; € J. Em

particular, temos que 7n(z) € J, para todo = € J.
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(ii) Para a segunda parte da demonstracdo, devemos provar que |r/(z)] < k < 1, para todo
x € J. Seguird, do Coroldrio[3 que n:J — J é uma contragao e a unicidade de «, ponto
fixo de 7, estard garantida pelo Teorema [10}

n—2

Sendo f” a segunda derivada de f, temos que f”(x) = n(n — 1)z" %, para todo z € J.

Em particular, f”(z) # 0, para = # 0. Dai, se ' é a derivada da fun¢ao de Newton, entao
oy [z )] _
o) = o= <x] - 76] -

@) = f@)f" ()

[f"(2)]?

n?z* =2 — (z" — ¢)n(n — 1)a" 2 B

n2p2n—2
n?x?? — n2x? 2 4 (2™ — o)n(n — 1)z" 2

- n2x2n 2 -
(" =o)n(n—1)z"?
= n2r2n—2 o
~a™a(n—1)2"? —cen(n —1)a"?
= n2yp2n—2 o
B n(n . 1)1,271,—2 - CTL(TL o 1)xn—2 B
= n2yp2n—2 o
B n(n—l) 2n—2 cn(n—l) n—2
= n2p2n—2  p2gngn—2 a
_ (n=1) ¢ (n-1)

—1
_ (=1 [1 _ 1]

n "

Assim, para concluirmos que |n'(z)] < k < 1, para todo = € J, basta observar que

OSn/(l') S (ngl)

c .
se, e somente, se 0 <1 — — < 1, pois:
x

C C C
r>{c = 2">c = 1>— = 0<—<1 = —-1<-——<0.
xn xn xm

.
Observacao: Escolhendo inicialmente qualquer nimero zy > 0, as aproximagoes sucessivas
Tpy1 = n(x,) convergem, de fato, para « = {/c (tnico ponto fixo de 7). Notemos que, pelo
Teoremal[10}, existe um tnico a tal que n(a) = . Como f'(z) # 0, para todo = € J, segue

do Lema[I7 que « é a raiz de f. Logo,
77(04)206 = f(Oz)ZO S a"—c=0 & a"=c¢ & Oé:%.
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Exemplo 28 Tomando n =3, c=4 e xy =10 no Teorema[I7, vamos obter uma sequéncia

de aproxrimacoes sucessivas para V4.

Solugao: Se f :.J — R é a funcio definida no intervalo J = [v/4,+00), dada por
f(z) = 2% — 4, temos que f'(z) = 3z%, para todo x € J. Substituindo f/(x) na funcao de

Newton, segue que

f(x) 3 —4 3z — 1344 223 + 4

nw) = x_f’(x) - T g T 32 T 32

Fazendo x7 = 10, vamos obter uma sequéncia de aproximacoes sucessivas de 8 termos, dada
por Tpy1 = 77(%) :

2000 + 4 2004

no= ) = = = g — 668

N ' TN p—

vy = 1(4,48321369) = 182021289072131‘; i 1680%’2291560164199;1 ~ 3,05514674
= sty = SOOI GLIONL

. yT L -

v = n(1,59940468) — > ;8625535589;4 - 1727’6178422885599298 ~ 1,[5874]9091

zs = n(1,58749091) = 8’3?5125586;124 - 1;’5060013385281664 ~ 1,[58740105].

. . . ~ . ~ 3
Para este exemplo foram consideradas oito iteracoes para encontrar uma aproximacao para v/4,

com uma precisao de oito casas decimais apds a virgula.

Exemplo 29 Se a funcao n nao for uma contragao, nao hd garantia de que a sequéncia dada

pelo Método de Newton converge.
Solugao: Consideremos, por exemplo, a funcao f : [—%, %] — R, dada por f(z) =z — 2>

A funcao n de Newton é dada por

flx) v—a® x(l—32%) — (z—a?) _ 273

n(i):gj_f’(x) TP 3e2 T 1 — 342 T 1322
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Se z € [—1,3], temos que
() - 23
x) = x - ==
n 1 — 322
= + 207
- _
1— 322
(1 —32?) + 2z
& =0
1 — 322
r—a®
1—322
(1—z)(1+x) 0
1 — 322 N
< =0

Escolhendo inicialmente xy = = as aproximagoes sucessivas z,.1 = 17(x,) nao convergem

para zero (ponto fixo de ), pois

(\/_5 5v5 2V/5
n(ﬁ) ° _'_1255:_%:_6
) )
1-3- ?) 1=3-5 5

. 2
(VB YO o B 125
TR N

Ou seja, xzy = é um ponto de peridédico de periodo 2 e, portanto, fica oscilando numa

“| &

orbita ciclica e finita.

5.4 Meétodo da Bisseccao

No caso das raizes de equagoes polinomiais de segundo grau, sabemos que é facil determina-
las, pois essas equagcoes possuem férmula de resolugao que nos fornecem as raizes em funcao dos
coeficientes. Porém, no caso de equagoes polinomiais de grau mais elevado, ou equagoes nao
lineares de outros tipos, a tarefa de encontrar as raizes, quando existem, fica um tanto mais

complicada. Isso acontece porque nem sempre é possivel aplicar métodos algébricos para obter

88



a solucao de uma equacao. As vezes, tudo o que conseguimos sao aproximacoes para as raizes.
Por isso, a questao que apresentamos agora é: existe um método para se obter as raizes de uma
equacdo qualquer?

O objetivo desta secao é o estudo de um método numérico para a resolucao de equagoes,
inclusive as nao lineares, denominado Método da Bisseccao.

A ideia central do Método da Bissecc¢ao é partir de um intervalo inicial que contenha um

zero da funcao, definindo neste intervalo a primeira aproximacao para a raiz, e em seguida
refinar essa aproximacao através de um processo iterativo. Podemos dividi-lo em duas fases:
Fase I: (Localizagao) Obter um intervalo que contenha apenas uma raiz, escolhendo o niimero
real definido pela média aritmética dos extremos deste intervalo como aproximacao inicial para
a raiz.
Fase II: (Refinamento) Aplicar um processo iterativo que consista em bissectar (isto é, reduzir
pela metade) cada subintervalo a partir do intervalo definido na Fase I, e considerar apenas os
subintervalos que contenham a raiz, melhorando as aproximacoes a cada subintervalo, até que
se chegue a uma aproximacao para a raiz que esteja dentro de um limite de erro aceitavel e
prefixado no inicio do processo.

Vamos mostrar que, de fato, o método converge, desde que exista uma raiz no intervalo
inicial escolhido.

Seja  f : [a,b] — R wuma fungao continua. Se f(a)f(b) < 0, o Teorema do Valor
Intermedidrio nos garante que existe pelo menos uma raiz § de f(z) =0 em (a,b). Se, além
disso, a derivada f’ ndo muda de sinal no intervalo (a,b), entdao o Teorema afirma que f é
uma fun¢ao mondtona e, portanto, o zero da fungao é tinico nesse intervalo. E com base nesse
argumento que construiremos uma sequéncia (x,) de aproximagoes sucessivas que convergird
para a raiz &.

Primeiramente, é preciso definir um intervalo que contenha apenas um zero de f. Entao,

seja Iy = [ag, by| esse intervalo inicial. Agora, bissectamos o intervalo I, em seu ponto médio

ap + bo

o =

Se 19 = £ é a raiz procurada, nada mais temos a fazer. Suponhamos, entao. que xy nao seja
0 ’ 3 ) 0
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a raiz. Entdo, ha dois subintervalos a serem analisados a seguir: caso f(ag)f(xo) < 0, temos
que & € (ag, zg); caso contrario, temos que & € (zg,bg). Obtemos assim um subintervalo, que
possui a raiz £, de amplitude igual a metade da amplitude do intervalo inicial I,. Sem perda
de generalidade, suponhamos que ¢ € I1 = (ag, xg). Repetindo o procedimento, bissectamos o
intervalo I; em seu ponto médio

ag + X

I = 9 .

Se x1 = & € a raiz procurada, nada mais temos a fazer. Se x; nao é a raiz, temos dois novos
subintervalos a serem analisados: caso f(ag)f(z1) <0, temos que & € (ag,x1); caso contrario,
temos que & € (z1,x0). Obtemos assim outro subintervalo, que possui a raiz £, de amplitude
igual & metade da amplitude do intervalo I;. Se £ € I, = (x1,x0), procedemos com a bissec¢ao
desse intervalo de forma totalmente andloga ao passo anterior.

Assim, bissectando em seu ponto médio cada subintervalo I, que contém a raiz £, obtemos
um novo subintervalo I, 1, que também contém a raiz £, de amplitude igual a metade da am-
plitude do subintervalo I, gerando dessa forma uma sequéncia (x,,) de aproximagoes sucessivas

para a raiz £. Essas iteragoes sao realizadas da seguinte forma:

b
12 iteragao: Seja zp = G+ © Se flag) <0, f(by) >0 e f(xo) >0, entdo
5 € (CLQ, l’o)
a1 = Qo
bl = 2.
\
. ~ a; + by
22 jteragao: Suponhamos agora que x; = . Se f(ay) <0, f(b1)>0 e f(x1) <0,
entao
(
§ € (21,b1)
< az = 11
by = by
\
L . ~ : an + by, , o
n-ésima iteragao: Seja x, = 5 H& duas possibilidades:
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Se f(a,) <0, f(b,)>0 e f(x,) >0, entdo

(

£ € (an, Tn)
Upt1 = Qp
bn+1 = Tp.

Se f(an) <0, f(by) >0 e f(x,) <0, entao

p

§ € (xn, bn)
Ap41 = T,
bn+]_ - bn

O Método da Bissecgao gera, portanto, trés sequéncias: (ay), (b,) e (z,), definida por

an + by,
Ty = )

2

Teorema 18 Seja f : [a,b] = R wma funcdao continua, com f(a)f(b) < 0. As sequéncias
(an), (by) e (x,), geradas pelo Método da Bissec¢ao, convergem. Em particular, (x,) converge

para o zero & de f.

Demonstracao: De fato, a sequéncia (a,) é nao decrescente e limitada superiormente por

by, logo existe r € R tal que lim a, = r. A sequéncia (b,) é nao crescente e limitada
n—oo

inferiormente por ag, logo existe s € R tal que lim b, = s. Vamos mostrar agora que a
n—oo
an + by,
2

sequéncia (x,), definida por z, = , tal que a, <z, <b, paratodon e NU{0}, é
convergente.
A amplitude \ de cada intervalo bissectado é a metade da amplitude do intervalo anterior.

Assim, para todo n, temos que

by — ag

bn_an:

Dali,

lim (b, — a,) = lim (bo _ a0> = 0.

n—oo n—oo
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Como (ay,) e (b,) sdo convergentes,

0 = lim (b, —a,) = limb, — lima, = lim (a,) = lim (b,),
n—oQ n—oo n—oo n—oo n—oo

de onde r = s, ou seja, as sequéncias (a,) e (b,) possuem limites iguais. Seja entdo £ =r =s
o limite das duas sequéncias. Como a, < x, < b,, para todon € NU{0}, pelo Teorema
segue que lim z, =¢&.
n—oo
Por 1ultimo, resta provarmos que £ é o zero da funcao f. Para isso, notemos que a cada

iteragao n, temos que f(a,)f(b,) < 0. Segue, pela continuidade de f, que

0 > lim f(an)f(bn)

n—-+o0o

—  lim f(an) lim f(b,)

n—-+00 n——+0o0

= () 1 ()

= [(&fE)
= f(&)?

isto ¢, 0< f(£)? <0, deonde f(¢) =0. .

Concluimos, assim, que o Método da Bissec¢do gera uma sequéncia (z,) que converge para
o zero ¢ da fungao f, desde que f seja continua em [a, b], com f(a)f(b) < 0.
Dada uma precisdo £ e um intervalo inicial [ag, bo|, é possivel saber, a priori, quantas

iteragoes serao efetuadas pelo método até que obtenhamos ay — by < €.

Proposicao 32 Seja A > 0 a amplitude do intervalo inicial [ag, bo| que contém um sé zero de

f. O numero k de iteracoes necessdrias para garantir uma aprorimac¢ao da raiz com precisao

A
In—

e>0 ¢€dado por k> -—5.
In2

Demonstracao: Por hipdtese, apds k iteragoes, temos que

by — ag

. bk—ak o 9k o bo—ao . A
Tk = 9 - 9 T 9kt 9kl

. A
Assim, b, — a < € se, e somente se, oF < e. Logo,

k
ln)\
A A A A .
Zce = <2 = mE<in? = InE<k-in2 = k>-—%5.
ok € € € n2
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O que completa a demonstracao. "

Este método possui vantagens e desvantagens quando comparado ao de Newton. Uma
grande vantagem é que o método converge sempre, desde que a funcao f seja continua num
intervalo [a, b], que contém uma raiz, com f(a)f(b) < 0. Outra vantagem é que existe uma
possibilidade de, a priori, podermos indicar um majorante para o erro cometido ao fim de um
certo numero de iteragoes. Por outro lado, uma desvantagem do método esta no fato de a sua
velocidade de convergéncia ser muito lenta, uma vez que quanto menor for o limite de erro ¢

exigido, maior sera o nimero de iteracoes.

Exemplo 30 Consideremos a fungao g:[—1,0] = R, dada por g(x)=x>—6x—4. Vamos

determinar € € [—1,0] tal que f(£) =0, com uma precisio €= 1073,

Solugao: A fungao g é continua em [—1,0] e g(—1)g(0) <0, pois g(—1) =1 e ¢(0) = —4.
Além disso, a derivada ¢’ é dada por ¢'(z) = 32> —6. Como ¢'(z) <0 paratodo z € (—1,0),
temos pelo Teorema que g ¢é estritamente decrescente no intervalo [—1,0]. Pelo Lema @
existe & € [—1,0] tal que g¢(§) = 0. A unicidade do zero da fungao decorre do fato de que g é
decrescente. Temos também que a amplitude do intervalo [—1,0] é A =1. Logo, o nimero k

de iteracoes necessérias para garantir uma aproximacao da raiz com precisao ¢ = 1073 ¢ dado

por
[ A l L
n— n—-. 3
c 10-3 [n10 [n10
> In2 In2 In2 3 In2 9,965784285,
ou seja, k = 10.

A tabela a seguir fornece a sequéncia de aproximagoes sucessivas que converge para a raiz

¢ da equacao g(x) = 0.
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Iteragao | Sequéncia (a,) | Sequéncia (by,) | Sequéncia (z,,) g(xy)

1 1 0 0,5 ~1,125

2 -1 —-0,5 —0,75 0,078125

3 0,75 0,5 0,625 0, 49414063

4 —0,75 —0,625 —0,6875 —0,19995117

5 ~0,75 —0, 6875 —0,71875 | —0, 05880737

6 —0,75 —0, 71875 —0,734375 0,01019669

7 —0, 734375 —0, 71875 —0,7265625 | —0,02417231

8 —0, 734375 —0, 7265625 —0,73046875 | —0,00695437

9 —0, 734375 —0,73046875 | —0,73242188 0,00162954

10 —0,73242188 | —0,73046875 | —0,73144531 | —0,00266032
Assim, & = 19 = —0,73144531 & a raiz procurada, com precisao ¢ = 1073,
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Conclusao

Quando pegamos uma calculadora e comecamos a iterar varias vezes a funcao cosseno, a
partir de um nimero real positivo qualquer, o valor obtido converge para 0, 739085133..., que
é o tnico ponto fixo da funcao. Isso acontece devido ao fato de a funcao cosseno ser uma
contracao no intervalo [—1,1]. Pelo Teorema de Banach, todas as contragoes definidas em
intervalos fechados possuem essa propriedade. Mais ainda, dado qualquer ponto do dominio
de uma contragao, a orbita desse ponto nos fornece uma sequéncia de Cauchy que converge
diretamente para o ponto fixo. Como aplicacao, transformamos o problema de encontrar o
zero da funcao raiz n-ésima em outro, equivalente, de determinar o ponto fixo da fungao n de
Newton.

J& num outro extremo, o Teorema de Li-Yorke garante que se uma fungao tiver pelo menos
um ponto periddico de periodo trés, entao a fungao possuira também pontos periddicos de todos
os periodos. Neste caso, como a érbita dos pontos de periodo maior que um ¢ finita e ciclica,
as iteracoes dessa funcao nao convergem para um ponto fixo.

Para encerrar, apresentamos um método numérico para resolver equagoes de qualquer tipo,
inclusive as nao lineares. Usando o Teorema do Valor Intermediario para obter um intervalo
adequado que contenha um zero da funcao, é possivel construir, por meio do Método da Bis-
seccao, uma sequéncia de aproximagoes sucessivas que converge para esse zero. Uma grande

vantagem em usar este método é que ele converge sempre.
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