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Resumo

Essa dissertacao aborda os principais conceitos de Conjuntos e Fungoes Reais, Conjuntos
Convexos e Fungoes Convexas. O desenvolvimento é feito inicialmente com uma abordagem
historica do conceito de fungao. Em seguida, é apresentada uma revisao bibliografica contendo
defini¢oes, propriedades, teoremas e aplicagoes reais. Espera-se que esse material possa servir
como um material didatico de enriquecimento do conhecimento de professores de Matematica
da educagao bésica.

Palavras-chave: Conjuntos, Fungoes Reais, Funcoes Convexas.

i



Abstract

This dissertation approaches the main concepts of Real Sets and Functions, Convex Sets
and Convex Functions. The development is done initially with a historical approach of the
function concept. Then, a bibliographic review is presented along with definitions, properties,
theorems and real applications. It is hoped that this text can serve as a didactic material for
the enrichment of the knowledge of Mathematic teachers of basic education.

Keywords: Sets, Real Functions, Convex Functions.

1l



Sumario

1 Introducao

1.1 O Ensino das Funcoes na Educagao Bésica . . . . . . ... ... ... ... ...

1.2 Objetivos . . . . . . o

2 Conjuntos, Fungoes e Aplicagoes

2.1 ConjuntosS . . . . . . .
2.2 Funcoes . . . . .. e
221 Funcaoafim . . . . . . ...
2.2.2  Funcoes quadraticas . . . . . . ...
2.2.3 Funcoes exponenciais . . . . . . . .. ..o
2.2.4  Funcoes logaritmicas . . . . . . . . . ...
2.3 Aplicagdes . . . . ...
2.3.1 Impostode Renda . . . .. ... . ... ... ... ... ...
2.3.2  Movimento Uniformemente Variado . . . . . .. .. ... ... ... ...
2.3.3 Desintegracao radioativa . . . . . .. ...
2.3.4 Nivel Sonoro. . . . . . . .

3 Conjuntos e Funcoes Convexas

3.1 Conjuntos Convexos . . . . . . . . o o
3.2 Fungoes convexas . . . . . .. ..o
3.3 Funcoes convexasem R . . . . . . . . . .. ...

v

13
17
23
27
29
29
31
33
35



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4

Graficoda funcao I . . . . . . . .. L 31
Trajetoria do projétil . . . . . . . . . 33
Grafico da desintegracao de uma substancia radioativa. . . . . . . . .. ... .. 34
(a) conjunto convexo e (b) conjunto ndo convexo. . . . . ... ... 37
Representacao da casca convexa da figura 3.1(b) . . . . .. ... .. ... 39
Hiperplano suporte de C'.. . . . . . . . . . . . .. 41
Gréfico de uma funcao convexa representada no espaco R* . . . .. . . ... .. 42



Lista de Tabelas

2.1 Incidéncia mensal para calculo do imposto sobre a renda das pessoas fisicas . . .

2.2 Nivel de intensidade sonora de diversas fontes (valores tipicos) . . . . . .. . ..

vi



Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento do conceito de fungao aconteceu de forma lenta. Desde a primeira
utilizagao do termo funcgao, os conceitos que o definiam foram sendo modificados com o passar
dos anos. O surgimento de fungoes como objetos de estudo matematico e sua conceituacao
individualizada teve inicio no final do século XVII [4].

No século XIV, Nicole Oresme (1323-1382) fez uma representagao grafica da variacao da
velocidade em relagao ao tempo no movimento de um corpo com aceleracao constante. Essa
representagao sugeria o que hoje denomina-se de representagao grafica de fungoes [2].

O conceito de fungao tem sua origem confundida com o inicio do Calculo Infinitesimal
[4]. Inicialmente, o Célculo desenvolvido por Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) nao
tratava-se de um calculo de fungoes. O objetivo principal desse estudo no século XVII eram
as curvas, devido ao fato de os problemas que deram origem ao calculo serem de natureza
geométrica e cinemdtica [1]. Em 1692, Leibniz utilizou o termo “fungao”para designar um
objeto geométrico relacionado a uma curva [1]. A ele também sdo devidas as introducoes dos
termos “constante”, “varidavel’e “parametro”[4].

A medida que o estudo de curvas foi se desenvolvendo e tornando-se mais algébrico, tornou-
se necessario um termo que representasse, através de uma expressao analitica, quantidades
dependentes de uma variavel. Por volta de 1718, Jean Bernoulli (1667-1748) considerou como
fungao de uma variavel uma expressao qualquer formada por essa variavel e por constantes [4].
Para expressar uma funcao de x, Bernoulli utilizou varias notagoes, dentre as quais a que mais
se aproxima da utilizada atualmente foi ¢x [2].

A primeira obra em que o conceito de funcao desempenha papel central é de autoria de

Euler (1707-1783). Nesse trabalho, Euler define fungao de uma quantidade varidvel como uma



expressao analitica qualquer formada por essa variavel e por niimeros ou quantidades constantes
[2]. A notacao utilizada atualmente f(x) para uma fungao de = é devida a Euler.

Nos séculos XVIII e XIX, a nocao de funcao era relacionada com a de expressao analitica.
Essa nocao, ligada as nocoes de continuidade e de desenvolvimento em série passou por mu-
dangas que alteraram seu significado [4]. Fourier (1768-1830), em seu trabalho sobre a pro-
pagacao de calor em determinados materiais, afirmou que toda funcao definida em um intervalo
finito poderia ser representada nesse intervalo por uma série trigonométrica, hoje denominada
de série de Fourier [3]. Posteriormente, Dirichlet (1805-1859) foi o primeiro a empregar uma
definicao de funcao sem o uso de uma expressao analitica ou férmula fechada, considerando
como fun¢ao uma correspondéncia entre duas variaveis x e y de modo que a cada valor de z
existe uma regra tal que fica determinado um tnico .

Apbs o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, o conceito de funcao foi ampliado no século
XX, de modo a incluir todas as relagoes arbitrarias entre conjuntos, sejam eles numéricos ou
nao [4]. No século XX, teve inicio a matematica moderna onde, entre os estudiosos desse século,
destacou-se um grupo de mateméticos que utilizava o pseudonimo Nicolas Bourbaki [3]. Em
suas obras, Bourbaki reformula diversos conceitos e fornece a definicao de fung¢ao como um

conjunto de pares ordenados.

1.1 O Ensino das Funcgoes na Educacao Basica

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB 9.394/96) [5] a
educacao escolar brasileira ¢ composta de dois niveis escolares, a educagao basica e a educacao
superior, sendo a educagao basica constituida pela educagao infantil, ensino fundamental e
ensino médio.

Com a necessidade de criar referéncias nacionais comuns ao processo educacional no Brasil,
foram elaborados os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [6] que organizam os contetidos
de Matematica a serem trabalhados no ensino fundamental em quatro blocos: numeros e
operagoes, espaco e forma, grandezas e medidas e tratamento da informagao. O contetudo
de fungoes esta presente nos PCN no bloco nimeros e operacoes, onde o documento menci-
ona o ensino da nocao de fungoes nas séries finais do ensino fundamental, ressaltando, que a
abordagem formal deve ser estudada no ensino médio.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) [7] e as Orientagoes



Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN+) [8] determinam
as diretrizes para o Ensino Médio e as habilidades basicas esperadas no aprendizado dos alu-
nos, além de orientarem sobre metodologias no ensino da Matematica. Ambos os documentos
abordam a necessidade da interdisciplinaridade e contextualizacao dos temas em Matematica.

Os PCNEM reconhecem que o ensino de fungoes nao deve ser feito de forma isolada, uma
vez que esse tema estd relacionado a varios outros. O documento ressalta a importancia do
conceito de fungao pois este pode ser aplicado em eventos do cotidiano e em outras areas, como
a Fisica, Geografia ou Economia [7]. Nos PCN+, o contetdo de fungoes esta presente no eixo
Algebra: numeros e fungoes, e neste documento a orientacao é que o enfoque no estudo das
funcoes deve ser no conceito de funcao e em suas propriedades em relagao as operagoes, na
interpretagao de graficos e nas aplicagoes dessas fungoes [8].

Foram criadas em 2006 as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio [9], que abordam
a escolha de contetudos, a forma de trabalhar os conteidos, o projeto pedagdgico e a orga-
nizacao curricular. Nesse documento a organizagao dos conteudos basicos é feita em quatro
blocos: Numeros e operacoes; Funcoes; Geometria; Anélise de dados e probabilidade. Embora
os conteidos sejam assim organizados, nao devem ser explorados de forma isolada, mas, ao
contrario, deve-se buscar conecta-los. O estudo de Funcgoes pode ser trabalhado inicialmente
com a analise das relacoes entre duas grandezas em diferentes situagoes, esbocando também
qualitativamente os graficos dessas relagoes e prosseguindo o estudo com os diferentes modelos
que devem ser estudados na escola: linear, quadratico, exponencial e periddico relacionando-os
em diferentes dreas do conhecimento [9].

Em dezembro de 2017 foi aprovada e homologada a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) [10] referente a Educagao Infantil e Ensino Fundamental. A BNCC ¢ um documento
de carater normativo que define as aprendizagens essenciais aos alunos da Educacao Bésica
e é uma referéncia nacional obrigatoria para a elaboracao dos curriculos a serem trabalhados
em todas as escolas do pais. Nesse documento, as habilidades a serem desenvolvidas ao longo
do Ensino Fundamental e os objetos de conhecimento estao organizados em cinco unidades
tematicas: Numeros; Algebra; Geometria; Grandezas e medidas; Probabilidade e estatistica. O
ensino de funcoes encontra-se na unidade tematica Algebra do 9° ano do Ensino Fundamental.

A tecnologia encontra-se cada dia mais presente no cotidiano. O uso de recursos tecnologicos
em sala de aula proporciona ao aluno uma aproximacao dos conteuidos abordados com a pratica.

Contudo, no ensino da Matematica, ainda se predomina a forma tradicional, com o pouco



relacionamento entre a teoria e a pratica.

As Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio citam a relevancia da relagao entre tec-
nologia e Matematica: “B importante contemplar uma formacgao escolar nesses dois sentidos,
ou seja, a Matematica como ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia como ferra-
menta para entender a Matematica”. No uso da tecnologia para a Matematica ha programas de
computadores (softwares) que contém recursos motivadores do “pensar matematicamente” onde
os alunos fazem tentativas e constroem raciocinios na resoluc¢ao de problemas [9].

O uso de recursos tecnoldgicos contribui no processo de ensino e aprendizagem, pois além
de por em perspectiva a ineficiéncia da simples manipulacao simbdlica e do calculo mecanico se
comparados com a resolugao de calculos utilizando instrumentos tecnologicos, permite diferentes
métodos de abordagem de problemas ao destacar para os alunos beneficios da linguagem grafica
e de novas formas de representacao, despertando neles entusiasmo pela pratica de exercicios de
investigagao e exploragao [6].

Os softwares facilitam de maneira simultanea o estudo algébrico e grafico através de seus
recursos, o que contribui para o entendimento do aluno do conceito de fungao [9].

Um programa de computador que pode ser utilizado no processo de ensino e aprendizagem
de funcoes é o GeoGebra. O GeoGebra é um software matematico dinamico, de facil utilizacao
e que reine recursos associados a geometria, dlgebra, gréficos, entre outros [11]. Esse pro-
grama ¢é gratuito para uso nao comercial; pode ser instalado em computadores e também em
smartphones, e apds instalado, o acesso a internet nao é necessario para sua utilizacao. O soft-
ware GeoGebra pode ser obtido para instalagdo em seu site oficial: https://www.geogebra.org/.
O processo de aprendizagem dos alunos pode ser enriquecido com esse software pois, através
dele é possivel construir com precisao graficos de fungoes definidas por quaisquer expressoes

analiticas, além de facilitar a compreensao de conceitos abordados em sala de aula.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo apresentar conceitos acerca de Conjuntos e Fungoes Reais,
Conjuntos Convexos e Funcoes Convexas para ser um material de apoio no aprofundamento
do conhecimento do professor de Matematica nesses temas. Dessa forma, o trabalho esta

organizado como segue:



O capitulo 2 apresenta os principais conceitos de conjuntos e fungoes em R, incluindo de-
finigoes, proposicgoes e teoremas. Também estao presentes nesse capitulo aplicagoes de fungoes
afim, quadratica, exponencial e logaritmica.

O capitulo 3 aborda conceitos de conjuntos e funcoes convexas em R™. Nesse capitulo
apresenta-se através de problemas, fungoes definidas em R relacionadas aos conceitos de con-
vexidade.

No capitulo 4 serao feitas as conclusoes dessa dissertacao.



Capitulo 2
Conjuntos, Funcoes e Aplicacoes

Este capitulo apresenta defini¢oes, propriedades e teoremas acerca de Conjuntos e Funcoes
reais, incluindo aplicacoes em situagoes presentes na realidade. Os conceitos aqui abordados

foram obtidos em [12], [13], [14], [15], [17] e [18].

2.1 Conjuntos

Um conjunto é uma cole¢ao de objetos que sao chamados de elementos. A relagao entre
um conjunto e um objeto é a relacao de pertinéncia.

Sendo A um conjunto e x um objeto qualquer, se x é um elemento do conjunto A diz-se que
x pertence a A e escreve-se x € A, caso contrario, diz-se que x nao pertence a A e escreve-se
xr ¢ A.

Para determinar um conjunto A é necessario uma regra que permite julgar se um objeto
qualquer x pertence ou nao ao conjunto A. Na maioria dos casos, os elementos de um conjunto
sao determinados através de uma propriedade comum e exclusiva entre eles. Quando um
conjunto nao possui elementos que satisfazem a regra determinada, esse é chamado de conjunto

vazio e é representado por @.

Definicao 1 Dados os conjuntos A e B, se todos os elementos do conjunto A sdo pertencentes
também ao conjunto B, diz-se que A € um subconjunto de B, que A estd contido em B ou que

A € parte de B e denota-se por A C B.

A relacao A C B dada na definigao 1 é chamada de relagao de inclusao. Quando o conjunto

A nao é um subconjunto de B, denota-se por A ¢ B.



Dados conjuntos quaisquer A,B e (', na relacao de inclusao sao validas as seguintes propri-
edades:

a) reflexividade: A C A;

b) antissimetria: se A C B e B C A entdao A = B;

¢) transitividade: se AC Be B C C entao A C C.

Definicao 2 Fizado um conjunto U, chamado de conjunto universo, tal que todos os elementos
a serem considerados pertencerao a U e todos os conjuntos estarao contidos em U, entao, dado
um conjunto A, o conjunto formado pelos elementos de U que nao pertencem a A é chamado

de complementar de A e é representado por A°. Ou seja, A°={x : = ¢ A}

Proposicao 1 Sendo A e B conjuntos dados, sao vdlidas as sequintes regras operatorias:
a) Para todo A C U, tem-se (A°)° = A;
b) Se A C B entio B® C A°.

Demonstracao: a) Seja A C U. Se a € (A°)°, entao a ¢ (A°), logo a € A e, dai, (A°)° C A.
Por outro lado, se a € A tem-se que a ¢ A, assim segue que a € (A°)° e, consequentemente,
A C (A°)°. Portanto, (A°)¢ = A para todo A C U.

b) Suponha que A C B. Sendo b € B¢ tem-se que b ¢ B e, por hipétese, b ¢ A, logo b € A°.
Entio, B® C A°.

Definicao 3 Dados os conjuntos A e B, o conjunto formado pelos elementos de A juntamente
com o0s elementos de B é denominado reuniao de A e B e € representado por AU B. Ou seja,

AUuB={x : x € A oux € B}.

Definigao 4 Sejam A e B dois conjuntos dados. Entdo, o conjunto formado pelos elementos
comuns de A e B é chamado de interse¢ao de A e B e é denotado por AN B. Desta forma,

ANB={x : x€ Aexc B}.

Definicao 5 Dados os conjuntos A e B. O conjunto formado pelos elementos de A que nao

pertencem a B € denominado diferenca entre A e B e € indicado por A — B. Assim,

A—B={x : v€ Aex ¢ B}.

Um conjunto X, pode ser classificado em finito ou infinito, conforme a definicao 6.



Definicao 6 Um conjunto X € finito quando possui um numero finito de elementos, ou seja,
quando € possivel determinar o niumero de elementos desse conjunto e é infinito quando nao

€ finito.

O numero de elementos de um conjunto X é chamado o ntimero cardinal de X. O conjunto
vazio @ ¢ definido como um conjunto finito e que possui zero elementos, logo seu ntimero cardinal

é zero.

Proposicao 2 Indicando por n(X) o niumero cardinal de um conjunto finito X, sao vdlidas as
sequintes propriedades:

a) O nimero cardinal de um conjunto finito € 1inico, independente da contagem adotada.

b) Todo subconjunto Y de um conjunto finito X € finito e n(Y) < n(X). A igualdade
n(Y) =n(X) sé ocorre quando Y = X.

c) Se X eY sdo finitos entao X UY € finito e tem-se n(XUY) =n(X)+n(Y)—n(XNY).

2.2 Funcoes

Definicao 7 Dados os conjuntos nao vazios X,Y , a regra que associa a cada elemento v € X
um unico elemento y = f(x) € Y € denominada fungdo f de X em Y e denota-se por

f: X—=Y.

O conjunto X é chamado dominio e Y é o contradominio de f. Para cada z € X, o
elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x por f.

Dado um conjunto nao vazio X, a funcao denotada por Idx : X — X e definida por
Idx(z) = x para todo x € X é denominada funcao identidade de X.

Dados os conjuntos nao vazios X, Y e fixado um elemento ¢ € Y, a funcao f : X — Y tal

que f(z) = ¢ para todo z € X, é chamada fung¢ao constante.

Definicao 8 Dada a funcao f : X — Y, a tmagem de f é o conjunto formado pelos elementos

f(x) €Y, onde x € X, ou seja, Im(f) ={f(x) €Y : z € X}.

A imagem de f é um conjunto que esta contido no contradominio da funcdo e pode ser

diferente deste, ou seja, Im(f) C Y e é possivel que Im(f) #Y.

Definicao 9 Dados os conjuntos nao vazios X e Y, o conjunto formado por todos os pares
ordenados (x,y), onde x € X ey € Y € denominado produto cartesiano de X porY. Ou

seja, X XY ={(z,y) : € X eyeY}.



Definicao 10 Dados os conjuntos nao vazios X e Y, todo subconjunto R C X x Y, € deno-

minado relacao de X em Y.
Uma funcao é um caso particular de uma relacao entre dois conjuntos como vé-se a seguir.

Definicao 11 Dados os conjuntos nao vazios X e Y, uma relagao f de X em'Y € uma func¢ao

se para todo x € X existir um unicoy € Y tal que (z,y) € f.
Através da definicao 12 tem-se as condig¢oes para que ocorra a igualdade entre duas fungoes.

Definigao 12 Duas funcoes f: X =Y eg: X' =Y’ sao iguais se, e somente se,

X=X'Y =Y e f(x)=g(x) para todo z € X.

A partir de fungoes ja conhecidas pode-se construir novas fungdes como vé-se na definigao

13.

Definicao 13 Dadas as funcoes f: X - R eg:Y = R, com X,Y CR, tais que X NY seja
diferente do vazio e um numero real c, sao definidas as funcoes:
a) f+g:XNY =R dada por (f +g)(z) = f(z) + g(z);
b) f-g: XNY = R dada por (f - g)(x) = f(z) - g(z);
/ /() e dominio igual a {x € XNZ : g(z) # 0}.

f _
c) J dada por (§> (x) = o)
d)c-f: X — R dada por (c-g)(x) =c-g(z).

Sendo f: X - Y eg:Y — Z duas fungoes, é possivel formar uma nova fungao com
elementos z € X, determinando suas imagens f(x) e, em seguida, calculando g(f(x)). Os re-

sultados compoem uma funcao obtida pela substituicao de f em g chamada de fungao composta

de feg.

Definicao 14 Dadas as fungoes f : X — Y eqg:Y — Z, onde a imagem de f esta contida
no dominio de g, a fungdo go f : X — Z definida por (go f)(z) = g(f(x)), para cada x € X é

denominada fungao composta de [ e g, nessa ordem.
Proposicao 3 Dadas as funcoes f : X — Y, Id, : X — X eld, :' Y =Y, tem-se que
fold,=feld,of=Ff.

Demonstracao: A fungao fold, onde fold, : X — Y étal que (fold,)(z) = f(Ild,(x)) =
f(x) para todo x € X. Por outro lado, a fungao Id, o f com Id,o f:Y — X é tal que, para
todo y € Y, tem-se (Idy o f)(y) = Idy(f(y)) = f(y). .



Proposicao 4 Dadas as funcoes f : X =Y, g:Y - Z eh:Z — W, tem-se:

a)ho(gof)=(hog)of;
b)f("):\fofof---oi, sendo f: X — X en € N.

n

Demonstracao: a) Primeiramente, note que ho (go f) e (hog) o f sdo ambas fungdes de
X em W. Assim, pela definicao 12 a igualdade ocorrera se elas associarem a cada x € X um

mesmo elemento em W. De fato, para todo x € X tem-se que
[ho(go f)l(z) = (hog)(f(z)) =hlg(f(x))] = hl[(ge f)(x)] = [(hog)o fl(z). -

Definicao 15 Uma funcao f: X =Y é:

a) injetiva, ou injetora, quando elementos distintos do dominio X sao transformados por
f em elementos distintos em Y. Ou seja, [ € injetiva quando x # =’ em X = f(x) # f(2).
FEquivalentemente, a condigdo pode ser expressa por f(x) = f(2') = = = .

b) sobrejetiva, ou sobrejetora, se para todo elemento y € Y existir pelo menos um
elemento x € X tal que y = f(x), ou seja, quando Y = Im(f).

c) bigetiva, ou bijetora, quando for ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva.

Uma funcao f: X — Y que é ao mesmo tempo injetiva e sobrejetiva pode ser chamada de
bijecao, ou correspondéncia biunivoca entre X e Y.
Estabelecidos os conceitos de funcao e correspondéncia biunivoca é possivel escrever de

modo mais formal as definicoes de conjunto finito e conjunto infinito dadas na definicao 6.

Definicao 16 Um conjunto X € finito quando existe uma correspondéncia biunivoca f : I,, —
X, onde I, = {1,2,...,n} para n € N. O nimero natural n é o nimero cardinal de X ou o

numero de elementos de X .

O conjunto I,, é finito e tem n como seu nimero cardinal. Desta forma, todo conjunto finito

possui um numero natural n como seu nimero cardinal.

Definicao 17 Um conjunto X € infinito quando nao € vazio e nao existe uma correspondeéncia

biuniwvoca f : I, — X, com I, = {1,2,...,n} qualquer seja n € N.

Proposicao 5 Dadas as funcoes f : X —Y eqg:Y — Z. Entao:
a) go f injetora = f injetora.

b) go [ sobrejetora = g sobrejetora.
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c) g, f injetoras = g o [ injetora.
d) g, f sobrejetoras = g o f sobrejetora.

e) g, f bijetoras = g o [ bijetora.

Demonstracao: a) Supondo g o f injetora, para x1, x5 € X, tem-se que

f(x) = f(z2) = g(f(1)) = g(f(22) = (g o f)(@1) = (g0 [)(w2) = 21 = 23,

portanto, f é injetora.
b) Supondo go f sobrejetora, dado z € Z existe pelo menos um x € X tal que z = (go f)(z).
Assim, z = g(f(z)) e, portanto, g é sobrejetora.

c¢) Supondo f, g injetoras e tomando z1, x5, € X tais que (go f)(z1) = (g o f)(z2) tem-se

(go f)(x1) = (go f)(w2) = g(f(z1)) = g(f(x2))

como g ¢ injetora, segue que g(f(z1)) = g(f(z2)) = f(x1) = f(x2) e, da injetividade de f,
conclui-se que f(z1) = f(x2) = x1 = x3. Logo, (go f)(z1) = (go f)(z2) = 1 = x2, 0 que
mostra que g o f é injetora.

d) Supondo f e g sobrejetoras, para z € Z, o fato de g ser sobrejetora garante que existe
y €Y tal que z = g(y). Em contrapartida, a sobrejetividade de f atesta a existéncia de z € X
tal que f(z) = y. Assim, para todo z € Z existe x € X de modo que (go f)(z) = g(f(z)) =
g(y) = z. Portanto, g o f é sobrejetora.

e) Supondo f e g bijetoras, segue que f e g sdo injetoras e sobrejetoras. Do item c) tem-se
que se g e f sdo injetoras implica que g o f é injetora, além disso, pelo item d), se g e f sdo

sobrejetoras entao g o f é sobrejetora. Portanto, g e f bijetoras = g o f bijetora. "

Definicao 18 Seja f: X — Y uma funcdao bijetora. FExiste a funcao g Y — X tal que, para

reX,yeY, tem-se g(y) = <y = f(x) denominada fungao inversa de f.

A inversa de uma funcao bijetora f : X — Y pode ser denotada por f~!:Y — X.
Dadas as fungoes f : X — Y eg:Y — X. Diz-se que g é a inversa de f quando go f = Id,
e fog=1Id,.

A proposicao 6 relaciona as operagoes de composicao e inversao de fungoes.

Proposicao 6 Se f: X =Y eqg:Y — Z sao bijecoes, entao go f : X — Z € uma bijecao e

(gof)™t=fTlog™
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Demonstracao: Como f, g s@o bijecoes, segue do item (e) da Proposicao 5, que go f é uma
bijegao. No entanto, como (go f)™! e f~tog™! sdo ambas funcdes de Z em X, pela unicidade da
inversa, para comprovar que (gof)~! = f~log~! é suficiente mostrar que (ftog=!)o(gof) = Id,

e(gof)o(ftog™) = Id.. De fato, note que
flof=1Idx, foft=1Idy, gtog=1Idyegog!=1Idy.
Assim, tem-se

(fTrog olgof) =[(ftog )oglof =[fTo(g og)of =[ftoldylof = f"of =ldyx

(gof)o(ftog™) =[(gof)ofog™ =lgo(fof )eg™ =lgoldylog™ =gog™ = Idy.

Definigao 19 Seja X C R. Uma fungdio f: X — R é:
a) crescente se x1 < 13 = f(x1) < f(x2), para quaisquer x1,z9 € X;
b) decrescente se x1 < xo = f(x1) > f(x2), quaisquer sejam x1, x5 € X;
c) mondtona nao-decrescente se 1 < o = f(x1) < f(x2), para quaisquer x1,x9 € X;
d) mondtona nao-crescente se x1 < xo = f(x1) > f(x2), quaisquer sejam x1,x € X;
Em qualquer um dos casos, a fungao f é dita mondtona. Nos casos (a) e (b), [ é uma fungao

mjetiva.

E importante reassaltar que existem fungoes que nao sao definidas por nenhuma das quatro

condigoes dadas na defini¢ao 19.

Definicao 20 Seja f : I — R uma fun¢ao dada onde I C R é um intervalo. O valor minimo
da fungao f no intervalo I € dado por yy € R quando ocorrerem simultaneamente:

a) Im(f) C [yo, +00).

b) yo € Im(f).

Os pontos de minimo da funcdao f no intervalo I sao os numeros reais ro € I tais que

f(flfo) = Yo-

De forma analoga é possivel definir os conceitos de valor maximo e ponto de maximo
de uma funcao f : I — R, onde I é um intervalo tal que I C R. A definicdo 21 conceitua a

paridade de uma funcao.
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Definicao 21 Sejam X CR tal quex € X = —x € X e f: X — Y uma funcao. Diz-se que:
a) f € par se, para todo x € X, f(x) = f(—x).
b) [ € impar se, para todo v € X, f(x) = —f(—x).

Existem funcoes que nao podem ser definidas por nenhuma das condigoes dadas na definicao

21

Definicao 22 O grdfico de uma funcao f: X — Y € definido como o subconjunto do produto

cartesiano X XY dado por

G(f) ={(z,y) e X x Y3y = f(2)}.

Um subconjunto G C X x Y ¢é o grafico de uma funcao f : X — Y se para cada x € X

existir um, e apenas um, y € Y tal que (z,y) € G.

2.2.1 Funcao afim

s

Defini¢ao 23 Uma funcio f : R — R tal que f(z) = ax + b para todo v € R e a,b € R é

denominada afim.

A fungao f : X — Y tal que f(z) = az chamada de fungao linear é um exemplo particular
de uma funcao afim, onde b = 0. Essa funcao é utilizada em problemas de proporcionalidade. O
teorema a seguir, intitulado Teorema Fundamental da Proporcionalidade, permite determinar

sempre se uma dada funcao é ou nao uma funcgao linear.

Teorema 1 Seja f: R — R uma funcao crescente. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
(i) Para todon € Z e todo x € R tem-se f(nx) =nf(x).
(i) Pondo a = f(1), tem-se f(z) = ax, Vo € R. (Logo f(cx) = cf(x), Ve,z € R.)
(i17) f(x+vy) = f(z)+ f(y) quaisquer sejam z,y € R.

Demonstracao: Com o objetivo de demonstrar que (i) = (ii), serd provado que, para todo
m

nimero racional r = —, a hipdtese (i) ocasiona que f(rz) = rf(z), qualquer que seja = € R.
n

De fato, como nr = m, tem-se:

n- f(re) = f(orz) = f(mz) =m- f(z),

13



logo f(ra) =~ f(x) = r- f(x).

Seja a = f(1). Como f(0) = f(0-0)=0- f(0) = 0, a monotonicidade de f garante que
a = f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além disso, tem-se f(r) = f(r-1) =r- f(1) =
r-a = ar para todo r € Q. Resta mostrar que se tem f(z) = ax para todo z € R. Suponha,

por absurdo, que exista algum real x (necessariamente irracional) tal que f(z) # axz. A fim de

@ _
T(x)

Tomando um racional r no intervalo |——=, l"| , OU seja,
a

fixar ideias, admita f(x) < az. Tem-se

f(ax) <r <z, segue-se que f(x) <
ar < ax, assim, f(z) < f(r) < ax. Contudo isso é um absurdo, pois f ¢é crescente logo, como
r < x, deveria ocorrer f(r) < f(z). Portanto, conclui-se que (i) = (ii).
Para provar que (ii)= (iii), suponha f(z) = az, para todo = € R e a = f(1). Desta forma,
para quaisquer z,y € R tem-se f(r+y) = a(x+y) = ar +ay = f(x)+ f(y). Logo, (ii)= (iii).
Por fim, para mostrar que (iii)=(i), suponha f(z + y) = f(z) + f(y) quaisquer sejam

x,y € R. Com isso, sendo n € N, tem-se

fnx) = flz + (n - 1)z)

() + f((n = 1)z)

() + f(z + (n - 2)z)
() + f(x) + f((n = 2)z)

f
f
f

Resta mostrar que f(—nx) = —nf(z). Desta forma, 0 = f(0) = flz+(—z)] = f(x)+ f(—=x),
o que implica f(z) = —f(—z) = —f(z). Logo, f(—nz) = —f(nz) = —nf(x). .

O teorema 2 apresenta uma caracterizacao das funcoes afins.

Teorema 2 Seja f : R — R uma fungdo mondtona injetiva. Se o acréscimo f(x+h)— f(x) =

©(h) depender somente de h, e nao de x, entao [ é uma funcao afim.

Demonstragao: Supondo f crescente, entdo ¢ : R — R também é crescente, com ¢(0) = 0.
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Além disso, para quaisquer h, k € R tem-se

oh+k)=f(x+h+k)— f(z)
=f((x+k)+h) = flx+k)+ flz+k) - f(z)

w(h) + @(k).

Logo, pelo Teorema 1, pondo-se a = (1), tem-se p(h) = a-h para todo h € R. O que significa
que f(z + h) — f(x) = ah. Chamando f(0) de b, resulta f(h) = ah + b, isto é, f(x) =ax +b

para todo z € R. "

E possivel determinar se uma funcio f : R — R ¢ afim, sem o conhecimento de seus
coeficientes a e b. Nessa situagao, o valor de b é obtido como o valor da funcao quando x = 0,
ou seja, b = f(0). Em rela¢ao ao coeficiente a, o mesmo pode ser determinado conhecendo dois
valores f(x1) e f(x2) assumidos pela funcao em dois pontos distintos quaisquer x; e xo. De

fato, sendo conhecidos f(x1) = azxy1 + b e f(z2) = axs + b tem-se que,

f(x2) = f(21) = a(x2 — 11)

logo
N f@z) - f(xl)

To — 1

[f(z+h) = f(2)]
h
crescimento ou taxa de variagdo de f em [z,z + h]. O coeficiente b pode ser chamado de

Dados x,z + h € R, com h # 0, o nimero a = é chamado de taxa de

valor inicial da funcao f.
Proposicao 7 O grifico de uma fungao afim f:R — R, f(x) = ax + b € uma reta.

Demonstracao: Para verificar isso basta mostrar que trés pontos quaisquer deste grafico
P = (x1,axy +b), P, = (x9,ax9 + b) e Py = (x3,axs + b) sdo colineares. Uma condi¢ao
necessdria e suficiente para que isso ocorra é que o maior dos trés nimeros d( Py, P,), d( P, Ps3)
e d(Py, P3) seja igual a soma dos outros dois. Desta forma, supondo z; < x5 < x3 e calculando

a distancia entre os pontos dois a dois, tem-se:

d(Py, Py) = /(2 — 21)2 + (12 — 11)2 = /(22 — 21)2(1 + a?) = (v2 — 21)V1 + a2,

d(Py, P;) = \/(iL‘g — 1)+ a*(x3 —21)? = (23 — x1)V1 + a?
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d(PQ,Pg) = \/(l’g — ZL‘Q)Q + az(l’g — IL‘Q)Q = (173 — ZL‘Q)\/ 1+ a?.

Com isso, segue que:

d(Pl,P2)+d(P2,P3> = (xg—xl)v1+a2+(x3—x2)v1+a2
= (r3—z)V1+a?=d(P,P).

Portanto, P, P, e P3 sao colineares. "

Proposicao 8 Seja f : R — R uma funcgdo afim tal que f(x) = ax +b, com a,b € R e a # 0.

O conjunto imagem de f € R.

Demonstracao: A imagem de f é obtida ao encontrar os y € R tais que f(z) = y. Note

—b
que, qualquer que seja y € R existe x = y—> € R tal que
a

f(:c):f(yT_b> Pl B,

a

Logo, Im(f) =R n

Proposicao 9 Seja f : R — R uma funcdo afim tal que f(x) = ax +b, com a,b € R e a # 0.
A funcao f é:
(a) crescente, se a > 0.

(b) decrescente, se a < 0.
Demonstracao: (a) Supondo a > 0 e considerando z1, x5 € R tais que 1 < x5, tem-se
f(z1) — f(xe) = axy + b — (axs + b) = a(x) — x5) <0,

pois x; < w9 implica x1 — x5 < 0. Logo, f é crescente quando a > 0.

(b) Analogamente, suponha a < 0. Se x1,x2 € R sdo tais que z1 < x2, entdo
f(x1) = f(22) = axy + b — (azy + b) = a(xv1 — 12) > 0,

uma vez que r; < rs é equivalente a 1 — x9 < 0. Portanto, f é decrescente quando a < 0. =
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2.2.2 Funcgoes quadraticas

Definigao 24 Uma funcio f : R — R tal que f(x) = ax® + bz + ¢ para todo x € R, com

a,b,c € R ea#0 € denominada quadrdtica.

Em relacdo ao trinémio ax? + bx + ¢, é possivel escrevé-lo de uma forma conveniente. Para

isso, note que:
b c
ar’ +br+c=a {1‘2+—x+—:|.
a a

2

b c 2
Como 22 + —x + — é parte do quadrado {:c + —} , entao, adicionando e subtraindo 12 a
a a a a

expressao entre colchetes, tem-se

b b2 b? c
2 _ 2
ax +bx+c-a[x +2-%'x+@—@+5}
Logo:
b\? dac—b?
2
b = — _— 2.1
ax”+br+c=a <x+2a) + 12 ] (2.1)

A equagao 2.1 é chamada de forma candnica do trinomio do segundo grau. Utilizando essa
forma, as raizes da equacao ax? + bx + ¢ = 0 podem ser facilmente obtidas como vé-se na

definicao 25.

Definicao 25 As raizes da equacao ax? +bx +c =0, com a # 0 sio os valores x € R tais que

ar? +br+c=0.

A partir da forma candnica do trinomio do segundo grau, tem-se que

0
2a 42

b )2 b? — dac

b\?  dac—b?
a:c2+bx—|—c:0<:><x—|——) +ac—:
— (2.2)

b
Gad =t — (2.3)

A passagem de 2.2 para 2.3 s6 faz sentido quando o discriminante A = b — 4ac g’ maior ou

igual a zero. Quando A < 0, a equacao dada nao possui solucao real pois (x + 2—) nao pode
a

ser negativo.

A Definigao 26 ¢ essencial para o Teorema 3 dado a seguir.
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Definigao 26 Uma progressdao aritmética de sequnda ordem é uma sequéncia (Y1, Yo, Y3, Ya, - - -)
na qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior dadas por dy = yo —y1, do = Y3 — Ya,

ds = y4 — y3 € assim por diante, formam uma progressao aritmética usual.

Exemplo 1 A sequéncia dos nimeros triangulares dada por (T,,) = (1,3,6,10,15,...) € uma

progressao aritmética de sequnda ordem.

Determinando a diferenga entre cada termo e o termo anterior em (7},) obtém-se dy =3—1 = 2,
dy =6—3=3,d3 = 10— 6 = 4, e assim por diante, que formam a progressao aritmética
(2,3,4,5,...) de razao igual a 1. Portanto, de acordo com a definigao 26, (7},) é uma progressao
aritmética de segunda ordem.

O Teorema 3 é uma caracterizacao das funcoes quadraticas.

Teorema 3 A fim de que a fungao continua f : R — R seja quadrdtica € necessdrio e suficiente
que toda progressao aritmética nao-constante xy,xa, ..., Ty, ..., seja transformada por f numa

progressao aritmética de sequnda ordem nao-degenerada' y; = f(x1),y2 = f(x2), .. Y =

Demonstragao: Para provar a necessidade, note inicialmente que uma progressao aritmética
¢ uma funcao afim restrita aos nimeros naturais. Com efeito, sendo (1, xs,...,Zy,,...) uma
progressao aritmética de razao r entao seu n-ésimo termo x, = 1 + (n — 1)r pode ser escrito
como z, = an + b, onde a = r e b = x; — r. Assim, ao restringir a fungao afim h(zx) = ax +b
aos nimeros naturais, obtém-se os termos x1 = h(1),zo = h(2),...,z, = h(n),... da P.A.

Analogamente, se (Y1, Y2, ..., Yn,-..) ¢ uma P.A. de segunda ordem, existem a, b, c € R tais
que y, = an?® + bn + ¢ para todo n € N. Entao, considerando a funcao f(z) = az® + bz + ¢, ao
restringir f aos nimeros naturais, tem-se os termos y; = f(1),y2 = f(2),...,yn = f(n),... da
P.A. de segunda ordem. De fato, as diferencas sucessivas di = yo — y1, do = y3 — ¥yo,. . .,d,, =
Ynil — Yn,- .. formam uma progressao aritmética de primeira ordem com primeiro termo d; e
razao r. Desta forma, seu n-ésimo termo é d,, = dy+(n—1)r, ou seja, Yn11—Yn = yo—y1+(n—1)r,
onde n > 1. Escrevendo yni1 = (Yn+1 — Yn) + (Un — Yn-1) + -+ (Ys — y2) + (¥2 — 1) + 1,
segue que Yp1 = [dy + (n — 1)r] 4+ [dy + (n —2)r] + -+ -+ (dy + ) + dy + 1. Logo

n(n —1
Yn+1 = nd1 + %7" + Y1 (24)

'Uma progressdo aritmética de segunda ordem é nao-degenerada quando a diferenca entre cada termo e o
termo anterior formam uma P.A. com razao nao nula.
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para todo n € N. Como a igualdade 2.4 é valida para n = 0, entao é possivel escrever

n—1)(n—2
b= (- O
r 3r
:—n2—|— dl—— n—i—r—d1+y1
2 2
=an® +bn +c,
r 3r
paratodonEN,ondeazi,b:dl—?ec:r—d1+y1.

Para provar a suficiéncia, seja f : R — R uma funcao continua que possui a propriedade de
transformar toda P.A. nao constante em uma P.A. de segunda ordem nao-degenerada. Subs-
tituindo f(z) por g(x) = f(z) — f(0), nota-se que g tem as mesmas propriedades de f além
de possuir a propriedade adicional de que g(0) = 0. Assim, existem reais a # 0 e b tais que
g(n) = an® + bn para todo n € N.

Seja p € N um numero fixado de forma arbitraria e considere a progressao aritmética
(l, 2, ce ﬁ, . ) Analogamente, existem a’ #£ 0 e V' tais que g (ﬁ> = a'n? + b'n para todo
nzé I;gI Logg, para todo n € N tem-se g

an?+bn=g(n) =g (%) = d'(np)? + b (np) = (a'p*)n? + (V'p)n.

Portanto, para todo z = n € N as fungoes quadréticas az? + bx e (a'p?)z* + (b'p)z sao coin-
a b
cidentes. Consequentemente, a = a’'p? ¢ b = b'p, ou seja, a' = — e V' = —. Entao, para
p ) p
n a b n n
quaisquer n,p € N é valido g (—> =an’+bn= —2n2 +-n=a (—) +0 (—) . Desta forma,
p p p p p

as fungoes continuas g(z) e ax? + bx sao tais que g(r) = ar® + br para todo ntimero racional
positivo r = E. Segue-se que g(xr) = az? + br para todo nimero real positivo z. De forma
analoga, consiﬁerando aP.A. (—1,-2,-3,...), seria possivel concluir que g(x) = az?®+ bx para
todo z < 0. Portanto, pondo f(0) = ¢, tem-se f(x) = g(x) + ¢, ou seja, f(x) = az® + bx + ¢

para todo = € R.

Defini¢ao 27 Dados um ponto F' e uma reta d, tais que F' ¢ d. O conjunto dos pontos do

plano que sao equidistantes de F' e d é chamado de pardbola, ou seja,
[P=(2,y) : d(P,F)=d(P,d)}.

onde d(P,d) denota a distancia de P a reta d. A reta d é denominada diretriz e o ponto F

chama-se foco.
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A reta que passa por F e é perpendicular a diretriz d é chamada de eixo da parabola. O
ponto médio do segmento que possui como extremos o foco e a intersecao do eixo com a diretriz

chama-se o vértice da parabola. Esse é o ponto da parabola mais préximo da diretriz.

Definigao 28 O grifico da funcao quadrdtica f : R — R definida por f(z) = az® + bx + ¢,
onde a # 0, é o conjunto dado por Gy = {(z,y) ER X R : y=azx®+bx +c}

O teorema 4 mostra que o grafico da fungao quadratica, dado na definicao 28, é uma

parabola.

Teorema 4 Para a,b,c € R, com a # 0, o grdfico da fun¢ao quadrdtica f: R — R dada por

b A

f(x) = ax®+bx+c € a pardbola de eiro {x = —%} e vértice V = (—%, -

) , com concavidade

voltada para cima se a > 0, e concavidade voltada para baixo se a < 0.

Demonstracao: Pela definigao 27, deve-se determinar zg, yo, k € R, yo # k, tais que para
F = (z0,y0) e d aretay = k, tem-se P € Gy < d(P,F) = d(P,d). Sendo P = (x,y), pela
defini¢ao 28, segue que P € Gy < y = az? 4 bz + ¢. Determinando a distancia entre os pontos

P e F e a distancia entre o ponto P e a diretriz d, tem-se que

d(P, F) = d(P,d) < /(z — z0)* + (y — y0)* = |y — k.

Logo,
y=ar’ +brx+ce (r—x0)2+ (y—wy)?=(y—k)>2
Note que,
(z—20)* + (y —w0)* = (y — k)* & 2® — 2wao + a3 — 2yyo + v = —2uk +
& —2yyo + 2k = —2% + 207 — 25 — Yo + K
& =2y — k)y = —2* + 2wox — 15 — 35 + K?
1 9 Zo LU% + yg —k?
Sy = e — T+
2(yo — k) Yo—k 2(yo — k)
Entao,
1 9 Xy 33'3 + yg — k2

y=ar’*+br+csy=

— 7% — T+
2(yo — k) Yo —k 2(yo — k)

Os valores de xg, 3o e k ficam determinados, ao ser resolvido o sistema
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( 1

2(yo — k)
x
Bl USRI X
Yo — k
i + 1( + k)
- — y = C
( 2(yo— k) 2 ’
entao, dividindo membro a membro as duas primeiras equagoes, obtém-se xq = —%. Substi-

tuindo a primeira igualdade e o valor encontrado de xy na terceira equacao, tem-se que

1 2 A
(yo+k):c:yo+k:2<c—x2-—) :2(c—b—-a) =

2
T A
O 2(yo — k) 4a? 2a’

1
2y — k) 2
b
2(yo — k)

o ~ 1 ~ .
da primeira equagao, segue que =a=y— k= 5" Entao, resolvendo o sistema
a

l—Aek__1+A
4a a 4a

b
Como o vértice V da parabola é a intersecao da reta z = ~5a com o grafico, entao sua
a

encontra-se yg =

ordenada é dada por

Proposigao 10 Sendo f: R — R tal que f(x) = ax® + bx + ¢ a fungdo quadrdtica, tem-se:
A
(a) Se a > 0, entao a imagem da funcdo f é dada por Im(f) = {—— +oo>.

4a’
A
(b) Se a <0, entdo a imagem de f é dada por Im(f) = (—oo, _E]'
A b
Além disso, em qualquer um dos casos (a) e (b), tem-se f(x) = "L ErT=E g

Demonstragao: Para obter a imagem de f, é necessario encontrar os y € R para os quais
a equagao ax? + bxr + ¢ = y, isto é, a equagao de segundo grau az? + bz + (¢ — y) = 0, tenha
solugao. Tal equacgao tem solucao se, e somente se, seu discriminate é nao negativo, isto é,
b* — da(c — y) > 0. Mas, como b* — 4ac = A, os y procurados sdo exatamente as solugoes da
inequacao (em y) A + 4ay > 0. Agora, considerando separadamente os casos a > 0 e a < 0,
segue que, se a > 0, entdao day + A >0 &y > —% e dai, tem-se que

A A
Im(f) = {y eR;y > _E} - [_E’+OO) :
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se a <0, entdo day + A >0y < —4%, de forma que

Im(f) = {y €R;y < —%} = (—oo,—%} :

Para o que falta, note que, para y € I'm(f), as solugoes da equagao ax? + bx + ¢ = y(&

ar? + bxr + (¢ —y) = 0) sao

X

 —bE /b —da(c—y) —bEt+/A+day (2.5)
N 2a a ' '

2a

Portanto, a equagao f(x) = y admite uma solugao tnica se, e sé se, A + 4ay = 0, ou, equiva-

_A.
4a’

sendo esse 0 caso, tem-se, a partir de 2.5, que = —&

lentemente, se, e s6 se, y = 5

Corolario 1 A funcao quadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢ tem sinal constante se, e somente se,
A < 0. Neste caso, tem-se af(x) > 0, para todo x € R. De outro modo:

(a) Se A <0 ea>0, entao f(x) >0 para todo x € R.

(b) Se A <0 ea<0, entio f(x) <0 para todo x € R.

Demonstracao:  Sera analisado o caso a > 0, sendo a andlise do outro caso totalmente

analoga. Sendo a > 0 e A <0, segue da Proposigao 10 que
A
>——2>0, Vx € R.

Reciprocamente, suponha que a > 0 e que f tem sinal constante. Pelo item (a) da proposi¢ao
10, a imagem de f contém numeros positivos, de forma que a constancia de sinal de f garante

que deve-se ter f(x) > 0, para todo x € R. Em particular, deve-se ter

Logo, A < 0. "

Proposigao 11 Sejam a,b,c € R, com a # 0, e f(x) = ax?® + bx + c.
b
" 2

_b
2a

(a) Se a >0, entao f € decrescente em (—oo, } e crescente em [—%, +oo).

. , X
(b) Se a < 0, entao f € crescente em (—oo, ] e decrescente em [—%,+oo).
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Demonstragao:  Sera feita a demonstracao do item (a), sendo a demonstragao do item

(b) andloga. Considerando 5 > x1 > —2, tem-se

f(zo) — f(z1) = (ax3 + bxy + ¢) — (axF + bry + ¢)

= a(73 — 23) + b(zy — 17)

b
:a(l‘g —1'1) (I2+$1+5) > 0,

uma vez que Tg > T > —% implica o — 21 > 0 e x9 + 21 + g > 0. Logo, f é crescente em

[—%, +oo) quando a > 0. Analogamente, mostra-se que f é decrescente em (—oo, —%] "

Proposigao 12 Em relagio d fungao quadrdtica f(z) = ax? +bxr + ¢, se a <0 (resp. a > 0),
entao —% ¢ o unico ponto de minimo (resp. mdximo) de f. Além disso, o valor minimo (resp.

valor mdzimo) de f é —£.

2.2.3 Funcoes exponenciais

T

Defini¢ao 29 Dado um nimero real a > 0, com a # 1, a fun¢io f: R — R tal que f(z) =a

¢ chamada de fungcao exponencial de base a.

Definicao 30 Uma funcao g : R — R € de tipo exponencial quando para todo v € R tem-se

g(x) = ba”, onde a e b sao constantes positivas.

n

Teorema 5 Se a > 1, a sequéncia (a,),>1 dada por a, = a", é ilimitada superiormente. Se

0 < a <1 entdo a sequéncia (a,)n>1 dada por a, = a™, é descrescente e limitada inferiormente.

Demonstragao: Se a > 1 entao, multiplicando os membros desta desigualdade por a”,

obtém-se a"*! > a". Logo,
a>l=l<a<ad’<---<a"<a"t<..,

0 que mostra que a sequéncia é crescente. Para mostrar que (a,) é ilimitada deve-se provar
que nao existe ¢ € R superior a todas as poténcias a”, ou seja, qualquer que seja ¢ € R existe
n € N tal que a™ > ¢. Com efeito, escrevendo a = 1+ d, d > 0, pela desigualdade de Bernoulli,

tem-se que a” > 1 4+ nd. Assim, tomando n > %, segue que

—1
n>CT:>1+nd>c.
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Portanto, a™ > ¢ e a sequéncia (a,) é ilimitada superiormente. De forma andloga, se 0 < a < 1,

n+1

multiplicando a desigualdade por a”, tem-se a™ > a"*". Com isso,

O<a<l=1>a>a*>--->a">a""'>...

logo (a,) é descrescente. Como 0 < a < 1, entdo a™ > 0 para todo n € N, mostrando que a

sequéencia é limitada inferiormente por 0. u

Lema 1 Dado a € RY, com a # 1, em todo intervalo de R existe uma poténcia a”, com

re Q.

Demonstragao: Dados o, € R tais que 0 < a < 3, deve-se encontrar r € QQ tal que
a < a" < . Suponha a,a > 1. Como pelo teorema 5 as poténcias de expoente natural de
nimeros maiores que 1 crescem acima de qualquer cota prefixada, é possivel obter nimeros M

en,com M,n € N, tais que

a<6<aMel<a<(1+/8;[a>
a
8-

. 1
com isso, resulta que 1 <an <1+ —
a

a eO<aM(a%—1)<ﬁ—oz.Porisso%§M:0<
a%(a% —l)<f-a&s0< o™ —a% < B — . Desta forma, as poténcias ao,a%,a%, oo aM
sao extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o comprimento
B — «a do intervalo [, 8]. Como |a, 8] C [1,a*], pelo menos um desses extremos, por exemplo

m
n

an, estd contido no intervalo [a, 5]. Os demais casos sao andlogos. n

A funcao exponencial de base a é definida de modo a ter as seguintes propriedades, quaisquer
sejam x,y € R:

(1) a® - aq¥ = a:c—&-y;

(2) a' =a;

B)r<y=a"<a’quandoa >1lex <y = a¥ <a” quando 0 < a < 1.

Se uma fungao f : R — R tem a propriedade (1), ou seja, f(x +y) = f(x) - f(y), entdo f
nao assume o valor 0, s6 assumindo esse valor quando f ¢ identicamente nula.

A partir da propriedade (3), é possivel definir o valor f(z) = a” quando z é irracional.
Supondo a > 1, tem-se que a”* étal quer <z < s, comr,s € Q=a" <a®* <a®. Sel<a<1,
entao a® é tal que r < x < s, comr,s € Q = a®* < a® < a” No caso de a > 1, a® é o nimero
real cujas aproximagoes por falta sao a”, com r < x,r € QQ, e cujas aproximagoes por excesso

sao a®, com x < s,s € Q. E, sendo 0 < a < 1, a® é o nimero real cujas aproximagoes por
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falta sao a*,s € Q, e cujas aproximagoes por excesso sao a’,r € Q. Nao é possivel existir dois
nimeros reais diferentes, A, B com a propriedade (3), pois, caso existissem, supondo A < B e

a > 1, seria possivel ter
r<zr<snrscQ=d <A<B<a’

com isso o intervalo [A, B] nao conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional, contra-
riando o Lema 1. Ademais, tem-se

(4) A funcao f: R — R™, definida por f(x) = a*, é ilimitada superiormente;

(5) A funcao exponencial é continua;

(6) A fungao exponencial f: R — R*, f(z) = a®,a # 1, é sobrejetiva.

O Teorema 6 apresenta a caracterizacao da funcao exponencial.

Teorema 6 Seja [ : R — RY uma fung¢ao mondtona injetiva. Sdo equivalentes as sequintes
afirmacoes:

(1) f(nz) = f(x)" para todo n € Z e todo x € R;

(2) f(x) = a® para todo x € R, onde a = f(1);

(3) flx +y) = f(x)- f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao:  Serdo demonstradas as implicagoes (1) = (2) = (3) = (1). Para

mostrar que (1) = (2) note inicialmente que a hipétese (1) ocasiona que, para todo nimero
m

racional r = —, com m € Z e n € N, tem-se f(rxz) = f(z)". De fato, como nr = m, é possivel
n

escrever

flra)" = f(nra) = f(mz) = f(z)™,

logo f(rz) = f(x)» = f(x)". Assim, se fizer f(1) = a, tem-se f(r) = f(r-1) = f(1)" = a"
para todo r € Q. Para completar a demonstracao de que (1) = (2) suponha que f é crescente,
logo 1 = f(0) < f(1) = a. Admitindo, por absurdo, que existe € R tal que f(z) # a”, por
exemplo, que seja f(x) < a®. (O caso f(x) > a” seria feito de maneira andloga.) Entao, pelo
Lema 1, existe r € Q tal que f(z) < a” < a”, ou seja, f(z) < f(r) < a®. Como f é crescente,
tendo f(z) < f(r) conclui-se que x < r. Por outro lado, tem-se a” < a”, logo r < z, o que
¢ uma contradigdo. Logo, segue que (1) = (2). Sera feita agora, a prova de que (2) = (3).

Sendo f(z) = a” para todo x € Re a = f(1). Se y € R entao
flx+y) =a™ =a”-a’ = f(z)- f(y).
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Por fim, para mostrar que (3) = (1), seja f(x +y) = f(z) - f(y), quaisquer sejam z,y € R.
Sendo n € N, tem-se

flnz) = fletatat - +a)=fla) flo) fl@)- - fla)=fl)"

v~
n vezes n vezes

Resta mostrar que f(—nz) = f(z)™". Desta forma, determinando f(—z)
f(=z) f(z) = f(-z+2) = f(0)=1
logo, f(—x) = (%) Portanto,

f=nz) = J((=2)+ (=a) + (~a) + - + ()

= (=) f(=a)- f(=x) - f(~a)

N~
n vezes

11 1

T @ @ 7w
1 -n

BECERA

O Teorema 7 fornece uma caracterizacao para as fungoes do tipo exponencial dadas na

definicao 30.

Teorema 7 Seja g : R — RT uma funcdo mondtona injetiva tal que, para quaisquer x,h € R,
g(x +h) —g(z)

9(@)
ea=g(1)/g9(0), tem-se g(x) = ba® para todo x € R.

o acréscimo relativo dependa apenas de h, mas ndo de x. Entao, se b = g(0)

g(x + h)
9()
g(x) por f(z) = @, onde b = ¢g(0), obtém-se f : R — R* mondtona injetiva, com
flx+h)
()

f(h) paratodo h € R. Com isso, percebe-se que a fungao mondtona injetiva f cumpre f(x+h) =

independe de x. Substituindo, se necessario,

f(z+h)
f(x)

, obtém-se p(h) =

Demonstracao:  Suponha que ¢(h) =

independente de x e com f(0)=1. Assim, pondo z = 0 em ¢(h) =

f(z)- f(h), ouseja f(x+y) = f(x)- f(y) para quaisquer z,y € R. Segue-se entdo do teorema
6 que f(z) = a”, portanto g(z) = bf(z) = ba” .
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2.2.4 Funcgoes logaritmicas

Definicao 31 Sendo a e x numeros reais positivos, com a # 1, chama-se logaritmo de x na
base a o expoente ao qual se deve elevar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a x.

Ou seja, log,r =y <= a’ =2

Defini¢ao 32 A fungao log, : R™ — R que associa a cada nimero real positivo x o nimero

real log,x € chamada funcao logaritmica de base a.

Proposicao 13 Para quaisquer x,y € RT e c € R, tem-se:
a) log,(zy) = log, = + log, y.
b) log, (£> = log, =z — log, y.
)

c) log, z¢ = c-log, .

Demonstracao: a) Considere m = log, x e n = log, y. Entao, a™ = z e a™ = y, portanto,

m—+n

da relacao a™ - a™ = a™*™", segue que xy = a™ - a" = a , OU seja,

m+n)

log,(zy) = log,(a™"™) =m +n = log, x + log, y.

b) De forma andloga, sejam m = log,z e n = log,y, logo a™ = = e a™ = y. Entao, da

. a _
propriedade — = a™™", tem-se
a

portanto,

log, (f) = log,(a™™™) = m —n = log, z — log, y.
)

[

¢) Fazendo m = log, x, segue que a™ = z e, de (a™)® = a"°, tem-se ¢ = (a)°

= a"™*¢ logo,
log,x® =log,(a™¢) =m-c=c-log, x.
Proposigao 14 A fungao log, : RT - R ¢

a) crescente quando a > 1;

b) decrescente quando 0 < a < 1.

Como a° = 1, entao log, 1 = 0. Para a > 1, quando 0 < x < 1 tem-se log, x < 0 e se x > 1
tem-se log, z > 0. Por outro lado, se 0 < a <1 z > 1 entao log,z > 0 quando 0 <z < 1le

log, x < 0 quando = > 1.

27



Teorema 8 Seja f : Rt — R wma fung¢dao mondtona injetiva tal que f(xy) = f(x) + f(y),

quaisquer que sejam z,y € RT. Entado, existe a > 0 tal que f(x) = log, x para todo x € RY.

Demonstragao:  Suponha f crescente e que exista a € R tal que f(a) = 1. Tem-se
f(1)=f(1-1)= f(1)+ f(1), logo f(1) = 0. Como f é crescente e f(a) =1> 0= f(1), tem-se

a > 1. Para todo m € N ¢é valido

fla™) = flaca-a---q)

m vezes

— @)+ fa) + f(a) + - + f(a)

N

-~
m vezes

= 1+1+14+---4+1=m,
0 = f(1)=f(a"-a™™)
= f@™)+ f(@™)=m+ f(a™™),

logo f(a™™) = —m. Ser =", comm € Z e n € N, entao rn = m, portanto
m = f(a™) = f(a™) = f((a")") =n- f(a")
daf f(a") = =r. Se v € R é irracional entao, para r,s € Q tem-se:
r<r<s=a <a®"<a®*= f(a") < f(a®) < f(a®) = r < f(a") < s.
Assim, f(a®) = z para todo =z € R. Portanto f(y) = log,y para todo y > 0.

Considere o caso geral, em que g : Rt — R é uma fungao crescente tal que g(ry) =

g(x) 4+ g(y). Desta forma g(1) = 0 e, como 1 < 2, deve-se ter g(2) = b > 0. A nova fungao

x
f : Rt — R definida por f(z) = ( ), é crescente, transforma soma em produtos e cumpre

b

f(2) = 1. Portanto, pela primeira parte da demonstragao, tem-se f(z) = log,x para todo

x > 0. O que significa que, para todo = > 0, é valido

r =2/ =925 = (2%)9(%) = q9@)

onde ¢ = 2¢. Tomando log, de ambos os membros da igualdade a%®) = z segue-se que

g(x) =log, z. O caso de f decrescente é feito de forma andloga. "

Definigao 33 A funcio f : Rt — R dada por f(x) = log,x para todo x € R* ¢ denomi-
nada fung¢ao logaritmica de base ¢, onde e ¢ o numero irracional equivalente ao limite de

(1 + %)n quando n tende ao infinito.

O logaritmo de base e, log, =, pode ser representado por In z, denominado logaritmo natural

de z.
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2.3 Aplicacoes

De acordo com os PCNEM [7], dentre os objetivos do Ensino estd o desenvolvimento de
conhecimentos praticos que auxiliem nas necessidades da vida contemporanea. Conforme o
documento, o ensino da Matematica no Ensino Médio deve propiciar aos educandos o desen-
volvimento da capacidade de utilizar e aplicar a Matematica em situagoes reais, com destaque
para as outras areas do conhecimento.

Por isso, essa secao tem como objetivo, apresentar aplicacoes de fungoes afim, quadratica,

exponencial e logaritmica em situacoes presentes na realidade.

2.3.1 Imposto de Renda

O imposto de renda é um tributo cobrado anualmente sobre os rendimentos de uma pessoa
fisica ou juridica. Para calcular o valor do imposto a ser pago por uma pessoa fisica, desconta-
se do total de vencimentos a contribuicao previdenciaria e as dedugoes legais, por exemplo
dependentes declarados. Ao valor obtido apds as dedugoes, chamado de base de célculo para
o imposto de renda, aplica-se a aliquota, que é a taxa percentual incidente sobre a base de
calculo. A aliquota que deve ser aplicada a cada faixa salarial é determinada de acordo com a
tabela de incidéncia mensal do IRPF determinada pela Receita Federal, de modo que o imposto
a ser pago varie continuamente com a renda.

Desde o ano de 2015, a tabela de incidéncia mensal para calculo do imposto sobre a renda

das pessoas fisicas é:

Tabela 2.1: Incidéncia mensal para calculo do imposto sobre a renda das pessoas fisicas

Base de calculo (R$) Aliquota (%)
Até 1903,98 -

De 1903,99 até 2826,65 7,5

De 2826,66 até 3751,05 15

De 3751,06 até 4664,68 22,5

Acima de 4664,68 27,5

Fonte: Receita Federal do Brasil

Como o imposto mensal devido deve variar continuamente com a renda, entao, o seu calculo
deve ser feito separando a base de cédlculo nas faixas determinadas na Tabela 2.1 e aplicando a
aliquota referente a cada faixa. Assim, considerando como z a base de cédlculo para o imposto
de renda e a a aliquota a ser aplicada, o imposto mensal (1) a ser pago pode ser calculado da

seguinte forma:
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1. Para um saldrio com base de calculo  de R$ 1903,99 a R$ 2826,65, desconta-se a parcela
isenta de R$ 1903,98 e, ao resultado, aplica-se a aliquota de 7,5 %. Logo:

I=0,075- (z — 1903,99) = 0,075x — 142,80

2. Considerando 2826,66 < z < 3751, 05, deve-se aplicar a aliquota de 7,5 % a R$ 922,66
referente & parte da base de célculo que se encontra na faixa de R$ 1903,99 a R$ 2826,65,
subtrair de x a parcela isenta de R$ 1903,98 e a parcela de R$ 922,66 e, a diferenca,

empregar a aliquota de 15% adicionando os resultados encontrados. Portanto:
I =0,075-922,66 4+ 0,15 - (x — 1903, 98 — 922,66) = 0, 152 — 354, 80
3. Analogamente, se 3751,06 < x < 4664, 68, tem-se que:
I =0,075-922,664-0, 15-924, 3940, 225-(x—1903, 98 —922, 66—924, 39) = 0, 225x—636, 13
4. E, por fim, se x > 4664, 68 entao:

I = 0,075-922,66 +0,15-924,39 + 0,225 - 913,62 +
0,275 - (x — 1903, 98 — 922,66 — 924,39 — 913, 62)

I = 0,275z — 869, 36

Portanto, o imposto de renda mensal a ser pago para uma base de cdlculo qualquer pode

ser definido através da funcao I : Rt — R dada por

p

0, se x < 1903,99,
0,075x — 142,8, se 1903,99 < x < 2826, 65,
I'=140,15z — 354, 8, se 2826,66 < x < 3751, 05,

0,225x — 636,13, se 3751,06 < x < 4664, 68,

0,275x — 869,36, se x > 4664,68.
\

Os valores fixos que sao subtraidos em cada intervalo sao chamados de parcela a deduzir do
imposto. Esses valores ja ficam pré-determinados na tabela de incidéncia mensal para célculo

do imposto sobre a renda das pessoas fisicas fornecida pela Receita Federal do Brasil.
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Em cada intervalo de I o grafico é uma reta, onde cada uma possui uma inclinacao diferente.
Os extremos x de cada intervalo satisfazem a igualdade da faixa anterior e da faixa a que
pertencem, por isso, essa retas ficam ligadas umas as outras. Na Figura 2.1 é possivel observar

uma representagao grafica da funcao I.

413,42 @ e rree e L e e :

O - 0T
69,20 @-+==ssrrrrrrrrrrnnnnna e ? H :
0 1903,99 2826,65 3751,05 4664,68

Figura 2.1: Gréfico da funcao 1

Pode-se concluir que o imposto de renda mensal devido por uma pessoa fisica pode ser
calculado através de uma funcao definida em partes, onde em cada intervalo o valor de [ é

determinado através de uma funcao afim.

2.3.2 Movimento Uniformemente Variado

Quando um corpo se move com velocidade variando ao longo do tempo, diz-se que esse
corpo esta sofrendo uma aceleracao. E, no caso da aceleracao no movimento ser constante e
nao nula, o movimento é chamado uniformemente variado.

A aceleracao escalar média, dada por a,,, de um corpo em um intervalo qualquer de tempo
¢ a taxa de variagao da velocidade nesse intervalo, ou seja, considerando como vy a velocidade

inicial, v a velocidade no instante t e ty o instante inicial, tem-se:

vV — 1

- (2.6)

am
Como no movimento uniformemente variado a aceleracao é constante em todo o movimento
entao, considerando ty = 0, tem-se da equacao 2.6 que a aceleracao a é dada por:

vV — g
t

a =

O que implica:

v =1+ at (2.7)
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Nesse tipo de movimento, a velocidade média entre os intantes ty = 0 e t é a média aritmética
das velocidades nesses instantes e, em qualquer movimento, a velocidade média é dada pela
razao entre o espago percorrido e o tempo gasto. Logo, sendo sy a posi¢ao inicial e s a posicao

do corpo no instante ¢ do movimento, tem-se que:

§—8 vt
t—ty 2

= 5 — 59 = 3t(vg + v) = s — o = svpt + vt

Assim,

1 1
s =80+ §U0t + évt (2.8)

Substituindo a equacao 2.7 em 2.8, segue que:

1 1
s =89+ ivot + 5(1)0 + at)t

Portanto,

1
s = 5@152 + vot + So. (2.9)

O que mostra que a posicao s em funcao do instante ¢ de um corpo se movendo em movimento
uniformemente variado é dada por uma funcao quadratica.

A trajetéria de um projétil (uma pedra, uma bola, uma bala, etc.) em um langamento
obliquo ¢ dada em um plano, onde a velocidade inicial é dada pelo vetor vy, a aceleragao ¢é
constante e igual a aceleracao da gravidade dirigida para baixo. Nesse lancamento, o projétil
nao possui aceleracao horizontal e considere a resisténcia do ar desprezada.

O movimento descrito pelo projétil pode ser decomposto em dois movimentos: horizontal,
com aceleragao nula, e vertical, com aceleracao constante para baixo.

No movimento horizontal, como a aceleragao é nula, a componente horizontal da velocidade
é igual a velocidade inicial vg, em toda a trajetoria, assim, o movimento é uniforme. Sendo xg
a posicao inicial, a posi¢ao horizontal do projétil no instante ¢ é dada por x = xg + vg,t.

No movimento vertical, a aceleragao é constante, igual a da gravidade e dirigida para baixo,
entao pode-se afirmar que a = —g e, portanto, o movimento é uniformemente variado. Sendo
Yo, a posi¢ao inicial e vg,, a velocidade inicial do movimento, tem-se da Equacao 2.9 que a

- . i . 1
posicao vertical do projétil no instante ¢ ¢ dada por y = 5 gt* + voyt + o

Desta forma, conclui-se que a trajetéria do projétil é uma parabola. Considerando um
lancamento em xzq = 0 e yp = 0 com velocidade inicial dada pelo vetor vy, sua trajetéria pode

ser observada na Figura 2.2.

32



1, '
Y= —Egt +’UOyt ................... ]

Yoy

Figura 2.2: Trajetéria do projétil

2.3.3 Desintegracao radioativa

A desintegracao radioativa é um fenomeno natural na qual os atomos de uma substancia
radioativa emitem particulas e se desintegram até transformarem-se em uma substancia nao
radioativa. Isso acontece de tal forma que, em um dado instante, a quantidade de matéria
desintegrada ¢ proporcional a massa da substancia original presente no corpo naquele instante
[23].

A constante de desintegracao a é determinada experimentalmente e é relativa a cada
substancia. Essa constante é determinada, na pratica, pela meia-vida da substancia radioa-
tiva, que é o tempo necessario para que metade da massa de um corpo formado por aquela
substancia se desintegre [23]. Seja My a massa de um corpo formado por uma substéancia radio-
ativa cuja taxa de desintegracao ¢é igual a a. Como a desintegracao se processa continuamente,
é possivel obter uma relacao entre a massa restante da substancia e o tempo decorrido. Sendo
assim, fixado um inteiro n > 0 e supondo que a desintegracao se dé em cada intervalo % de
segundo, apos a primeira fracao % de segundo a massa do corpo se reduziria a

My = () o= 20 (1= ).

Ao se passar 1 segundo, teriam ocorridos n desintegracoes instantaneas e, efetuadas as n
reducoes, a massa restante do corpo seria M, (1 — %)n Dividindo o intervalo [0,1] em um
numero n cada vez maior de partes iguais, chega-se a conclusao de que, ao final de 1 segundo,

a massa do corpo estara reduzida a

lim M, (1 _ 9)"

n—o0 n
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Como, por defini¢ao, e = lim (1 + %)n, segue que
n—oo

lim M, (]_ — g)n =My e .
n

n—oo

Para obter a massa desse corpo ao final de ¢ segundos, divide-se o intervalo [0, ] em n partes
iguais. Logo, a perda de massa em cada intervalo parcial sera M, - (%t) Usando o argumento

dado anteriormente, a massa restante do corpo apds t segundo é expressa por
M(t) = My-e (2.10)

Portanto, conclui-se que a massa restante de uma substancia radioativa que se desintegra
em funcao do tempo é dada por uma funcao exponencial.
Para uma melhor compreensao, pode-se observar na Figura 2.3 o grafico da funcao

M : Rt — R* dada pela Equagao 2.10.

M

Figura 2.3: Grafico da desintegracao de uma substancia radioativa.

No caso de ser conhecida a meia vida t; de uma substancia, é possivel calcular a taxa de

desintegracao « dessa substancia. Desta forma,

M, 1
70 = MO : eiato = 5 = 6700&0.

Aplicando logaritmos, segue que

1 ot 1 In 2
—=e ™= n|l=-)=—atpg= —-In2=—atg=>a=—.
2 2 to
. . , ~ In 2
Reciprocamente, a meia vida t; é dada em funcao da taxa « por tg = —.
e
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2.3.4 Nivel Sonoro

O som ¢ formado por um conjunto de ondas mecanicas que se propagam com velocidade
dependente das condicoes do meio de propagagao. O ouvido humano é sensivel a ondas sonoras
com frequéncias entre 20 Hz e 20000 Hz, aproximadamente. Esse intervalo pode variar de
acordo com a pessoa e a idade de cada um [25].

Como o som é uma propagacao ondulatéria, entao ele é um processo de transporte de
energia. A energia transportada por uma onda sonora pode ser representada pela intensidade
que é definida como a quantidade de energia sonora que atravessa a unidade de drea de uma
superficie disposta perpendicularmente a direcao de propagacao, na unidade de tempo.

Para uma pessoa com audi¢ao normal, a sensacao sonora aumenta a medida que a intensi-
dade de um som aumenta. Além de depender da intensidade sonora, a sensacao sonora depende
ainda do ouvinte e da frequéncia do som. O limiar de sensacao auditiva ou limiar de audibili-
dade é a intensidade minima necessaria por um som para que este seja ouvido. O som passa
a ser mais percebido quando a intensidade sonora vai sendo aumentada a partir desse limiar,
até que, a partir de certo valor da intensidade, a sensacao sonora é acrescentada uma sensacao
de desconforto ou de dor. Esse valor recebe o nome de limiar de dor ou limiar de sensacao
dolorosa.

O aparelho auditivo humano, em uma audicao normal, percebe sons com intensidades va-
riando de 1072 W/m? a 1 W/m?, onde W representa a unidade de poténcia watt [25]. Como
o ouvido humano é sensivel a um grande intervalo de intensidade, adota-se geralmente uma
escala logaritima para as intensidades. Assim, o nivel da intensidade sonora (3 de uma onda
sonora ¢é definido como

8= (10 db) 1og[i (2.11)
0

onde I, é a intensidade de referéncia cujo valor é igual a 107!? préximo ao limiar da audicao

humanada de 1000 Hz e dB corresponde a decibel que é a fracao equivalente a % do bel,
unidade criada en homenagem a Alexandre Graham Bell. A unidade usual para indicar o nivel
de intensidade sonora é o decibel [26].

A partir da Equacao 2.11 sao obtidos os niveis da intensidade sonora de algumas fontes

indicados na Tabela 2.2.
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Tabela 2.2: Nivel de intensidade sonora de diversas fontes (valores tipicos)

Fonte ou descri¢ao do som [ (W/m?) g (db)
Limiar de dor 1 120
Trafego pesado 107° 70
Conversa comum 3,2-107% 65
Rédio com volume baixo 10-8 40
Limiar da audicdo a 1000 Hz 10712 0
Fonte: [26]

Conclui-se entao, que o nivel de intensidade sonora de um som ¢é uma aplicagao de logarit-

mos.
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Capitulo 3

Conjuntos e Funcoes Convexas

Esse capitulo apresenta conceitos e resultados sobre andlise convexa. A revisao aqui apre-

sentada foi baseada em [27], [28], [29] e [33].

3.1 Conjuntos Convexos

Defini¢ao 34 Um conjunto C C R™ € dito convexo se, para quaisquer x1,x9 € C e a € [0, 1]

tem-se axy + (1 —a)xy € C.

Geometricamente, um conjunto é convexo quando o segmento de reta de extremos x1, x5 € C
estd inteiramente contido em C'. Por definicao, o conjunto vazio é um conjunto convexo. Na

Figura 3.1, (a) representa um conjunto convexo e (b) um conjunto nao convexo.

(b)

Figura 3.1: (a) conjunto convexo e (b) conjunto ndo convexo.

Definicao 35 Um conjunto M C R"™ é um conjunto afim se para quaisquer x,, xos € M e

a € R tem-se axy + (1 — )z, € M.

Um conjunto M C R"™ é afim se a reta que passa por quaisquer dois pontos de M estd em

M. O conjunto vazio é um exemplo de conjunto afim.
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Definicao 36 Dados x1,xo, ..., xy vetores do R™. Um vetor da forma x = aqxq + ... + apxyp
¢ denominado combinacao linear dos vetores x1,To,...,x, onde aq,...,q; € R. Caso
tenha-se:
3
(a) E a; = 1, entdo o vetor x ¢ chamado combinagcao afim dos vetores x;;
i=1
(b) a; > 0 para todo 1 < i < k, entdo o vetor x € dito combinagdo positiva, ou

combinac¢ao conica, dos vetores x;.
Um conjunto afim contém todas as combinagoes afins de seus pontos.

Definigao 37 Dados x1,xs,...,x,, vetores de um conjunto qualquer C C R". As com-
binacoes convexas dos vetores x1,To,...,x,, € C sao os vetores da forma x = a1x; +

m
Qoo + -+ + i, tais que a; € R, com a; > 0, ez a; = 1.
i=1

De acordo com a definicao 37, um vetor é uma combinacao convexa de vetores de um

conjunto C' C R™ quando for simultaneamente uma combinagao afim e positiva.

Teorema 9 Um conjunto C C R™ € convexo se, e somente se, C' contém todas as combinagoes

convezas de seus elementos.

Lema 2 O conjunto solugdo de um sistema de equagoes lineares S = {x € R" : Ax = b}

sendo, A € R™™ e b e R™ é um conjunto convezo.

Demonstragao:  Suponha x1,z5 € S, assim Azr; = b e Axs = b. Entao, para a € [0, 1]

tem-se

Alary + (1 — a)xs] = a0z + (1 —a)Azs =ab+ (1 —a)b =10
o que mostra que az; + (1 — a)zy € C e, portanto, S é convexo. L]
Definicao 38 Um ponto x € C' é um ponto extremo de C' se, e somente se, nao pode ser

escrito como uma combina¢ao convezra (1 — o)z + axe, onde x1,x9 € C e a € (0,1), exceto

quando toma-se r1 = Ty = T.

Defini¢ao 39 Um conjunto C C R™ é um cone (com vértice na origem) se x € C' implica que

ax € C, para todo a > 0, onde o € R.

Definicao 40 Um conjunto C' é um cone convexo se para todo x,1o € C' e a1, a5 € R tais

que o, arg > 0 tem-se apxq + aaxo € C.
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Definigao 41 Seja S C R™ um conjunto qualquer. A casca convexa do conjunto S, denotada

por conv(S), € o menor conjunto convero que contém S.

A casca convexa de S pode ser definida como a interse¢ao de todos os conjuntos convexos
que contéem S. O conceito de casca convexa dado na definicao 41 pode ser compreendido

geometricamente através da representacao no R? dada na figura 3.2.

Figura 3.2: Representagao da casca convexa da figura 3.1(b)

Teorema 10 A casca convexa de S € formada por todas as combinacoes convexas dos vetores

de S, qualquer seja S C R™.

Demonstracao: Pela defini¢ao 41 os elementos de S pertencem a conv(S) portanto, pelo
Teorema 9, todas as combinagoes convexas de S pertencem a conv(S). Por outro lado, dados
os vetores x = a1x1+ -+ apr, ey =0y + -+ 0y, comxy,..., T €S €Y, ...,y €95,

0 vetor
l-—a)z+ay=(1—-a)ax;+ -+ (1 — Q)apmxy, + abiys + - + Oy

onde « € [0, 1] também é uma combinacdo dos vetores de S. Desta forma, o conjunto de todas
as combinagoes convexas de S é um conjunto convexo e contém o conjunto S, logo deve coincidir

com o menor conjunto convexo, conv(S). .

Proposicao 15 Sendo C, D C R™ conjuntos convexos. Sao convexros também os sequintes
conjuntos:

a) C+D:={z : z=c+d, ceC, de D};

b) CND;

c) \C:={z : z=X¢, c € C}, para todo X € R.
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Demonstracao: a) Dados ¢,d € C + D, existem vetores x1,y; € C e xo,yp € D tais que

c=x +x9 €d=1y; +ys Paraa€l0,1], tem-se

z = (I1-—a)c+ad
= (1—a)(z1+22) +a(y + o)

= [(I—a)ry +ay] + [(1 — a)zs + o]

Como C' e D sao convexos, (1—a)r1+ay; € Ce (l—a)ra+ys € D, logo (1—a)c+ad € C+D.
b) Dados ¢,d € C'N D, pela definicao de intersecao de conjuntos tem-se que ¢,d € C e
¢,d € D. Assim, como C e D s@o convexos, para « € [0,1], segue que z = (1 —a)c+ad € C
ez=(l—a)c+ad e D. Portanto, z = (1 — a)c+ad € CN D, o que mostra que C' N D é
CONVeEXO.
c) Dados z,y € AC tais que © = Ac; e y = Ao, onde ¢1,c2 € C, para « € [0, 1] pela

convexidade de C, tem-se

z=(1—-a)z+ay=(1—-a)(Ac) + a(Ae) = A[(1 — a)e; + ac] = Ac,
com ¢ € C. Logo, A\C' é convexo. "
Teorema 11 A intersecao de uma colecao de conjuntos convexos € um conjunto convezo.

Definicao 42 Sejam ¢ € R", ¢ #0 e § € R. Chama-se um hiperplano do R™ o conjunto
H:={z : Tz =4}
Cada hiperplano do R™ caracteriza dois semiespacos fechados
Hs :={z : 'z > B}, Hc :={x : Tz <p}
e dois semiespacos abertos
He :={x : "z >3}, H.:={x : Tx < B}
Lema 3 Todo hiperplano H do R™ é um conjunto convezo.

Definicao 43 Um conjunto C' C R™ € denominado poliedro quando € definido por um nimero

finito de semiespacos fechados em R™. Um poliedro limitado e ndao vazio € chamado de politopo.
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Defini¢ao 44 Para qualquer a € R™ o conjunto dado por B(a,e) ={x e R" : |z —a|<e€} €

uma bola de raio € > 0 e centro a.

Definicao 45 Um ponto interior de um conjunto X C R"™ é um elemento x € X se para
algum € > 0 tem-se B(a,¢) C X.
O conjunto formado pelos pontos interiores de X € chamado de interior de X e é denotado por

int(X).

Quando int(X) = X o conjunto X é definido como um conjunto aberto. Por outro lado,
quando o complementar do conjunto X C R", dado por R™ — X, for um conjunto aberto, entao

o conjunto X é dito fechado.

Defini¢ao 46 A fronteira de um conjunto X C R", dado por bd(X), € o conjunto formado
pelos pontos de X que nao sao interiores a X e pelos pontos de R™ — X que nao sao interiores

a R" — X.

Definicao 47 Um hiperplano H ¢é dito um hiperplano separador se dados conjuntos con-

vezos nao vazios Cp,Cy C R" existe H tal que Cy C H> e Cy C H<.

Definigao 48 Sejam C C R™ um conjunto convexo e xo € bd(C). Se c # 0 satisfaz c'z < cL'xg
para todo x € C, entdo o hiperplano {x : c'z = cTxy} é um hiperplano suporte de C em

xo-

Geometricamente, o hiperplano suporte {z : ¢’z = ¢Txy} de um conjunto convexo C' é

tangente a C' no ponto xy e um dos semiespagos, {x : 'z < cfag} ou {x : Tz > Ty},

contém C'. Essa interpretacao pode ser melhor compreendida através da Figura 3.3.

Figura 3.3: Hiperplano suporte de C.
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Dizer que {z : ¢’z = cTxy} é um hiperplano suporte do conjunto C' em xq é equivalente a

dizer que esse é um hiperplano que separa o ponto xg e o conjunto C'.
Quando para C7,Cy C R tem-se ¢’z > 3 para todo v € C) e cl'z < B € Cy diz-se que a

separagao entre os conjuntos C; e C é estrita.

3.2 Funcgoes convexas

Definigao 49 Seja C C R™ um conjunto convexo nao vazio. Uma funcao f : C — R é

convexa, se para todo 1,12 € C e o € |0, 1], tem-se

flawy + (1 = a)zy) < af(xr) + (1 — @) f(x2) (3.1)

Se a desigualdade 3.1 for estrita sempre que x1 # x9 e a € (0,1), a fungdo f é denominada
estritamente convexra. Diz-se que f € concava se —f € convexa, e estritamente concava se — f

€ estritamente convexa.

Geometricamente, a desigualdade 3.1 significa, que o segmento de reta de extremos (zy, f(x1))

e (xq, f(x2)) estd acima do gréfico da fungao f. Veja Figura 3.4.

fla)

af(z) + (1 —a)f(z2)

flaz + (1 —a)zy)

flaz2)

fult az) + (1 — a)xs T

Figura 3.4: Grafico de uma funcao convexa representada no espaco R?

A funcao f é dita fortemente convexa se para todo z1,22 € C e a € [0, 1] existe um ¢ > 0

tal que
flazy + (1 — a)zs) < af(z1) 4+ (1 —a)f(zs) — sca(l —a) || 21 — 2 |
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Definicao 50 O epigrafo de uma funcao f : C' — R, denotado por epif, € definido como o
conjunto epi f = {(x,\) : f(x) <\, z€C, A€ R}.

Teorema 12 Uma fun¢ao f : C'— R € convexa se, e somente se, epi f é um conjunto convero

em R™ x R.

Demonstracao:  Suponha que f é uma fun¢ao convexa. Sendo (z1,y1),(%2,y2) € epif e

a € [0,1] tem-se que f(z1) < y; e f(x2) < yo. Entao, pela convexidade de f, segue que
floxy + (1 —a)rs) < af (21) + (1 — @) f(22) < ayr + (1 — a)ye.
Com isso,

a(@1,y1) + (1 — @) (22, y2) = (axr, ayr) + (1 — @)ze, (1 — a)y2) =
(g + (1 — @)z, ayy + (1 — a)y2) € epi f.

Por outro lado, suponha que epi f é um conjunto convexo. Dados z1,722 € C e a € [0,1],

(21, f(x1)) € epi f e (xq, f(xq)) € epi f. Pela convexidade de epi f,
(a1 + (1 = a)zg, af(x1) + (1 — @) f(x2) = a2, f(21)) + (1 — a)(22, f(22)) € epl f.
Desta forma, pela definicao de epigrafo, conclui-se que
flaxy + (1 = a)zs) < af(z1) + (1 — @) f(z2).
Portanto, f é convexa. u
Teorema 13 Uma condi¢ao necessdaria e suficiente para que a fungdo f: C'— R seja conveza

¢ que para quaisquer a,b € C a fungao g : [0,1] = R definida por g(t) = f(a +tv), v =b—a,

seja convexa.

Demonstracao: Se f é convexa entdo, para s,t,a € [0, 1] tem-se

g(1—a)s+at) = fla+][(1—a)s+ at))
= fl(1—-a)(a+sv)+ ala+tv)]
< (1-a)f(a+sv) +af(a+to)

= (I—a)g(s) +ag(t)
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portanto g é convexa. Reciprocamente se todas as funcoes g, definidas anteriormente, sao

convexas, entao dados z1,29 € C e a € [0, 1], pondo g(t) = f(z1 + t(zy — x1)) segue-se que:

flA—)z +axs) = flry+alze—21)=9(1—a)-0+a-1)

< (T=0a)g(0) + ag(l) = (1 —a)f(z1) + af(r),

logo, f é convexa. "

Algumas operagoes preservam a convexidade das fungoes.

Proposicao 16 Sejam f,g func¢oes converas definidas sobre conjuntos convexos C° C R" e
D C R™, respectivamente e 0 € R. Entao
a) Of é convexa sobre C, qualquer seja 6 > 0;

b)f + g € convexa sobre o conjunto C'N D.

Demonstracao: a) Sejam 0 > 0 e f uma funcdo convexa. Entao, para todos 1,25 € C' e

a € [0,1] tem-se

(0f) (a1 +(1-a)rs) = 0f (a1 +(1-a)rz) < O(of (21)+(1—a) f(22)) = a(0f (1)) +(1—a)(0f (x2)).

Portanto, f é uma funcao convexa.

b) Sejam f, g funcoes convexas. Logo, para todos x1,22 € C e a € [0, 1],

(f+9)(az; + (1 —a)xg) = flax + (1 — a)xz) + glax; + (1 — a)zs)

pela convexidade de f e g segue que

flaxzy + (1 —a)zs) + glax: + (1 —a)xs) < af(zr) + (1 —a)f(re) + ag(zr) + (1 — a)g(xs)
= a(f(z1) +g(x)) + (1 — a)(f(z2) + g(2))

= aff+9)(x1) + (1 —a)(f+g)(x2)

com isso, (f + g)(ax; + (1 —a)xs) < (f+9)(x1) + (1 — a)(f + g)(z2) e, portanto, f + g é uma

funcao convexa. "
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Teorema 14 Seja f : C' — R uma func¢ao convexa com C' C R™. Entao para todos x1,...,x, €

Ceay,...,a, >0 ondea;+...+a, =1, tem-se
flagzy + -+ apxy) < arjf(xy) + -+ apf(x,) (3.2)
Demonstragcao:  Suponha que f é uma funcao convexa. A prova sera feita por indugao

sobre n > 1. Para n = 2, a desigualdade 3.2 ¢é valida, uma vez que para a; + as = 1, segue-se
que a; = @ e as = 1 — a. Suponha, por hipdtese de inducao, que para algum n > 1 e todos

r1,..., 0, € Ceay,...,a, >0onde a; + ...+ a, =1, tem-se
f(a1x1+"'+anxn) Salf(x1)++anf($n)

Considere x1,...,2,, 2,11 € C e ay,...,q,, ayy1 > 0 tais que ag + -+ + a, + a1 = 1. Pelo
menos um dos aq, . .., ,, &, deve ser menor que 1, do contrario a desigualdade seria trivial.

Suponha, sem perda de generalidade, a,,,; < 1. Definindo

(o B i e I 6 7%/

y= = 51271+ -+ Snln,
1_04n+1
t.
com §; = ) para 1< j <n. Entdo, s1,...,5, >0¢e

1_thrl

oot e ST L ot tan)
S P S, = —m8M8M— “ e — 6% “ e an‘
! Tl L—ppr L=

De ay + -+ 4+ ay + a1 = 1 segue que ay + -+, = 1 — a1 Logo,

1 1
(g +-Fa,) =—(1—ap) =1

S1+ ot Sy =
1_an+1

B 1 - Opt1
Dai, por hipétese de indugao, y € C' e

1T + -+ (07 & + Uy 1Tn+1 = (1 - an—l—l)y + Ay 1Tn+1 S C

Pela convexidade de f, obtém-se

fleazi+ -+ anii®ni) = f(1— i)y + ang1@ng1) < (1= 1) f(Y) + anpr f(2n11). (3.3)

Por outro lado, também por hipétese de indugao, tem-se que

1

fly) = f(s1z+ - +spwn) < sif(z)+ - +suf(zn) = 1_—%(041f($1)+' st f(xn)). (34)

Assim, juntando as desigualdades 3.3 e 3.4, conclui-se que
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flonzy + -+ appngn) < (1= an1) f(Y) + g f(Tng) <
(alf(xl) T+ O‘nf<xn)) + O‘n+1f<xn+l)'

Desse modo, a desigualdade 3.2 é valida para n 4+ 1. Portanto, pelo Principio de Inducao

Matematica, a desigualdade 3.2 ¢ valida para todo natural n > 1.

Corolario 2 Seja f: C — R uma funcao convera com C' C R™. Entao, para xq,...,x, € C,

tem-se

F (3:1 +-7-1-+93n> < f(x1)+---+f(:vn)'

1
Demonstracao: O resultado é obtido fazendo a; = —, com i = 1,...,n, no teorema 14.
n

Defini¢ao 51 Seja f : C' — R uma fun¢ao. O conjunto definido por C\ = {xz € C : f(x) < A}

¢ denominado conjunto de nivel da funcao f.

Proposicao 17 Seja f : C — R uma func¢dao convera. Entao, o conjunto de nivel da fungao

f,Cy={xeC : f(x) <A}, é convero, qualquer que seja \ € R.

Definicao 52 Uma funcdao f : C' — R, onde C C R", € dita quase-convexa se C' for um

congunto convezo e se C = {x € C' : f(x) < A} for convexo, para qualquer X € R.

Uma funcdo f definida sobre um subconjunto convexo C' C R™ é quase-concava se (—f) é
quase-convexa, ou seja, se {z € C' : f(z) > A}. Uma funcdo f que é simultaneamente quase-
convexa e quase-concava, ou seja, definida sobre um conjunto convexo e {r € C': f(z) = A}

¢é convexo para qualquer A € R, é chamada de quase-linear.

Proposicao 18 Uma funcao f: C — R, onde C' C R", é quase-convezxa se, e somente se, C'

¢ um congunto convexo e para todo x1,x2 € C' e para todo a € [0, 1] tem-se

flaxy + (1 = a)z) < max {f(x1), f(x2)}
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3.3 Funcoes convexas em R

Essa secao, tem como objetivo provar, através de problemas, a convexidade ou a concavidade

de algumas funcgoes reais definidas no capitulo 2.

|Problema 1|

A fungao afim f: R - R, f(z) =ax + b, a,b € R e a # 0, é uma fun¢ao convexa.
Demonstragao: Sejam xy, x5, nimeros reais quaisquer. Para todo « € R, onde «a € [0, 1],

tem-se:

flar;+ (1 —a)zs) = alaz; + (1 —a)xs) +b
= aaxy+ ars —aqxry + b
= aax;+ab+ axryg —acxyg +b— ab
= afax; +b) + axa(l — a) + b(1 — «)
= oa(ary +0) + (1 — a)(azs +b)
= af(z)+ (1 —a)f(z2).

Portanto, f é uma funcao convexa. "

Como para as funcoes afins vale sempre a igualdade em 3.1 entao, essas fungoes sao simul-

tamente convexas e concavas. Reciprocamente, toda fungao convexa e concava é afim.

‘ Problema 2 ‘

A fungao quadrética f : R — R, f(z) = ar®+bxr+c, onde b,c € Re a € R, é estritamente
convexa.

Demonstragao: Dados 71,22 € R e a € (0, 1), tem-se que

(az; + (1 —a)zy)? < ax? + (1 — o)l (azy + (1 — a)z)? — [az? 4+ (1 — a)z3] < 0
22 + 2a(1 — a)zywy + (1 — a)?z; — ax] — (1 —a)as <0

—a(l — a)zd +2a(1 — )12y — a(l — a)r; < 0

a(l —a)(z] — 2r125 +235) > 0

A

a(l — a)(z; — 29)* > 0.
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Desta forma, segue que

flaz, + (1 —a)zy) = alaz; + (1 — a)xy)? + blaz; + (1 — a)zy) + ¢
< alaz? + (1 —a)z3) + blaz; + (1 — a)zs) + ¢
= aari +abr; +ac+ (1 —a)axs + (1 — a)bry + (1 — a)c

= af(z) + (1 —a)f(x).

Portanto, f é uma funcao estritamente convexa. "

| Curiosidade|

O estudo de funcoes convexas teve inicio através da desigualdade 3.5 conhecida como
Desigualdade do Ponto Médio. Se f : C — R é uma funcao convexa em C, tal que

f(x) =az®* +bx +c, a,b,c € Rea#0, entao é valida a desigualdade

f (leerg) _ f(:m);rf(xz) (3.5)

De fato, note inicialmente que, se x; # x5, entao

2 2
T2+ 22 (:U1+:c2) x] — 2ry30 + x5 (xl—azg) -0

2 2 - 1 2

2 2 2

T+ Xo Ty + x5

logo < .
Portanto, se x1 # x5 e a > 0, tem-se

2
T1 + o . T+ o Ty + To
P(5) = a() e ()

2 2
< a$1;x2+b(x1;$2)+c

(azi + bxy + ¢) + (ax3 + bxg + ¢)
2

f1) + f(x2)
2
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|Problema 3|

A fungao exponencial de base e, f: R — R tal que f(z) = e é convexa.
Demonstracao: Dados x1, 2o nimeros reais quaisquer tais que xs < . Para todo a € R,

com « € [0, 1], tem-se

flaxs + (1 —a)zs) < af(x))+ (1 —a)f(zy) < o tl=—e)ze < (et 4 (1 —a)e™
& et p(lm)z2 < et 4 (1 —a)e™
PN (em)a . (eﬂcz)(l—a) S ae®t + (1 _ a)em
T2

& (@) o Saet + (1- a)en

xr1\ &
& e <6—2) < ae™ 4 (1 — a)e™

ex

el (e et
& (—) §a<—)—|—1—a
er2 er2

Porém,
H(m) (B) o (5)
er2 er?2 er2
ezl = eml S eacl :1
(=) (B (5)-
er2 er2 er2

el‘l eml (63 eml
A ltima desigualdade é verdadeira pois — > 1 ea <1, o que implica que (—) < —.
e

er2 erz2

Logo, a < 1. Portanto,
flazy + (1 —a)xse) < af(xy) + (1 — ) f(x2) © a < 1, o que é sempre verdadeiro.
O que mostra que f é convexa. "

A Proposicao enunciada a seguir é fundamental para a demonstracao do Problema 4.

Proposigao Se f: I — R, sendo I C R um intervalo, € uma fung¢dao continua tal que para

todo x1,x9 € I tem-se

f (561 ;372) < f(z1) er f(x2)
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entao, f € uma funcao conveza.
A concavidade da funcao f é garantida quando — f é uma func¢ao convexa, ou seja, quando

para I CRe f: I — R continua tem-se

(g > He )

para todo x1,x9 € I.

\ Problema 4 \

A funcao logaritmica log : Rt — R dada por f(x) = logz é uma fungao concava.

Demonstragao: Dados 1,1, € RT, tem-se:

(Va1 = V2)’ 20 & x1—2\/_\/_+x2>0

\Y
8
[t VI
8
N |

=

1
& log 5 5 logzy + = 5 log x5
o log 1+ 7o > log x1 + log xs
2 2
o f $1+$2)_f($1)+f($2)
2 2
Portanto, a funcao logaritmica é concava. "
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Conclusao

Nessa dissertacao foram apresentados de forma objetiva uma abordagem histérica do con-
ceito de funcgao, a andlise dos principais documentos orientadores da educacao brasileira, de-
finicoes, proposicoes, propriedades e teoremas sobre Conjuntos e Funcgoes Reais e Conjuntos
Convexos e Fungoes Convexas, além de aplicagoes de fungoes reais em situagoes reais.

A fim de possibilitar um aprofundamento no conhecimento dos professores de Matematica,
no capitulo 2 apresentou-se a fundamentacao teérica de Conjuntos e Funcoes Reais, com énfase
nas funcoes afim, quadratica, exponencial e logaritmica, onde a abordagem dos conceitos foi
dada de maneira mais formal, com propriedades e teoremas que comumente sao desconhecidos
dos profissionais da area. Nesse capitulo, a ligacao existente entre a Matematica e outras areas
pode ser evidenciada através das aplicagoes no imposto de renda, no movimento uniformemente
variado, na desintegracao radioativa e no nivel de intensidade sonoro, mostrando a importancia
da interdisciplinariedade.

No capitulo 3, foram mostrados os principais conceitos de convexidade, com destaque para os
Conjuntos Convexos e as Fungoes Convexas em R”, incluindo defini¢oes, proposicoes e teoremas.
O intuito desse capitulo foi de proporcionar um material didatico aos profissionais do ensino
da Matematica para enriquecer seus conhecimentos, em especial nas func¢oes convexas, uma vez
que essa fungoes podem ser utilizadas em demonstragoes de desigualdades e sao amplamente
utilizadas na otimizacao. Os problemas apresentados no final desse capitulo, relacionam funcoes
reais com o conceito de convexidade.

Como trabalhos futuros pode-se explorar mais o uso da tecnologia no ensino de fungoes,
através da utilizagao de softwares como o GeoGebra, para uma melhor compreensao dos alunos
sobre os conceitos trabalhados em sala de aula e para a construcgao e o estudo do comportamento
de graficos de diferentes tipos de fungoes. O estudo de aplicagoes de fungoes reais em outras
areas deve ser considerado, a fim de proporcionar ao aluno o entendimento da Matematica em

situagoes reais. Sugere-se também um aprofundamento no estudo das Fungoes Convexas.
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