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Resumo

Souza, Jadson da Silva . Niimeros Reais: Um Corpo Ordenado e Completo.
Goiania, 2013. 61p. Trabalho de conclusio de curso. Instituto de Matemética e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho tem como objetivo ampliar os conhecimentos sobre os nimeros reais,
proporcionando uma nova perspectiva sobre sua constru¢cdo conceitual. Inicialmente,
aborda-se alguns fatos histéricos que foram de maior importancia no processo da evolugao
conceitual dos nimeros reais. Posteriormente, por meio do desenvolvimento das teorias de
algebra, de conjuntos e de andlise matematica, utiliza-se de um método axiomdtico para
expor uma constru¢do do corpo ordenado e completo dos reais, enunciando e provando
algumas de suas propriedades. Finalmente, abordam-se alguns aspectos relevantes da
correspondéncia entre o corpo dos reais € a reta, e ainda da correspondéncia entre o corpo

dos reais e os decimais.

Palavras—chave

Numeros Reais, Corpo Ordenado Completo, Decimais, Reta



Abstract

Souza, Jadson da Silva . Real Numbers: A Complete Ordered Field. Goiania,
2013. 61p. Completion of course work. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

This paper aims to expand knowledge about the real numbers, providing a new perspective
on their conceptual construction. Initially, covers up some historical facts that were of
utmost importance in the process of conceptual evolution of the real numbers. Secondly,
through the development of theories of abstract algebra, sets and mathematical analysis, is
used a axiomatic method to expose the complete ordered field of real, stating and proving
some of its properties. Finally, we discuss some relevant aspects of the correspondence
between the real field and line, and also the correspondence between the real field and

decimals.

Keywords
Real Numbers, Complete Ordered Field, Decimals, Line
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Introducao

Aspectos Historicos

Pode-se destacar como um dos marcos ao inicio do desenvolvimento histdrico
dos niimeros reais a crise pitagérica na Grécia, ocasionada pela descoberta dos segmentos
incomensuraveis, que provavelmente deve ter sido feita por um pitagérico, no periodo
entre 500 e 350 a.C. Apesar de Proclus (450 d.C) parecer ter atribuido essa descoberta
a Pitdgoras. A prova mais antiga sobre medidas incomensurdveis que se conhece foi
apresentada por Aristételes, e se refere a diagonal e ao lado de um quadrado. A verificagdao
trata-se de uma prova indireta, baseada no teorema de Pitdgoras, e no fato de que, o
quadrado de um nimero par é também um numero par, mais detalhes dessa prova ( [9] ,
p. 55).

A prova de que os lados de quadrados cujas dreas sd@o os ndo-quadrados
3,5,7,...,17 ndo sdo comensurdveis com o lado de quadrado 1 foi atribuido a Teodoro
de Cirene (c. 390 a.C.). Em linguagem moderna ele provou a irracionalidade de V3, V5,
V7, ...,v/17. Em consequéncia das grandezas incomensurdveis surge a necessidade de se
construir uma teoria das propor¢des independente da comensurabilidade, tal construcdo
foi feita por Eudoxo (c. 370 a.C.), a qual serviu como base do Livro V dos Elementos
de Euclides([2], pp. 74 a 87), um dos livros escrito pelo matematico grego Euclides em
Alexandria por volta de 300 a.C. Os Elementos de Euclides tiveram enorme importancia
para o desenvolvimento da geometria no que se refere a organizagao logica e axiomaética.

Esse processo de organizagdo logica e axiomatica na dlgebra foi tardio con-
siderando que as primeiras tentativas nesse sentido ocorreram no inicio do século XIX
e continuaram ao longo desse século por meio de trabalhos diversos como, por exem-
plo, os feitos pelo matemdtico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) que no ano de
1824 provaram a impossibilidade de se obter uma férmula geral por meio de radicais
que expressasse as raizes de uma equacgdo de grau > 5. Mesmo assim, ainda restava uma
questdo. O que caracterizava no aspecto matematico os casos de equacgdes de grau > 5 que
podem ter suas raizes expressas por meio de radicais através de uma férmula geral? Esta
questdo surgiu do fato de que as equacdes de grau > 5 ndo sdo, de modo geral, resoluveis

por radicais, mas alguns tipos o sdo, como ja se sabia bem antes de Abel. A resposta a
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essa pergunta seria dada pelo matematico francé€s Evariste Galois (1811-1832) cuja obra
delineava pela primeira vez o conceito de grupo.

Apesar do conceito de corpo ja estar nessa €poca, implicito em trabalhos de
Abel e Galois foi o matemético alemao Richard Dedekind (1831-1916) que conseguiu
explicitd-lo. Tal feito ocorreu no ano de 1879 quando publicou o livro "Uber die Theorie
der Ganzen Zahlen algebraischen"que definiu a nocdo de corpo numérico como uma
colecdo de nimeros que formam um grupo abeliano com relacdo as operacdes de adi¢do
e multiplicacdo (com a exce¢do do zero), e na qual a multiplicagdo € distributiva com
relagdo a adi¢do. Dedekind fez muitas contribui¢des importantes no campo da dlgebra,
especialmente, para teoria dos nimeros algébricos, nos fundamentos dos nimeros reais e
teoria de anel, sua obra prima foi o "Corte de Dedekind"([2], p. 411).

Deve-se, também, destacar a teoria dos Conjuntos criada por Georg Cantor
(1845-1918), a qual foi publicada em uma série de artigos a partir de 1874. Em seus
trabalhos Cantor estendeu a ideia de cardinal para conjuntos finitos e seu grande mérito foi
perceber a existéncia de uma hierarquia para os cardinais transitivos, ou seja, desenvolveu
o conceito de enumeravel. Cantor ainda conseguiu mostrar que os inteiros € 0s racionais
sdo enumerdveis (2], p. 414). Ainda mostrou que o conjunto dos ndmeros reais tem
cardinal maior que os dos conjuntos enumerdveis e que esse cardinal € igual ao dos
conjuntos irracionais, contrariando a velha ideia de que o todo tinha que ser maior do
que a parte.

Em virtude dos conceitos desenvolvidos pelos mateméticos aqui citados, dentre
outros de importancia relevante, durante o século XIX, foi possivel desenvolver ideias
da Algebra, do Cilculo e da Andlise Matemadtica que contribuiram para a construcdo dos

nameros reais.

Situacao Atual

A andlise de livros didaticos de matematica constitui um parametro indicador do
estado atual em que se encontra o ensino da mesma. Especificamente no ensino basico
pode-se constatar, pela leitura de [18], que o contetido dos nimeros reais, na maioria das
vezes € equivocadamente, apresentado simplesmente como a unido dos racionais com
os irracionais criando assim um problema de circularidade nesse conceito. Observa-se
a necessidade do conhecimento prévio dos reais para se definir os nimeros irracionais.
No ensino superior, pela leitura de [3], percebe-se que muitos dos livros didéticos de
matematica persistem no equivoco da circularidade do conceito dos reais, ou ainda, tratam
dos reais como um objeto de conhecimento dos alunos, no caso futuros professores
de matemadtica. Entdo como solucionar esse problema de circularidade do conceito dos

nameros reais?



15

Ao se deparar com essa situacdo no ensino bdsico, uma abordagem mais
axiomdtica € visivelmente invidvel, pois para isso teria-se que introduzir conceitos
matemdticos complexos a nivel basico. No entanto, no ensino superior, o tratamento mais
estruturado e axiomdtico dos conceito dos reais se faz necessdria, no ambito de preparar o
futuro professor de matematica a lidar e construir ferramentas pedagdgicas que permitam
minimizar ou resolver o problema da circularidade do conceito dos reais, a nivel de ensino
bésico.

Considerando os reais como apenas a unido dos racionais com os irracionais,
deixa-se de apresentar fatos relacionados a0 mesmo que sdo importantes em contextos
mais amplos, por exemplo, de que as propriedades dos reais sdo consequéncias diretas do
fato dos reais serem um corpo ordenado e completo.

Diante do exposto faz-se necessaria uma reformulacdo na exposi¢do dos con-
teidos matemadticos que privilegie a corre¢do dos conceitos, bem como a apresentacio

sistemdtica fundamentada das proposi¢des enunciadas.

Apresentaciao dos Capitulos

Esse trabalho esta dividido em 4 capitulos:

O capitulo 1, que desenvolve-se no momento, contém alguns aspectos historicos
que motivaram o desenvolvimento desse trabalho e uma abordagem sobre como atual-
mente se ensina os nimeros reais.

O capitulo 2, inicia-se com a linguagem de conjuntos de forma a apresentar al-
gumas de suas defini¢des, exemplos, teoremas ou proposicdes e suas demonstracdes fo-
cando conceitos relacionados a: operagdes entre conjuntos, comparacao entre conjuntos,
conjuntos finitos e infinitos, conjuntos enumeraveis, dentre outros. Ainda nesse capitulo,
sdo dadas as definicdes e propriedades consequentes de algumas das estruturas funda-
mentais da dlgebra: grupo, anel e corpo, focando principalmente a estrutura denominada
corpo que € peca fundamental para o desenvolvimento deste trabalho.

O capitulo 3, contém o desenvolvimento da proposta deste trabalho que é definir
os reais como um corpo, ordenado e completo. Inicialmente, defini-se esse fato de maneira
formal, ou seja, usando as defini¢des, axiomas, teoremas e postulados da linguagem
de conjuntos, da dlgebra e da andlise desenvolvidos no capitulo anterior. Ainda nesse
capitulo, aborda-se o corpo dos reais de duas formas, onde em uma delas apresenta-se a
correspondéncia entre o corpo ordenado completo dos reais e a reta numérica, enquanto a
outra apresenta a correspondéncia entre o corpo ordenado dos reais e os decimais.

O capitulo 4, contém as consideracdes finais acerca do trabalho desenvolvido.



CAPITULO 1

Fundamentos Basicos sobre Conjuntos e
Algebra Abstrata

1.1 Fundamentos Basicos sobre Conjuntos

Nesta seccao ndo tratar-se-a dos aspectos rigorosos da teoria dos conjuntos e sim
de alguns aspectos fundamentais de linguagem de conjuntos, os quais sdo base para o
desenvolvimento deste trabalho. Para maiores detalhes sobre o assunto, ou mesmo, para
encontrar alguns dos resultados apresentados nessa sec¢io, indicam-se as referéncias [8],
[12], [13] e [15].

1.1.1 Nocoes basicas de Conjuntos

Um conjunto € uma colecdo de objetos, denominados seus elementos, a relagdo

bindria entre um objeto e o conjunto € de pertinéncia, ou seja:

1) Se um objeto a é um dos elementos que compdem o conjunto A, dizemos que a
pertence ao conjunto A e escreve-se a € A;
2) Se um objeto a ndo é um dos elementos que compdem o conjunto A, dizemos que

a ndo pertence ao conjunto A e escreve-se a ¢ A.

Exemplo 1.1 Conjunto dos Niimeros Naturais
A colegcdo dos niimeros naturais 1,2,3,..., representada pelo simbolo N é um
exemplo de conjunto. A teoria sobre os niimeros naturais parte dos trés axiomas abaixo,

conhecidos como axiomas de Peano.

(A1) Todo niimero natural possui um sucessor que também é natural. E ainda, niimeros
naturais distintos possuem sucessores distintos;
(A2) Existe um tinico nimero natural, denotado por 1, que ndo é sucessor de nenhum

outro;
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(A3) (Principio da Indugdo) Se um conjunto, constituido apenas por niimeros naturais,
contém o niimero 1 e também o sucessor de cada um de seus elementos, entdo esse

conjunto contém todos os niimeros naturais.

Vale destacar que o terceiro axioma fornece uma ferramenta muito eficaz na matemdtica,
conhecida como Principio da Indugdo (13, pg.34]. Pode-se representar os conjuntos dos

niimeros naturais através da seguinte notacdo: N = {1,2,3,4,...}.

Em matemdtica um conjunto pode ser caracterizado, por uma propriedade co-

mum a cada um dos seus elementos ou ainda, listando todos os seus elementos.

Exemplo 1.2 Seja o conjunto P dos niimeros naturais pares, esse conjunto pode ser bem

representado de qualquer uma das formas abaixo:

o P={xe N, xépar};
o P={2,46810,..}.

Também em matematica os elementos dos conjuntos ndo sdo necessariamente

numeros, podendo ser figuras geométricas, pessoas, etc.

Exemplo 1.3 Como, por exemplo, o conjunto R dos poliedros regulares de Platdo:

R={tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro, icosaedro).

Definicio 1.1 Conjunto vazio que é representado por 0 ou {} é um conjunto que ndo

possui elementos.

Exemplo 1.4 Segue-se alguns exemplos de conjuntos vazios:

a) SejaA = {x; Z=9ex € par}, entdo A=0;
b) Seja B, o conjunto de brasileiros que possuem altura superior a 4 metros, entdo
B=0.

Dados dois conjuntos A e B, a relagdo entre eles € de inclusdo, diz-se que A é subconjunto
de B, se todos elementos de A sdo também elementos de B, ou seja, A estd contido em B,
indicando com a notagdo A C B, ou ainda, pode-se afirmar que B contém A, indicado pela
notacdo B D A.

Exemplo 1.5 Sejam A ={a,b,c,d}, B={e, f,g,h} eC={a,b,c,d,e, f,g}. EntdoA CC
(ou C D A ), pois todo elemento do conjunto A é também elemento do conjunto C.

Entretanto, B ndo estd contido em C , pois o elementoh € Be h ¢ C.
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1.1.2 Operacoes entre Conjuntos

Quando se fala das operagdes entre conjunto € interessante salientar que uma fer-
ramenta matematica bastante util na visualizacdo dessas operacdes € o diagrama de Venn.
A ideia € a seguinte: primeiro para representar o conjunto de todos os elementos con-
siderados tragca-se um retangulo de dimensdes arbitrarias. Depois, para cada subconjunto
préprio do universo que o retangulo representa traca-se uma curva fechada e convexa, no
interior desse retangulo, por exemplo:

Seja U o universo considerado e sejam A e B subconjuntos proprios de U, entdo

arelacdo A C B € representada na Figura 1.1.

Figura 1.1: Diagrama de Venn representando a situacdo A C B.

Definicao 1.2 Dados dois conjuntos A e B, a reunido dos conjuntos A e B é o conjunto

AUB, formado pelos elementos de A mais os elementos de B, portanto:
AUB={x;x €A ouxc B}.

O “ou’acima é diferente do usado no senso comum, o “ou” em matemadtica,
no caso acima, significa que pertence a pelo menos um dos conjuntos sem excluir a

possibilidade de pertencer ao mesmo tempo aos dois.

[Jaus

Figura 1.2: Diagrama de Venn representando o conjunto A UB.

Exemplo 1.6 Sejam A = {1,3,5,7,9,10} e B = {2,4,6,8,10}. Entdo, a reunido dos
conjuntos A e B é o conjunto AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
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Definicao 1.3 Dados dois conjuntos A e B, a intersecdo dos conjuntos A e B é o conjunto

ANB, formado pelos elementos que pertencem simultaneamente aos conjuntos A e B,
portanto:
ANB={x;xc€AexecB}
Se A e B ndo possuem nenhum elemento em comum, entdo A N B = (. Neste

caso, afirma-se que A e B sdo conjuntos disjuntos.

[Jans

Figura 1.3: Diagrama de Venn representando o conjunto A N B.

Exemplo 1.7 Sejam A={1,3,5,7,9,10} e B= {2,4,6,8,10}. Entdo, AN B= {10}.

Definicao 1.4 Dados dois conjuntos A e B, a diferenca dos conjuntos A e B é o conjunto

A — B, formado pelos elementos que pertencem a A e ndo pertencem a B, portanto:

A—B={x;x€Aex¢B}.

[
-
m

OA-8B

Figura 1.4: Diagrama de Venn representando o conjunto diferenca
A—B.
Exemplo 1.8 Sejam A={1,3,5,7,9,10} e B={2,4,6,8,10}. Entdo A—B={1,3,5,7,9}.

Definicao 1.5 Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano dos conjuntos A e B é
o conjunto AXB, onde seus elementos sdo todos pares ordenados (a,b) cuja a primeira

coordenada pertence a A e a segunda a B.
AxB={(a,b);acAebc B}.
Exemplo 1.9 Sejam A={1,3,5} e B= {2,10}. Entdo:
AxB=1{(1,2),(1,10),(3,2),(3,10),(5,2),(5,10)}.
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1.1.3 Nocoes basicas de Func¢oes

Definicao 1.6 Um funcdo f de um conjunto A em um conjunto B é uma regra que a cada
elemento x € A associa um tinico elemento y = f(x) € B, onde f(x) é denominado o valor de
fno elemento x. O conjunto A é chamado dominio da fungdo f, e o conjunto B é chamado
contradominio. A notacdo de uma funcdo f de um conjunto A em um conjunto B é dada

por:
ffA—B.

O conjunto dos elementos y € B tais que existem pelo menos um x € A tal que

fix) =y € B é chamado imagem de A pela funcdo f e é designado por f(A).

Exemplo 1.10 Sejam S o conjunto dos poligonos do plano, R o conjunto dos niimeros

reais e f: S — R a fungdo que associa a cada poligono x sua drea f(x).

Definicao 1.7 Uma funcgdo f: A — B tal que f(A)= B, ou seja, o conjunto imagem coincide

com o contradominio é chamada de sobrejecdo ou funcdo sobrejetiva.

Exemplo 1.11 Seja f: R — R definida por fix)=x*, entdo f ndo é sobrejetora, pois o
conjunto imagem de f ndo contém niimeros negativos. No entanto, a funcdo identidade
i:7Z — 7, definida por i(x) = x € sobrejetiva, pois cada niimero inteiro é levado por i nele

mesmo. Logo, o conjunto imagem de i é igual ao seu contradominio, ou seja, i(Z,)=17.

Definicao 1.8 Uma funcdo f: A — B é uma injecdo ou funcdo injetiva se, para todo
X1,X3 € A, com x| # xa, tem-se f(x1) # f(x2), ou seja, f leva elementos distintos de A em

elementos distintos de B, ou ainda, se f(x1) = f(x2) implica que x; = x».

Exemplo 1.12 A funcdo identidade i: 7. — 7, definida por i(x) = x ¢é injetiva. De fato, se
i(x1) = i(x2) = x1 = x2. Por outro lado, se for considerada a funcdo f: 7. — 7., definida
por f(x)=x>. Entdo f ndo é injetiva, pois f(-2) = f(2), no entanto, -2 # 2.

Definicao 1.9 Uma funcdo f: A — B é uma bijecdo ou funcdo bijetiva se, é ao mesmo

tempo uma injecdo e uma sobrejecao.

Exemplo 1.13 A fungdo identidade i: 7. — 7., definida por i(x) = x € bijetora, pois dos
Exemplos 1.11 e 1.12 segue-se que i é uma funcdo injetiva e sobrejetiva. Por outro lado,
se considerada a funcéo f : 7. — 7, definida por f(x)=x%. Segue-se do Exemplo 1.12 que

f ndo se trata de uma fungdo injetiva, consequentemente nem bijetiva.
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1.1.4 Conjuntos Finitos, Infinitos e Enumeraveis
Conjuntos Finitos

Definicao 1.10 Um conjunto X denomina-se finito quando ocorre um dos casos:

a) E vazio;
b) Existe, para algumn € N, uma bijecdo f : 1, — X, onde I, é o conjunto {1,2,3,...,n}

dos niimeros naturais N de 1 até n.

No primeiro caso, diz-se que o conjunto X é vazio, jd no segundo caso, que o conjunto
X tem n elementos ou que tem niimero cardinal n. Informalmente, a correspondéncia

f: I, — X, chama-se uma contagem do conjunto X.

Lema 1.1 Se existe uma bijecdo f: X — Y, entdo dado a € X e b € Y existe uma bijecdo
g:X =Y tal que g(a) =b.

Prova. Se f(a) = b, nada a provar. No entanto, se f(a) # b, como f é sobrejetiva, existe
f~Y(b) € X tal que f(f~' (b)) = b, define-se a bijecio g : X — Y pondo: g(x) = f(x) se
x#aex# f~(b), enquanto, g(a) =be g(f (b)) = f(a). O]

Teorema 1.1 Seja A um subconjunto de I, se existir uma bijecdo f : I, — A, entdo I,, = A.

Prova. A prova decorre-se por inducdo em n. Para n = 1, tem-se que existe uma bijecao
f 0 — A, o que implica que f(1) =1, ou seja, A =I; = {1}. Agora, suponha que
o resultado seja valido para um certo nimero n e considere uma bijecdo f : I,41 — A.
Fixando a = f(n+ 1), arestri¢cdo de f a I, fornece uma bije¢do g : I, — A — {a}, podendo

ocorrer duas situagdes:

1) Se tiver A — {a} C I,, entdo decorre-se da hipdtese de indugio que A — {a} = I,
dondea=n+1eA=1,.

2%) Se ndo tiver A — {a} C I,, entdo deve-se ter n+ 1 € A — {a}, sendo assim exite
b € I, tal que f(b) = n+ 1. Logo, decorre-se do Lema 1.1, que pode-se definir
uma bijecdo h : I, — A pondo h(x) = f(x) se x # b e x # n+ 1, enquanto
h(b) =a e h(n+1) = n—+ 1. Agora, a restri¢cdo de h a I, fornece uma bijecdo
m:l, -A—{n+1},logo A—{n+1} C I, e pela hipétese de indugdo decorre-
seque A—{n+1}=1,,donde A =I,;.

Conclui-se assim a demonstragao. 0

Coroléario 1.1 Sejam f: I, — X e g: I, — X duas bijecdes, entdo m = n.
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Prova. Considera-se apenas o caso em que m < n, ja que os demais sdo andlogos. Nesse

caso tem-se que /,, C I,. Pondo A=l,,, do Teorema 1.1, obtém-se 1,,,=I, e, portanto, m = n.
(]

Teorema 1.2 Se X é um conjunto finito, entdo todo subconjunto Y C X ¢é finito.

Prova.

Basta considerar o caso em que X = I,,. Para n = 1, os tnicos subconjuntos
possiveis de [ sdo o préprio I e 0. Logo, Y =1 ou Y = 0 os quais sdo finitos.

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para X = I, e verifiquemos que o
resultado vale para X = I,,11. De fato:

Se Y C I, = Y é finito pela hipotese de indugdo.

Agora,sen+1€Y =Y —{n+1} CI,= Existeabijecioy:1, =Y — {n+1},
com p <n.Seja@: 1,1 — Y abijecdo tal que

x), sex&lp,
ww:{w“ )
n+1, sex=p-+1.

Isto implica que Y € finito com ndmero de elementos < p 4 1. Como p < n, entdo
p+1<n+1.
Finalmente, como nao pode existir uma bijecdo f : I, — Y de um conjunto finito
I, sobre uma parte propria Y C I, segue que se Y C I,, com n elementos, entdo ¥ = I,,.
0J

Exemplo 1.14 O conjunto dos poliedros regulares de Platdo

Dado o conjunto R={tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro, icosaedro}
pode-se facilmente estabelecer uma bijecdo com o conjunto Is={1, 2, 3, 4, 5}. Seja
r: Is — R essa bijecdo, para defini-la basta escolher a imagem em R de r(1), r(2),
r(3), r(4) e r(5) que pode ser feito de 5.4.3.2.1= 120 modos, logo pode-se construir ao
todo 120 bijecoes. Por exemplo, pondo r(1)=tetraedro, r(2)=hexaedro, r(3)=octaedro,
r(4)=dodecaedro e r(5)=icosaedro, assim o conjunto R é finito e 5 é niimero cardinal do

conjunto R, independendo das escolhas entre as 120 bijecoes (contagens) possiveis.

Conjuntos Infinitos

Definicao 1.11 O conjunto X é infinito quando ndo é finito, ou seja, X ¢ infinito
quando ndo é vazio e nem existe, para algum n € N, uma bijecdo f: I, — X, no qual
,={1,2,3,...,n} comn € N.
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Exemplo 1.15 Segue alguns exemplos de conjuntos infinitos:

1) O conjunto N = {1, 2, 3, 4, ...} dos niimeros naturais;

2) O conjunto 7. = {0,+1, 2, £3,+4, ...} dos niimeros inteiros;
3) O conjunto QQ = {g; a, b € Z e b+# 0 } dos niimeros racionais;
4) O conjunto R dos niimeros reais;

5) O conjunto C={z=a+b-i;a,b € R} dos niimeros complexos.
Teorema 1.3 Se X é um conjunto infinito, entdo existe uma funcdo injetiva f : N — X.

Prova. Considerando os conjuntos ndo vazios A, C X, com n € N. Pode-se es-
colher x; € Aj = X, pois A; ndo é vazio, e ponha x; = f(1). Da mesma forma,
escolhe-se x, € Ay = X — {f(1)}, sendo que A, ndo é vazio, pois X € infinito
e colocando x; = f(2). Considerando esse processo sucessivamente tem-se que
xm €A, =X —-{f(1),f(2),....,f(n—1)}, com A, ndo vazio, pois X ¢ infinito e
agora defina a fungdo f:N — X tal que f(n)= x,. Nessas condi¢des f € injetiva. De
fato, se a # b, considere apenas o caso a < b, pois 0 caso b < a é andlogo, entdo
(@) € {f(1),f(2), e, f(b— 1)} porém f(b) € X = {f(1), £(2),... f(b— 1)}, portanto
fla) # f (D). O

Conjuntos Enumeraveis

Definicao 1.12 Um conjunto X é enumerdvel quando é finito ou quando existe uma
bijecdo com o conjunto dos niimeros naturais N. Seja f:N — X essa bijecdo, entdo f
denomina-se uma enumeracdo de X, colocando f(1)= x1, f(2)=x2, ..., f(n)=xy, .... Assim,
X={x1,X2,...;%n, ... }. Analogamente, se X for finito e ndo vazio, segue-se da Defini¢cdo
1.10 que existe uma bijecdo g : I, — X, com n € N, entdo uma enumeragdo de X pode ser

definida por g, colocando g(1)= x1, g(2)=xy, ..., g(n)=xy. Assim, X={x1,x2,...,%, }.

Exemplo 1.16 O conjunto dos niimeros naturais pares 2.N = {2,4,6,8,...} é enu-

merdvel, basta tomar a bijecdo [ : N — 2.N definida por f(n) =2.n.

Exemplo 1.17 O conjunto 7 dos inteiros {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3,...} é enumerdvel,
basta tomar a bijecdo f:N — 7 definida por f(1) =0, f(2.n) =ne f2.n+1) = —n.

Teorema 1.4 Se X é enumerdvel e Y C X, entdo Y é enumerdvel.

Prova. Se X é enumerdvel e finito, entdo decorre-se do Teorema 1.2, que Y C X também
¢ finito. Logo, da Definicdo 1.12 segue-se que Y € enumerdvel. Agora, se X € enumeravel
e infinito, entdo existe uma bijecdo f:N — X, tal que X = {f(1),1(2),1(3),f(4),...}.
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Se Y C X for finito, entdo Y € enumeravel. No entanto, se Y C X for infinito, deve-
se encontrar uma bijecdo ¢ : N — Y. Seja A = {a € N; f(a) € Y}. Tem-se que
A # 0, pois Y # 0. Como A C N, exite a; que € o menor elemento de A. Defina
g(1) = f(ay). Agora, considera-se o conjunto A = {a € N; f(a) €Y e a > a1},
seja ap o menor elemento de A;, e defina g(2) = f(az). Considera-se, indutivamente
o conjunto A, = {a € N;f(a) €Y e a > a,}, seja a1 0 menor elemento de A,
e defina g(n+ 1) = f(ay+1). Dessa forma, obtém-se a bijecdo g : N — Y, tal que
Y ={g(1),8(2),8(3),g(4),...,}, portanto Y é enumeravel. O]

Corolario 1.2 Seja f : X — Y uma fungdo injetiva. Se Y é enumerdvel, entdo X também

é enumerdvel.

Prova. Como f: X — Y se trata de uma fung¢@o injetora, tem-se que f : X — f(X), onde
f(X) é o conjunto imagem de X em relagdo a f, é uma bije¢do. Como f(X) C Y e Y pela
hipétese é enumerdvel, decorre-se do Teorema 1.4 que f(X) é enumeravel e, portanto, X

€ enumeravel. O

Corolario 1.3 Seja f : X — Y uma funcdo sobrejetiva. Se X é enumerdvel, entdo Y

também é enumerdvel.

Prova. Pelo fato de f : X — Y tratar-se de uma funcdo sobrejetiva, entdo para caday € Y
existe pelo menos um x € X tal que f(x) =y, assim para cada y escolhe-se um dnico
elemento x, entre os x que satisfazem a relagdo f(x) = y. Dessa forma, defini-se uma
fungdo g : Y — X dada for g(y) = x,, tal que f(g(y)) = f(xy) =y paratodo y € Y, assim
g € uma funcdo injetiva. Como por hipétese X € enumerdvel, decorre do Corolério 1.2

que Y € também um conjunto enumeravel. [

Corolario 1.4 Sejam X, Xo, X3, ..., Xy, ... conjuntos enumerdveis, entdo a reunido
X=XiUXp UX3U...UX,U... é enumerdvel.

Prova. Considere que a reunidao X = X; UX, UX3U...UX, U... de conjuntos enumeraveis
sejam disjuntas dois a dois, pois caso contrdrio, basta considerar os conjuntos Xi,
Xo — X1, X3 — (X, UX)),..., cuja a unido é também igual a X. Como os X,, sdo conjuntos

enumeraveis, tem-se que:

X1 = {x11,X12,X13,X14,X15,X16, -- }
Xo = {x21,%22,X23,%24,X25, %26, -- }
X3 = {x31,X32,X33, X34, X35,X36, .. }
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Xn= {xnl yXn25Xn3,Xnd s Xn5,Xn6, }

Para enumerar todos os elementos da reunido X = X UX UX3U...UX, U ...

considerar o seguinte processo:

(1) Os elementos da reunido de enumerdveis X = X; UXo UX3U ... UX, U ...

basta

sao

alinhados de forma que a linha L;, ficam com aqueles elementos que pertencem

ao conjunto enumeravel X; com i =

1,2,3,.

(2) Enumeram-se esses conjuntos, tomando o primeiro elemento como x11, o segundo

elemento como x»1, 0 terceiro elemento como x1, € assim por diante, conforme o

sentido das setas do esquema representado na Figura 1.5.

X1u x127> X13 X 17x15' oo
xz:/ / Xygees

/ .
<

Figura 1.5: Enumeracdo do conjunto X = X UXp U...UX,U....

32

Dessa forma, todos elemento de X estardo em correspondéncia com um nimero natural

determinado, ficando assim estabelecida uma bijecao f: N — X. Da Definicdo 1.12,

decorre-se que X € enumeravel.

Exemplo 1.18 O conjunto Q" dos racionais positivos é

utilizar o método que pode ser obtido por meio dos seguintes passos:

O

é enumerdvel. Basta para YY)

(1) Os racionais positivos, sdo alinhados de forma que a coluna R;, ficam com aqueles

cujo o numerador seja i comi=1,2,3,..n,...;

(2) Enumeram-se esses racionais, tomando o primeiro elemento como T o segundo

1

elemento como 5 © terceiro elemento como 5 € assim por diante, conforme o

sentido das setas do esquema representado na Figura 1.6.
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1 253 4 5 5 ...
i/l1/1/ﬂ/1
1 2 3 4 5 e
2/2/2/2/2
1 2 3 4 5o
js//;:}/.‘s/s/s
1 2 3 4 5 ...
4/4/4/4/14

Figura 1.6: Enumeracdo do conjunto Q.

Dessa forma, todos elementos do conjunto Q" estardo em correspondéncia com
um niimero natural determinado. Assim, fica estabelecida uma sobrejecio f: N — Q7
e do Coroldrio 1.3, decorre-se que Q" é enumerdvel. Logo, o conjunto dos niimeros
racionais Q também é um conjunto enumerdvel. De fato, pelo Coroldrio 1.3, tem-se que

basta considerar a sobrejecdo g: N — Q dada por:

0, sex =0,
gx)=1¢ f(n), sex=2-n—1,
—f(n), sex=2-n.

1.2 Fundamentos Basicos de Algebra Abstrata

Nesta seccao tratar-se-4 apenas dos aspectos necessdrios para o desenvolvimento
deste trabalho relativos as defini¢des de grupo, anel e corpo que sdo estruturas da dlgebra
que permitem a formalizagdo conceitual de boa parte da matemética. Para maiores

detalhes sobre o assunto, indicam-se as referéncias [4], [7], [10],[11], e [17].

1.2.1 Grupos

Ao longo da histéria nota-se que o conceito de grupo € um dos instrumentos de
grande importancia para a esquematizacao e organizacdo de vdrias partes da matemadtica.
Por exemplo, para o matematico francés Evariste Galois (1811-1832) ela foi essencial
para que ele conseguisse por fim a questdo da resolubilidade por radicais de equacdes de

graun > 5.

Definicao 1.13 Sejam G um conjunto ndo vazio munido de uma operagdo ( ou lei de
composi¢cdo interna) denotada por x, tal que para cada a,b € G associa a um elemento
axb € G. Diz-se G em relagdo *, ou simplesmente (G,*) é um grupo se, e somente se,

satisfazem as propriedades:
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(G1) ASSOCIATIVA
Vale a propriedade associativa, ou seja:
Va, b c€G, ax(bxc)=(axb)*c;

(G2) ELEMENTO NEUTRO
Existe um elemento e de G, denominado elemento neutro tal que:
Yac G axe=exa=a;

(G3) ELEMENTO INVERSO
Todo elemento de G é simetrizdvel em relacdo a x, ou seja:
VaeG 3d eG:axd =d xa=e.

Definicio 1.14 Defini-se um grupo (G,*) como abeliano ou comutativo se, e somente se,

G for comutativo em relagdo a operagdo *, ou seja:

(G4) COMUTATIVO
Dados quaisquer elementos a,b € G, vale a comutatividade, ou seja:
Vabe G, axb=bxa.

A respeito da notacdo (G, *) para definir um grupo, quando ndo houver dividas
em relacdo a operacdo *, esta serd excluida da notacdo, assim usa-se apenas a G para

denotar o grupo G.

Exemplo 1.19 Grupo aditivo dos inteiros

Considere o conjunto dos niimeros inteiros 7.={0,+1,+2,£3.+4 £5 ..} e a
operagdo usual de adi¢do, denotada por +, entdo o par (Z,+) é um grupo, pois satisfaz
as Propriedades G, Gy e G3 da Definicdo 1.13. Pelo fato, de também satisfazer a

Propriedade G4 da Definicdo 1.14, trata-se de um grupo comutativo ou abeliano.

E interessante ressaltar que em um grupo (G,*), quando o conjunto G € finito,

diz-se que o par (G, ) é um grupo finito.

Exemplo 1.20 (Z3): grupo aditivo das classes de resto médulo 3

Considere o conjunto G = {0,1,2} e a operagdo usual de adi¢do denotada por
+, entdo o par (G,+) é um grupo finito, pois satisfaz as Propriedades Gy, G, e G3 da
Definicdo 1.13 e G é um conjunto finito. Além disso, pelo fato de também satisfazer a
Propriedade G4 da Definigdo 1.14 se trata de um grupo comutativo ou abeliano. Para

verificar que (G,+) é um grupo comutativo basta considerar a tdbua da opera¢do + no

conjunto G:
Tdbua: (G,+)
+10|1]2
0[0|1|2
1]1]2]0
21201
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Exemplo 1.21 Matrizes de ordem 2 com elementos inteiros

Considere o conjunto de todas as matrizes de ordem 2 com elementos inteiros
denotada por M(Z.) com a operagdo usual de adi¢do entre matrizes, denotada aqui por
+ e entdo, (My(Z),+) é um grupo comutativo, pois satisfaz as Propriedades G1,G,,G3 e
G4 das Definigoes 1.13 e 1.14.

No entanto, ao considerar o conjunto M»(Z) com a opera¢do usual de multipli-
cagdo entre matrizes, denotadas aqui por -, a estrutura algébrica (M»(Z),-) ndo forma
grupo, pois nem toda matriz de M»(Z) admite inverso multiplicativo, sendo assim ndo
satisfaz a Propriedade G3 da Defini¢do 1.13.

1.2.2 Anéis e Anéis de Integridade
Anéis e Subanéis

Definicao 1.15 Seja A um conjunto ndo vazio munido de duas operagoes adi¢do e
multiplicagcdo representadas respectivamente por + e -. A estrutura algébrica (A,+,-)

é denominada anel se, e somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

(1) O conjunto A é um grupo abeliano em relagcdo a adi¢do, ou seja, satisfaz as
Propriedades Gy, G2, G3 e G4 das Definicoes 1.13 e 1.14.

(2) O conjunto A, em relagdo a multiplicacdo satisfaz as propriedades:

(M) ASSOCIATIVA
Vale a propriedade associativa, ou seja:
Va b ceA a-(b-c)=(a-b)-c

(M>) A MULTIPLICACAO E DISTRIBUTIVA EM RELACAO A ADICAO
Va b ceA a (b+c)=a-b+a-c.

A respeito da notagdo (A, +,-) para definir um anel, quando ndo houver dividas
em relacdo as operagdes + e -, opta-se pela exclusdo dessas da notagcdo, assim usa-se

apenas a notagdo A para denotar o anel.

Exemplo 1.22 (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,-) e (C,+,-) sdo anéis, onde + e - sdo respecti-

vamente as operagoes usuais de adi¢do e multiplicagdo.

Definicdo 1.16 Seja (A,+,-) um anel e S um subconjunto néo vazio de A. Diz-se que
(S,+,-) é subanel de A se:

(1) o conjunto S é fechado para as operagdes + e - de A, ou seja:
VabcA=at+becSeabcs;
(2) a estrutura (S,+,-) é também um anel, sendo que a adi¢do e multiplicagdo sdo as

mesmas do anel (A,+,").
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Exemplo 1.23 Subanel nZ, com n inteiro ndo nulo.
Considere o conjunto nZ={0,+1-n,+2-n,+3-n,+4-n,+5-n,...} com n sendo
um inteiro ndo nulo e as operacoes de adicdo e multiplicacdo usuais entre os inteiros,

tem-se que (nZ,+,-) é um subanel do anel (Z,+,").

Anéis Comutativos e Anéis com Unidade

Definicdo 1.17 Considere o anel (A,+,-), diz-se que esse anel é comutativo se a multi-

plicacdo for comutativa, ou seja:
VYabeA a-b=>b-a.

Definicao 1.18 O anel (A,+,-) é denominado um anel com unidade, se 0 mesmo contiver

um elemento neutro para multiplicacdo, ou seja;
VacA d1e€A;a-1=1-a=a

Exemplo 1.24 Os anéis (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,-) sdo anéis comutativos,
pois em todos a multiplicagcdo é comutativa além de que, sdo anéis com unidade, pois tém

o niimero 1 como unidade.

Exemplo 1.25 Os anéis M, (A), em que A indica 7, Q, R ou C, se n > 1, ndo sdo
comutativos, pois em ambos casos ndo se tem obrigatoriamente A-B = B - A, ou seja,
é possivel encontrar matrizes A e B tais que A - B#B - A, para isso basta tomar como

exemplo as matrizes:

1 1 I 0 0
0 1 1 I 1 0

A: e B:
0 O 1 I 1 1

No entanto, esses anéis sdo anéis com unidade, cuja a unidade desses é a matriz
identidade
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Anéis de Integridade

Definicdo 1.19 Se a e b sdo elementos nédo nulos de um anel (A,+,-) tais que a-b =10
oub-a=0, sendo 0 o elemento neutro de A em relacdo a adicdo, diz-se que a e b sdo

divisores proprios do zero em A.

Exemplo 1.26 (Anel Z;) Considere o anel (Zy,+,-), tem-se que 2 é um divisor proprio

de zero em Zy , pois 2 -2=0, conforme a tdbua de Z4 abaixo:

Tdbua de Z4
0[1]2]3
0[{0[0[|0]|0
1{0(1/2]3
210(2(0]2
3/10(3(2]1

Definicdo 1.20 Considere um anel comutativo com unidade (A,+,-), defini-se esse anel

como anel de integridade ou dominio integridade se a seguinte afirmacdo for verdadeira:
VabeA a-b=0oub-a=0=a=0o0ub=0.

A afirmagdo acima é conhecida como a lei do anulamento do produto. Em outras palavras
(A,+,-) é um anel de integridade se, e somente se, (A,+,-) for um anel comutativo com

unidade que ndo possui divisores proprios de zero.

Exemplo 1.27 Os anéis (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,") sdo anéis de integridade.

1.2.3 Corpo
Corpo

Conforme mencionado anteriormente, os anéis (Z,+,) e (Q,+,-) sdo ambos
anéis de integridade. Seja U(A) o conjunto formado pelos elementos de A que possuem
simétrico multiplicativo entdo: U(Z) = {—1,1} e U(Q) = Q —{0}.

Note que enquanto o anel (Z,+,-) possui apenas dois elementos que possuem
inversos multiplicativos, no anel (Q, -+, -) todo ndmero racional ndo nulo admite simétrico

multiplicativo, tal diferenca motiva a defini¢3o:

Definicao 1.21 Um anel (K,+,-) comutativo com unidade recebe o nome de corpo se

todo elemento ndo nulo de K admite simétrico multiplicativo, ou seja:

VaeK a#x0=3becK;a-b=1.
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A respeito da notagdo (K, +, -) para definir um corpo, quando ndo houver dividas
em relacdo as operacgdes + e -, estas serdo excluidas da notacdo, assim usa-se-4 a notagao

K para definir corpo.

Exemplo 1.28 Os anéis numéricos (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,-) sdo corpos, pois em
ambos todos os seus elementos ndo nulos admitem inversos multiplicativos. No entanto,
o anel (Z,+,-) ndo é um corpo pois, apenas os seus elementos 1 e —1 admitem inversos

multiplicativos.
Proposicao 1.1 Se (K,+,-) € um corpo, entdo (K,+,-) é também um anel de integridade.

Prova. Sendo (K,+,-) um corpo, para mostrar que este também é um anel de integridade
deve-se evidenciar que o mesmo satisfaz a lei do anulamento do produto, citada na
Defini¢do 1.20. Sejam a, b € K tais que a - b = 0. Supondo, por exemplo, que b # 0, logo
b é inversivel, ou seja, existe b~! € K tal que b-b~! = 1. Multiplicando os dois membros
da igualdade a-b = 0 por b~ ! tem-se: a-b-b~! =0.b=! =0. Como b-b~! = 1 entio:
a-b-b'=a-1=a=0, ou seja a = 0. Analogamente, mostra-se que, quando a # 0,
entdo b = 0. Logo o produto de dois fatores de K nao pode ser nulo sem que um deles

ndo o seja, o que demonstra que (K, +,-) € um anel de integridade. 0J

A reciproca da Proposicao 1.1 ndo é verdadeira, pois conforme citado no Exem-

plo 1.28, o anel (Z,+, ) é um anel de integridade mas ndo é um corpo.
Proposicao 1.2 Seja (K,+,-) um corpo, entdo:

(1) As seguintes propriedades decorrem-se das Propriedades G|, Gy, G3 e Gy das
Definicoes 1.13 e 1.14:

a) O elemento neutro aditivo é unico;

b) Para todo x € K, o seu simétrico (—x) € unico e além disso tem-se que
—(—x) =x;

c¢) Vale a lei do corte, ou seja:
Vab,ccA,b+c=a+c=b=c.

(2) As seguintes propriedades decorrem-se da Propriedade M| da Defini¢do 1.15 e das
Definigcoes 1.17, 1.18 e 1.21:

a) O elemento neutro multiplicativo é tinico;

1 ¢ yinico e além disso,

b) Para todo x € K, x # 0, o seu inverso multiplicativo x~
(x_l)_l = x;
c¢) Vale a lei do corte, ou seja:

Vab,ceA,a-b=a-c=b=c.
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Corpo Ordenado

Definicdo 1.22 Um corpo (K,+,-) é ordenado se nele estd contido um subconjunto

proprio P C K, que satisfaz as seguintes condigoes:

(P1) Dados x,y € P, tem-se: x+y € P e x-y € P, ou seja, P é fechado em relagdo a
adicdo “ + 7 e a multiplicacdo “ - ;
(P2) Dados x € K, tem-se que exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou x =0 ou

x € Pou —x € P, sendo que 0 é o elemento neutro da adi¢do.

Se (K, +,-) é um corpo ordenado, pode-se formar o conjunto —P = {—x;x € P}

e assim obter:
K=PU{0}uU —P.
Note que os conjuntos P, {0} e —P sdo dois a dois disjuntos.

Definicao 1.23 Sejam a e b elementos de um corpo ordenado (K,+,-) e P C K é um
subconjunto que satisfaz as Propriedades P) e P> da Definicdo 1.22. Diz-se que a “ é
menor do que ” b, denotado por a < b quando, b —a € P. Diz-se a “ é maior do que " b,

denotado por a > b, quando a—b € P .
As relacdo a < b e a > b sdo as relagoes de ordem em (K, +,-).
Proposicao 1.3 A relacdo de ordem a < b em (K,+,-) goza das seguintes propriedades:

(O1) TRANSITIVIDADE
Vab,ceK,a<beb<c=a<c
(O2) TRICOTOMIA
Dados a,b € K, tem-se que exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou a = b
oua<boub<a;
(O3) MONOTONICIDADE DA ADICAO
Vab,ceK, a<b=a+c<b+c;
(04) MONOTONICIDADE DA MULTIPLICACAO
Vab,ce KcomO0<c,a<b=a-c<b-c
No entanto se: ¥ a,b,c € K comc<0,a<b=>b-c<a-c.

Prova. Considera-se a,b,c € K e o subconjunto P C K que satisfaz as Propriedades P; e
P> da Defini¢ao 1.22 entdo:

(01) Comoa<beb<centio (b—a),(c—Db) € P.Logo, (b—a)+ (c—b) € P. Como
(b—a)+ (c—b) = (c—a), decorre-se que (¢ —a) € P e portanto a < c.
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(0,) Considere a,b € K e sendo K um corpo ordenado, entdo ocorre um e somente um
dos trés casos abaixo:
()a—b=0=a=b;
(iilla—beP=>b<a
(iii) —(a—b)eP=b—a€cP=a<bh.
(03) Sendo a < b, entdo b —a € P. Como 0 é elemento neutro da adi¢do e 0 = c+ (—c¢)

tem-se que:
b+0—ac€P=b+c+(—c)—ac€P=b+c—(a+c)eEP=a+c<b+c.

(O4) Considerando a < b, segue-se que b —a € P. Ha que se dividir em dois casos:
1° Caso: Se 0 < ¢, entdo ¢ € P. Logo,
(b—a)-ceP=b-c—a-ceP=a-c<b-c.
2° Caso: Se ¢ < 0, entdo —c € P. Logo,

(b—a)-(—c)eP=a-c—b-ceP=b-c<a-c.

O

A relag@o de ordem a > b em (K,+,-) de maneira andloga também satisfaz as
Propriedades 01,0,, O3 e O4 da Proposic¢ado 1.3.

Exemplo 1.29 O corpo (Q,+,-) € um corpo ordenado.

De fato, considere o subconjunto dos niimeros racionais positivos denotado por
Q+={g; a,b € NJ. Para provar que (Q,+,-) é um corpo ordenado deve-se verificar
as Propriedades Py e P> dadas na Definicdo 1.22. Para isso considere dois elementos
quaisquer x,y € QT, ou seja, x = g ey= 2 coma,b,ced e N.

(P1)

Tem-se que x+y = g—i—g = % Como (a-d+c-b),b-d € N entdo
x+y € QF. Jd para o produto x -y temos que x-y = g . 2 = % Comoa-c,b-d e N
entdo x-y € Qt. Logo Q" é fechado com relagdo a adi¢do e a multiplicagdo.

(P2)

a
Sejam b € Q, segue-se que a,b € Z, com b # 0. Entdo, tem-se trés possibilidades

a-b=0,a-b>0o0ua-b<0.No I° caso, a = 0. Logo, g:O, visto que b # 0. Jd o 2°

a a
caso torna E € Q+ e no 3° caso, _E S Q+.

Proposicao 1.4 Sejam (K,+,-) um corpo ordenado e P C K um subconjunto que satisfaz
as Propriedades Py e P> da Definicdo 1.22. Se a # 0 e a € K, entdo a*> € P.
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Prova. Como a # 0, entdo da Propriedade P, segue-se que a € P ou —a € P. Assim, da
Propriedade P; segue-se-se que a-a € P ou (—a)-(—a) € P. Como a-a = (—a) - (—a),

decorre-se que: a-a = a® € P. 0

Proposicio 1.5 Se (K,+,-) é um corpo ordenado e P C K é um subconjunto que satisfaz
as Propriedades Py e P> da Definicdo 1.22, entdo o elemento neutro da multiplicacdo,

denotado por 1, é um elemento de P.

Prova. Como (K,4+,-) é um corpo tem-se que os elementos neutros da adi¢do e da
multiplicacdo sdo distintos, ou seja, 1 # 0. Suponha, por absurdo, que 1 ¢ P. Entio,
da Propriedade P, segue-se que —1 € P. Assim, da Propriedade P; decorre-se que
(—=1)-(—1)=1€ P, o que é uma contradi¢do. Portanto, 1 € P. O

Exemplo 1.30 O corpo (C,+,-) ndo é ordenado pois, se fosse existiria P C C satis-
fazendo as Propriedades P, e P> da Definicdo 1.22. Como, 1 é o elemento neutro da
multiplicagdo de C, i € C e i # 0 entdo i € P ou —i € P. Se ocorresse i € P teria-se
i-i= —1 € P o que contraria a Proposicdo 1.5, pois da Propriedade P, teria-se que
1 ¢ P. Se ocorresse —i € P teria-se (—i) - (—i) = —1 € P, novamente uma contradi¢do.

Portanto, (C,+,-) ndo pode ser um corpo ordenado.

Corpo Ordenado Completo

Definicao 1.24 Seja (K,+,-) um corpo ordenado e A C K. A é limitado superiormente se
existe um ¢ € K tal que x < ¢, para todo x € A, nesse caso c é denominado cota superior de
A. A menor das cotas superiores de um conjunto A limitado superiormente é denominada

supremo do conjunto A, denotado por sup(A).

Definicio 1.25 Seja (K,+,-) um corpo ordenado e A C K. A é limitado inferiormente se
existe um ¢ € K, tal que x > ¢, para todo x € A, nesse caso c é denominado cota inferior
do conjunto A. Jd a maior das cotas inferiores de um conjunto A limitado inferiormente

é denominada infimo do conjunto A, denotado por inf(A).

Definicao 1.26 Seja (K,+,-) um corpo ordenado e A C K. Quando A for limitado

superiormente e inferiormente, diz-se que A é um conjunto limitado.

1

Exemplo 1.31 Considere o conjunto A = {2— —;n € N} C R. Nesse conjunto tem-se que
n

inf(fA)=1 e sup(A)=2.

Teorema 1.5 Seja (K,+, ) um corpo ordenado infinito. Tem-se que as afirmagdes abaixo

sdo equivalentes:
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1) N C K ndo é limitado superiormente.

2) Para quaisquer a,b € K, com a > 0 existe n € N tal que b < n - a.

3) Para qualquer a € K, com a > 0 existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Prova.
(1)=(2): como N C K ndo € limitado superiormente € K é um corpo ordenado

infinito, dados a,b € K, com a > 0, existem a ! e KeneNtais que:

al-a=leb-al<n=bala<na=b<n-a

(2) = (3): de (2) tem-se que dado um 1,a € K, com a > 0, existe um n € N
tal que 1 < a-n. E ainda, como K é um corpo ordenado infinito, existe n~' € K tal que

n!>0en-n!=1.Entio:
-1 -1 1
l<an=1n'<ann'"=0<-<a.
n

(3) = (1): de (3) tem-se que dado qualquer b € K, com b > 0, existe um n € N

. o 1
tal que — < B E ainda, como K € um corpo ordenado infinito, segue-se que —-n=1¢
n n

—-b = 1. Entio:
5 ntao

1 1 1 1
- <—-=-nb<—-—nb=b<n=n>b.
n b n b
Logo, nenhum elemento em K pode ser cota superior de N. Entdo, N ndo é limitado

superiormente. OJ

Definicdo 1.27 Se um corpo ordenado (K,+,-) satisfazer uma das propriedades do

Teorema 1.5, diz-se que (K,+,-) é um corpo Arquimediano.

Exemplo 1.32 O conjunto dos niimeros racionais Q é um corpo arquimediano. De fato,

para qualquer r = g €EQer= g >0, com a,b € N, existe n=b+1 & N tal que

1
0< bl < g. Logo, decorre-se da Propriedade (3) do Teorema 1.5 e da Defini¢do 1.27

que Q é um corpo arquimediano.

Definicao 1.28 Um corpo K é dito completo se todo o subconjunto ndo vazio A C K, que

é limitado superiormente, possui supremo em K.
Proposicao 1.6 Todo corpo ordenado completo é arquimediano.

Prova. Suponha, por absurdo, que o corpo ordenado completo K nado seja arquimediano,
entdo N C K € limitado superiormente. Se b € K é uma cota superiorde N, entdon+1 < b

para todo n € N, mas assim tem-se que b — 1 € também uma cota de superior de N. Como
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b—1 < b segue que N ndo tem supremo, o que contradiz o fato do corpo ser completo. [J

A existéncia de um corpo ordenado completo pode ser verificada através da
expansdo dos nimeros racionais para os numeros reais. Podendo ser feita de varias
maneiras. Por exemplo, construindo os nimeros reais através do processo de cortes de
Dedekind, ou das sequéncias de Cauchy (devido a Cantor). No entanto, a existéncia de
dois corpos ordenados completos totalmente distintos ndo € possivel, pois no maximo eles
se diferem apenas pela natureza de seus elementos, mas ndo da maneira que se comportam
([13], pp. 59-61). Entdo, com intuito de estudar as propriedades de um corpo ordenado e

completo, pode-se optar em garantir sua existéncia através do Axioma 1.1.

Axioma 1.1 (Axioma do Supremo) 7Todo subconjunto R que é ndo vazio e limitado

superiormente possui supremo em R.

Exemplo 1.33 Decorre da Defini¢do 1.28 e do Axioma 1.1 que (R,+,-) é um corpo



CAPITULO 2

Numeros Reais

Neste capitulo inicialmente estuda-se o que significa afirmar que “R é um corpo
ordenado e completo” dando énfase as suas propriedades e consequéncias sob o ponto de
vista das teorias de dlgebra e de andlise. Posteriormente serd abordado a correspondéncia
entre os reais e reta real e ainda a representacdo decimal dos nimeros reais. Os resultados

apresentados neste capitulo poderdo ser encontrados em [1], [4], [6], [13], [16], [19] e [20].

2.1 Numeros Reais como um corpo ordenado e completo

2.1.1 O corpo dos reais

Como (R, +,-) se trata de um anel comutativo com unidade onde todo elemento
ndo nulo possui inverso multiplicativo, ou seja, UR)= R — {0}, sendo U(R) o conjunto
formado pelos elementos ndo nulos de R que possuem simétrico multiplicativo, decorre
da Definicéo 1.21 que (R,+,-) é um corpo.

Tem-se que o conjunto R € munido de duas operacdes denominadas adi¢do e
multiplicacdo, representadas respectivamente por + e -. A adi¢do faz corresponder a cada
par a, b € R, sua soma a+ b € R, enquanto a multiplicacdo faz com que esses elementos
sejam associados ao seu produto a-b € R.

A estrutura algébrica (R, +, ) satisfaz as seguintes propriedades:

(1) A estrutura (R,+) é um grupo comutativo, ou seja, o conjunto R em rela¢do a
adicdo satisfaz as Propriedades G, G2, G3 € G4 das Definicoes 1.13 e 1.14;
(2) O conjunto R em relacdo a operacdo multiplicacdo satisfaz as seguintes pro-

priedades:

(C1) ASSOCIATIVA
Vale a propriedade associativa, ou seja:
Va,b,ceR,a-(b-c)=(a-b)-c;

(C;) COMUTATIVO

Dados quaisquer elementos a e b de R, vale a comutatividade, ou seja:
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Va,beR,a-b=>b-a;

(C3) ELEMENTO NEUTRO
Existe um elemento 1 de R, denominado elemento neutro tal que:
VaeR,a-1=1-a=a;

(C4) ELEMENTO INVERSO
Todo elemento ndo nulo de R, admite simétrico em relacdo a operacdo -, ou
seja:
‘v’aeRea;«éO,Ela’l eR,a-al=ala=1;

(3) Vale no conjunto R a distributividade da multiplicacao em relacao a adicao.

(Cs) DISTRIBUTIVA
Para todos a,b,c € R, tem-se: a- (b+c¢) =a-b+a-c.

Veja alguns exemplos de propriedades algébricas bdsicas de R que sdo conse-
quéncias diretas do fato de (R,+,) ser um corpo, tais propriedades podem ser deduzidas

das propriedades que definem um corpo.

Propriedade 2.1 (Unicidade do elemento neutro) Os elementos neutros da adicdo e da

multiplicacdo do corpo (R,+,-) sdo tnicos.

Prova. Inicialmente para provar o caso do elemento neutro da adi¢do suponha, por ab-
surdo, que existam dois elementos neutros distintos 0 e 0. Segue-se da Propriedade
G, da Defini¢do 1.13 que: para o elemento neutro 0, Va € R, a + 0 = a, pondo
a=0 =0 +0= 0/, e por outro lado, para o elemento neutro 0/, Va € R,a+ 0 = a,
pondo a =0= 0+ 0 = 0. Assim, da Propriedade G4 da Defini¢do 1.14 decorre que:
0 +0=0+ 0 =0 = 0, contradi¢do, pois por hipdtese 0 = 0 . Portanto, o elemento
neutro da adi¢do € unico. De modo andlogo, das Defini¢cdes 1.17 e 1.18 conclui-se que o

elemento neutro da multiplicacdo é também udnico. 0

Propriedade 2.2 (Unicidade do simétrico) Os simétricos em relacdo a adicdo e multi-

plicacdo de um niimero x do corpo (R,+,+), desde que existam, sdo inicos.

Prova. Para provar o caso do simétrico em relagdo a adi¢do suponha, por absurdo, que
existam em R dois elementos simétricos aditivos distintos (—a) e (—a) do elemento
a € R. Tem-se da Propriedade G3 da Defini¢do 1.13 que: a+ (—a) =0 e a+ (—a) = 0.
Assim, das Propriedades G| e G, da Definigdo 1.13 decorre-se que:

!

(~a) = (~a) +0 = (~a) + (a+(~a))) = ((—a) +-a) + (~a) =0+ (~a) = (~a),
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contradigdo, pois por hipétese (—a) # (—a) . Portanto, o elemento simétrico da adi¢do &
unico. De modo andlogo, conclui-se a unicidade do elemento simétrico da multiplicagdo.
0J

Propriedade 2.3 (Lei do Corte para a adicao) Dados a,b e ¢ €R, tem-se:
at+tb=a+c=b=c.

Prova. Como a € R, entdo decorre-se da Propriedade G3 da Definicao 1.13 que existe
um elemento (—a) € R tal que a+ (—a) = 0, para provar que vale a lei do corte para
adigdo basta somar o elemento (—a) em ambos membros da equagdo a +b = a+c, ou
seja: a+b+ (—a) =a+c+ (—a). Assim, das Propriedades G, e G4 das Defini¢des 1.13

e 1.14 decorre-se que:
a+b+(—a)=a+c+(—a)=a+(-a)+b=a+(—a)+c=>0+b=0+c=>b=c.

OJ

Propriedade 2.4 (Lei do Corte para a multiplicacdo) Dados a,b e ¢ € R, com a # 0,

tem-se que:
ab=a-c=>b=c.

Prova. Como a € R com a # 0, entdo decorre-se da Definicdo 1.21 que existe um elemento
a~! € R tal que a-a~! = 1, para provar que vale a lei do corte para multiplicaciio basta

multiplicar o elemento a~! em ambos membros da equacio a-b = a- ¢, ou seja:

Assim, segue-se da Defini¢ao 1.17 que:

-1

abal=acal=aal b=aa' c=b=c

Propriedade 2.5 (Elemento absorvente da multiplicacdo) Existe 0 € R tal que para

todo elemento a € R, tem-se que a-0 = 0.

Prova. Seja a € R. Segue-se da Propriedade G, da Defini¢ao 1.13 e da Defini¢ao 1.18
que: a+0=a e a-1=a. Assim, da Propriedade M, da Defini¢do 1.15 segue-se que:
a=a-1=a-(140)=a-1+a-0=a+0. Logo, pela lei do corte tem-se que: a-0 = 0.
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Propriedade 2.6 (Regras de sinais) Qualquer que sejam a e b € R, tem-se que:

1) a-(~b) = (~a)-b=—(a-b)
2) (—a)-(=b)=a-b.

Prova.

1) Sejam a,b € R. Decorre-se da Propriedade M, da Definicdo 1.15 e da Propriedade
G3 da Defini¢do 1.13 que:

(—a)-b+a-b=(—a+a)-b
= (—a)-b+a-b=(0)-b
= (—a)-b+a-b=0
= (—a)-b=—(a-b).
De modo andlogo, conclui-se que a- (—b) = —(a - b). Portanto:

a-(—=b)=(—a)-b=—(a-b).

2) Do item (1) decorre-se que:

Propriedade 2.7 A equacdo a+x = b tem solugdo unica.

Prova. Seja x = (—a) + b, entdo: a+x =a+ ((—a)+b) = (a+(—a)) +b=0+b =b.
Logo (—a) + b é solugdo da equagdo. Suponha, por absurdo, que existam duas solu¢des
distintas x| e xp para equagdo, entdo: a+x; =bea+x =b=a+x1=a+x = x| = X2,

contradi¢ao, pois por hipétese x; # x; . Portanto, a solugéo é tnica. 0

Propriedade 2.8 Se dois niimeros reais a,b tém quadrados iguais, entdo a = +b.

Prova. Sejam a,b € R tal que > = b* , entdo da Propriedade G3 da Defini¢do 1.13
decorre-se a existéncia em R do simétrico aditivo de b2, somando esse elemento em ambos

membros da igualdade tem-se que:
@+ (= (b)) =0+ (= (b*)) = a® + (- (b*)) = 0.

Assim, a® + (—(b?)) = (a+b).(a—b) = (a+b).(a—b) =0. Como (R, +,-) é
um corpo decorre-se da Proposic@o 1.1 que o mesmo é um anel de integridade. Logo, ndo
possui divisores proprios de zero. Portanto,a+b=0oua—b=0=a=>boua = —b.

OJ
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2.1.2 O corpo ordenado dos reais

O corpo (R,+,-) é um copo ordenado, pois conforme a Defini¢do 1.22, existe

um subconjunto préprio R™ C R tal que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Dados x,y € RT, tem-se que: x+y € RT e x-y € R™, ou seja, R € fechado em
relagdo a adi¢@o e a multiplicagdo;
(2) Dados x € R, ocorre exatamente uma das trés alternativas: ou x =0 ou x € R ou

—x € R™, onde 0 é o elemento neutro da adigdo.

Como consequéncia do fato acima, o conjunto dos numeros reais pode ser
escrito como a unido de trés conjuntos dois a dois disjuntos, bastando indicar como
R™={-x;x€ ]R*} e os elementos desse conjunto sdo denominados nimeros negativos,

assim:
R=R-U{0}UR".
Proposicao 2.1 O quadrado de um niimero real ndo nulo é positivo, ou seja:

acR, coma+#0=a>cR".

Prova. Pondo K = R e P = R™" o resultado decorre-se da Proposigio 1.4. 0

Sendo (R,+,-) um corpo ordenado entdo a relagdo de ordem a < b ou a > b
em R, conforme demonstrado na Proposicao 1.3, satisfaz as propriedades: transitividade,
tricotomia, monotonicidade da adi¢ao e a monotonicidade da multiplicacdo.

Como 1 é positivo, pois 1 = 12 € Rt, segue-seque | < 1+1<1+1+1<...¢e
assim, segue-se que N C R. Decorre-se de N C R, que para cadan € N= —n € R, tem-se
ainda que 0 € R, entdo {n;n € N} U{0} U{—n;n € N} =Z C R e assim, segue-se que
Z CR. Alémdo fatode a,b € Z,comb #0e Z CR = b 'leR=ab 'eR, portanto,
Q C R. Entdo, tem-seque NC Z C Q C R.

Definicao 2.1 (Valor absoluto de um niimero real) A relacdo de ordem definida em R

permite definir o valor absoluto ou médulo de um niimero x € R, como sendo,

—x, sex <0,
x| =
x, sex>0.

Da Definigdo 2.1 segue-se que para todo x € R tem-se |x| € RT pois , se x > 0
nota-se que |x| =x >0 e se x <0, entdio —x > 0 e |x| = —x > 0. Em outras palavras

|x| = max{—x,x}, ou seja, o mdédulo de x é igual a0 maior dos dois niimeros reais —x e x.

Portanto, para qualquer nimero real x, tem-se que:
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x| >xe x| >—x=|x| >xe —|x| <x= —|x| <x < x|

Pode-se ainda definir |x| como o tnico numero real positivo cujo o quadrado é

igual a x2.
Exemplo 2.1 Dados os niimeros reais 5, -7 e -T temos que: 151 =5, -7l = 7 e |-nl = T

Teorema 2.1 Para quaisquer que sejam x,y € R, tem-se:

1) |x+y| < |x|+ |y| (Desigualdade Triangular);
2) eyl = lxl-ly
3) [ =l < fxe—=yl.

>

Prova.

(1) Da Defini¢go 2.1, segue-se que dados x,y € R, entdo: |x| > x e

y| > y somando
essas desigualdades tem-se que |x| + |y| > x +y. De maneira andloga, conclui-se

que [x| > —xe [y| > —y e que |x|+[y| > —(x+y). Logo:
x|+ [y] > max{x+y,—(x+y)} =[x+

Portanto, [x+y| < |x|+|y|.

(2) Da Definigio 2.1, segue-se que para todo x € R ocorre que x> = (—x)% = |x|?,
pois |x| é um dos elementos x e —x. Logo, |x-y|> = (x-y)> =x%-y2 = |x|*- |y|* =
(lx[ - [y])*. Portanto, [x-y[ = |x]-[yl.

(3) Decorre-se da Desigualdade Triangular, que:
e = (e =y) +y < | =y) [+ Iyl = x| = Iyl < [Ge=p)l.
E ainda que:
V=10 =x) +xl <[ =2) [+ x[ = |y = [ < | =) = = (][ = y]) <[y =2)].
Como |(x—y)| = |(y —x)|. Conclui-se que:
e = y| = max{|x| = |yl, = (|x[ = [y[) } = |}x] = |yll.

Portanto, ||x| — |y|| < |x—y|.
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2.1.3 Completeza dos reais

A afirmacdo que o corpo ordenado dos reais é completo significa conforme a
Defini¢ao 1.28 que todo subconjunto ndo vazio A C R que € limitado superiormente possui
um supremo em R. Os teoremas e proposi¢des a seguir decorrem diretamente do fato de

(R,+,) ser um corpo ordenado completo.

Teorema 2.2 (R é arquimediano) Para quaisquer a,b € R, com a > 0 existe n € N tal

que b <n-a.

Prova. O resultado decorre da Proposicdo 1.6, ou seja, todo corpo ordenado completo é

arquimediano. 0

Proposiciio 2.2 Seja b € RT, existe uma tinica solugdo real positiva da equacdo x> = b.

Esta solucdo serd denotada por \/b.

Prova. Prova da unicidade: Suponha que existam duas solugdes x1,x; € R da equagio
xX?=b,entio:x =bexs=b=x1 =x3 =11 —x5=0= (x; +x2) - (x; —x2) = 0, como
x1 +xp > 0entdo, x; —xp = 0= x1 = x».

Prova da existéncia: Considere os conjuntos A = {x € R™;x> > b} e
B = {x € R*;x> < b}. Seja ¢ = inf(A) e suponhamos, por absurdo, que ¢*> # b, en-
tdo ¢ € A ou ¢ € B. Se ¢ € A pode-se mostrar para n suficientemente grande que c — — € A
o que contradiz o fato de ¢ ser o infimo de A. Por outro lado, se ¢ € B pode-se mgstrar

. 1 . )
para n suficientemente grande que ¢+ — € B o que contradiz o fato de ¢ ser a maior das
n

cotas inferiores de A. Portanto ¢ = b. L]

Proposiciio 2.3 Ndo existe nenhum x € Q tal que x*>=2.

. . a . . .
Prova. Seja x € Q tal que x> = 2. Ao considerar x = b com a e b primos entre si, ou seja,
a .
X = b estd na sua forma reduzida. Como x> = (—x)? basta provar para o caso em que

) a ) )
x>0, ouseja, x = b coma,b € N e a,b primos entre si. Como x2 =2, tem - se:

2
dvo _ a 2 _ .32
(E) —2:>ﬁ—2:>a =2-b".
Logo, a é par. Entdo, existe um ¢ € N tal que a = 2 - ¢. Substituindo a = 2 - ¢ na equagao

x% =2 tem-se que:

(2-c)>’=2-*=4-c>=2-b>=2-c* =b*> = b é par.
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Absurdo, pois a, b serem pares contradiz a hipétese deles serem primos entre si. Portanto,

ndo existe nenhum nimero racional cujo o quadrado € 2. U

Definicao 2.2 (Intervalos) Dados a,b € R coma < b, chama-se de intervalos a classe de

subconjuntos de R abaixo:

L) (a,b)={x € R; a <x < bj; Is5) (-0,a)={x € R; x < a};

b) [ab]={x € R; a < x < b}; Is) (-oo,a]={x € R; x < a};

L) [a,b)={x € R; a < x < b}; ) [a,0)={x € R; x > a};

L) (a,b]={x e R; a < x < b}; I3) (a,00)={x € R; x > aj;
Ig) (-0, o) = R.

Os intervalos Iy, I, I3 e 14 s@o intervalos limitados, sendo que os simbolos “ [
e “]” no intervalo, quando estdo imediatamente ao lado de nimero ¢ € R significa que
esse real pertence ao intervalo, enquanto o simbolo “ (” ou *“) ” imediatamente ao lado
de um nimero ¢ € R significa que o nimero ndo pertence ao intervalo. Os intervalos /s,
Is, I7, I3 € 1y sdo ilimitados, com exce¢do de Iy que € representagdo da propria reta r. Se
a = b no intervalo /> o mesmo se reduz a Unico elemento, sendo, denominado assim de
intervalo degenerado.

As Proposigdes 2.2 e 2.3 apontam o fato de existir pelo menos um nimero que
pertence ao corpo ordenado dos reais e nao pertence ao corpo ordenado dos racionais, tal
ndmero é denominado por v/2. Esse fato dd énfase a uma das consequéncias do corpo
ordenado dos reais ser completo enquanto o dos racionais ndo. Como Q C R levanta-se a
possibilidade da existéncia de outro conjunto. Os proximos teoremas irdo ajudar a reforcar

essa existéncia.

Teorema 2.3 Dada uma sequéncia decrescente Iy D hD I3 D ... D I, D ... de intervalos
limitados e fechados I, = [ay,b, ], existe pelo menos um niimero real c tal que ¢ € I, para

todon € N.
Prova. Para n € N existe um intervalo I, C I, ou seja:
a<ay<..a,<..<b,<..by<b.

Considere os conjuntos A = {ay, az, ... ,a,} € B={by, by, ..., b,}, observe que
ambos sdo limitados, pois no caso de A o a; € cota inferior e cada um dos b, é uma cota
superior, ja no caso do conjunto B o b1 € uma cota superior e cada um dos a, € uma cota
inferior. Sejam a, b, respectivamente, os supremo de A e o infimo de B. Como cada um
dos b, € cota superior de A, entdo a < b, para cada valor de n, assim como cada a, € cota

inferior de B entdo a, < b para cada n, portanto a < b, logo:
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g <a<.ag,<.<a<b<..<b,<..by<bh.

Conclui-se que o a e b pertencem a todos os intervalos I,,, ou seja, [a,b] C I, para cada n,
0 que significa que pelo menos um ponto pertence a todos os intervalos I, (caso a = b)
ou um intervalo estd contido em todos intervalos I, (caso a # b). Se considerar um
x < a = supA, existe algum a, € A, tal que x < ay, ou seja, x ¢ I,. Assim, nenhum x < a
pertenceria a todos intervalos 7,,, com n € N. De modo anédlogo, conclui-se que nenhum
y > b pertenceria a todos intervalos I,, com n € N. Portanto, apenas os elementos do

intervalo [a, b] pertencem a todos intervalos I,,, com n € N. 0J

Teorema 2.4 O conjunto dos niimeros reais ndo é enumerdvel

Prova. Considere o conjunto enumeravel X = {x{,x2, ..., X;, ... } C R, pode-se encontrar
um ndmero x ¢ X. Considere um intervalo I;=[a;,b;] com aj, b; sendo niimeros reais
distintos, tal que x| ¢ I}, em seguida considere o intervalo Lh=[as,b>] com ay, b, sendo
nimeros reais distintos, tal que x, ¢ I e I, C I; e assim por diante indutivamente obtém-
sequel;y D hD 3 D ... D I, onde I, sdo intervalos limitados fechados e ndo-degenerado,
com x; ¢ I;(1< i < n), podendo ainda obter 1,1 C I, com x,, 41 ¢ I,11. Isso fornece a
sequéncia decrescente Iy O I,D I3 D ... D I, D... de intervalos limitados e fechados. Pelo
Teorema 2.3, decorre-se que existe c € Rtalquecely DhD L D ..D 1, D..ecé
diferente de todos x,, e portanto nenhum conjunto enumerdavel X pode conter todos os

ndmeros reais.

O

Como o conjunto dos niimeros racionais Q C R é enumerdvel enquanto o dos
nimeros reais R ndo é enumerdvel, entdo existe um conjunto (R — Q) que € disjunto dos
racionais, tal que R = QU (R — Q). Pode-se concluir que esse conjunto (R — Q) ndo
¢ enumerdvel, pois do contrdrio R seria enumerdvel (Coroldrio 1.4). A existéncia desse

conjunto motiva a defini¢do a seguir:

Definicao 2.3 Um niimero chama-se irracional se ndo é racional. O conjunto de todos

os niimeros irracionais € representado por 1, note que 1 = (R — Q).
Teorema 2.5 Para todo niimero primo p positivo tem-se que \/p € irracional.

Prova. Suponha, por absurdo, que \/p = % seja racional, com m.d.c(a,b) = 1 (A notagdo

m.d.c(a,b), representa mdximo divisor comum de a e b). Assim

(WP = (P =d=p-¥,
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como m.d.c(a,b) = 1 entdo p divide a®. Logo existe k € N tal que a = p - k. Substituindo
a=p-kema®=p-b> obtém-se (p-k)2 =p-b*=b*=p-k* o que implica que b= p-m,
com m € N. Segue-se que a e b sdo divisiveis por p, contradi¢do, pois m.d.c(a,b) = 1.

Portanto, para todo niimero primo p positivo temos que +/p € irracional. 0

2.2 Representacao na reta dos nimeros reais

Ao se considerar, representar geometricamente os nimeros reais seria interes-
sante iniciar a representacdo com alguns de seus subconjuntos, como por exemplo, o
conjunto dos nimeros inteiros e o dos racionais. Para isso deve-se escolher um elemento
geométrico. Nessa sec¢do serd apresentado um modelo interessante para essa finalidade,

tal modelo é o de uma reta.

2.2.1 Numeros inteiros sobre a reta

Considere uma reta r e nela marca-se um ponto O denominado origem. Esse
ponto determina na reta r duas semirretas sendo uma delas associada aos numeros
positivos enquanto a outra aos negativos. Sobre a semirreta positiva (considere, por
exemplo, que essa seja a semirreta a direita de O) escolhe-se um ponto A; tal que a medida

do segmento de reta OA| vai ser a unidade de comprimento, ou seja,

med(OA1) = lunidade.

Definicao 2.4 Conclui-se que um segmento OA e o segmento padrdo u sdo comensurdveis

se existir algum segmento w que caiba n vezes em u e m vezes em OA. Nesse caso tem-se
. ., m . m . . .
que a medida de OA é —, ou seja, med(OA) = — e ainda a medida do segmento w serd —.
n n

n
Se os segmentos OA e u ndo forem comensurdveis diz-se que esses sao incomensurdveis.

Para associar cada ndmero inteiro a um ponto da reta, pode-se iniciar associando
o nimero 0 ao ponto O, em seguida o nimero 1 ao ponto A, e definir a medida do
segmento OA; como o comprimento padrdo, depois o numero 2 se associa ao ponto A, da

reta r, ponto que se encontra uma unidade a direita de Ay, ou seja,
med(A1,A2) = 1-med(0,A;) e med(0,A;) =2-med(0,Ay).

Ja o nimero 3 se associa ao ponto Az da reta r, ponto que se encontra uma unidade a
direita de Ay, ou seja, med(Az,A3) = 1-med(0,A) e med(0,A3) =3-med(0,A;), dessa

forma consegue - se associar todos os numeros inteiros positivos (Figura 2.1).
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lunidade
_—

0 A, A, As A, r

Figura 2.1: Niimeros inteiros positivos sobre a reta.

De modo andlogo, associam-se os nimeros inteiros negativos a reta r. Primeiro
marca-se na semirreta negativa (2 esquerda da origem) o ponto A_; de modo que
med(0,A_1) =1-med(0,A), em seguida o niimero -1 é associado a esse ponto, enquanto
o numero -2 € associado ao ponto da reta A_, localizado uma unidade a esquerdade A_1,
j4 o nimero -3 € associado ao ponto da reta A_3 localizado 1 unidade a esquerda de
A_», e assim por diante. Dessa forma consegue-se associar o conjunto Z a pontos da reta
r (Figura 2.2), essa forma funciona pelo fato de qualquer um dos segmentos OA, com

n € Z—{0} e o segmento OA| serem comensuraveis.

1lunidade
—_—

A.AsA: A, O A A, A A, r

Figura 2.2: Nimeros inteiros sobre a reta.

2.2.2 Numeros racionais sobre a reta

Pode-se observar que mesmo apds representar nimeros inteiros na reta r, faltam
muitos pontos sobre a reta que ndo estdo associados a nenhum nimero inteiro, como
Z C Q, alguns desses pontos da reta podem ser associados aos pontos do conjunto
(Q-12).

Para associar nimeros racionais positivos a pontos da reta r, primeiramente
deve-se associar o nimero 0 ao ponto O da reta, em seguida dado o nimero racional
g, com a,b € N, marca-se sobre o eixo positivo da reta o ponto A, de forma que a
med(0,A,) = a-med(0,A}), se b =1 associa-se 0 niimero 2 20 ponto A, que coincidird
com um ponto ja associado a um inteiro, no caso a € Z (Figura 2.3), agora se b > 1,
particiona-se o segmento OA, em b segmentos iguais, marcando b — 1 pontos sobre OA,,
sendo o ponto A, ;) 0 ponto mais proximo de O, associando o nimero racional g a esse
ponto. Esse processo permite associar 0s nimeros racionais positivos. Para o caso dos

numeros racionais negativos faz-se uma constru¢do andloga sobre a semirreta negativa.
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@ unidades

0 Jﬂl(a,b] )ﬂ.a r

Figura 2.3: Niimeros racionais sobre a reta.

2.2.3 Numeros nao racionais na reta

Do Teorema 2.5, tem-se que para um p racional e primo o nimero ,/p nio é
racional, seja um segmento OB de medida /p e um segmento padrdo OA; de medida
racional entdo OA| e OB sdo segmentos incomensurdveis, logo os processos utilizados
anteriormente para associar nimeros inteiros e racionais a reta, ndo funcionam, em geral,
para estes nimeros. Para associar estes a reta usa-se um processo que tem como base o

teorema abaixo:

Teorema 2.6 (Teorema de Pitagoras) Seja ABC um tridngulo retdngulo em A, entdo
BC? = AB? + AC?, ou seja, o quadrado do valor da hipotenusa é igual a soma dos

quadrados dos valores dos catetos.

A, B

Figura 2.4: Tridngulo retdngulo em A.

Inicialmente associa-se o nimero 0 ao ponto O da reta r, depois associa-se o
nimero 1 ao ponto A; da semirreta positiva contida na reta r, depois considera-se um
quadrado OA1BC. Em seguida com o auxilio do compasso, fixa-se sua ponta seca em O e
sua outra ponta em B tracando uma semicircunferéncia que intersecta a reta r em D1, por
construgdo tem-se que med(O,D;) = med(O,B). Como med(0,A|) = med(A;,B) = 1
(Figura 2.5), segue-se do Teorema de Pitagoras que med(OD1) = med(OB) = /2, e por

fim associa-se numero \/§ ao ponto Dj.

0 A, D, .

Figura 2.5: Niimeros ndo racionais sobre a reta r.
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Para associar o nimero v/3 a reta r deve-se construir o retangulo ODB|C
(Figura 2.6), donde se obtém o tridngulo retangulo ODB; cuja a hipotenusa OB; tem
medida igual a v/3. De forma andloga ao caso anterior, obtém-se um ponto D, em r tal
que med(0OD;) = V/3. E assim sucessivamente associam-se os ndmeros v/4, v/3, V/6.,... a
pontos da reta r. Para associar os nﬁmeros—\/i,—\/g ,—\/4_1, -5 , —\/6, ... basta repetir

0 processo sO que considerando a semirreta negativa da reta r.

0 A, D, D, .

Figura 2.6: Niimeros ndo racionais sobre a reta r.

2.2.4 Numeros reais na reta

Utilizando-se do axioma da construcdo de geometria Euclidiana € possivel
associar todos nimeros reais aos pontos da reta » de maneira a ndo sobrar pontos sem

ter correspondéncia em RR.

Axioma 2.1 Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e os niimeros
reais de forma que o valor absoluto da diferenca entre os niimeros associados é a

distancia entre os pontos correspondentes.

Definicao 2.5 Seja r uma reta, em que é fixado um ponto O denominado a origem,
que divide a reta r em duas semirretas onde em uma delas serdo marcados os pontos
associados a niimeros reais positivos, enquanto na outra semirreta marcam-se os pontos
associados a niimeros reais negativos. Fixa-se também na semirreta positiva da reta r um
ponto A, diferente de O, tomando-se o segmento OA como unidade de comprimento, o

qual corresponderd ao niimero real 1, esta reta r é a reta numerada ou reta real.

1unidade
—

=
0O A IR

Figura 2.7: Reta real.

Devido a correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta real e os niimeros
reais (conforme Axioma 2.1) pode-se optar a ndo se distinguir nimeros reais € pontos da

reta.
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Definicao 2.6 A soma de dois niimeros reais x e y, geometricamente se define através
de uma traslagcdo que conserva a direcdo e o sentido conforme indicado na Figura 2.8.

Considera-se os seguintes casos:

1) Sejax € R ey e RY, entdo a soma x+y é definida como o miimero real associado
a extremidade final do segmento, orientado para a direita, com extremidade inicial
em x, e comprimento com medida igual a medida do segmento associado a y;

2) SejaxeReyecR™, entdo a soma x+Yy é definido como o niimero real associado a
extremidade final do segmento, orientado para a esquerda, com extremidade inicial

em x, e comprimento com medida igual a medida do segmento associado a y.

o x R
[6) y R
0o x x+y R

Figura 2.8: Soma de dois reais positivos na reta real.

Exemplo 2.2 (Representacio geométrica da comutatividade aditiva em R )
Consideraremos apenas a comutatividade da adi¢cdo em R, pois de maneira andloga
representa-se os demais casos em R. Entdo sejam x,y € R, da Definigéo 2.6 tem-se que

a representacdo geométrica da comutatividade da adi¢do em R™ é dada pela Figura 2.9:

O X R O Y IR
@] ¥ R O X R
0O X X+y R O Yy y+x IR

Figura 2.9: Representacdo geométrica da comutatividade da
adicdo em R,

Definicao 2.7 O produto de dois niimeros reais positivos x e y, geometricamente é

definido por meio da construcdo representada pela Figura 2.10:

a) traga-se pela origem 0 uma reta s perpendicular a r, em seguida marca-se na reta
real r os pontos 1,y , enquanto que na reta s marca-se o ponto x. Considere a reta
t que passa por 1 e por x.

b) traca-se por y uma reta u paralela a reta t, entdo marca-se o ponto P =uNs, ou
seja, o ponto de intersec¢do das retas s e u;

c) traca-se uma semicircunferénciay de origem em O e que passa por P, seja Q =yNr.
O nuimero real associado ao ponto Q representa o produto dos niimeros reais

positivos x e y, ou seja, Q estd associado ao niimero real x - y.
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Figura 2.10: Representagdo geométrica da multiplicagdo em R™.

Para os demais casos possiveis de produto em R, basta modificar o sinal de x -y

conforme a regra dos sinais:

x<0ey>0= —|x||y
x>0ey<0= —|x|- |y
x<0ey<0= +x| |y

De fato, o valor da medida do segmento OP indicado na Defini¢do 2.7 € x - y, pois
os tridngulos “O1x” e “OyP” sdo semelhantes pelo caso AAA (angulo-angulo-angulo),

logo:

OP
% = — = med(O,P) =x-y.
x

Como P, Q pertencem a mesma semicircunferéncia entdo a medida de OP e OQ sdo iguais.

Exemplo 2.3 (Elemento neutro da multiplicacio em R") Sejaa € R, entdoa-1 = a.
De fato, basta tomar na construgdo da Definicdo 2.7, x =a e y = 1, os triangulos “Olx”

e “OyP” sdo congruentes, logo o segmento OQ tem comprimento a, assima-1 = a.

Definicao 2.8 (Representacio na reta do valor absoluto em R) O valor absoluto de
um niimero real x é representado na reta real como sendo o valor da distdncia entre o
ponto x a O, sendo O a origem da reta numerada. Dados x,y € R, entdo |x—y| = |y — x|

€ o valor das distancias entre os pontos x e y da reta (Figura 2.11).

Figura 2.11: Representagdo na reta do valor absoluto |x —y|.



2.3 Representac@o decimal dos nimeros reais 52

2.3 Representacao decimal dos nimeros reais

2.3.1 Expressoes decimais e aproximacoes de niimeros reais

Definicao 2.9 Seja k um inteiro positivo e considerando os inteiros ay ,a» ,a3 , ... tais que
0<a;<9(i=1,23,...). Entdo o simbolo da forma o.=k,ayaza3....a,... € denominado uma
expressao decimal. Sendo o niimero k denominado parte inteira de O. e os ay ,a3 ,as , ...

sdo denominados digitos.

Exemplo 2.4 Sdo exemplos de expressoes decimais:

437
a) O resultado da divisdo de 437 por 100, ou seja, 100 =4,37.

43
b) O resultado da divisdo de 437 por 100, ou seja, 1000 = 0,043.

10
c) O resultado da divisdo de 10 por 9, ou seja, 5 = 1,33333....

25
d) O resultado da divisdo de 25 por 99, ou seja, 9 = 0,25252525....

As expressoes decimais que possuem um nimero finito de digitos nao nulos apds
a virgula sdo denominadas de decimais finitos, enquanto os que possuem um nimero

infinito de digitos ndo nulos apds a virgula sdo denominadas de decimais infinitos.

Definicao 2.10 7oda fracdo cujo o denominador é uma poténcia de 10 é denominada

fracdo decimal.

3 654 25 7
Exemplo 2.5 As fracées —
xemplo 2.5 As fracoes 15,705 7000 © 10000

Os conjunto dos nimeros reais R tem a propriedade de que para todo niimero real

sdo exemplos de fracoes decimais.

x, pode-se fazer uma aproximacao tao boa quanto se deseja usando nimeros racionais. De
fato, seja k o maior inteiro positivo que é menor do que ou igual a parte inteira do nimero
real x, entdo k <x <k+1=0<x—k < 1, oerro da aproximagdo x — k seria um nimero
real que pertence ao intervalo [0, 1). Escrevendo x — k = 0,a;a2a3....a,... com 0 < a; <9,
0 que significa que:

Ao considerar o nimero racional ¢,,, escrito na forma:

Oy =dy+ay_1-10+a, »-102+a, 3-10°+...+ar- 10" 2 +q;.10" 1.

~ Oy o, + 1 . oy . ~ .
Entdo — <x—k < , assim k + —— é uma boa aproximacao, no sentido que o
107 = 107 107 oL ¢ a
erro cometido de substituir x por o, seria |x — (k+ —-)| que é igual a um niimero ndo

107
superior a —.
P 10" . L .
Definindo 0 = k, pode-se construir uma sequéncia ndo decrescente de nlimeros
racionais 0p< o <0< 03<...<0, < ... que serdo valores cada vez mais proximos do

namero real x.
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Define-se, entdo como limite dessa sequéncia de nimeros racionais o nimero
real x. O fato de sempre existir um numero real x decorre de R ser um corpo ordenado

completo.

Exemplo 2.6 Considere o niimero real x = 1 e fazendo aproximagcoes por niimeros
racionais O, assim:

oo = 0, sendo 0 o maior inteiro < 1.

9
o = 10 sendo 9 o maior digito tal que 0+ 0 < 1. Note que nesse caso o erro
9 1
l——=—.
de aproxzmagao; de 0= 10 ;
o = T + 02 sendo ay = 9é o maiogr dl’git90 tal qblte 0+ 10 + 102 < 1. Note

que nesse caso o erro de aproximagdo é de 1 — = —.
10 102 102

E assim por diante, para um n suficientemente grande o valor do erro da
aproximagdo de ., é tdo pequeno quanto se queira, como R é um corpo ordenado e

completo, para um n suficientemente grande esse valor tende a zero, ou seja:

SN . T —i 0 _
1010277100 T &10m

2.3.2 Uma funcao sobrejetiva e ‘“‘quase’ injetiva.

Seja D o conjunto de todas as expressoes decimais 0,ajaras....a,... pertencentes
ao intervalo [0,1), basta considerar apenas esse intervalo, pois as outras expressoes
decimais sdo facilmente obtidas mediante a translagdo conveniente de um nimero inteiro.

Defina-se a funcdo f : D — R dada pela expressao:

T N IR S o
f0,a1a2a3....a,...) = 10+ 102+ TE +...+ 10n+--- n;l 107"

Como = 1, entdo a série Z —— ¢ majorada pela série

- — 9
n=1 Z’l 10" 10"
geométrica i 0 (mais detalhes ver, [7]).
= 10"

Exemplo 2.7 Considere as expressoes decimais o.j= 0,257 e tp= 0,256999..., elas sdo

levadas por f em:

S 7 ef((x)—£+i+i+i+ 9 + 9
2710 T 102 103 T 107

2
T =35 12 [GRNT

10 102 103

Do exemplo acima, pode-se concluir que a fungdo f : D — R ndo € injetiva. Basta

notar que — € uma progressao geométrica (PG), entdo decorre da férmula

1047 105" 106”
de soma infinta dos termos de uma PG que:
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2 5 6 9 9 9

F02) =15+ 102 * 705 T 707 T 105 T e T
9
2 s 6 ;¢ 2 5 6 1
DA e T TR TR T AL A TR I IR TiE
10
2 5 7
= flor) = 1O+W+W:>f(a2):f(al)

Logo, o] # o no entanto (o) = f(o), ou seja, f ndo é uma injecao.

A “quase” injetividade de f, ocorre pelo fato que o tinico caso em que expressoes
decimais distintas representam o mesmo nimero real ocorre se 0 < a, <8, comn € N,
o =0,a1...a,999...e 0p = O,al...(an + 1)000

aj 9 9 .
De fato, como f(o) = 10 + —= 102 + .. + 10” + o + o2 + ..., entdo:
_ap ap 9 1 1
flow) =15+ 12+ +1on+1on (10+10f+‘“)
al ar 9 10
= = — I
flou) 1o+102+ +10n+10n (1—%)
9 1
jf(o“)_loﬂofr +10n+E¢ 3)
ay
= f(ay) =
flou) = 10+102+ o
Eainda, (o) = 2+ 2 4+ L 1ogo, f(on) = flan). ou seja:
ainda 5 0102 T T o - Logos 1 »), Ou seja:

0,a1...a,999... #0,a;...(a, + 1)00... = f(0,a;...a,999...) = f(0,a;...(a, + 1)00...).

Considerando D* como sendo o conjunto formado por todas expressdes decimais
o =0,a; ap az... das quais ndo tem todos elementos iguais a 9, a partir de uma certa ordem
entdo, a funcdo f : D* — R € injetiva.

Ao mostrar que a fungdo f é sobrejetiva em [0, 1) ocorre uma correspondéncia

o)

biunivoca f : D* — [0,1) ou seja 0,aa;.... = Z 1“6’"_
n=1

De fato, isso ocorre:

1
Seja r € [0,1), decompondo [0,1) da seguinte forma: U[llo o

. . a a +1
Portanto r pertence a um, e s6 um desses subintervalos: r € I} = [1—(1), 110
9

] 1
)= U[ﬂ+l a H— ——-) novamente

). Agora

a; a1 +1
se for considerada a decomposigao [—

10 10 10 10%’ 10 10?
1
r pertence a um, e s6 um desses subintervalos: r € I, = [ 0 Ly %, % + 6121(4)-2 ). E assim

por diante. Pelo Teorema 2.3, existe pelo menos um nimero real ¢ € I;, para todon € N,
no qual /;; é o intervalo fechado que tem as mesmas extremidades que /,. Como r € I,,

para todo n € N, segue-se que para n suficientemente grande a sucessdo formada pelas
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o)

extremidades a esquerdas dos [, tendem a r, e portanto, r = Z
n=1

an

o e a decimal que toma

para corresponder a r é 0,ajazas ....

Devido a correspondéncia biunivoca f:D*—[0, 1) dada por:

aj a) ay
f(0,a1a;....a,...) 10+102+ +10n+
Pode-se optar em representar a expressdo f(0 ) a + - + .+ n +
- aiay....an...) = —+—+..+—+..
P P PIOMD I @ I 0 T 102 107
por simplesmente 0,aia;....a,... = 1—(1) + 1—022 + ...+ 1(;1” + .... Essa correspondéncia

permite analisar e interpretar diversas propriedades do corpo ordenado completo dos reais
de forma clara e concisa. Até mesmo em questdes delicadas como, por exemplo, a questio

da nao enumerabilidade do conjunto dos nimeros reais.

Exemplo 2.8 (A representacio decimal da nao enumerabilidade dos reais) Do 7Teo-
rema 2.4, segue-se que o conjunto dos niimeros reais é nao enumerdvel. De fato, usando
o método da diagonal de Cantor, basta levar em consideragcdo que o intervalo [0,1) é
ndo enumerdvel. Suponha, por absurdo, que o intervalo [0,1) seja enumerdvel. Entdo,
usando as expressoes decimais pertencentes a D* pode-se enumerar todos os niimeros

reais de [0,1) assim:

0,ay1a12a13a14a;5. ..
0,ar1ax2a23a24a75...
0,a31a3ra33azaass... .

07 An1an2ap3anddys. ..

Construindo o niimero real 0,b1byb3bsbs...comb; # 9 e b; # ajj, cujo j € N, observa-se
que esse niimero ndo figura a lista acima, logo chega-se a uma contradigcdo. Portanto,

[0,1) é ndo enumerdvel, consequentemente o conjunto R também ndo.

Proposicao 2.4 O decimal finito é um niimero racional que pode ser representado por

uma fragdo decimal.

Prova. Seja oo = 0,a1aza3....a, a expressdo decimal finita, entdo da funcdo bijetiva

. D* A, @ A _ :
f:D*—[0,1) dada por f(0,a1a;....a,...) = T + 2 +...+ 1o + ... tem-se que:
_a @ Gn
flo) = ST T T
a1 10" 44y 10" 2 + . +a,.10
= flo) =
= flo) = 21

10"
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aaz...a
71
ser representado por uma fragdo decimal cuja poténcia do denominador é elevado a n

Como f € uma bijecdo, pode-se adotar que: o0 = , ou seja, a=0,a1a;3....a, pode

(nimeros de algarismos apds a virgula).
OJ

2.3.3 Dizimas periédicas simples e compostas.

Definicao 2.11 Uma dizima periédica simples é uma expressdo decimal do tipo
o=0,a1a;....apa1a3....ap... = 0, ajaz....a, na qual, os p primeiros digitos imediatamente
depois da virgula formam um bloco de termos (chamado periodo) e a partir dai a ex-

pressdo decimal é constituida da repeticdo desse bloco.

2

Definicao 2.12 Uma dizima periédica composta é uma expressdo decimal do tipo
o=0,b1by...by a1a;....apa1a;....ap...= 0,b1by...bsaraz..~-a, que depois da virgula tem uma

parte que ndo se repete seguida por uma parte periodica.

Teorema 2.7 (Transformacao de dizimas periédicas em fracoes geratriz) A  dizima
periddica = 0,b1b,...bgaraz...a, de periodo aj....a, é um niimero racional que pode ser

escrito na forma

bl...bqal...ap - b]...bq
9...90...0 '

cujo denominador é um niimero com p noves e q zeros.

Prova. Seja 0. = 0,b1b;...bga1a;....apa1a;....ap... €ntio:

gty b2 b e G
10 102 77 109 0 109t T 109t2 T 10ate
_biby..by  aray..aq  araz...ay  ajaz...ag
104 109+» 109+2p 109+3p
biby..by ajaz...a 1 1
o= (=t —+—+...
109 109 (10P R RRT )
Como 57 + 10% + 1(+3P + ... se trata da soma dos termos de uma P.G tem-se que
1 1 1 1 )
10p—|—102p+103p—|—...: IOP—I’aSSIm'
B biby...b; ajaz...a ( 1 )
B 10qb ; 104 b101;—1
1---bgay...dp — 01...04
= 0=
109.(107 — 1)
by...byay...a, —by...b
= o= 1.--Dga1...dp 1---Dg

9...90...0 ’
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cujo denominador 99..900...0 = 107.(10” — 1) é um nimero com p noves e g zeros. [J

Exemplo 2.9 Seja o decimal o = 0,23555..., entdo do teorema acima decorre que a sua
235-23 212

900 900

representagcdo em fracdo é dada por: oL =

Corolario 2.1 Seja B = 0,b;...bb...by,... uma dizima periédica simples, entdo B é igual
by...b,

9..9

a , onde o denominador é um niimero constituido de n noves.

Prova. Considere a dizima periddica simples o = 0,by...b,b1...by,..., decorre do Teorema

bibs...b, — 0 bi1by...b
277 que: o= 1;9—"9 = o= ﬁ cujo o denominador € um numero consti-
tuido de n algarismos iguais a 9. 0J

Exemplo 2.10 Seja o decimal o = 0,235235235..., entdo segue-se do Coroldrio 2.1 tem-

235
se que a sua representacdo em fracdo racional é dada por: o = 999 -

Corolario 2.2 Toda dizima periodica simples ¢ igual a uma fracdo irredutivel cujo

denominador ndo é divisivel nem por 2 nem por 5.

Prova. Seja 0=0,a1a;....apaiaz....ap..., uma dizima periddica simples de periodo
aay...ap—0 ajas....ap

10r—1  99..9
o denominador 10”7 —1 = 99...9 é um nimero constituido de p algarismos iguais a nove,

a|ay....ap, assim decorre do Teorema 2.7 que: o = , Cujo

logo ndo € divisivel por 2 e nem por 5. Portanto, o denominador na forma irredutivel de
aaz....dp

999 também nao € divisivel por 2 e nem por 5. 0J

Corolario 2.3 Uma dizima periodica composta com m termos ndo-periodicos € igual a
uma fracdo irredutivel cujo denominador é divisivel por 2" ou por 5™ , mas ndo por

poténcias de 2 ou 5 cujo expoentes sejam maiores do que m.

Prova. Seja o0 = 0=0,b1b;...b;, ajaz....apaias....ap... essa dizima, entdo decorre do Teo-

rema 2.7 que:
. blbz...bmalaz....ap — blbz...bm

(107 —1).10™
Como 107 — 1 = 99...9 € constituido de apenas p algarismos iguais a 9, tem-se que
m.d.c(10”7 —1,10) = 1. J4 10™ = 2™.5™, entdo o denominador (107 —1).10™ da fragao

(2-1) é divisivel por 2" e 5, mas ndo por poténcias 2° ou 5°, com s > m. Assim a forma

2-1)

irredutivel da fracdo (2-1) também nao € divisivel por poténcias de 2 ou 5 cujo expoentes

sejam maiores do que m. 0



Conclusao

Conceitos e propriedades importantes da teoria de dlgebra e de topicos sobre
conjuntos foram utilizados neste trabalho para definir os nimeros reais como um corpo
ordenado completo. Este contexto, traduz a inten¢do de oferecer uma alternativa a abor-
dagem de nimeros reais como uma simples extensdo dos nimeros racionais. Essa alter-
nativa € a de que os nimeros reais formam um corpo ordenado completo, visto que a ideia
dos niimeros reais, como extensiao dos racionais, se faz importante para a percep¢ao da
existéncia do corpo dos reais. No entanto, ressalta-se que todas propriedades dos niimeros
reais decorrem do fato de formarem um corpo ordenado e completo.

A compreensdo da abordagem sobre os nimeros reais como corpo ordenado
completo, apesar de minimizar o problema da circularidade deste tema, é uma questdo
delicada, pois para tal, se faz necessdrio o uso de estrutura axiomatica de certa forma
rigorosa, ao se considerar, por exemplo, um estudante a nivel do ensino bésico. Além
do que, em geral, encontra-se dificuldades em construir situacdes concretas e cotidianas
que realmente justifiquem a necessidade de expandir o estudo do conjunto dos nimeros
racionais para o estudo dos nimeros reais. Para tentar minimizar essas dificuldades
pode-se recorrer a propria histéria da evolucdo do conceito dos reais, da qual pode ser
identificada ferramentas poderosas no aspecto de motivar e facilitar o estudo sobre os
numeros reais.

Os problemas geométricos que os gregos ja enfrentavam no periodo de 500 a
350 a.C. que envolviam medidas comensurdveis e incomensurdveis sao exemplos disso,
pois essas ideias permitem sistematizar uma correspondéncia entre os nimeros reais € a
reta, contribuindo assim para uma melhor compreensio e interpretacao dos axiomas que
fundamentam a base conceitual do corpo dos reais.

Através deste trabalho espera-se contribuir tanto com aqueles que se encontram
numa formagao em nivel bdsico como aqueles que aspiram a uma formagao académica
superior, baseado em conceitos matemdticos provindos, inicialmente, da algebra, da
andlise e da matematica em geral. Em especifico no caso do professor do ensino basico
espera-se que, apesar de nao ser aconselhado aplicar em sua totalidade no ensino basico os
conceitos aqui discutidos, se tenha fornecido uma base conceitual que permita dar op¢des

para que o mesmo possa construir estratégias pedagédgicas de ensino referente a esse tema,
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e que tais se demonstrem eficientes e significativas para o amadurecimento matemético

de seus alunos.
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